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RESUMO

7z

Resolver sistemas ndo lineares € sempre um grande desafio, tanto na fisica quanto na
matemdtica. Geralmente os métodos utilizados sdo bastantes técnicos e muitas vezes
complexos, ou seja, ndo sdo nada triviais. No entanto, o método abordado nesse trabalho é
simples e direto. E pode gerar solucdes do tipo ondas viajantes para equagdes diferenciais nao
lineares. Um fato muito interessante desse método € que a solugdo para equacdes como a KdV
e mKdV pode ser obtida a partir de uma solug¢do simples de equagao linear. E nao sé isso,
também € possivel encontrar as solugdes de equagdes desse tipo a partir de uma solugdo tipo
sOliton.Esse método é conhecido como método de deformacdo. Por sua vez, a teoria dos
sOlitons € uma das teorias mais fantdsticas estudas nos dltimos anos. Sdélitons sdo pulsos de
energia localizada, que interagem fortemente e nio mudam de forma. Isto €, possuem
comportamento de particulas. Esse fendmeno vem sendo o observado em diversas areas do

conhecimento, e por isso, acredita-se que seja um fendmeno de cardter universal.

Palavras-chave: Método de Deformacao. Equacdo KdV. Ondas Viajantes. Sélitons.



ABSTRACT

Solving nonlinear systems is always a big challenge, both in physically and how much in
mathematics. The methods are generally quite technical and often complex, in other words
nothing trivial. However, the method discussed in this work is simple and straightforward.
And can generate solutions type Travelling wave for nonlinear differential equations. A fact
very interesting of this method is that the solution to equations such as KdV, mKdV and
Boussinesq can be obtained from a simple linear equation solution. And not only this, you can
also find the solutions for theseequations from a solution type séliton. This method is known
as deformation method. In turn, the theory of sélitons is a of the most fantastic theory studied
in recent years. Sdlitons are pulses of energy localized that interact strongly and do not
change shape. That is, particles possess behavior. This phenomenon has been observed in

various areas of knowledge, and therefore it is believed to be a universal phenomenon.

Keywords: Deformation Method. KdV equation. Travelling Waves. Sdlitons.
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1 INTRODUCAO

Sistemas integraveis ndo-lineares tém sido estudados com rigorosidade nos ultimos
anos. Desde que a equacdo KdV (KORTEWEG; DE VRIES, 1895) foi proposta, o assunto
referente a sistemas integraveis tem se desenvolvido em diversas formas, onde se pode
destacar o Método do Espalhamento Inverso (FLASCHKA, 1974), Transformacgdes de
Backlind (ABLOWTZ; CLARKSON, 1991), Integrabilidade Quéantica etc. Esses
desenvolvimentos sd@o muito importantes, pois tem aberto novas dreas de pesquisas
(MATHIEU, 1988). Vale salientar que todos esses métodos possuem uma certa dificuldade de

manuseio, pois sao indiretos e bastante técnicos.

Este trabalho propde um método alternativo e praticopara resolver sistemas e/ou
equacgdes ndo-lineares. Ele possibilita construir solucdes tipo onda viajante para equacdes
diferenciais nao-lineares a partir de uma solu¢do conhecida. Esse método é conhecido com

método de deformacao (BAZEIA et al., 2008).

A ndo linearidade na fisica surge com a equagdo de Navier-Stokes. Essa é a equacdo
que rege a dinamica dos fluidos, e € uma das equacdes mais importantes na ciéncia até hoje (é
também considerada um dos grandes problemas da matemética). A partir dessa equagdo €
possivel chegar a equacao KdV, que por sua vez devido ela aparecer em diversos fendmenos é
uma das equagdes mais importantes na teoria nao-linear e de sistemas integraveis (juntamente
com a equagdo de Schrodinger ndo-linear). A KdV € considerada a equacdo bdsica que rege

um fendmeno ndo linear e dispersivo (SILVA, 2008).

As investigacdes nos ultimos anos sobre sistemas ndo-lineares resultaram em
diversos avancos nas ciéncias, de modo geral, esses avancos foram em diversas dreas e ndo so
na Fisica. Esses fenOmenos ndo-lineares aparecem também na Matemadtica, Quimica
(EPSTEIN, 1998), Medicina e em Processos Bioldogicos (BRITTON, 1986; MURRAY,
1993).

O fato mais importante da solucao tipo onda viajante da KdV € que ela representa um
sOliton. Os sdlitons sdo ondas viajantes localizadas que ndao se deformam, conservam energia
e mantém a forma depois de interagir fortemente. A teoria dos sélitons € aplicada em colisdes
de ondas, cadeias atdmicas, tornados, particulas elementares, redes cristalinas, macro

moléculas, nas fibras 6ticas etc. Sao muitas as aplicagdes desse fendmeno.



O desenvolvimento desse trabalho foi feito através de uma revisdao bibliografica de
trabalhos, livros, artigos e periddicos sobre o tema tratado. O problema proposto consiste em
encontrar solugdes solitdnicas para equagdes ndo lineares, e para isso se utilizou um método

bastante eficiente e de facil manuseio, o qual serd detalhado aqui.

10



2

2.1

SOLITONS

Descoberta das Ondas Solitarias

As primeiras observacdes envolvendo as ondas solitdrias foram em 1834, pelo
engenheiro naval Britanico, John Scott Russel. Ele observou um barco sendo puxado por dois
cavalos as margens do canal de Edinburgh, Glasgow, quando, de repente a embarcagdo parou.
Surgiu entdo, uma dnica onda solitdria com a forma bem definida. Que se propagou ao longo
do canal com uma velocidade constante de 14km/h em um trecho de aproximadamente dois
quildmetros sem perder sua forma, e esta foi acompanhada por Russel a galopes de cavalo.
Quase dez anos apds esse acontecimento, Russel publicou um trabalho em que ele relatava
como foi aquele dia, e chamou aquele fendmeno de ‘“‘singular e maravilhoso”(RUSSEL,

1845). A essa onda ele chamou de onda solitdria de translagdo.

Figura 1 - Ilustragc@o do procedimento realizado por Russel para fabricar ondas solitdrias em
série.

Anteparo
Camal o
- 4
Bals L~
T ] tTTIL . wm

Depois dessa observacao, Russel realizou uma séria de experimentos em laboratério
gerando ondas, até que ele descobriu como as produzir “em série”; assim era feito,
acumulando dgua em uma extremidade de um canal raso separado por um anteparo e, de
repente, retirando este anteparo; a massa d’dgua acumulada se propagava em uma ‘“meia-
onda”, acima da linha de repouso do canal sem se deformar com velocidade constante c.

Através Figura 1 € possivel compreender o procedimento realizado por Russel para
fabricar ondas solitdrias em série. Ele foi capaz de verificar empiricamente uma relagdo entre

a altura da onda a (amplitude da onda) em relacdo ao nivel de repouso da 4gua, e h a
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profundidade do canal ndo perturbado, com velocidade de propagacao da onda c, que é dada
por
¢’ =g(h+a), 2.1

onde g € a aceleracdo da gravidade.

Com essa expressao obtida por Russel, observa-se que quanto maior for a amplitude
da onda maior serd a sua velocidade de translacdo. Esta equag¢do provocou certa discérdia na
comunidade cientifica, pois estava em contradicdo a outra encontrada por argumentos
puramente tedricos por Airy (1845). Assim Lord Rayleigh (em 1876) e Boussinesq (em 1871,
1872) tentaram resolver de uma vez por todas o problema, mas, isso s6 veio a ocorrer, de fato,

em 1895 com o trabalho de Korteweg e de Vries.

D. J. Korteweg e G. de Vries em 1895 (Equacdo KdV), obtiveram teoricamente a
formula de Russel para velocidade da onda solitdria de translagdo, e mostraram que neste caso

a forma da envoltéria da onda era dada por

u(x,t) = asech? (k(x —ct)), (2.2)
onde o nimero de onda k, a amplitude a, e a velocidade da onda c estdo relacionadas por
Ah*(h+
k™ =¥,a:2k2,c:4k2. (2.3)
a

Outra observacao feita por Russel em 1844, que permaneceu sem explicacdo por
mais de um século, € que em colisdes, ondas solitdrias preservam suas caracteristicas
(RUSSEL, 1845). Em uma de suas experiéncias ele observou duas ondas.Elas propagavam-se
com velocidades diferentes, percebeu que a onda mais veloz alcangava e ultrapassava a onda
mais lenta, de modo que apds o processo, ambas permaneciam intactas e nao-distorcidas,

como se ambas satisfizessem o principio da superposicao linear.

Percebesse a presenca de efeitos ndo-lineares, pelo fato de que, durante a interagao,
as ondas sofriam um deslocamento de fase, ou seja, as ondas depois da interagdo ndo estavam
na posicdo que deveriam estar se ambas se movessem com velocidade constante. Atravésda
Figura 2 é possivel observar como ocorre esse processo. E caracteristico de fendmenos
ondulatérios apresentarem efeito dispersivo, assim, as ondas em propagacdo logo perdem

energia e eventualmente desaparecem em um tempo finito.

Entdo, apenas em 1955, esse problema foi compreendido melhor, com o trabalho de
Fermi, Pasta e Ulam que estudavam os modos de propagacdo de ondas em redes cristalinas. A

partir do resultado obtido por eles, Zabusky e Kruskal em 1965 (ZABUSKY; KRUSKAL,

12



1965) estudaram essa equagdo numericamente, entdo, chegaram ao resultado de que no nos

primeiros momentos a envoltdria tomava a forma do termo ndo-linear. Quando chegava a essa

ndo ocorria.

configuragdo o termo dispersivo torna-se importante, ocorrendo entdo um balanceamento
entre ndo linearidade e dispersao (como serd visto na sessao 2.3), assim o fendmeno da quebra

Figura 2 - Representacdo da interagdo de dois sélitons

Gy =Gy .
[\ € /2
III." '. I."lf ,'J \" ~|
/ \ |II . I|'|I Y
I,'I IIIII III.' :," I|IIII ' I
\ / % £ W .'I : \\
\\_/ // . \/‘ ’ \'\ E
1I = 1‘-::-::i:ac':::- T; = t

ol

Fonte: Galléas et al. (2003, p. 295)

Devido a persisténcia de a onda manter a sua forma, e também, a caracteristica

andloga a de particulas que conservam sua identidade ap6s uma colisdo, fez com que Zabusky

colisd@o

e Kruskal sugerissem o nome de sélitons — em analogia as particulas, como fétons, prétons,
elétrons etc. A partir da Figura 2 observa-se que as ondas no instante f, possuem uma forma
bem definida, ¢

¢ instante em que ocorre a colisdo, em seguida no instante 7, as ondas
possui a mesma forma, como se fossem particulas cldssicas. Onde o séliton com velocidade
¢, viaja com velocidade maior do que o séliton com velocidade c¢,, pois possui uma

amplitude maior (quanto maior a amplitude do séliton maior a sua velocidade).

2.2 A teoria dos Solitons
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De acordo com a teoria matemaética, sélitons sdo solucdes de uma classe de equacdes
diferenciais nao-lineares cujo interesse se deve ao fato de muitos sistemas complexos
poderem ser aproximadamente descritos por estas equagdes, € principalmente pelo fato de,
apesar de ser ndo-lineares, possuirem solucdes analiticas. Do ponto de vista pratico, sélitons
podem representar fendmenos que apresentam as caracteristicas de serem ndo-lineares,

localizados, quase-estaticos e interagem fortemente mantendo sua identidade.

Por exemplo, uma onda descrita por uma equacdo diferencial ndo-linear, o termo
nao-linear faz com que a onda tenda a se concentrar, o que pode ocorrer a quebra, como no
caso das ondas no mar, ja o termo dispersivo da equagdo faz com que a onda se alongue, e é
importando para que haja um balanco entre ndo-linearidade e dispersdao, de modo que a
quebra nio ocorra fazendo com que a onda se propague mantendo sua forma. E necessério
entender a diferenca que envolve essa teoria. Em geral um pulso que viaja inalterado é
chamado de onda viajante, mas um pulso localizado que viaja inalterado, ou seja, cuja
transi¢ao desde um estado assintoticamente constante, tal como &€ — —oo, para outro, tal como,
€ = 4o, estd essencialmente localizado em ¢ que € chamada onda solitdria. Ja4 um pulso
localizado que viaja inalterado e ndo se destr6i quando interage com outras ondas

conservando a sua identidade é denominado sdlitons (ZABUSKY; KRUSKAL, 1965).

Os solitons ja foram observados em vdérias dreas da ciéncia, incluindo a dptica, a
fisica da matéria condensada e também na biologia, onde essas ondas podem ser observadas

durante a transferéncia de energia em dcidos desoxirribonucléicos (DNA).

Cientistas descobriram que os sdlitons, também possuem uma estrutura interna
intrincada, ou seja, um dos grandes mistérios do mundo quantico tem se apresentado também

nos solitons que € o fendmeno da dualidade onda-particula.

A equipe do Dr. Ju Li, da universidade de Ohio, Estados Unidos, descobriu que os
sOlitons poderdo ser analisados como particulas. O que Dr. Li mostrou é que, cada soéliton é,
na verdade, um elétron circundado por outras particulas, chamadas de “f6nons”. Da mesma
forma que um féton € uma particula de luz, o fonon € uma particula de energia vibracional.
Estas descobertas tém ajudado bastante na constru¢cdo de novas tecnologias (GALLEAS et al.
2003). Podemos observar que a teoria solitnica tem apresentado novas descobertas e pode
ser empregado em vdrias areas da ciéncia, sabemos que a diversidade dos sistemas fisicos,
matematicos, bioldgicos, quimicos, etc. onde existem sélitons € tdo grande que ndo resta

qualquer divida sobre a universalidade do fendmeno (SILVA, 2008).
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2.3 A Fisica nao-linear

O século XX pode chamado de era da fisica linear, pois foi dominado por equacdes
lineares (Maxwell, Schrodinger etc), por objetivos matemadticos lineares (espagos vetoriais,
em particular o espaco de Hilbert) e por métodos lineares (transformada de Fourier, teoria de

perturbacao etc). A ndo-linearidade comeca com a equagao de Navier-Stokes

aa—‘;+(\7'6)v=—%+vv2\7 (24)
e tem passagem pelas teorias da gravitacdo e dos campos quantizados, com aplica¢des em
fisica nuclear e em fisica de particulas, no entanto, embora o tratamento matemético destes
efeitos fossem muito dificeis, com excecdono caso de perturbacdo da solucio bésica da teoria
linear (método de deformacdo). Tem se tornado cada vez mais evidente,durante os Ultimos
anos, que ndo-linearidade pode resultar em novos fendmenos, os quais ndo podem ser obtidos

via teoria de perturbagdo: este € o caso de ondas tipo sélitons.

Podemos destacar que, quando as equagdes de ondas sdo derivadas de alguns
principios fisicos subjacentes, ou governados por equacdes mais gerais, sdo feitas certas
suposicdes, portanto, se as suposi¢des forem menos extremas, ndés poderiamos obter equacdes
que retém mais do detalhe fisico; por exemplo, onda dispersiva, nao-lineares. Considere uma

equacgao que represente um fendomeno dispersivo, dada por

ut+ux+uxxx :O. (25)

Figura 3 - Apresentacdo grifica de uma onda dispersiva.

-

Fonte: Silva (2008, p. 25)
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Que é uma simples equagdo de onda dispersiva. Para se examinar a forma da solugdo

de onda harmonica

u(x,t) =e' ™. (2.6)

i(kx—ax)

Sempre pode se escolher a parte real ou imagindria, ou da forma Be +

complexo conjugado, onde B € uma constante. Agora (2.6) € uma soluc¢do da equagdo (2.5)

S€:
_ 3
w = k - k . (2'7)

Esta relacdo de dispersdo determina que w(k) para determinado k, aqui, k é o
nimero de onda (escolher para ser real de forma que a solucdo (2.6) € certamente oscilatdria

emt=0)e w é afreqii€ncia.
Para estudos da ndo-linearidade, pode-se tomar uma equagao nao-linear, da forma:

ou Ju
E+(l—u)g=0, (28)

obtém-se uma solu¢do para a Equagdo (2.8) dada por

u(x,t)= flx—1-wyl= f(y), (2.9)

onde f ¢ uma funcdo arbitrdria. Para se verificar que (2.9) € solucdo de (2.8) algumas
substitui¢des serdo necessérias. Definindo que y = x — (1 —u ), e da regra da cadeia

ou(y) Odudy du
oquty) _cuoy _ 9 q_
ot dy ot ay( “) (2.10)

Qu(y) _dudy _du
ox dy dx dy 2.11)
Na Figura 4 as partes altas devem ser mais rdpidas que as baixas, consequentemente
em certo momento as partes altas devem ultrapassar as partes mais baixas gerando uma
quebra na onda (ABLOWITZ e CLARKSON, 1991). Este fendmeno € caracteristico de

efeitos ndo lineares; um exemplo comum sdo as ondas a beira mar.

E por fim, destaca-se a equagdo mais simples que exibe junto fendmeno nao linear e
fendmeno dispersivo, que € a equacdo KdV. Apds aplicar uma série de transformacdes de

escala, a equacao KdV pode ser escrita da seguinte forma:

u,—6uu_+u_ =0, 2.12)
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onde u € a derivada primeira de u em relagdo a x, u € a derivada terceira e u, a derivada de

u em relacdo a t.

Figura 4 - Representacdo da evolu¢@o de uma onda descrita por uma equagdo nao-linear.

u descontinuidade
\.\
™, C B C . C
/ G / /N & ) &
\ / / I
/ | /
|
/ R f/ —I,I—-C1 / J\T;_..C1
X, y
(@) (b) (©)

Fonte: Silva (2008, p. 27)

Essa equacdo foi proposta por D. J. Korteweg e G. de Vries em 1895 com o objetivo
de descrever teoricamente a formula de Russel para velocidade da onda solitiria de

translacdo, cuja solu¢cdo da onda era dada por

u(x,t) = asech’ (k(x —ct)), (2.13)

onde o numero de onda k, a amplitude a, e a velocidade da onda ¢ s@o relacionadas da

seguinte forma

o _4h*(h+a)

,a=2k* c=4k>.
3a

k (2.14)

A Figura 5 representa a solucdo (2.13) encontrada para a equacgdo (2.12) (equagao de
onda dispersiva ndo-linear), que devido a competicdo entre os dois efeitos, propaga-se no
sentido positivo do eixo x com velocidade ¢ constate, dessa forma representa um sdliton.
Depois do trabalho de Gardner, Greene, Kruskal e Miura (GARDENER et al., 1967),
percebeu-se que nao s6 a KdV, mas outras equagdes importantes em fisica e matemadtica

possuem solucao tipo onda viajante.

17



Figura 5 — Representacdo da evolucdo de uma onda solitdria (séliton) descrita pela equagdo
KdV.

x = x(0) x =x(0) + ct X

Fonte: Galléas et al. (2003, p. 295)

2.4  Aplicacoes dos Sélitons

Essa teoria € aplicada em varias dreas, como foi dito anteriormente, da fisica e dreas
correlacionadas, tais como: hidrodinamica (sélitons em 4gua), Gtica ndo-linear, fisica de
plasma, fisica do estado sdlido, fisica de particulas, redes cristalinas, cadeias atdomicas e
macromoléculas, condensado de Bose-Einstein, tecnologia de comunicagdo, meteorologia,

biologiaetc.

A aplicacdo da teoria solitdnica nas fibras dticas trouxe um avango significativo para
essa drea (GALLEAS et al., 2003). O principio fisico utilizado nessas fibras € o da reflexdao
interna total (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2009), que nao permite a “fuga” da luz
para o exterior do material através das paredes do material, ou seja, ao incidir um pulso
luminoso em uma das suas extremidades no interior do material, que geralmente é muito fino,
atinge a superficie do material por dentro com um angulo maior que o angulo critico, sofrendo
entdo, uma reflexdo total. Isso acontece vérias vezes no interior do material, até que o pulso
luminoso saia pela outra extremidade. Mas, a inconveniéncia para usar as fibras era a perda de
informacdes ao longo da fibra, devido as impurezas absorventes, que faz com que os pulsos
de luz se atenuem. Assim, uma onda quando mandada ndo chegavacom a informacdo da

mesma maneira, havendo muitas perdas.

Com o uso dessa teoria fisica, foi possivel superar o problema da dispersdao dos

pulsos luminosos e suas atenuagdes. O que levou a construcdo das fibras de cilica (6xido de
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silicio), que sdo 50 vezes melhores que as antigas. Um fato interessante é que esses pulsos
luminosos sdo governados por dois processos fundamentais, sendo; um processo dispersivo,
que tende a destruir o pulso, e outro processo ndo-linear, que tende a modificar continuamente
a frequéncia das ondas de acordo com os pulsos. O mais excepcional € que esses processos se

adéquam de maneira surpreendente atingindo um equilibrio (SILVA, 2008).

Na Condensacdo de Bose-Einstein (CBE) também € aplicada a teoria dos solitons.
Considerada como o quarto estdgio da matéria, a CBE consiste de dtomos super frios que
estdo depositados no mesmo estado quantico, exibindo propriedades ondulatdrias, entdo,
podem ser considerados como uma onda atdmica. A aplicacdo dos sélitons em CBE pode
ajudar na constru¢do de novos giroscOpios para navegacao super precisa, e criacao de relégios

atdmicos (SILV A, 2008).

Essa teoria também pode ser aplicada na construcdo de musculos artificiais. A
possibilidade de construir musculos artificiais baseados em sélitons € devida a capacidade de
transportar cargas elétricas ao longo de um polimero orginico. Ao contrario de outros
musculos artificiais, osque sdao acionados por sélitons poderdo ser mil vezes mais rdpidos que

, 1
os musculos humanos .

! Disponivel em www.inovagiotecnologica.com.br. Acessado em 10/07/2006.
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3 TEORIAS QUE APRESENTAM SOLITONS

A equacgdo de Korteweg e de Vries, ou simplesmente equacdo KdV, tem esse nome
em homenagem aos pesquisadores holandeses que a descobrirdo. A KdV, é uma das mais
importantes equacdes de sistemas integraveis (junto com a equacdo de Schrodinger ndo-
linear). A priori, ela foi escrita para modelar a propagacao de uma onda longa (amplitude
muito maior que seu comprimento) em um canal raso (comprimento muito maior que
profundidade) (TODDA, 1989). O que eles fizeram, foi tomar a equacdo bdsica de dinadmica
dos fluidos, a equacdo de Navier-Stokes, e considerar uma expansdo perturbativa para a

propagacdo de uma onda com caracteristicas descritas anteriormente.

A equacdo KdV € uma equagcdo com grandes caracteristicas de universalidade, ou
seja, aparece em muitos contextos distintos. No entanto, ela passou muito tempo ignorada, até
que Fermi, Pasta e Ulam, estudando os modos de propagacdo de ondas em redes cristalinas
com acoplamento fracamente ndo-linear, a redescobriram (FERMI; PASTA; ULAM, 1955).
Aparece também em teoria de espalhamento quantico e no estudo de fluxo de Toda. A KdV ¢é

a equacgdo mais elementar que inclui efeitos nao-linear e dispersivo.

Tem-se também a equacdo modificada da KdV que € conhecida como mKdV. Ela é
aplicada em diversas dreas da fisica, por exemplo; ela aparece no contexto das ondas
eletromagnéticas, em filmes de tamanhos quantizados, em colisdo de plasmas (KHATER; EL-
KAKAAWY; CALLEBAUT, 1968), em rede de fonons harmodnicos (ONO, 1962). E
encontrada também em interfaces de ondas entre dois liquidos com profundidade variando
gradualmente (HELFRICH et al., 1984), em linhas de transmiss@o, em barreira de Schottky
(ZIEGLER et al., 2001), em ions (soliton) actusticos (LONNGREN, 1998; TAJIRA;
NISHIHARA, 2001; WATANABE, 1984), médias eldsticas (MATSUTANI, 1991) e por fim
¢ aplicada em problemas de fluxo de traficos (NAGATANI, 1999).

3.1 A Equacao KdV

Agora, serd visto como € possivel encontrar a solucdo da KdV usando ondas

viajantes. A equacao é
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ut+6uux+uwc :O. (3.1)

Observe que na equagdo (3.1) o termo ndo-linear é positivo, diferentemente da equacdo
(2.12), no entanto, essa escolha € irrelevante, visto que ndo altera os célculos e a solucao ¢é

mesma. Supondo que essa equagdo admite solugdo do tipo onda viajante, isto €,

onde z=kx—at. Sendo k o vetor propagacdo de onda, e ¢ a velocidade da onda. Isso resulta

na seguinte equagao,
k3uZZZ —au, +6kuu, =0, (3.3)

ou seja, obt€ém-se uma EDO. Entdo, pode ser reescrita da forma

2
di{kz‘;ﬁ‘ (%u—&ﬂﬂ:o. (3.4)
74 74

Integrando essa equagdo, encontra-se

d’u av(u)
K*——=—"u-3u’+pB= , 3.5
dz>  k p du (35)

onde B ¢é uma constante de integra¢do. E V(u) ¢ chamado de “potencial associado”, visto

que nao se trata do potencial do sistema no sentido literal, mas sim, de uma defini¢cdo util

como sera vista mais adiante.

Assim, multiplicando a Equacdo (3.5) pelo fator integrante du/ dzproduz

entao

Integrando novamente, obtém-se

K2 (du) o
7[%} =D i+ fuk y=Viw), (3.6)
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onde ¥ € uma segunda constante de integracdo. Dessa equacdo, observa-se que o potencial

associado € da seguinte forma
w
V(u)=—u’—u’+Pu+y.
2k
Impondo as condi¢des de contorno

d’u

- 2
too dZ

_du
too dZ

u| —0,

+oo

quando z —>Zeo, implica que B =y =0. Assim, da equagdo (3.6), resulta

(&) -5
— | = —ulu,
dz k*\ 2k

ou

Fazendo ¢ =@/ e uma separacdo de varidveis, chega-se
k

du 1
——=1—\dz. 3.7
I uNe-2u k I
Escolhendo uma mudanca de varidvel em que
u= %sech2 0 = du = csech” ftanh &d6. (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.7), resulta
Hzﬁ(i—xo} (3.9)

onde x, € outra constante de integracdo, que significa um deslocamento de fase que indica a

posicdo da onda no instante ¢ = 0. Substituindo (3.9) em (3.8) obtém-se

Se for feito u=0em x=0e =0, levando em conta que as quantidades A=c/2 e

¢ =4k* asolugio é
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u(x,t) = Asech® (kx— ax), (3.10)

onde @ =4k’ é a frequéncia angular. A soluciio acima do tipo onda solitdria, é o séliton da

KdV que s6 existe se ¢ > 0.

3.2 A Equacao mKdV

De maneira andloga ao que foi feito para a equacdo KdV, € possivel fazer para a

mKdV. Essa equacdo tem a seguinte forma
u, +6u’u, +u, =0. G.11)
Usando novamente o fato de que a equagdo admite solucdo do tipo onda viajante, resulta
k3uZZZ —au, + 6kuzuZ =0, (3.12)

ou seja, obt€ém-se uma EDO. Entdo,

2
di{kz fl ﬁ‘—(%u—zbﬁﬂzo. (3.13)
74 74

Integrando essa equacdo, encontra-se

—;u+2u :ﬁ, (3.14)

onde S é uma constante de integragao.
Assim, multiplicando a Equagdo (3.14) pelo fator integrante du/ dz, produz

k ————u—+2u3ﬂ=ﬂﬂ

, 3.15
dz dz> k dz dz dz ( )

entao

2
1d kz(ﬂJ —Qu2+u4—2ﬁu =0.
2dz dz k

Integrando novamente, obtém-se
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2
kz(Z—Z) :%u2+u4+2ﬁu+7/=V(u), (3.16)

onde ¥ € uma segunda constante de integracdo. Dessa equagdo, observa-se que o potencial

associado dessa equagdo € da seguinte forma:
a , 4
V(u)z;u +u'+20u+7y.

Figura 6 — Representacao esquematica do potencial associado descrito pela mKdV.

| J ' .'I
I'- / \ I|II
{

lll"..' _,-":
\.\\ /

Fonte: Silva (2008)

Impondo as condic¢des de contorno, ou seja

_du
= dz

_dzu

=—> —0,
b A2

+oo

ul

quando z —>Zeo, implica que =7 =0. Assim, da Equacdo (3.16) resulta que

2
-y
dz k™ \ k

ou

P
@:iz(2+u2j 2.
dz k\ k

Fazendo uma separacdo de varidveis para resolver essa equacao, tem-se



d
j—“:ijdz. (3.17)
u o
N
k\k
Escolhendo uma mudancga de varidvel e resolvendo a integral, encontra-se a solucdo
tipo séliton para a mKdV dada por

u(x,t):ik tanh(kx—a)t), (3.18)

A . , 3 2, , ~ . . . .
onde a frequéncia angular € w=—-2k". E possivel notar que a solucdo possui dois sinais € o
significado disso € que essa fun¢do € invariante diante a transformagdou — —u como ilustra a

Figura 7. Isso € possivel devido a forma do potencial associado, ilustrado na Figura 6, da

mKdV possuir potencias par x> e u*(SILVA, 2008).

Figura 7 — Representacdo esquematica do séliton da equacao mKdV.

u(x,t)

Fonte: Silva (2008)

3.3 A Equacao de Boussinesq

-

E uma equagdo de quarta ordem, também ndo linear (BOUSSINESQ, 1872). E

possui a seguinte forma

u, —u, —W?), —u,, =0, (3.19)
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onde o potencial associado é

V()= l((%jz —1}12 it futy. (3.20)

Sendo S e y constantes de integracdo. A solugdo tipo onda viajante para essa equagio €

u(x,t) =2k’ sechz(k)ﬁ k 4k +1r) (3.21)

Essa € a unica solucdo tipo séliton para a equacao Boussinesq.



4 METODO DE DEFORMACAO

A seguir, serd visto como o método funciona, ou seja, como encontrar as solugdes da

KdV e mKdV utilizando esse método que € simples e bastante util.

4.1 Uma Abordagem sobre o Método

Seja um sistema dinamico descrito por uma equacao diferencial na varidvel u, que
descreve a dinamica do sistema, e que dependa das varidveis independentes x e f.

Considerando que ele admita solu¢do do tipo onda viajante
u(x,t) = u(kx—al). 4.1)

Na teoria de campos, para um campo escalar unidimensional estitico (SILVA,

1996), tém-se a seguinte relacao

au _ , (4.2)

em que V(u) ¢ chamado de potencial. Aqui, serd chamado de potencial associado?, pois nao

possui nenhum significado de potencial como no sentido usual.

Supondo que um novo sistema na varidvel dindmica v também admite solu¢do do

tipo onda viajante
v(x,t) = vlkx— ax). (4.3)
Analogamente ao caso anterior, a equacdo em segunda ordem desse sistema fornece

dv _dv(y) 4.4)
dx? dv '

Fazendo uma importante observacdo; se existir uma funcao inversivel, que relaciona

a duas varidveis dindmicas, que serd conhecida como fun¢do deformadora, tal que

u=g(v). (4.5)

% 0 Potencial Associado é apenas uma defini¢do dtil para a aplicacio do método.
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Entdo o potencial associado para o novo sistema serd dado por

V(&)
O or o

onde
=% (4.7)

A equacdo (4.6) pode ser obtida através do seguinte procedimento: multiplicando a

Equagdo (4.2) por d%x (fator integrante), resulta em

5 2
dudu _dudv() _ d l(d_uJ =Ly (48)
dx dx dx du dx| 2\ dx dx
Logo,
1(duY du
Lfdu) _ o= i v, 4.9
z(dxj ()= () (4.9)

Observe que essa equacdo satisfaz a Equacdo (4.2) que € de segunda ordem.

Analogamente, multiplicando a Equacgao (4.4) em segunda ordem pelo fator integrante d%lx ,

resulta em
—=42V(v). (4.10)

Assim, derivando a fun¢ao deformadora (4.5), obtém-se

du_ dg dv

= . 4.11
dx dv dx ( )

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.11), encontra-se

2= 270 7= Y, @.12)
v g

E importante sempre fazer a substituicio u — g(v) para o potencial associado da

equacdo com solu¢do conhecida para que o potencial associado obtido por deformacao fique

em termos de v.
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Portanto, encontrando o potencial associado do sistema deformado, ou seja, através
da fun¢do deformadora e comparando com o potencial associado dado por (4.4) nota-se que,

se existir uma solucdo do tipo onda viajante para o sistema na varidvel v, serd dada por
v(x,t) =g (u(x,t)) = v(kx—ar)= g (ulkx— at)) (4.13)

E relevante observar que para o primeiro sistema (4.2) nio é exigido uma funcio
deformadora (que possui solu¢do conhecida), e sim, para o segundo (4.4) do qual se pretende
construir a solucdo. De modo geral, sempre que for possivel construir a equagdo (4.4) através
da fun¢do deformadora, partindo da Equacdo (4.2), a solu¢@o para o novo sistema serd dada

por (4.13).

Seré feito alguns exemplos em que € possivel observar o quanto esse método € eficaz
e util para construir solugdes do tipo ondas viajantes para sistemas ndo lineares que
geralmente, sdo muito dificeis de serem resolvidos. Nessa discussdo, nota-se que o sistema
ndo precisa ser integrdvel para que o método funcione. No entanto, o método € mais eficaz no

caso em que os sistemas sao integraveis.

4.2  Aplicacao do Método

4.2.1 Solucdo para a KdV e mKdV

Nessa secdo serdo construidas solucdes para equagdes ndo-lineares a partir de um

sistema linear. Considerando a seguinte equagdo linear de terceira ordem

u,+u, =0, 4.14)

cuja solucdo tipo onda viajante é
u(x,1) = Acoslkx—ar), (4.14)

onde a relacdo de dispersao é a)(k) =k’, que é a frequéncia, e Aé a amplitude. A equacio de

segunda ordem nesse caso €
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u= , (4.15)

que resolvendo essa equacao para V(u), tém-se

2

V(u)=—7u2 +7, (4.16)

onde ¥ € uma constante de integracgao.

Porém, busca-se obter a solucdo ndo-trivial da equacdo KdV, que serd o novo
sistema, cuja solu¢do “ndo é conhecida”. Para isso, encontra-se o potencial associado da

KdV, que sera dada por

v, +6vy +v =0, (4.17)

E que seja do tipo v(x, t) = v(kx— &)‘), onde o potencial associado ja foi encontrado na se¢do 3,

portanto

~

v@):%v2 3+ B+ ¥, (4.18)

sendo ﬁ e 7 constantes de integracdo. Escolhendo uma fungdo deformadora

u=gv)= Acos{sech_1 ‘fﬁ} (4.19)

e escolhendo y= A%k’ / 2. Tém-se que o potencial associado (4.12), obtido por deformacio, é

A% A% cos’|sech™ ‘/V}}
V(v)= F(g(v])) — { 2 2 { 2k°
g,(V)z A’k? 2 -1 v
5 sin {sech 1/2]{2}

Lembrando que V(u) = V(g(v)), logo

(2k>v> =v?) (4.20)

V(v)=2kv* =V, (4.21)

que € o potencial da teoria ndo conhecida que se pretende encontrar a solucao.
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Comparando (4.21) com (4.18), obtém-se ,B=}7=0 e &')(k)=4k3, assim, os
potenciais sdo equivalentes. Portanto, a solu¢do para a KdV serd a inversa da funcgdo

deformadora (4.19). Entao
v(x, 1) = g 7 (u(x, 1)) = 2k> sechz(kx—4k3t), (4.22)
essa € a solucgdo do tipo séliton para a KdV, que é uma solu¢do ndo-trivial.
Ademais, busca-se encontrar também a solu¢do para mKdV com esse método
v, +6v v +v_ =0, (4.23)
do tipo

v(x,t)zv(kx—a)t), (424)

onde o potencial associado, encontrado na sessdo 3, é

~ 4
\h/'(v)zﬁv2 +v—+,b’v+ 7.
2k 2 (4.25)

Fazendo a escolha da funcdo deformadora, na forma
u= g(v) = iAcos{tanh(iH. (4.26)

Escolhendo 7=A2k2/2. Tem-se que o potencial associado (4.12), obtido por

deformacdo, € encontrado fazendo

{— kA cos{tanh‘l[‘}ﬂ + 7/}
V(v)= V(,g W)_L 2 ¢ k{l —V—ZJ , (4.28)
[g (V)] A sin? tanh"l[vj k
k
logo
\7(\/)=k—4—k2v2 +ﬁ (4.29)
2 2’

Portanto, a soluc¢do para a mKdV serd dada pela inversa da funcdo deformadora (4.26),
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v(x,)= g ulkx—ax)|=+k tanh(kx+k3t). (4.30)

4.2.2 Solugdo para a mKdV a partir da KdV

Na sessdo anterior foi possivel construir uma solugdo para uma equagdo nao-linear a
partir de uma equacdo linear, que € mais simples de resolver. Nessa sessdo, nota-se que é
possivel construir uma solug¢do do tipo séliton para um sistema integravel ndo-linear a partir
de uma solugdo tipo séliton de outro sistema nao-linear, também integravel. Nesse caso,

considere que o sistema ndo linear seja dado pela KdV,

u, +6uu +u =0, (4.31)
cuja solugdo é
u(x,t) = 2k sech? [k (x — 4k )| (4.32)
Como j4 foi apresentado anteriormente, o potencial associado para a KdV é
V()= 2ku? —u?, (4.33)

onde as constantes de integracdo sdo nulas, devido a analise assintdtica, ou seja, as condi¢des

de contorno. O outro sistema, o qual estd sendo construido a solugdo, serd a mKdV
v, +6v v +v_ =0, (4.34)

onde o potencial associado é
~ 4

\h/'(v)zﬁv2 +v—+,5’v+ 7.
2k 2 (4.35)

Usando uma fung¢do deformadora, dada por

u(ke—ar) = glv(kx—a@r)]=2(k* ~v?) (4.36)

chega-se ao resultado
4 4
V(v):mz%—k2v2+v— (4.37)

(g0)) 2

Mas, (4.37) e (4.35) serdo iguais apenas, se
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k4
727, ,BZO, 5)=—2k3.

Entdo, a solu¢do para a mKdV serd
v(x,1)= g [ukx— @r)] =tk tanh(kx + k7). (4.38)
Como foi visto na Equacgao (4.30).

Portanto, com esse métodoé possivel encontrar solugdes nao-triviais para equacoes
extremamente complicadas a partir de uma equacdo com solu¢do simples. De modo geral,
basta partir de uma equacdo com solu¢@o conhecida (mesmo que seja ndo-linear), como no

caso da KdV.

Figura 8 - Diagrama esquemadtico do funcionamento do método
Diagrama do método:

Equagdo com .
i solugdo conhecida |

_______________________________

S T ] Solugdo
associadoda ! Potencial :
ZldeshEern | associadopor W inversa da

solugdo ; deformagdo

desconhecida | e |

encontrada:

deformagdo



5 CONSIDERACOES FINAIS

Torna-se notdvel que a teoria linear € limitada cujas solucdes encontradas sdo triviais
e que ndo abrange multiplos fendmenos da natureza, dos quais s@o governados por teorias
ndo-lineares. A teoria dos sélitons € uma das descobertas mais espetaculares da fisica-
matemadtica. Pois, além das diversas aplicacoes e da riqueza matematicas envolvida, trata
também de um dos maiores paradigmas da fisica, a dualidade onda-particula. O sucesso dessa
teoria trouxe avancos em novas tecnologias como: fabricagdo de fibras Opticas, construg¢do de
lasers com sdlitons, criagdo de cristais fotonicos ndo lineares, condensacdo de vapores de
atomos de metais alcalinos, avangos no estudo experimental dos plasmas e diversos sistemas

em fisica da matéria condensada.

As equagdes nesse trabalho, do ponto de vista matemdtico, sdo equacdes integraveis.
No entanto, os sélitons possuem um sentido mais generalizado, abrangendo todas as ondas
solitdrias, mesmo que as equagdes ndo sejam integraveis. Além disso, o método também é
aplicado para equacdo de segunda ordem, contudo, os cdlculos sdo feitos ligeiramente
diferente. Os fendmenos ndo-lineares ndo aparecem unicamente na Fisica e Matematica, mas

também em outras dreas, como na Biologia, Quimica, Geofisica etc.

Resolver equacdes ndo-lineares nem sempre é simples e exige bastante técnica e
muito trabalho, pois a maioria dos procedimentos possuicerta dificuldade de manuseio. No
entanto, uma ferramenta util e simples ¢ método de deformacao. Pois, a partir de uma equacdo
com solu¢do conhecida € possivel construir uma solu¢do ndo-trivial para uma equacao da qual

ndo se sabe a solucdo.

Dessa forma, a partir de tudo o que foi visto nota-se a simplicidade desse método.
Possibilitando a construcdo desolugdes para sistemas ndo-lineares partindo de uma solugdo
conhecida, que pode ser linear ou ndo-linear. Vale salientar, que as equacdes aqui abordadas
eram integraveis, porém nao necessariamente elas devem ser para que o método funcione,

poderia simplesmente ndo ser integraveis.
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