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Resumo

Neste trabalho abordaremos os Teoremas de Aproximacoes de Weierstrass e Stone-
Weierstrass, onde os mesmos sao resultados importantes para a Andlise Classica. Sao
muitas as aplicagoes desses teoremas, entretanto, por se tratar de um trabalho de
conclusao de curso, o texto foi basicamente elaborado para servir de suporte a alunos
da graduagao. Por isso, focalizamos os resultados basicos os quais, em geral, sao vistos
em um curso de Bacharelado em Matematica. Assim, apds uma breve introducao
histérica, apresentaremos a teoria dos espagos métricos, topoldgicos e compactos. Em
seguida apresentamos e demonstramos os teoremas citados acima. E por fim faremos

algumas aplicagoes em sequéncias de funcoes.

Palavras chave: Weierstrass, Stone-Weierstrass, Anélise Classica.



Abstract

In this paper we discuss the approach of theorems Weierstrass and Stone-Weierstrass,
where they are results important for Classical Analysis. There are many applications of
these theorems, however, because it is a course conclusion work, the text was basically
designed to serve the support of students graduation. Therefore, focus on the basic
results which, in general, they are seen in a Bachelor course in Mathematics. So, after
a brief historical introduction, present theory metric spaces, topological and compact.
Then we present and demonstrate the theorems aforementioned. Finally we will make

some applications sequences functions.

Key words: Weierstrass, Stone-Weierstrass, Classical analysis.
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Introducao

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, faremos um estudo bibliografico baseado nas
referéncias [2], [4], [5] e [7], a qual tem por objetivo tornar o trabalho autossuficiente. O
objetivo principal deste trabalho é apresentar, demonstrar e aplicar os importantes teoremas
de Aproximacao de Weierstrass e Stone-Weierstrass. Desta forma o trabalho ficou dividido na

seguinte estrutura:

No capitulo 1 vamos falar sobre a vida desses dois grandes matematicos Karl Wilhelm

Theodor Weierstrass e Marshall Harvey Stone.

No capitulo 2 faremos a fundamentagao tedrica que servird para entender as demons-
tracoes dos teoremas de aproximacoes, contendo nesta parte a teoria dos Espacos Métricos,

bem como a sua topologia, e por fim algumas nogoes de Espagos Compactos.

No capitulo 3 consta as demosntragoes dos Teoremas de Aproximacgoes de Weierstrass e

Stone-Weierstrass.

No capitulo 4 faremos aplicacoes dos teoremas demonstrados no capitulo 3.



Capitulo 1

Parte historica

Este capitulo contém um pouco da histéria dos matematicos Karl Weierstrass e Marshall

Stone. Usamos a referéncia [1] e alguns sites espcializados em histéria da matematica.

1.1 Karl Weierstrass

Figura 1.1: Matematico Karl Wilhelm Theodor Weierstrass

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815 - 1897) filho de um oficial alfandegério,
quando jovem demonstrou habilidade em linguas e no trato com os ntmeros. Porém, por
influéncia do pai, ingressou em um programa de leis e comércio da Universidade de Bonn, mas,
para desgosto da familia, concentrou-se mais na esgrima e na cerveja do que nos estudos, e

retornou para casa, quatro anos mais tarde, sem nenhum diploma.
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Em 1839, Weierstrass entrou para a Academia de Miinster, com o objetivo de obter um
titulo em educacao secundaria. La conheceu o matematico Christoph Gudermann, por quem foi
orientado. As ideias de Gudermann influenciaram muito seu trabalho. Nos 15 anos seguintes a
sua formatura, ensinou alemao, caligrafia, geografia e matematica em uma escola secundéria.

Por ser um professor secundario, muito do seu trabalho foi ignorado.

Somente em 1854 publicou um artigo de maior importancia, o que lhe deu, da noite para
o dia, fama matematica internacional. No mesmo ano recebeu, da Universidade de Konigsberg,
um titulo de doutor honorario, e, em 1856, na Universidade de Berlim, teve inicio sua carreira

como professor universitario.

Em 1860 apresentou a primeira formula para uma fungao continua que nao fosse derivavel
em nenhum ponto, fortalecendo as teorias que o matematico Bernhard Bolzano desenvolveu em

1834, quando apresentou uma destas funcgoes.

Seu trabalho forneceu as bases da teoria das fungoes analiticas. Weierstrass foi um pioneiro
da moderna andlise matemédtica e mentor da matemdtica Sofia Kovalevskaya!. Dentre seus
mais brilhantes seguidores destaca-se também Georg Cantor e Edmund Husserl. Foi também o

criador do conceito de limite de uma funcao.

1.2 Marshall Stone

Figura 1.2: Matematico Marshall Harvey Stone

1Sofia Kovalevskaya foi a primeira mulher a ser nomeada para a Academia de Ciéncias da Riissia e a terceira

a conseguir um cargo académico, como professora na Universidade de Estocolmo.



13

Marshall Harvey Stone (1903 - 1989) filho de Harlan Fiske Stone, que foi o Chefe de
Justica dos Estados Unidos em 1941-1946. A familia de Marshall Stone esperava que ele se
tornar-se um advogado como seu pai, mas ele se apaixonou pela matematica enquanto ele era
um estudante da Universidade de Harvard. Ele completou seus estudos em Harvard tornando-se

Ph.D. em 1926, com uma tese sobre equacoes diferenciais, que era supervisionado por George

David Birkhoff.

Entre 1925 e 1937, ele lecionou em Harvard, Yale University, e na Universidade de
Columbia. Stone foi promovido a professor titular na Universidade de Harvard em 1937. Em
1946, ele se tornou o presidente do Departamento de Matematica da Universidade de Chicago,

uma posi¢ao que ocupou até 1952.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Este capitulo contém algumas defini¢oes e resultados de espacos métricos, topolégicos
e compactos. Tais definicoes serao necessarias para o entendimento das demonstracoes dos

Teoremas de Aproximacgoes e suas aplicagoes apresentadas no presente trabalho.

2.1 Espacos Métricos

Nesta segao usamos as referéncias [2] e [9] para estudarmos os conceitos de espagos métricos

e sequéncias, bem como alguns resultados ligados a esses dois conceitos.

Defini¢ao 2.1. (Métrica) Dado um conjunto M # &, seja d : M x M — [0,+00) uma
aplicagdo e indicaremos por d(x,y) a imagem de um par genérico (x,y) € M x M, através da
funcao d. Dizemos que d € uma métrica sobre M se as sequintes condi¢oes se verificam para

quaisquer x,y,z € M:
M) d(z,z)=0;
M,) se x # y, entdo d(z,y) > 0;
Ms) d(z,y) = d(y, );
My) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
Exemplo 2.1. (Métrica usual da reta) Verifique que d : R x R — [0, +00) definida por

d(z,y) = |r —y| € uma métrica.

Solucgao: Sejam z,y,z € R
M) d(z,z) = |x — z|= |0|]= 0.



CAPITULO 1. Fundamentacao Tedrica 15

Ms) Se x # y, entdo d(x,y) > 0. De fato,
r#ty—=zr—y#0= |x—y[>0.
Logo, d(x,y) = |z — y|> 0.
M;) d(xz,y) = d(y,x),Vx,y € R. Com efeito,
d(z,y) = |z = y|= |y — z[= d(y, v).

Portanto, d(z,y) = d(y, x).
M,) d(z,z) < d(z,y)+d(y, z). De fato, usando a desigualdade triangular para os nimeros reais

obtemos:
d(z,z) = |ov —z|= o —y +y —2[< |z —yl+|y — 2= d(z,y) + d(y, 2).
Logo, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Consequentemente, segue-se que d é uma métrica.

Defini¢ao 2.2. (Espaco Métrico) Um espaco métrico é um par (M,d), onde M €é um

congunto nao vazio e d € uma métrica em M.

Exemplo 2.2. (Espag¢o métrico real) O par (R,d), onde R € o conjunto dos nimeros reais

e d € a métrica usual da reta, € um espaco métrico.

Definigao 2.3. (Subespaco métrico) Seja E C M um subconjunto de um espago métrico M
e d uma métrica em M. A restricao di de d a E X E é uma métrica em E. Dizemos entao que
(E,dy) € um subespaco métrico de (M,d).

Definigao 2.4. (Bolas e Esferas) Seja p um ponto no espago métrico M. Dado um nimero

real € > 0, definimos:

i) A bola aberta de centro p e raio ¢, é o conjunto B(p;¢), dos pontos de M cuja

distancia ao ponto p ¢ menor do que ¢, ou seja,
Be(p) = B(p,€) ={x € M | d(z,p) < e}.

ii) A bola fechada de centro p e raio ¢, é o conjunto B[p; €|, formados pelos pontos

de M que estao a uma distancia menor ou igual a € do ponto p, ou seja

Belp] = Blp,e] = {z € M | d(z,p) < e}.

iii) A esfera de centro p e raio €, é o conjunto S(p;e), formado pelos pontos z € M

tais que d(x,p) = €. Assim,

Se(p) = S(p,e) ={z € M | d(z,p) = €}.
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Definigao 2.5. (Sequéncia) Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicagio v : N — M,

definida no conjunto N = {1,2,... n,...}, denotada por x(n) = z,.

Notagoes: (1, Z2,...,Zp,...), (Tn)nen OU (24,).

Definigao 2.6. (Subsequéncia) Uma subsequéncia de (x,) é uma restricao da aplicag¢ao

x: N — M a um subconjunto infinito de N' ={n; <ng < ... <np <...} deN.

Notacoes: (Tn,, Tnys-- s Tnys---), (Tn)nenw OU (Tp, )ken-

Definigao 2.7. (Congunto limitado) Seja A um subconjunto nao vazio de um espago métrico
M. Suponhamos que exista k € R de maneira que d(x,y) < k, para quaisquer x,y € A. Nestas

condicoes dizemos que A € um conjunto limitado.

Definigao 2.8. (Sequéncia limitada) Uma sequéncia (z,) no espaco métrico M chama-se
limitada quando o conjunto dos seus termos € limitado, isto é, x(N) = {z,, : n € N} é um

congunto limitado.

Definicao 2.9. (Sequéncia convergente) Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M.
Diz-se que o ponto a € M ¢é limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero € > 0 dado

arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que,

n>ny = d(z,,a) < €.

Notagoes: a = limz,, a= lim z,, a=Ilimz,, z, —a

n—00 neN
Uma sequéncia (x,,) em um espaco métrico X = (M, d) ¢é dita convergente se existe um a € X
tal que:

lim d(z,,a) = 0.

n—oo

Proposicao 2.1. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Seja (z,,) uma sequéncia convergente, digamos que lim x,, = a, ou seja dado
e > 0, existe ng € N tal que,

n>ng = d(x,,a) <e.

Assim,

n > ny = x, € B(a,e¢).

Logo, os termos da sequéncia pertencem ao conjunto {zy, s, ..., Ty, } U B(a,€) que é limitado.

Portanto, (z,) é uma sequéncia limitada. n
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Proposicao 2.2. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais, com limx, = a > b. Entdo z,, > b

para todo n suficientemente grande.

Demonstracgao: Dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N tal que
n>ng—a—€e€<x, <a-+e
Tomando € = a — b > 0, obtemos
n > ng = x, > b.

Corolario 2.1. (Conservagao do sinal) Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais, com

limz, =a > 0. Entao x, > 0 para todo n suficientemente grande.

Demonstracao: Tomando b = 0, segue-se da Proposicao 2.2 o resultado. [ ]

Definigao 2.10. (Sequéncia de Cauchy) Seja (M,d) um espaco métrico. Uma sequéncia
(x,) de pontos de M é chamada sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice
r tal que:

m,n >1r = d(xy,,,) <€

Exemplo 2.3. A sequéncia (z,) = £ ¢ de Cauchy em Q.

Solugao: De fato, dado € > 0, pela propriedade arquimediana, existe ng € N com nge > 2, e

pela desigualdade triangular, obtemos:

1 1
— _+_
m n

S|

<

1
m,n > nyg = |T, — T,|=|—
m

mas,
m>no:>i<i e n>n0:>l<i.
m  ng n - ng

Logo,
m,n>n0:>|xm—xn|<i+i=3<e.

no no Ny

Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.
Proposicao 2.3. Toda sequéncia convergente de um espago métrico € uma sequéncia de Cauchy.
Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia tal que limz, = a, ou seja, dado € > 0, existe

ng € N tal que,

n>ny = d(z,,a) < %
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Assim, pela desigualdade triangular, obtemos:

(@)

m,n > ng = d(Tm, T,) < d(zp,a) +d(a, z,) = d(zm,,a) + d(z,,a) < 5 +
Portanto, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. [ |

Definicao 2.11. (Espago Métrico Completo) Um espago métrico M é chamado Completo

se toda sequéncia de Cauchy desse espago converge para um ponto de M.

Exemplo 2.4. A reta ¢ um espagco métrico completo, ou seja toda sequéncia de Cauchy de

numeros reais é convergente em R.

1
Exemplo 2.5. O subespagco métrico S = (0,1] C R nao é completo, pois, a sequéncia (E)
keN

1
€ de Cauchy em S, mas (—) nao converge em S.
kEN

2.2 Topologia dos Espacos Métricos

Nesta se¢ao usamos a referéncias [2] e [4] para estudarmos alguns conceitos relativos a

topologia dos espacos métricos.

Definigao 2.12. (Conjunto Aberto) Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto A C

M se diz aberto se, para todo p € A, existe um nimero real € > 0 tal que B(p,e) C A

Exemplo 2.6. (Bola Aberta) Toda bola aberta B(p,r) num espago M €é um conjunto aberto.

Solugao: Seja x € B(p,r). Entao d(p,z) < r e portanto s = r — d(p, x) é um niimero positivo.
Afirmamos que B(z,s) C B(p,r). De fato, se y € B(z,s), entdo d(x,y) < s e portanto
d(p,y) < d(p,x) +d(z,y) < d(p,x) +r —d(p,x) = r. Logo y € B(p,7)
Proposicao 2.4. Seja A a cole¢ao dos abertos de um espago métrico (M,d). Entdo:

i) g, MeA;

it) ABEA= ANBec A;

iii) Se (A;) € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € A, entdo

UA; € A.

Demonstracao: De fato, pois:
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i) E claro que @ é aberto, pelo fato de nao conter pontos e, portanto, de nao poder con-
trariar a definicao dada. Quanto a M, toda bola de centro num ponto p € M é um subconjunto

de M, por definicao.

i1) Seja p € AN B. Entao existem ¢ > 0 e A > 0 tais que B(p,e) C A e B(p,\) C B.
Supondo € < A temos que

B(p,e) € B(p,A)
donde B(p,e) C AN B.

i1i) Seja p € UA;. Entao existe um indice ¢ tal que p € A; e, como A; é aberto, para um

certo € > 0 vale a relacao B(p,€) C A;. Entao B(p,€) C UA;. n

Definigao 2.13. (Ponto interior) Seja (M,d) um espago métrico. Se A C M, um ponto
p € A é chamado ponto interior ao conjunto A se existe ¢ > 0 tal que B(p,e) C A. O

o
congunto dos pontos interiores a A € chamado interior de A e ¢ indicado por A.

Definicao 2.14. (Conjunto Fechado) Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto
F C M se diz fechado se F© ¢ aberto.

Exemplo 2.7. (Subconjunto finito) Num espago métrico (M, d) qualquer subconjunto finito
F={ay,...,a,} C M € fechado.

Solugao: Seja p € F° e tomemos € > 0 de maneira que € < min{d(p, a;) : a; € F'} e mostremos
que B(p,e) C F° ou, o que é equivalente, que B(p,e) N F' = &. Mas isto é simples: se algum
a; pertencesse a bola B(p, €), entao d(a;, p) < €, o que é impossivel, dada a escolha que fizemos

de e.

Proposicao 2.5. Seja F a colecao dos conjuntos fechados de um espago métrico M. Entao:
i), M eF;
ii) HHFe F —= HUF € F;

iii) Se (F;) € uma familia de conjuntos fechados de M, entio NF; € F.

Demonstracao: De fato, pois:

i) @ e M pertencem a F pois @° = M e M® = & pertencem a F (colegdo dos abertos de

i) Se H,F' € F, entao H® e F° sao abertos, donde a intersecdo de H® e F° é aberta.
Assim (H*N F°) = (H)*U(F)=HUF € F.
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iii) Como cada F; é fechado, entdo cada Ff é aberto e, portanto, UFf = (NF;)¢ é aberto.

consequentemente NF; é fechado. [ ]

Definicao 2.15. (Ponto aderente) Seja A um subconjunto de um espa¢o métrico M. Um

ponto p € M se diz ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relacdo
B(p,e) N A +# @.

O conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fecho de A e é indicado por A.

Proposicao 2.6. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M e se p é um ponto de A,

entao existe uma sequéncia (x,) de pontos de A tal que lim x, = p.

Demonstracao: Como p € A, entdo cada uma das bolas abertas B (p, %) (n = 1,2,...),
contém pontos de A. A sequéncia (z,), onde z,, € ANB (p, %) , para todo n > 1, converge para

p. De fato, toda bola B(p,€) contém B (p, %) desde que % < €, e portanto, nestas condigoes,

contém x,, Ty11, Trya,.... Como (z,) é uma sequéncia de pontos de A entao
1 1
o —pl = |2 =1 <6,
r r
ou seja

Definigao 2.16. (Subconjunto denso) Dado um espago métrico (M,d), um subconjunto

A C M se diz denso em M se A= M.

A definigao acima significa, em outros termos, que, para todo p € M e todo ¢ > 0,
existe a € A de maneira que d(a,p) < e. Intuitivamente, para cada ponto p € M existe,

arbitrariamente “préximo” de p, um ponto a € A.

Definicao 2.17. (Ponto de acumulagdo) Seja (M,d) um espago métrico e A um subcon-
gunto de M. Diz-se que um ponto p € M é um ponto de acumulag¢ao de A quando para todo
€ >0, a intersecao

(B(p,e) —{p})nA
€ um conjunto infinito. Isto quer dizer que toda bola de centro p deve conter infinitos pontos

de A, distintos do ponto p.

O conjunto dos pontos de acumulacao de A é chamado conjunto derivado de A e se indica

por A’.
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Proposicao 2.7. Seja M um espago métrico. Entao, FF C M ¢€ fechado se, e somente se,

F'cF.

Demonstracao: (=) Suponhamos que exista p € F’ tal que p ¢ F. Entao p € F°, que é
aberto, e portanto existe € > 0 tal que B(p,e) C F©, isto é, B(p,e) N F' = &. Mas como p € F’
entdo (B(p,e) —{p}) N F é infinito do que decorre que B(p, e) N F também ¢ infinito e portanto
nao vazio. Este absurdo vem garantir a validade desta implicacgao.

(«<=) Seja p € F*. Como F' C F, entdao F° C (F')° e dai p € (F”)°. Donde existe € > 0 de
maneira que

(B(p.e) —{pHhNF =2.

Mas p € F' e dai vamos ter também a igualdade B(p,e) N F' = & que equivale a B(p,e) C F°o
que nos garante que todos os pontos de F'° sao interiores, ou seja, que F é aberto. Donde F' é

fechado. ]

Definigao 2.18. (Fungao Continua) Sejam M e N espagos métricos. Uma fungao f: M —

N se diz continua no ponto p € M se, para qualquer ¢ > 0, existe § > 0 de maneira que:

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e

Dizer que f € continua, significa que f € continua em todos os pontos de M.

Proposicao 2.8. Sejam M, N espacos métricos. A fim de que a aplicacao f : M — N seja
continua no ponto p € M € necessdrio e suficiente que x,, — p em M implique f(x,) — f(p)

em N.

Demonstragao: (=) Seja f continua no ponto p. Se x,, — p, entdo dado € > 0, existe § > 0

tal que
d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e
A partir de §, obtemos ny € N tal que

n>ng = d(x,,p) < = d(f(z,), f(p)) <e.

Logo
f(@n) = f(p).

(<=) Suponhamos, por absurdo, que f nao seja continua no ponto p. Entao existe ¢ > 0 tal

que, para cada n € N, nés podemos obter z,, € M, com

) < = e d(f(an), S0) 2 e
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Isto nos da uma sequéncia (x,) em M, com z, — a sem que f(x,) convirja para f(p), ou seja,
um absurdo. Logo

r—p= f(x) = f(p).

Proposicao 2.9. (Conservagao do sinal) Sejam M um espago métrico e f: M — R uma
fungao continua. Se lim f(x) = f(p) # 0, entdo existira um 6 > 0 tal que f(z) # 0 para
T—p

d(x,p) < 6, e x pertencente ao dominio de f.

Demonstracao: Dado arbitrariamente um e > 0, existe um ¢ > 0 tal que

d(z,p) <6 = f(p) —e< f(x) < f(p) +e

Temos duas possibilidades:
i) Se f(p) > 0, entdao tomamos € = f(p) > 0 donde teremos que f(z) > 0.

ii) Se f(p) < 0, entdo tomamos € = —f(p) > 0 donde teremos que f(x) < 0. u

Definicao 2.19. (Imersao Isométrica) Uma imersao isométrica € qualquer aplica¢io f :

M — N tal que
d(f(x), f(y)) = d(=z,y)

quaisquer que sejam x,y € M. Isto significa que a aplicagao preserva distancia.

Exemplo 2.8. Toda imersao isométrica é continua.

Demonstracao: De fato, pois para qualquer € > 0 dado, tomando d = € temos:

d(x,p) <6 = d(f(x), f(p)) = d(z,p) <d =e.
qualquer que seja p € M. [

Proposicao 2.10. Uma funcao f : M — N € continua no ponto p € M se, e somente se,

dada uma bola B(f(p),€) existe uma bola B(p,d) tal que
f(B(p,9)) € B(f(p)€).

Demonstracao: (=) Note que, basta mostrar que dado um y € f(B(p,d)) ele também
pertenga a B(f(p),€). De fato, dado y € f(B(p,d)), entdo existe um =z € B(p,d) tal que,
f(x) =y. Dai d(x,p) < 6. Logo, pela continuidade de f temos que:

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e
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Logo, f(x) € B(f(p),€) e portanto

f(B(p,d)) < B(f(p),€)-

(«<=) Como por hipétese f(B(p,d)) C B(f(p),€) entao, como x € B(p,d), temos

f(x) € B(f(p),e) = d(f(x), f(p)) < e

Logo, f é continua em p.

Observacao 2.1. No caso particular em que M C R e f: M — R, dizer que f € continua no
ponto p € M significa dizer que para todo € > 0 existe d > 0 tal quex € M ea—d <z < a4+
implicam f(p) —e < f(x) < f(p) + €. Ou seja, f transforma os pontos de M que estao no

intervalo aberto (a — §,a + 0) em pontos do intervalo abertos (f(a) — €, f(a) + €).

Definicao 2.20. (Aplicacao Lipschitziana) Seja f : M — N, se existir uma constante

¢ >0 (a constante ¢ é chamada constante de Lipschitz), tal que

d(f(x), f(y)) < c.d(z,y)

quaisquer que sejam x,y € M, dizemos que f é uma aplicagao Lipschitziana.

Exemplo 2.9. A funcio f: R — R, f(x) = senx € uma funcao lipschitziana.

Solugao: De fato, dados z,y € R, com z < y. Entao, pelo Teorema do Valor Médio existe

c € (z,y) tal que,

Logo,

|seny — senz| = |cos(c)(y — x)| = |cos(c)|ly — ] < 1|y —z| = |y —
Portanto, f é uma funcao Lipschitziana.

Proposicao 2.11. Se f: M — N € uma aplica¢ao Lipschitziana, entao f € continua em M.

~ € P o .
Demonstracao: De fato, dado ¢ > 0, tome 6 = — e usando o fato que f é Lipschitziana,
c

obtemos

d(z,y) <6 = d(f(z), f(y)) < cd(z,y) <c.d = cS=e

C

Logo, d(f(z), f(y)) <€, e f é continua. u
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Definigao 2.21. (Fung¢do Uniformemente Continua) Se M e N sao espagos métricos,
uma funcao f : M — N se diz uniformemente continua se, dado € > 0, existe 6 > 0 de

maneira que:
d(r,y) < & = d(f(x). f(y)) < .

Intuitivamente isso significa que estao “arbitrariamente proximos” entre si dois valores de f

correspondentes a dois pontos de M “suficientemente prorimos” entre si.

Exemplo 2.10. As aplicacies lipschitzianas f : M — N sdo uniformemente continuas.

Solugao: De fato, se ¢ > 0 é a constante de Lipschitz de f, entdao d(f(z), f(y)) < cd(z,vy),

Vz,y € M. Logo, dado € > 0, tomando § = £a definicao se verifica.
c

2.3 Espacos Compactos

Nesta segao usamos as referéncias [2] e [4] para estudarmos o conceito de espago compacto

e algumas de suas principais propriedades.

Definigao 2.22. (Cobertura) Seja X um subconjunto de um espag¢o métrico M. Uma cober-

tura de X € uma familia C = (Cy\)xer de subconjuntos de M tal que X C U C\. Isto significa

AEL
que, para cada x € X, existe pelo menos um indice A € L tal que x € C).

A cobertura X C U C), diz-se finita quando L é um conjunto finito. Neste caso, temos

AeL
L={\,...,\} eescrevemos X C Cy, U---UC),,.

Definicao 2.23. (Subcobertura) Se existe um subconjunto L' C L tal que, para cada x € X,

ainda se pode obter A\ € L' com x € C), isto é, X C U Ch, entao a subfamilia C' = (Cy)xer

\eL!
chama-se uma subcobertura de C.

Definigao 2.24. (Cobertura aberta) Uma cobertura X C U A, diz-se aberta quando cada

AeL
conjunto Ay, X € L, € aberto em M.

Definigao 2.25. (Espagco Compacto) Um espago métrico (M, d) chama-se compacto quando

toda cobertura aberta possui uma subcobertura finita.

Observacgao 2.2. Se M é um espago compacto, teremos que toda sequéncia em M possui uma
subsequéncia que converge para um ponto em M. Usaremos este fato nas proposicoes abaizo.

Uma demonstragdo desse resultado se encontra na referéncia [4).
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Proposicao 2.12. Se o espaco métrico M é compacto, entao toda funcao continua f : M — N

€ uniformemente continua.

Demonstragao: Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam € > 0 e, para cada n € N,

pontos x,, y, € M tais que

Al yn) < - d(f(an),Fl)) > €

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor, em virtude da compacidade de M,

que existe limx, = a € M e também o limy, = a. A continuidade de f e da distancia nos da

lim d(f(xn), f(yn)) = d(f(a), f(a)) =0,

n—oo

em contradi¢ao com d(f(x,), f(y,)) > € para todo n.

Proposicao 2.13. Sejam M e N espagos métricos e seja f: M — N uma func¢ao continua.

Se K C M é compacto, entao f(K) também é compacto.

Demonstragao: Seja (y1, 2, ...) uma sequéncia de pontos de f(K). Assim sendo existe, para
cada indice i, um elemento x; € K tal que f(z;) = y;. Como (x;) é uma sequéncia de pontos
de K, que é compacto, existe uma subsequéncia (z;,, Z;,, . . .) dessa sequéncia tal que limz; =
p € K. Sendo f continua, entdao lim f(z;.) = f(p) e portanto a subsequéncia (f(x;,)) de (y;)

converge para f(p) € f(K). u
Definigao 2.26. (Topologia) Seja E um conjunto nao vazio. Uma cole¢ao I' de subconjuntos
de E € chamada topologia sobre E se:

T)) @, E T,

T5) Se Gy,...,G, €T'(n>1),entao Gy N...NG, €T}

T3) Se (G;) é uma familia qualquer de conjuntos de I', entao UG, € T.

Nessas condigoes dizemos que o par (E,I') é um espago topoldgico; os membros da classe

[' sao chamados conjuntos abertos do espaco e cada elemento de E ¢é designado por ponto.

Exemplo 2.11. Seja (M, d) um espago métrico. A cole¢ao dos conjuntos abertos desse espago

satisfaz 0s axiomas da defini¢do de espago topoldgico pois, como jd vimos (Proposi¢io 2.4):

e O ¢ M sao abertos.
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e Se (G e H sao abertos, G N H é aberto.

e Se (G;) é uma familia de conjuntos abertos de (M, d), entao UG; é aberto.

Essa topologia é chamada topologia induzida pela métrica d sobre M.

26



Capitulo 3

Teoremas de Aproximacoes

Neste capitulo apresentamos os Teoremas de Aproximagoes de Weierstrass, seguindo as

referéncias [7] e [10], e Stone-Weierstrass seguindo as referéncias [4], [5] e [8].

3.1 Teorema da Aproximacao de Weierstrass

Nesta se¢ao enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Aproximagao de Weierstrass

seguindo as referéncias [7] e [10].

Agora vamos enunciar e demonstrar o Teorema de Aproximagao de Weierstrass seguindo

a referéncia [10].

Teorema 3.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Mostre que existe uma sequéncia (py,)

de polinémios que converge uniformemente para f em |a,b].

Demonstragao: Primeiramente vamos resolver o problema para o caso em que [a,b] = [0, 1]
e f(0) = f(1) = 0. Como [0, 1] é compacto temos que f é uniformemente continua em [0, 1].
Neste caso podemos considerar a extensao de f a R como sendo nula fora de [0, 1], a qual

continuaremos a denotar por f, que, assim, é uniformemente continua em R.
Para cada n € N seja
1 -1 1 -1 2n 271 2n+1 271
27" (n!) 27+ (n!)
Cn = 1 —2*)"dx =2 1 —2H)™dt =2 — =|—7> .
(fLa-wra) = (2 [a-era) - G5] =[G
Consideremos, agora, para cada n € N o polinomio ¢, (z) = ¢,(1 — 22)" tal que

1 1 1
/qn(:p)dm:/ cn(l—xQ)”dx:cn/ (1—a®"dv=c,-c,' =1, VneN.

1 1 -1
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Notemos que

Y
N

Y,
(]
S
—
|
&I\J
=
IS
&

>

Donde segue que 0 < ¢, < /n para todo n € N. Considerando que para cada ¢ tal que

0 <6 <1 temos, para 0 <0 < |z| <1,

G (1) = cp(1 — 25" < V/n(1 — 64",
ou seja,
n() < \/ﬁ(l - 52)71'
E considerando que a série

>Vl - 8"

é convergente (pelo Teste da Razao!) segue-se, usando o Critério de Weierstrass?, que a série

ZQn(x)

também converge. Dai temos que ¢, — 0 uniformemente em § < |z| < 1.

Definamos agora, para cada n € N, a funcdo p,, de [0, 1] em R dada por

pn(T) = /lf($+t)qn(t) dt.

Como f é nula fora de [0, 1] entao

pn(x)Z/_xf(x—i—t)qn(t) dt.

o0

. , . ~ . Ap41
1Seja g a,, uma série de termos nao nulos e suponhamos que lim ans]

= L. Entao a série é absolutamente
n—o0o |ay|

n=1
convergente caso L < 1.

oo o0 o0
2Seja Z fn(z) uma série de fungdes em S tais que |f,(x)] < b, e Z b, é convergente. Entao Z fn(x)
n=1 n=1 n=1
converge uniformemente (e absolutamente) em S.
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Fazendo a mudanca de varidavel s = z 4+t obtemos

() = /0 f(8)gn(s — x) ds.

Desde que ¢, é um polinomio, segue que p,, ¢ um polinomio.

Dado € > 0, escolhemos 0 > 0 tal que |y — z| < § implique que

1)~ F@)] < 3,

e escolhemos um N € N tal que
€

V(1 —8%)" < YT

para todo n > N, onde M = sup{|f(z)| : —1 <z < 1}. Dai, usando o fato de que g,(x) > 0,
para 0 < x <1, temos que

1 1

)= 1) = |[ st om@ar- [ ronwa
1
= |/ a0 - sl a
1

s/, [f(z+1) = f(2)lgn(t) dt

- / @) — F(@) g di + / 1) = F@la (0 de+

+ / @t 1) — F(@)lga(t) de

—0 1 1
2M/ gn(t) dt+§/ Gn(t) dt+2M/ gn(t) dt
-1 é

-4

IN

AMV/R(1 = 82" + ¢

IN

€

M—
SM +

€
2
€€
2 2

= 6’

para todo n > N e para todo z € [0, 1].

Se f:[0,1] — R é continua e ndo necessariamente satisfaz a condigao f(0) = f(1) =0,
podemos considerar a funcao g : [0, 1] — R definida por g(z) = f(z) — f(0) — 2(f(1) — f(0)),
que é continua e, agora, satisfaz a condi¢ao g(0) = g(1) = 0. Pelo que ja demonstramos, g pode

ser uniformemente aproximada por polinomios e, portanto, vale o mesmo para f.

Finalmente se f : [a,b] — R é continua, consideremos ¢ : [0, 1] — R dada por

9(t) = fla+t(b—a)).
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Pelo que ja vimos existe uma sequéncia (g,) de polinomios tal que ¢, — ¢ uniformemente em

[0,1]. Dado x € [a, b] seja

t= i:s € [0,1].
Portanto
i (1) = 9(0) = £ (0 + 520 - 0)) = ().
n—o0 b—a
isto é, ¢, — f uniformemente em [a, b], ficando, assim, demonstrado o teorema. [ ]

Para demonstrar o Teorema de Aproximagao de Weierstrass seguindo a referéncia [7], que

generaliza o Teorema 3.1, vamos precisar de algumas defini¢oes e resultados.

Definigao 3.1. Uma fun¢io f : (a,b) — R € convexa se para cada par x,y € (a,b) e todo
t €0,1],
fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).

Definicao 3.2. Uma funcao f é concava se —f é conveza.

Proposicao 3.1. Seja f : (a,b) C R — R uma fun¢ao convexa. Entdo a fun¢ao

f(z) = f(y)

r—y

y — F(ayy) = . 2,y € (a,b),x #y,

é nao decrescente.

Demonstragao: Assumimos que y > z. B suficiente mostrar que F (r;2) < F(x;y) para

z =tx + (1 —t)y para todo t € (0,1). Pela convexidade de f, temos que

Foz) = f(x52:£<2)
_ B -

fltz + (1 —t)y) — f(x)

tr+(1—tyy—=x
fltz+ (1 -ty — f(z)

(1—-t)(y— =)
tf(x)+ (1 =1)f(y) — f(z)
(1-t)(y—x)

A-0)fw) —f@)] _ fy) - flx) _ fl@) - fly) _

(1-=t)(y—x) y—x T —y

IA

A prova para y < x é andloga. ]
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Definicao 3.3. Seja f : E C R* — R wma func¢ao continua. Definimos o modulo de con-

tinuidade de f como sendo

wi(s) = sup |f(z) = f(y)l, s>0.

lz—y|<s
z,yeE

A fungao s — wy(s) € ndo negativa e nao decrescente em [0, 00). Também assumimos que wy(-)

¢ dominada em [0,00) por alguma func¢ao afim crescente, isto €,
wr(s) <as+b, Vs€[0,00) e para alguns a,b € R". (3.1)

Definicao 3.4. Definimos por s — c(s) o mddulo concavo de continuidade de f, isto €, a
menor fungdo concava em [0,00) cujo grdfico encontra-se acima do grdfico de s — wy(s). Tal

funcao pode ser construida como sendo,
ce(s) = 1inf{l(s) : | € uma funcao afim el > wy em [0,00)}.
Seque-se da defini¢ao que
crlle —yl) = f(z) = fy)| =20 Va,y € E. (3-2)

Lema 3.1. Seja f: E CR" — R uma func¢ao uniformemente continua com mdodulo de con-
tinuidade satisfazendo (3.1). Entao existe uma fungdo continua f definida em R™ que coincide

com f em E. Além disso, f e f tém o mesmo mddulo concavo de continuidade cy, e

Sﬂtg)fzs%pf e %nfle%ff.

Demonstracao: Para cada z € R", montamos
g@) = wf {f(y) +cs(lr —yD}-
A requerida extensao é
Fe) = min {g(o).sup .
Se x € E, por (3.2),

) +erlle =yl) = f(@) + ep(|z = yl) = | f(2) = Fy)| = f(z)

para todo y € E. Portanto, g = f em E. Agora, para todo z € R" e todo y € F,

inf f + inf es(|z = yl) < L)+ 512 =y} = 9(@) < () + (2~ y).
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Portanto,

iﬂg}lfg:i%ff e sﬂg})f:s%pf.
Para provar que f e f tem o mesmo modulo concavo de continuidade, é suficiente provar que
g tém o mesmo modulo de continuidade de f. Fixe x1, 22 € R™ e € > 0. Entao existe y € F tal

que

g(z1) = f(y) +cp(lzr —yl) —€

g(w2) > f(y) +cr(lz2 —yl) — €

Portanto, para cada y € F,
9(1) = g(w2) = ¢p(lor —yl) = ¢r(w2 —yl) —e
Se |xe — y| < |xy — 5], entdo
g(x1) = g(x2) = —cp(|ay — 12f) — €

Por outro lado,

|r1 — y| > v — y| — |21 — 22| > 0.

Visto que s — ¢(s) é concava, —cy(-) é convexa, e pela Proposicao 3.1,

crllzr —yl) —e(0) o epllzn =yl + |22 = 31]) — ¢p(|21 — 25))

21 — ¥ N |21 = y| + |22 — 21| — |71 — 29
> Cf(|x2—y|)—cf(|ff1—172|)_
N |z1 — 9|

A partir disto, e tendo em conta que ¢f(0) = 0, obtemos que
cr(lzy —yl) = er(lme — yl) = —cp(|z1 — 2a|).
Assim em ambos os casos,
g(w1) — g(z2) > —cp(|z1 — 22|) — €.

Trocando os papéis de z; e x5 e tendo em conta que € > 0 foi dado arbitrariamente, segue-se
que

l9(z1) — g(x2)] < Cf(|x1 — 1)),
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Teorema 3.2. (Teorema da Aprorimacao de Weierstrass) Seja f : E C R" — R
uma funcao uniformemente continua definida em um conjunto limitado E. Entao, existe uma

sequéncia de polinomios (P;) tal que

sup |f — P;j| — 0 conforme j — oo.
E

Demonstragao: Pelo Lema 3.1, podemos considerar f (neste caso continuaremos a denotar a
extensao por f) definida em todo o R” com médulo de continuidade wy. Apds uma translacao e
dilatagao, assumimos que E esta contido no interior de um cubo unitéario () centrado na origem

de R™ e com faces paralelas aos planos coordenados.

Para z € R" e § > 0, Qs(x) denota o cubo de borda 2§ centrado em x e congruente a Q.
Para 7 € N, montamos
1 T o ! o
= Tl -2%", a;=[ (1-£)Vd.
0= 0=, o= [ a-e)
=1
Agora note que
1 ' 1 ) 227 (1)2 22j+1(51)2
aj—/ (1—t2)7dt—2/ (1=t dt=2- ,<j) = - U :
1 0 27+ 1) (25 +1)!

Estes sao polinomios de grau 2jn satisfazendo

/ pi(z —y)dy = / pi(y)dy =1 (3.3)
1(z) Q

para todo 7 € N e x € R". Pois note que para n = 1 temos que

/ (y)d /1 Loy 1/1(1 2y gy — 1
piy)dy= [ —1—y*)dy=— — )Y dy=—-a;=1.
Q ’ -1 G5 Q5 J1 Q ’

Vamos supor que para n € N (fixado) seja vélida a equagdo 3.3, e mostremos que vale para

n+ 1 € N. De fato

1 n+1 .
pily)dy = /n— (1 —y?) dy;
/Q ! Q aj+1 H

11
= // Jan —TTC =92V dyi(1 = v 1) dynia

i=1

_ _/[/ nﬁ (1— 2 deZ] (1 =i y) dyna

Qg
S / (1= 2, ) dynin
a5 JQ
1
— —_— e
v vl

J
= 1.



CAPITULO 3. Teoremas 34

Os polinomios de aproximacao requeridos no teorema sao

= / fW)pi(r —y)dy
Q

Estes sao chamados polinomios de Stieltjes relativos a f. Para x € E, calculamos

j(@) — f(x) = Pi(x) — f(z)-1

= / fW)pi(x —y)dy — f(:v)/pj(y) dy
Q Q
= / f)pi(r —y)dy — f(x) / pi(r —y)dy
Q Q1(x)
— [ tmte-viy- [ fap -y
Q 1(z)
Agora seja § > 0 tal que Qs(z) C Q. Entao
Py(a) — f(a)] = \ | rwmste =iy [ =) dy\
_ ‘ [ rwmta=viy+ [ e i
Qs(x)

Q-Qs(x)

/ ot =nd= [ =)

_ ‘ / Vs — y)dy — / F@)ps(e —y) dy+
Qs(z Qs()

/Q - fW)pj(z —y)dy — /Q o f(@)pi(z —y) dy‘
= ‘/Qé (2)]p;(x — )dy+/ fWpj(z —y)dy +

Q—-Qs(x)
v e~ ) do
Q1(z)—-Qs(z)

< / \f(x) — fy)lpj(z —y)dy + / f(y)pj(:v—y)dy‘ +
Qs(x) QR—Qs(x)
. P
/ L (2)-Qs () (@)ps(@ =) dy
< wy(v/nd) +sup |f] pi(x —y)dy +sup| f| pi(z —y)dy.
E Q-Qs(x) E Q1(2)— Qs (x)

Para estimar as duas tltimas integrais, observemos que para y € Qs(x),

pa—y) = —][1- -y

2

I - @ = w2y

IA
L

J
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Agora note que

1
aj:/(l—tz)jdt = 2/(1—t2)jdt
-1 0
1 .
> 2/(1—15)%
0
1 — )ittt
N R
J+1
2
o+l
Donde
1 j+1
a > ——>0 = —g‘i
]‘|‘1 Qa; 2
(1
:> _
@

Combinando estes calculos, estimamos

suplf = Pl < wrlyis) +swlf] (157 ) (1o sl (50) - oy
E E E
< wy(vi)+ 2suplf (L) - gy
E

Quando j for suficientemente grande segue-se o resultado. ]

3.2 Teorema de Stone-Weierstrass

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos o teorema de Stone-Weierstrass no caso real

e no caso complexo. Seguiremos as referéncias [4], [5] e [8].

3.2.1 Teorema de Stone-Weierstrass caso Real

Nesta subsecao enunciaremos e demonstraremos o teorema de Stone-Weierstrass para o

caso real.

Defini¢ao 3.5. (Espaco de Hausdorff) Um espaco topoldgico X € dito um espago de
Hausdorff se para todo x,y € X, com x # vy, existem abertos U,V C X comx e U, yeV e
unv =40.
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Definicao 3.6. (Algebra) Seja B um subconjunto nao-vazio de C(X,R), o conjunto das
funcoes continuas de X em R. Dizemos que B ¢é uma dlgebra se B for um espaco vetorial

que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) f+g€ B sempre que f,g € B;
(ii) f-g € B sempre que f,g € B;
(i1i) af € B sempre que f € B e a € R.

Definicao 3.7. (Subdlgebra) Dizemos que A C C(X,R) é uma subdlgebra se A for um

subespaco vetorial que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) f+ g€ A sempre que f,g € A;
(ii)) f-g€ A sempre que f,g € A;
(i1i) af € A sempre que f € A e a € R.

Definigao 3.8. (Métrica da convergéncia uniforme) Seja X # @ um espago compacto.

Definiremos agora uma métrica em C(X,R) pondo, para f,g € C(X,R) arbitrdrias

d(f,9) = sup |/ (@) = g(a)

ou podemos escrever
1f = gl = sup|f(z) — g(z)|.
zeX

Tal métrica é chamada de “Métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup”.

Lema 3.2. Seja B C C(X,R) e X um espago de Hausdorff compacto. Se B é uma algébra,

entdo B € uma dlgebra.

Demonstracao: Sejam f,g € B. Tome (fu)nen € B, (gn)nen C B, tais que f, K[ fe

gn%?g.Entéo:
BEfn—i-gn%)f-i-g.
B3 fu g. % f-g.
Baaanaf,VaeR.

Logo, f+g, f-geaf € B. [ |

Lema 3.3. Seja B C C(X,R) uma dlgebra e X um espago de Hausdorff compacto. Se f € B,
entdo |f| € B.
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Demonstragao: Seja f uma aplicagao pertencente a C'(X,R). Como X é compacto existe um
intervalo [a, b] tal que f(X) C [a, b].
Considere a funcao
g: la,b] — R
t — |t
Note que g € C([a, ], R) pelo fato de ¢t — ¢ ser continua e o médulo de uma aplica¢ao continua

é continua. Dado € > 0, tome um polinémio (o Teorema 3.2 garante a sua existéncia) tal que

||p - g||00 <€,

ou seja,

sup [p(t) — g(t)| <e.
tela,b]

Dai,
p(t) — g(t)] <€ Vi€ la,b].

Usando o fato que f(X) C [a,b] obtemos

p(f (@) = [f (@)l = [(po f)(z) = |f(@)|| <eVeeX.

Dai,
Ipo f = 1fll = supl(po £)@) = |f@)] < e (3.4

Observe agora que po f € B. Com efeito, pois p é da seguinte forma

n

p(t) = Z a;t

i=0
pelo fato de ser um polinomio. Fazendo agora a composicao de p com f resulta que

n

(po @)= a(f(@).
i=0
Por hipétese f € B, e como B é uma algebra segue-se entdo que a composicdo po f € B. A

partir disso e de (3.4) concluimos que |f| € B. [

Definigao 3.9. Sejam f e g fungoes em C(X,R). Entao, fV g e f A g sao definidas por:

(fVg)(z) =max{f(z),g9(x)} e (fAg)(r)=min{f(z),g(x)}

Lema 3.4. Seja B C C(X,R) uma dlgebra e X um espaco de Hausdorff compacto. Se f, g € B,
entdo fV g e f A g pertencem a B.
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Demonstracao: Note que

f+g+1f—y f+9—1f—-g
fvg= | | fhg= | |
2 2
Pelos Lemas 3.2 e 3.3 segue o resultado. [ ]

Teorema 3.3. (Teorema de Stone- Weierstrass caso Real) Seja X um espaco de Haus-
dorff compacto e considere C(X,R) o conjunto das func¢oes continuas de X em R. Seja B C

C(X,R) com as sequintes propriedades:
(i) B € uma dlgebra;
(i1) As funcgoes constantes estao contidas em B;
(i1i) B separa pontos, isto é, dados x,y € X com x # y, entao existe g € B tal que g(x) # g(y).

Neste caso, B ¢ denso em C(X,R), isto é, B = C(X,R).

Demonstragao: Fixemos uma aplicagao h pertencente a C'(X,R) e tomemos um € > 0. Vamos

construir uma aplicacao f que pertence a B tal que
If = hllee <€

Dados 1,2 € X, com x1 # x9, tome g € B tal que g(z1) # g(x2). Definimos f,,., = ag+

onde
oo B@) b hag() — hlrg()
g(z1) — g(x2) g9(x1) — g(x2)
Note que
h(z1) — h(x2) hx2)g(z1) — h(z1)g(@2)
Famlin) = 000 = =gt T ) =gt
_ h(z1)g(z1) — h(z2)g(z1) + h(z2)g(21) — h(z1)g(22)
g(@1) — g(x2)
_ h(z1)g(z1) — h(z1)g(z2)
g(z1) — g(2)
_ h@)lg(@) — g(xs)]
g(x1) — g(x2)
= h(z1)
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Frm() = agles)+p = M) Zhle) o

_ h(ma)g(a1) — h(xa)g(xs)
g(z1) — g(x2)
_ h(=ma)[g(a1) — g(2)]
g(@1) — g(z2)
= h(zs)

Do argumento feito acima concluimos que dados pontos u,v € X, existe f,, € B tal que
Jun(u) = h(u) e fus(v) = h(v).

Fixe € > 0 e x € X. Para cada y € X, x # y, considere f,, como acima, f, € B, ou seja,
fey € B, [uy(x) = h(@) € foy(y) = M(y).

Note que dado y € X, f,, é continua, entao (pela conservacao do sinal na vizinhanca)

existe um aberto V' (y) tal que
fay(2) > h(z) —€, Yze V(y).
Tome yi,...,y, tal que V(y;) U--- UV (y,) é uma cobertura para o conjunto X e defina

f:c = fxy1 \ fxyg VeV fxyn-

Segue-se pelo Lema 3.4 que f, € B. Além disso, dado z € X temos que f,(z) > h(z) — €.

Usando o mesmo argumento, existe um aberto V(z) tal que
fx(2) < h(z) +€ Vze V().

Para cada x € X, considere f, e x € V(x) como antes. Tome x1, ..., x, tal que V (z1)UV (z5)U

-+ UV(x,,) é uma cobertura para X. Defina

f:fm/\frz/\'”/\fzma

segue-se pelo Lema 3.4 que f € B.

Note que Vz € X, f(z) > h(z) —e. Além disso, se z € X, entdo z € V(x;), para algum

h
i=1,...,m, e portanto, f.,(z) < h(z) + € elogo f(z) < h(z) +e.

Portanto, para todo z pertencente a X, temos

f(z) = h(z) =€
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f(2) <h(z) +e

Logo

If = 2l < e.

3.2.2 Teorema de Stone-Weierstrass caso Complexo

Nesta subse¢ao enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Stone-Weierstrass para o

caso complexo.

Definicao 3.10. (Algeb’r’a Auto-adjunta) Seja B um subconjunto nao-vazio de C(X,C), o
conjunto das funcgoes continuas de X em C. Dizemos que B € uma dlgebra auto-adjunta se

para cada f € B temos que |f| € B.

Teorema 3.4. (Teorema de Stone-Weierstrass caso Complexo) Seja X um espago de

Hausdorff compacto e considere C(X,C) o conjunto das fungoes continuas de X em C.
Seja B C C(X,C) com as sequintes propriedades:
(i) B € uma subdlgebra auto-adjunta de C'(X,C);
(ii) As fungoes constantes estdo contidas em B;

(11i) B separa pontos, isto é, dados x,y € X com x # y, entao existe g € B tal que g(x) # g(y).

Entdo, B ¢ denso em C(X,C), isto é, B = C(X,C).

Demonstracao: Seja R o conjunto das partes reais dos elementos f € B, isto é
R:={Re(f); f € B}.

Observe que R contém (e de fato é igual) as partes imaginarias de cada elemento de B.

Isto pode ser visto, pois temos que Re(if) = Im(—f) com f € B, portanto Re(B) = Im(B).

Podemos afirmar que R C B. Com efeito,

f+7f
2

Re(f) = €B
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pois, B é uma algebra auto-adjunta. Por outro lado, R é uma subalgebra de B. De fato, como
B é uma algebra, o produto de dois elementos Re(f) e Re(g) de R é um elemento de B. Mas
uma vez que Re(f) - Re(g) sao valores reais, o produto deve pertencer a R. O mesmo acontece

com a soma e o produto por um escalar.

Note agora que R separa pontos pois, como B separa pontos, para cada z # y € X
existe uma funcao f € B tal que f(x) # f(y). Mas, isto implica que Re(f(z)) # Re(f(y)) ou

Im(f(z)) # Im(f(y)), ou seja, existe uma fungdo em R que separa pontos.

Note que R contém as fungoes constantes pois, tomando f sendo uma fungao constante
por hipétese pertence a B, dai por definicao f pertence a R. Podemos entao, aplicar a versao
real do Teorema de Stone-Weierstrass e concluir que cada fun¢ao em X pode ser uniformemente

aproximada por elementos de R.

Vejamos agora que B é denso em C(X,C). Tome f € C(X,C). Pelo que acabamos de

observar, ambas Re(f) e Im(f) sao limites uniformes de sequéncias (g,) e (h,) de R. Entao,

1f = (gn + ihn)lleo < [[Re(f) = gnlloo + [ Im(f) = hnllcc — 0.

Como a sequéncia (g, + ih,) estd em B, portanto, B é denso em C(X,C).



Capitulo 4

Aplicacoes do Teorema de
Aproximacao de Weierstrass e de

Stone-Welerstrass

Neste Capitulo aplicaremos o Teorema de Aproximacao de Weierstrass e de Stone-Weierstrass

em sequéncias de fungoes. Os problemas sdo encontrados nas referéncias [6] e [10].

Problema 4.1. Mostre que para qualquer fun¢ao continua f :[0,1] = R e e > 0, existe uma

funcao da forma
g(x) = Z Cra*
k=0
para algum n € Z, onde Cy, ...,C, € Q e |g(z) — f(x)| < € para todo x em [0,1].

Solugao: Dado f e e > 0, seja h : [0,1] — R definida por h(x) = f(/x). Pelo Teorema de

Weierstrass, existe um polinomio P tal que
€
[P(@) ~ h(e)| < £
para x € [0, 1], do qual resulta que
€

[P(a*) = f(a)] = |P(2*) — h(z")| < 5

para z € [0, 1].

Se o polinomio P ¢é da forma
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tomamos Cy,...,C, € Q tal que
€
§£:|ak-—-Ck|‘< 5
k=0
Entao, temos que:
g(x) = f(x)] = D Cra™ — f()
k=0

Problema 4.2. Seja f: 0,1

Solugao: Seja p(z) =

lim
n—oo

De modo que o resultado segue-se para

n n
— E akx4k+ E akx4k—
k=0 k=0

< ZCkx4k—Zakx4k + — f(x)
k=0 k=0

- e+e
-+ =-=c¢
2 2

] — R uma fungdo continua. Mostre que

lim
n—oo

1
(0 1) [ a"f(a)do = f0).
0
k
Zajxj um polinomio. Temos que
§=0

1
n _ J

(n—l—l)/o "p(x)dx = nlg%o (n+1 / Zam dx
— n—+j

= nlgr;(} (n+1 / Za] dx

n+j
nlgr;(} n+1 Za]/ dx

k

| it
= lim(n+1 a; | ————
il ); A\n+j+1
k 1
= lim(n+1)) agj———
n—oo Jy 7’L—|—j—|—1
b . n+1
= Zaj hm—,1
o n—oo N + J +
k
-3
=0
= p(1).

)
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um polindmio. Agora seja f uma funcao continua

e € > 0. Pelo Teorema de Aproximacao de Stone-Weierstrass, existe um polinomio p com
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I£ = pllw < €. Assim
n+) [ s e )

= (n—l—l)/ola:"f(m)dx—(n—i—l)/olxnp(x)dx—i-(n+1)/01$”p(x)dm—f(1)’
= Jo+ [ () — p@) de 4 (n 4 1) / () di — )

IN

+

40 [ 15w pla)ds] + |+ 1) [ atptorde = 100

IN

) | () — ()| e+ | 1) / () d:v—f(l)‘

A

(n+1)/01x”ed:v+ (n+1)/01x"p(x)d:v—f(1)‘

- (n+1)6/01x"d:v+ (n—l—l)/olxnp(x)d:v—f(l)‘

— e+ | w”p(ﬂf)dw—f(l)'

= et [t o -0 +500) - f(l)‘
< et e n) [ apie) dw—pu)! 1p(1) — £(1)
< e€+e+e

< 3e.

Uma vez que € é arbitréario, segue-se o resultado desejado.

b
Problema 4.3. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua tal que / 2" f(x)dx = 0 para todo

n inteiro nao-negativo. Mostre que f € identicamente nula em |a, b].

Solugao: Como f é continua em [a, b], existe M > 0 tal que
|f@)| <M, Vz € [a,b].

Agora note que a funcoes x — z" e f sao continuas. Dai podemos aproximar essas fungoes por
uma sequeéncia de polinomios (p;), donde

€

2

|[f () = a"| = [f(x) = pj(2) + pj(x) = 2| < |f(x) = pj(@)] + [p;(2) — 2" < §+ =

conforme j — oo, ou seja,

|[f(z) =" <e
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Dai temos que
/ab[f(a:)mx _ /ab[f(x)]zdzz:—()‘
_ /b[f(x)]Qdm—/abx”f(x)dx

= {[f(@)]* —a"f(x)} dz

a

— |[ 1@l - o da

< / F@)If (@) - 27| de
b

= Me(b—a).

b
Portanto, / [f(x)]* = 0. Como f é uma funcdo continua, segue que f - f (produto de duas
fungoes) também & continua e [f(x)]* > 0 para todo = € [a,b], dai [f(x)]*> = 0 para todo

x € [a,b]. Logo f(z) = 0 para todo z € [a,b].

Problema 4.4. Mostrar que se f é um homeomorfismo' de [0,1] em si mesmo, entio existe
uma sequéncia p,, n=1,2,3,... de polinomios tal que p, — f uniformemente em [0,1] e cada p,
¢ um homeomorfismo de [0,1] em si mesmo.

Sugestao: Assumimos que f é C*.

Solugao: Como f é um homeomorfismo de [0,1] em si mesmo, podemos assumir sem perda de
generalidade (substituindo f por 1— f) que f é estritamente crescente, com f(0) = 0e f(1) = 1.
Primeiro trataremos o caso onde f’ é uma funcao continua. Pelo Teorema de Aproximacao de
Stone-Weierstrass, existe uma sequéncia de polinomios P, que converge para f’ uniformemente.
Visto que f’ > 0, podemos assumir (por adigdo de uma pequena constante) que cada um dos

P, é positivo. Além disso, uma vez que as P/ s convergem uniformemente, temos que

/01 P,(t)dt — /01 fdt = f(1)=1.

Definindo a,, por
1
ay = / P,(t)dt
0

1Sejam M e N espacos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N é uma bijecdo continua f : M — N

cuja inversa f~': N — M também é continua.
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podemos substituir cada P, por a,P,, entao podemos assumir que

Agora consideremos os polinomios

onde

para todo x e n.

Portanto, cada (),, ¢ um homeomorfismo do intervalo unitario sobre si mesmo, e por sua

defini¢do, @)/ s converge para f uniformemente.

E agora suficiente mostrar que qualquer homeomorfismo crescente do intervalo unitario

em si préprio, pode ser aproximada por um homeomorfismo de classe C*.

Sejar >0e

el se x€(0,1]
fr(@) =

0, se x=0.

Agora note que f. ¢ C' em [0,1], e

Também observe que

f0) =700 = r0e =0,

i) =r1 e = e =1

Para r,;s > 0, seja
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fr(z), se x€]0,1]
—fs(—=x), se xe€[-1,0].

grs(x) =

Cada g, ¢ uma funcao de classe C! tal que
grs(o) = fr(o) =0,

grs(1) = fr(1) =1,
grs(—1) = —fs(=(=1)) = = fs(1) = —1,
Grs(=1) = [ fs(=(=1))] = f{(1) = s,
9rs(1) = [fr(V)] = f2(1) = 7.

Em resumo, podemos encontrar uma funcao de classe C* em um intervalo qualquer tal
que os valores e os valores de sua derivada em ambos os pontos das extremidades sao quaisquer

valores positivos dados.
Agora podemos aproximar qualquer homeomorfismo f da seguinte forma:

Dado um € > 0, escolhemos n > 0 tal que se |z —y| < 1/n, temos |f(z) — f(y)| < €. (Isso
é possivel pois [0,1] é compacto, de modo que f é uniformemente continua.) Particionando
[0,1] em 2n intervalos de mesmo comprimento. Nos intervalos [2k/2n, (2k 4+ 1)/2n], 0 < x <
n — 1, aproximando f pelo segmento de reta f(2k/2n) e f((2k 4+ 1)/2n). Em outros intervalos,
juntando os segmentos de reta por fungoes adequadas como definido acima para fazer a funcao
de aproximacao de classe C'. Como f é uma funcao crescente, esta funcao de aproximacao se

encontra sempre proxima de f.

Problema 4.5. Sejam g : [0,1] — R uma fung¢do continua e f, : (0,1] — R a sequéncia de
funcoes definidas por
1 x
fe) =9l0) ¢ fnle) = [ fuoae
0

Vo € (0,1] en > 0. Determine lim f,(x) para todo x € (0, 1].
n—oo

Solugao: Vejamos inicialmente que se g é um polinomio, o problema é facil, pois temos que ¢

se escreve da seguinte forma

N
g(x) = Z apx”.
k=0
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Tomando
n

fa(x) = Z mxk,

k=0

temos que todos os coeficientes, com excecao do independente, tendem a zero quando n é

suficientemente grande.
Portanto,

lim f,(x) = a0 = g(0).

n—oo

A idéia agora é tentar mostrar que isso também vale no caso de g nao ser um polinémio.

Para isso, vamos usar o Teorema de Aproximacao de Weierstrass.

Dado € > 0, existe um polinomio P tal que
€
()~ o) < &

para todo x em [0,1] (pois g é continua e [0,1] é compacto).

Agora olhe para a sequéncia ]3” tal que

~ 1 r ~
Pn+1:_/ Pn<t>dt€P0:P
0

T

Como P é um polinomio temos que

lim P,(z) = P(0),

n—oo

donde, para n suficientemente grande, resulta que
~ €
Palw) = PO)| < <.

Além disso, temos que se

Pule) = ful@)] < 5.
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entao

Pri(@) = fana(a)| =

1 X T
- ! /0 Poeyar— | fn(t)dt’
= [0 - st
1 [* ~
< 1 [ 1@ - s
1 [Te
le [*
::zgldt
B le
.

Segue por inducao que
€

Pu(a) ~ fulw)| < 5

para todo n natural e todo x em (0, 1] j& que

~ €
Pofa) = fola)| = 1P(2) = g(@)] < 5
pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass.

Agora segue-se que

|fu(z) —9(0)] =

<

fu= Pu(2) + P(2) = P(0) + P(0) = g(0)|
ful@) = Pal@)| + |Palw) = PO)] + [P(0) = 9(0)

< €+€+€_
37373 ¢

para n suficientemente grande, o que prova que lim f,(x) = ¢(0).
n—0o0
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