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Resumo

Com o intuito de avancar em uma linha de pesquisa voltada para a Matematica
pura e aplicada, visando, em estudos posteriores, a resolucao de Equacoes Diferenciais
Parciais (EDP), o presente trabalho objetiva um estudo introdutério de dois métodos
utilizados na resolucao destas equagoes, sao eles: a Analise de Fourier e a Transformada
de Laplace. Contudo, nao demos énfase a resolugao das EDPs, mas, as propriedades
inerentes a Série e Transformada de Fourier e a Transformada de Laplace. Para tanto
é necessaria a introducao de certos conceitos matematicos, bem como a justificativa
de alguns teoremas. Porém, para que o texto nao se tornasse demasiadamente ex-
tenso, omitimos parte destas justificativas, mas desde ja destacamos que indicamos as
referéncias onde as mesmas podem ser encontradas. Nossa proposta central é buscar
compreender onde e como estao alicercadas tais teorias, em especial as de Fourier, as
quais estudamos com maiores detalhes, tendo em vista que, apesar destas terem mui-
tas aplicagoes na Fisica, Engenharia e diversas outras areas, sao pouco abordadas nos
cursos de licenciatura e acreditamos ser importante que o estudante de Matematica
tenha pelo menos um pouco deste conhecimento para que assim possa ampliar o leque
de possibilidades de ingressar nas areas de pesquisas cientificas. Para melhor entendi-
mento e coesao dos conceitos, dividimos este trabalho em trés capitulos; no primeiro
abordamos alguns conceitos basicos que sao utilizados no decorrer do trabalho; no se-
gundo estudamos a Série de Fourier e no terceiro as Transformadas de Fourier e de

Laplace, além de algumas aplicagoes destas.

Palavras-chave: Anadlise de Fourier, Transformada de Laplace, Equacoes Dife-

renciais.



Abstract

In order to advance in a line of research geared by the pure and applied Mathe-
matics, aiming, in future studies, to solve Partial Differential Equations (PDE), this
paper aims an introductory study of two methods used in the resolution of these equa-
tions, those are: the Fourier Analysis and the Laplace Transform. Although, we are
not focusing the solving of the PDEs, instead, we are giving emphasis to the properties
inherent to the the Fourier’s Transform and Series and the Laplace Transform. For
that, an introduction of some math concepts is necessary, as well as a justification of
some theorems. However, for the text not becoming too extended, we have omitted
part of these justifications, but we haste to clarify that references in this paper indi-
cate where they can be found. Our main proposal is seeking to understand where and
how such theories are grounded, in special the Fourier’s theories, which we studied
accurately, considering that although these theories have many applications in physics,
engineering, and many other areas, they are little addressed in education courses and
we believe that is important for the Mathematics learner to have at least a little of
this knowledge so that he can expand the range of possibilities of joining the areas of
scientific research. For better understanding and cohesion of the concepts, we divided
this paper in three chapters: in the first one, we covered some basic concepts that was
used during the work; in the second one, we studied the Fourier’s Series and in the

third one, the Fourier and Laplace Transforms, and some of theirs applications.

Keywords: Fourier Analysis, Laplace Transform, Differential Equations.
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Introducao

De acordo com relatos histéricos a Matematica surgiu na Babilonia, depois do ano
3000 a.C., da necessidade de contar objetos. Com o passar dos anos, desenvolvida por
grandes nomes, esta tornou-se um poderoso instrumento intelectual que através da abs-
tracao e formalizacao sintetiza ideias. No entanto, em se tratando de aplicacao, para
a construgdo de um modelo matematico de um problema original, é necessario existir
uma teoria Matemdatica adequada e certamente isto nao ocorre sempre. Como exemplo
disto podemos citar que, para modelar situacoes de competi¢ao economica, o matematico
hingaro naturalizado estadunidense, John Von Neumann (1903-1957) desenvolveu a Te-
oria dos Jogos.

Tendo surgido junto com o Célculo Diferencial e Integral e a Mecanica Classica, a
teoria das Equacgoes Diferenciais constitui um conjunto de ferramentas indispensavel no
exercicio da atividade profissional, bem como, no desenvolvimento cientifico de diversas
outras ciéncias. Pois frequentemente, ao modelar um experimento ou fenémeno qualquer,
obtemos equagoes que envolvem taxas de variagoes das quantidades presentes consideradas
essenciais e, é al que entra em cena a linguagem oferecida pelas Equacoes Diferenciais,
por tais caracteristicas, como afirma Bassanezi (1988), estas talvez sejam o ramo da
Matematica que maiores interagoes tém com outras ciéncias.

Diversas questoes como o movimento dos planetas, a oscilacao do péndulo, entre
outros, foram estudadas por pesquisadores de varias areas do conhecimento cientifico
como J. Kepler (1571-1630), Leonardo Da Vinci (1452-1519), Galileu Galilei (1564-1642)
e C. Huygens (1629-1695). Contudo, lhes faltara teoria Matemdtica para modelar tais
fenomenos. Com o surgimento do Calculo no final do século XVII, por Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), diversos problemas mecanicos como
os acima citados puderam ser resolvidos por grandes matemédticos como os da familia

Bernoulli e principalmente por um dos seus alunos L. Euler (1707-1783), considerado



um dos maiores mateméticos do século cuja obra (incompleta) preenche setenta e quatro
grandes volumes.

Entretanto, com o tempo, notou-se que nao seria possivel obter métodos gerais de
resolucao explicita em termos de funcgoes elementares para as Equacgoes Diferenciais, de
acordo com Bassanezi (1988), o préprio Euler introduziu métodos que geravam solugoes
aproximadas, como por exemplo, a aproximacao feita com linhas poligonais e a solugao
que ¢é aproximada por polindomios, ou mais especificamente, por uma série de poténcias.

Em se tratando das Equacoes Diferenciais Parciais, podemos dizer que nao é uma
simples extensao das Equacoes Diferenciais Ordinarias, muito pelo contrario, para o estudo
de tais equacOes é necessaria a compreensao de conceitos mais avancados da Anélise
Matemadtica e da Algebra Linear. Os trés problemas cldssicos por exemplo, que como
afirma Figueiredo (2014), veem sendo estudados desde o século XVIII, a saber, o problema
das vibragoes transversais de uma corda, cuja posicao de um ponto z da corda ¢é dada
pela fungao u(z,t) num tempo ¢, deve satisfazer a equagao uy = c*ug,; o problema de
conducao de calor em uma barra onde a temperatura dada por u(x,t) de um ponto x
da barra no tempo t deve satisfazer u; = kug,; e, o problema do equilibrio de uma
membrana sob a acao de certas forcas em que obtemos uma fungao u(x,t) que deve
satisfazer a equacao de Laplace dada por ug, + 1y, = 0 em uma determinada regiao do
plano xy, trazem consigo certas propriedades como: condigoes de fronteira ou de contorno
cujo estudo é uma tarefa nada facil. Para a obtencao de solugoes para problemas como
estes, dentre os métodos utilizados, destacamos o Método de Fourier e a Transformada
de Laplace. O Método de Fourier consiste basicamente em “separar as variaveis” recaindo
em problemas de auto valor para as equagoes ordinarias intimamente ligadas as Equagoes
Diferencias Parciais em estudo, obtendo assim, uma familia de solugoes para a EDP, que
satisfazem parcialmente as condigoes de fronteira, dai o objetivo seguinte é compor a
solucao do problema em questao na forma de uma série cujos termos sao produtos dessas
solucoes onde os coeficientes sao escolhidos convenientemente, este tltimo passo é o que
chamamos de Andlise de Fourier. Por outro lado, a Transformada de Laplace constitui
uma ferramenta poderosa e desempenha um papel importante na resolucao de problemas
de valor de contorno, possuindo ainda a propriedade de que quando aplicada a uma
Equagao Diferencial linear de ordem n, com coeficientes constantes, sujeita a condigoes

iniciais, a transforma em uma equagao algébrica. Em aplicagoes, é comum interpretar as
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transformadas de Fourier e de Laplace como transformacoes do dominio do tempo para o
dominio de frequéncias.

Jean Batiste Joseph Fourier (1766-1830), Fisico-Matemético francés, em 1789 de-
cide abandonar a carreira religiosa e tornar-se professor de Matematica da escola militar
de Auxerre. Pela sua genialidade Fourier foi mais tarde selecionado para estudar na
Ecole Normale de Paris, tendo como professores os maiores Fisico-Matematicos da época:
Joseph Louis Lagrange, Pierre Simon Laplace e Gaspard Monge. Em 1811, em suas pes-
quisas sobre a teoria do calor, Fourier desenvolve A Théorie mathématique de la chaleur
que explicita os coeficientes e descreve vérias fungoes em séries de senos e cossenos. Como
observa Figueiredo (2014), Fourier afirmou ainda que qualquer func¢ao poderia ser expressa
na forma da série que hoje tem o seu nome, contudo apesar disso nao ser verdade, o que
foi provado por Dirichlet, ele tem o mérito de descrever claramente a forma da série que
deveria representar tal fungao. Posteriormente com uma fundamentagao mais rigorosa da
Analise Matematica por Cauchy, Weierstrass e outros, a teoria das séries de Fourier pode
ser enriquecida com as contribuicoes de Riemann. Hoje, as séries de Fourier, a integral
de Fourier e as Transformadas de Fourier constituem um ramo da Andlise Matematica de
valor incalculavel para o estudo de fenomenos ondulatoérios.

Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827), um notério matemético, fisico e
astronomo, como afirma Zill (2001), foi chamado por alguns de seus contemporaneos
de “o Newton da Franga”. Embora Laplace tenha usado a transformada integral em seu
trabalho sobre a teoria das probabilidades, é mais provavel que a integral tenha sido des-
coberta por Euler. Dentre as publicagoes importantes destacamos os tratados Mécanique

Céleste e Théorie Analytique des Probabilites.



Capitulo 1

Teoria-Preliminar

Antes de comecarmos o nosso estudo, queremos deixar claro que grande parte das
informagoes contidas em todo este trabalho, sao oriundas das referéncias utilizadas na
producao do mesmo, em especial, as ideias empregadas na maioria das demonstracoes dos
teoremas e proposigoes foram extraidas da referéncia [3], que vale enfatizar, constitui o
principal alicerce deste texto.

Nesta primeira etapa abordaremos algumas propriedades de certas funcoes, além
de alguns conceitos e resultados da Analise Matematica e da Algebra Linear que serao

utilizados posteriormente.

1.1 Funcoes Periddicas

Como veremos mais a frente, para discutir sobre as séries de Fourier é necessario

desenvolver certas propriedades das fungoes trigonométricas sen™7* e cos “7*, com n €
N, em especial, o seu cardter periddico (visto que as fungdes periédicas aparecem com
frequéncia em problemas de Fisica e Engenharia). Por este motivo faz-se necessaria a

seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.1. (Fung¢oes Periddicas) Uma funcio f : R — R diz-se periddica quando

existe uma constante P > 0 tal que f(z + P) = f(x) para todo x em R.

A constante P é chamada de periodo da fun¢ao f. Além disso, se P é o periodo de f,
entao 2P, 3P, ...., kP, onde k é um inteiro positivo, também sao periodos de f. Em geral

vale também para k£ = 0, mas como 0 é o periodo de qualquer funcao, consideraremos



apenas os casos em que k > 0. A verificacao destas observagoes pode ser feita, inspecio-
nando as igualdades f(z) = f(z + P) = f(z +2P) = ... = f(x + kP), que s@o obtidas
a partir da definicao acima. Quando & = 1 dizemos que P ¢é o periodo fundamental da
da funcao f. A partir de agora quando nos referirmos ao periodo de uma funcao esta-
remos considerando o periodo fundamental. Como exemplo de funcgoes periddicas bem
conhecidas temos: senx, cosz,tan x, entre outras.

Uma propriedade importante das funcoes periddicas é

Proposicao 1.1. Se uma funcao f : R — R de periodo P € integravel em qualquer

/;HD F(t)dt = /OP F(t)dt (1.1)

onde a € qualquer nimero real fizado.

intervalo, entao

Demonstracao: Definimos ¢(z) = fxﬁp f(t)dt. Segue do Teorema Fundamental do
Czilculoque ¢ (v) = f(z+P)— f(x). Mas f é periédica com periodo P, entdo ¢'(z) = 0,
o que implica que ¢ é constante. Portanto ¢(a) = ¢(0), isto é, faﬁp ft)dt = fOP f(t)dt. m

Além disso, dadas f1 e fo duas funcgoes reais periédicas de mesmo periodo P, se a
funcao real h é tal que h = a1 f1 + asfa, onde o e s sao contantes, entao h é periddica
de periodo P. Este fato segue-se imediatamente da definicao de funcao periddica, pois

como f; e fi sao periddicas temos:
h(x + P) = alfl(x + P) + CYQfQ(.T + P) = a1f1($) + OZQfQ(Z’) = h(.Q?)

Vale observar que este resultado pode ser generalizado.

1.2 Funcgoes Ortogonais

Como afirma Zill (2001), em estudos de Matematica avancada, em alguns aspectos,
uma funcao pode ser considerada como uma generalizacao de um vetor. No que segue
utilizaremos algumas propriedades de produto interno e de ortogonalidade entre vetoresﬂ
com o intuito de estender tais conceitos para funcoes. Comecamos considerando duas

fungoes, f e g, integraveis e definidas em um intervalo [a,b]. Como a integral definida

'Para ver o Teorema Fundamental do Célculo, sugerimos a referéncia [6].
2Estudos detalhados sobre produto interno e ortogonalidade entre vetores podem ser encontrados na

referéncia [7].
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do produto fg preserva as propriedades do produto interno usual de vetores em R, nos

sentimos motivados a apresentar a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.2. (Produto Interno) O produto interno de duas funcéoes f e g em um

intervalo |a,b] € o nimero

(f.g) = / F()g(w)da

Sabendo que dois vetores sao ditos ortogonais quando o produto interno entre eles é
zero, definimos de forma andloga para o produto interno entre duas funcoes. Entretanto,
como observa Zill (2001) vale salientar que o conceito de ortogonalidade que definiremos
a seguir nao ¢ sinonimo de perpendicularidade, ou seja, no presente contexto a palavra

ortogonal nao tem significado geométrico.

Defini¢ao 1.3. (Fungées Ortogonais) Duas fungoes f e g sao ortogonais em um

intervalo [a,b] quando

(f,9) = / f(z)g(z)dxr = 0.

Mais geralmente temos

Definigao 1.4. (Conjuntos Ortogonais) Diz-se que um conjunto de fungoes integraveis

em R, {¢o(z), p1(x), p2(x),...} € ortogonal em um intervalo [a,b] se

b
(6ms ) = / () ()l = 0

paran #m, e
b
/ ¢2(r)dx = ¢, # 0,

este ainda, recebe o nome de ortonormal quando ¢, = 1, para todo n € N.

Exemplo 1.1. Usando propriedades das funcoes trigonométricas seque-se que

L
/ cos 0 sen™™ iz = 0 se m,n > 1, onde L >0 (1.2)
) L L
L 0, m#n mn>1
/ cos 0 cos T gy = ? N (1.3)
-L L L L, m=mn>1
L 0, m#n mn>1
/ sen 2% sen " gy = 7 - (1.4)
L L L, m=n 2 1
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Resolugao: Provaremos (1.2), os demais casos mostra-se de forma andloga. Usando a

identidade trigonométrica cos xseny = 3[sen(z + y) + sen(z — y)|, temos:

L MTT nmT 1 [t mnx + nwy MmmTx — NTT
/L cos 7 seanx = §/L [Sen 7 + sen 7 ] dx
1 [t mnx + N 1 [t MmnT — NTL
= 3 /_L Senfdx + 3 /_L senfdx
= [+11.

Observe que, sendo a fun¢do cosseno par, isto €, cos(x) = cos(—z) Vo € R, para m # n,

temos
L L
—L mnr + nrx —L MnTL — NTL
I+11 = CoSs CcoS
2(mm + nm) L 2(mm — nm) L .
L L
—L (m +n)mx —L (m —n)mx
= COoS CoS
2 (m +n) L . 27(m —n) L 5
= 04+0=0.

De forma geral pode-se mostrar que o sistema seguinte é ortogonal.

] T T 2mx 2mx kmx kmx
COS —, Sen—, COS ——, SeN——, ..., COS ——, SeN——, ...
) L Y L Y L Y L ) Y L ) L Y
Segue também das relagoes de ortogonalidade que

1 1 Tr 1 T 1 krx 1 kmx
——, —— C0S —, —=sen—, ..., CoS , sen e
V2oL VL L’'VL L VL L ’VL L

é um sistema ortonormal.

Agora, lembremos do curso de Algebra Linear que tomando, por exemplo o R?, dados
trés vetores v7, v3 e v3 deste espacgo, nao nulos e mutuamente ortogonais, para qualquer
@ € R? existem escalares, c;, s, c5 € R tais que podemos escrever, @ = ¢,0; + caUs + ¢303,
onde tais escalares sao chamados de componentes do vetor .

Se tivermos um conjunto infinito de fungdes {¢,(x)}, duas a duas, ortogonais em um
intervalo [a, b], dada uma fungao y = f(x) neste intervalo, serd que é possivel determinar

um conjunto de coeficientes ¢,,n =0, 1,2, ... tais que

f(z) = copo(x) + c101(x) + ... + cppn(z) + .7

Desde que f, ¢, e ¢,,¢, sejam integraveis, podemos determinar os coeficientes c¢,,

utilizando o produto interno. Multiplicando a igualdade acima por ¢,,(z) e integrando
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em [a,b] , obtemos

/ f(2)pm(x / G0(2) P (7)dz+c1 / ¢1(2) P (2)d+...A-Cpy / O ()P () dA-..

Segue da ortogonalidade das ¢;(z) que cada membro do lado direito a igualdade é igual

a zero exceto quando m = n, e com isso temos

/fcﬁn /¢

Sy f(@)¢n(x)da

Cn = fbgb?( d com n=0,1,2 ..
2(z)dx

que sao os coeficientes procurados. Veremos mais a frente que esta ideia de ortogonalidade

o que resulta em

nos serd muito util.

1.3 Funcoes Pares e Funcoes Impares

Nesta secao veremos o conceito de funcoes pares e fungoes impares. Além disso, estuda-

remos algumas de suas principais propriedades.

Definigao 1.5. (Fun¢ao Par e Funcgao fmpar) Uma funcdo f: R — R € dita par
quando f(—x) = f(z), para todo x em R. Isto significa que o grdfico de f € simétrico com
relagao ao eizo dosy. Dizemos que uma fungao f: R — R € impar se f(—x) = — f(x),

para todo x em R. Isto nos diz que o grdfico de f € simétrico com relagcao a origem.

Exemplo 1.2. A fun¢io f : R — R definida por f(x) = 2™ com n € N, € uma fun¢ao

par sen € par e f € impar sen € impar.

Resolucao: Com efeito, se n € par entio n € da forma 2k com k = 0,1,2,.... Assim
f(=z) = (=2)%* = [(—2)Y* = 2®* = f(x). Por outro lado se n é impar, n é da forma
2k + 1 onde k = 0,1,2,... . Logo f(—z) = (—2)*™ = (—2)®(-2) = (-1)2%z =
—x?t = — f(x).

As propriedades seguintes sobre fungoes pares e fungoes impares sao de facil veri-
ficacao, por isso justificaremos apenas as propriedade P3 e Pj.
e P;: A soma de duas fungoes pares é uma funcao par. Do mesmo modo, a soma

de duas fungoes impares é uma funcao impar;
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e P,: o produto de duas fungoes pares é uma funcao par e o produto de duas fungoes
impares é uma funcgao par;

e P5: o produto de um funcao par por uma funcao impar é uma funcao impar;

o Py seja f: R — R, uma funcao par, integravel em qualquer intervalo de R,
limitado e simétrico com relagao a origem. Entao segue que f_LL f(z)de =2 fOL f(z)dz;

e Ps: sendo f: R — R, uma funcao impar, integravel em qualquer intervalo de
R, limitado e simétrico com relacao a origem, temos que f_LL f(z)dx = 0.
Demonstracao: Para provar (Pj), considere as fungoes f,g : R — R, onde f ¢
fmpar e g ¢ par. Assim tomando G = fg, temos G(—z) = (fg)(—z) = f(—z)g(—x) =
—f(x)g(=z) = = f(z)g(x) = =(f9)(z) = —G(z). u

Demonstragao: (P;). Temos que

[ swe= [ s [ s

mas f é par. Logo, fazendo a mudanca de varidvel x = —y e os ajustes necessarios nos

limites de integracao da primeira integral do lado direito da equagao, temos

/_OL flz)de = — /LO f(=y)dy = /OL Fly)dy

donde segue o resultado. ]

Defini¢ao 1.6. (Fungées Seccionalmente Continuas) Dizemos que uma fungao f :
R — R ¢ seccionalmente continua, (ou continua por partes) quando, em qualquer
intervalo limitado de R, f possui um nimero finito de descontinuidades. Além disso, todas
estas descontinuidades sao de primeira espécie, isto €, existem sempre os limites laterais
[ = lim, o+ f(z) e L = lim,_,,— f(z), para qualquer ponto a pertencente ao dominio de

f. Certamente uma fungao continua é seccionalmente continua.
Observemos os exemplos seguintes.
Exemplo 1.3. A funcao ¢ periddica de periodo 2w, definida por

l,se 0<z<m
o(z) = (1.5)

0, se —m<z<0,

¢ seccionalmente continua, pois em cada intervalo limitado ¢ possui um nimero finito de

descontinuidades e todas de primeira espécie.
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Exemplo 1.4. A funcdo f(x) = %, sex #0 e f(0) =0, ndo € seccionalmente continua,

visto que em x = 0 sua descontinuidade é de sequnda espécie.
Por outro lado a fungao

Exemplo 1.5. Seja g : R — R definida por

1, se r>1
gla)=9 L se L <z<li n=12.. (1.6)
0, se x <0,

¢ tal que todas as suas descontinuidades sao de primeira espécie, contudo g nao é sec-
cionalmente continua, pois no intervalo limitado (0,1), g possui um nimero infinito de

descontinuidades.

Nos préximo paragrafo abordaremos alguns conceitos basicos sobre séries numéricas,
para logo em seguida trabalharmos alguns critérios de convergéncia de séries de fungoes ﬁ
Tal abordagem se faz necessaria, pois sera de grande relevancia para o estudo do capitulo

seguinte.

1.4 Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme

Um dos principais desafios no estudo das séries numéricas é determinar quais sao
e quais nao sao convergentes. Uma questao ainda mais complicada é calcular o valor
da soma da série. Pensando nisto muitos estudiosos da area desenvolveram teorias e
estabeleceram critérios que facilitam tal estudo. Dizemos que uma série numérica » - | a,
converge, quando as somas parciais, também chamadas sucessao de reduzidas, converge.

Por exemplo, para as séries
o, ¢]

1
n
D e 2
n=1 n=1
mostra-se que a primeira diverge se § < 1, e converge se [ > 1, em particular para

B =1 tal série é chamada de série harmonica; ja a segunda, também conhecida como série

geométrica, converge para se o] < 1.

1—a
Quando os termos das séries sao funcoes reais definidas em algum subconjunto I de

R, isto é, Y7, fu(z), onde f,, : I — R sao fungdes em R, de acordo com Lima (2014), ao

3Para um estudo aprofundado sobre séries numéricas e séries de funcdes, recomendamos a referéncia

[6].
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contrario do que ocorre com as sequéncias numeéricas, para as quais usualmente utiliza-se

uma tnica nogao de limite, h& varias maneiras distintas de definir a convergéncia de uma

série de fungoes.

Definicao 1.7. Diremos que a série y ., fn(x) converge pontualmente se para cada x
o

fizado em I se a série numérica )~ fn(xo) converge. Ou equivalentemente, dados € > 0

e xg € I, existe um inteiro N, dependendo de € e de xg, tal que

ij(xo) <e

para todo n < m, comn > N.

Definigao 1.8. Diremos também que a série de fungoes y .| f,(x) converge uniforme-

mente quando, dado € > 0 existe um inteiro N(€) (que nao depende de x), tal que

m

D filx)] <e

j=n

para todos os m >n > N.

Antes de apresentarmos exemplos de séries de func¢oes que convergem uniformemente
e pontualmente, enunciaremos e demonstraremos o Teste de Weierstrass que garante a
convergéncia uniforme desde que consigamos majorar a série de funcoes dada, por uma
série numérica convergente. Vale observar que tal teste nao s6 nos garante a convergéncia
uniforme como também assegura a convergéncia absoluta. Além disso, transforma o
problema de verificagdo da convergéncia de uma série de fungoes, (que vale salientar,

pode ndo ser uma tarefa facil) na verificacdo da convergéncia de uma série numérica.

Teorema 1.1. (Teste de Weierstrass) Seja > -, fn(z) uma série de fungées, onde
as f, : I — R estao definidas em um subconjunto I de R. Se existem constantes
a, > 0 tais que |f,(x)] < an, para todo x € I e para todo n € N, a série numérica
Y an € convergente, entdo a série de fungoes Y~ fn(x) converge uniformemente e

absolutamente em I.

Demonstracao: Como [ é dominio comum a todas as funcgoes f,, entao dados n,q € N
arbitrdrios, para todo x € I, temos que | f, (@) + fr41(2)...+ frorq(@)] < aptansi+...4apyq.
Sendo a série Y >°  a, é convergente segue do critério de Cauchyﬁ para sequéncias de

fungoes, que Y o |fu(x)| € D0 | fu(x) convergem uniformemente em 1. u

4Para ver o critério de Cauchy recomendamos a referéncia [6].
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Exemplo 1.6. A série

0o
Z COSNx
7Z2
n=1

converge uniformemente em R, pois |COZ#| < n—12 ey # € uma série numérica de

termos positivos e convergente. Assim pelo critério de Weierstrass seque a convergéncia

uniforme da série de fungoes.
Por outro lado

Exemplo 1.7. A série

e
n2n
n=1
converge pontualmente no intervalo —1 < x < 3, wisto que aplicando o teste da razao

verifica-se que tal série converge absolutamente no intervalo —1 < x < 3, e em x = —1

temos:

n=1 n=1
que converge, pelo critério de Leibniz. E, finalmente para x = 3 tem-se:

[e.e] n o0 1
P i B
n=1 n=1

que sabemos ser divergente por se tratar da série harmonica.

Os trés préximos resultados apresentam caracteristicas relevantes da convergéncia

uniforme, no que diz respeito a continuidade, diferenciabilidade e integrabilidadeﬂ

Teorema 1.2. Suponhamos que as fungoes f,, sao todas continuas e que a sériey | fn(z)

converge uniformemente. Entao, f(x) =", fu(z) € uma funcio continua.

Teorema 1.3. Suponhamos que as funcgoes f, sdao integrdveis em um intervalo I de R e

que a série Y - | fa(x) converge uniformemente em I. Entdo

/I gfn(x) dx:g/lfn(x)dx.

Teorema 1.4. Suponhamos que as fungoes f,(x) definidas em um intervalo I de R sejam
continuas, derivdveis e que a série y f;(x) das deriwadas convirja uniformemente.
Suponhamos ainda que para um ponto xo € I, dado, a série Y >~ | fu(xo) convirja. Entdo

LI h@| =Y nw.

n=1

5As demonstracoes dos teoremas (1.2), (1.3) e(1.4), podem ser encontradas na referéncia [6].
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Capitulo 2

Séries de Fourier

2.1 Coeficientes de Fourier
Suponhamos que uma funcao f possa ser expressa da seguinte forma

mm:] (2.1)

1 oo
flz) = 500 + ; [an cos n_z:c + bnsenT

Para que a igualdade acima se verifique, certamente os coeficientes a,, e b, devem
estar fortemente ligados a fungao f. Nosso proximo objetivo é investigar quais as funcoes
que podem ser representadas de tal forma. Sendo assim, o primeiro passo é encontrar
maneiras de calcular tais coeficientes. Para tanto, vamos supor que a igualdade acima
seja verdadeira e que a série que aparece do lado direito da equacao seja uniformemente
convergente. Sob tais hipdteses, de acordo com o teorema (1.2), a fungdo f deve ser
continua, portanto integravel, e claro, periédica de periodo 2L, ja que este é o periodo das
fungoes que aparecem na série. Entao, agora usando o teorema (1.3), podemos integrar

ambos os lados da equagao, donde segue que

L L 00 L L L
1 nmwT nmwx 1
de = - d " —d by, —dz| = = dzx,
/Lf(x)x 2a0/_L x+n§:1 {a /Lcos 7 T+ /Lsen 7 x} 2a0/L x

pois
L L
/ cos @dx = / senwd:c =0
L L L L
Por fim
/L f(z)dx = J0T| = a0 = ; f(z)dz,




mais ainda,

/ f(z)cos md:c

1 /L
=7 /L f(x)senn—zxdx,

= e sen™I*, respectivamente, e uti-

que pode ser obtido multiplicando (2.1) por cos
lizando as propriedades de ortogonalidade, descritas no Exemplo 1.1. Vale observar
que multiplicamos o coeficiente ag por % na expressao (2.1), apenas por questao de con-
veniéncia, para que tenhamos a mesma férmula para todos os a,. E vélido acrescentar
que as formas para os coeficientes a,, e b,, obtidas acima, sao também conhecidas como
as férmulas de Euler-Fourier.

Apods o que acabamos de expor, cabe a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Seja f: R — R uma funcao periodica de periodo 2L, integrdvel e abso-
lutamente integravel em cada intervalo limitado de R (onde dizer que f € absolutamente
integravel significa afirmar que |f| é integrdvel), em particular ffL |f(z)|dx < co. Entao,
os coeficientes a,, comn =0,1,2,..., e b,, paran =1,2,..., sao chamados coeficientes
de Fourier de f.

Como |cosa| < 1, para todo o em R, temos

’/_if(x)cos?dm §/_i|f(x)]d:c

Com base na ultima observagao, que é vélida também para |senal|, podemos obter

estimativas dos coeficiente de Fourier de uma funcao f, desde que consideremos algumas

hipéteses sobre a mesma.

(i) Suponhamos que a funcao f seja periédica de periodo 2L, integrével e absolutamente

integravel. Entao, obtemos as seguintes estimativas

lay| = ‘%/_if(x)cos$dx < %/_L ()| (2.2)

L
by, |—' / f(x sen@dx

ou seja, sendo f e | f| integrdveis existe uma contante K, a saber, K = + f x)|dx,

1 L
< [ I 23)

—L

tal que |a,| < K para todon =0,1,2... e |b,| < K, para todon = 1,2...
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(ii) Suponha que f seja periédica de perfodo 2L, derivavel, com f e |f'| integraveis

Usando integragao por partes, para n > 1, temos

L
nwT L nwL L L nwT
/ f(z) cos —dx = Ef( )SGHT - — f (x )seanx

nm

o que fornece,

-1 [+,
= /_Lf (x)sennledx. (2.4)

De forma anéloga tem-se

L
L
Lb, —/ f(x sen@dx———f( ) oy

nwx
s CO8 —— n7r f( ) cos < dzx,
ou ainda
—L L [* nmwx
Lb, = —|f(L — f(—L — =
bn — [f(L)cos(nm) — f(—L) cos( n7r)}+mT _Lf(:v) cos — dx

Como f é periddica tem-se

1 nmwx

— f( ) cos de

b (2.5)

Finalmente, tomando os valores absolutos de a,, b,, e, usando o fato de que as

funcoes cosseno e seno, em maédulo, sao limitadas por 1, temos

L L
wg% / @l ba] < — / If @),

nm
Fazendo K = f r)|dz, vem

K K
lan| < —,  |by] <
n

, paratodo n=1,2,.. (2.6)
n

Se formos mais exigentes com a fungao f, entdao as estimativas (2.6) podem ser
7’ L . /7 ! /.
melhoradas, isto é, supondo agora f periddica de periodo 2L com f continua, f

integrével e absolutamente integravel, aplicando integragdo por partes em (2.4)
(2.5) tem-se

1 . L nwT nmwr
n —_ — d
a mrf (x)mT cos —— o / 1 (x) cos x,
1 . L nmwx nmwT
b, = —sen—— —d
mTf (x)mrsen 7 n27r2/ £ (x)sen x,

donde segue que
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|an| <

Lo Y
1@l el < o 1 @l (2.7

ou ainda, tomando K = f x)|dx, obtemos

K K
la,| < e b, | < 3 para todo n=1,2, ...

2.2 Séries de Fourier

Vimos que se uma funcao f : R — R, é periddica de periodo 2L, integravel e
absolutamente integravel, podemos calcular os seus coeficientes de Fourier e com isso a

expressao

f(z) ~ —ao + Z [an S gy senn—zx (2.8)

recebe o nome de série de Fourier da fun(;ao f. Observe que colocamos o simbolo (~),
ao invés da igualdade, pois nem sempre a relacao entre a fungao f e sua série de Fourier é
de igualdade, podendo ocorrer, inclusive, casos em que a série em questao nao converge.
Por este motivo, o nosso préximo objetivo é abordar alguns resultados, frutos de esforgos
de grandes estudiosos ao longo dos anos, que estabeleceram certos critérios que garantem
a convergencia da série de Fourier de uma funcao f dada, bem como a relacao de igualdade
entre a mesma e sua série de Fourier.

Antes porém, apresentaremos a seguinte definicao:

Definicao 2.2. Uma fun¢ao f : R — R serd dita seccionalmente diferencidvel se

. / . s
f e sua derivada [ forem seccionalmente continuas.

. /7 / ~ v
Onde observa-se que sendo f seccionalmente continua, certamente f nao estard
definida nos pontos de descontinuidade de f, podendo até, nao estar definida mesmo em

pontos onde f é continua. O primeiro e importante resultado é o seguinte:

Teorema 2.1. (Teorema de Fou’r‘iefﬂ) Seja a funcao f : R — R seccionalmente
diferencidvel e periddica de periodo 2L. Entdo a série de Fourier de f dada em (2.8)
converge, em cada ponto x de R, para 3[f(z +0) + f(z — 0)] (onde a expressio |f(x +
0)+ f(z—0)] significa a média aritmética dos limites laterais de f, a direita e a esquerda,
no ponto x ), ou seja, vale

%[f(a:+0)+f(:v— = —ao—l—z [ancos—+b sen?] ) (2.9)

10 leitor interessado pode encontrar a demonstragao do Teorema de Fourier na referéncia [3].
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Devemos enfatizar que as condigoes dadas no teorema acima sao apenas suficientes

para a convergéncia de uma série de Fourier; elas nao sao, de modo algum, necessarias.

Exemplo 2.1. Seja f : R — R periddica de periodo 2L e definida por

L—x se 0<z<L
flz) = (2.10)
L+z, se —L<x<0

Calculemos a série de Fourier da func¢ao f.
Resolugcao: Como f é uma funcgao par, pelas propriedades de ortogonalidade vistas no

primeiro capitulo, temos b, = 0 para todo n € N. Assim,

2 [* 2 z? 2 L?
== L—2x)der=—|Lr— — =—-—=17
o L/O( z)dz L(x 2)0 L 2
e, usando integracao por partes, temos
L
2 [* 2 2 [*
a, = Z/o (L — ) cos T e = E(L - x)senn—zw + ) senn—zxdx

Quando n € par, digamos, n = 2k, tem-se (cos 2km —1) = 0. Se por outro lado n € impar,

isto €, n =2k — 1, entdo [cos(2k — 1)m — 1] = —2. Portanto as, =0, e

4L
=, k=1,2,....
a’2k 1 (Zk . 1)27'('2’ Y )
Finalmente a série de Fourier da funcao f é
L 4L & 1 (2k — 1)z
=—+4+ — 2.11
f(z) 5 T3 Z 2k — 1) cos 7 ; (2.11)

onde, invés do simbolo (~) colocamos o sinal de (=), pois estamos nas hipdteses do
Teorema de Fourier. Agora, observe que fazendo z = 0 em (2.11) e observando (2.10),

obtemos
L 4L & 1
0)=L= — —
1(0) 2 + 2 (2k —1)%’
k=1
o que nos fornece
1

R— 1 1 1
SR N O
8 ;(2/@—1)2 +32+52+72+
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Exemplo 2.2. Seja f : R — R uma funcdao periddica de periodo 2L, definida por
f(z) =2, com —L < x < L. Calculemos sua série de Fourier.
Resolugao: Sendo f impar deveremos ter a, = 0, para todon =0,1,2,.... Dai, a série

de Fourier de f € uma série de senos, cujos coeficientes b, sao dados por

9 L
b, = Z/o xsen?dx, para n=1,2,...,

pois o produto de duas funcoes impares ¢ uma funcdo par. Dai, integrando por partes,

temos
L L L
2 nmwx —2 nmwx 2 nwx —2L
b, = — rsen—dr = —xcos —| + — cos dr = COSN/TT.
L/, L nm L nt Jo L nm
Como cosnm = —1, sen € impar, e cosnm =1 sen € par, paran = 1,2, ... temos
2L
by = —(=1)"",
nm

E, finalmente, a série de Fourier da funcdo f é

flz) = % i (—1;”+1senn7£x.

n=1
A figura abaixo representa uma aproximagcao do grafico de f pela soma de n = 10

termos de sua série de Fourier.

Figura 2.1:

Observacgao 2.1. E importante salientar que dada uma fun¢ao num intervalo [0, L], esta
pode ser representada por mais de uma série de Fourier. Nos dois exemplos anteriores

definimos as funcoes em intervalos cujo o ponto médio € a origem. Definimos ainda,
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o periodo de tais fungoes como sendo o periodo fundamental. Entretanto, como destaca
Figueiredo (2014), em muitas aplicagoes € interessante que tenhamos certa liberdade de
escolher o periodo da func¢ao para que possamos atingir determinados objetivos. Se, por
exemplo, apresentarmos a fun¢do no intervalo [0, L] e nada falarmos sobre o periodo,
podemos determind-lo da maneira que nos seja conveniente, digamos, um periodo P > L.
Neste casso, podemos definir a fungdo no intervalo (L, P) de forma a cumprir certas
condi¢oes desejadas, ou ainda, podemos estender a fun¢ao ao intervalo (—L,0) de muitas
maneiras, por exemplo: se refletirmos o grafico da func¢ao em relagao ao eizo y, sobre
(—L,0), teremos uma fun¢ao par no intervalo (—L, L); ou ainda,se refletirmos o grifico,
com relag¢ao a origem sobre (—L,0), obteremos uma fun¢ao impar em (—L, L); ou f pode

ser definida como f(z) = f(x+ L), em (—L,0).

Exemplo 2.3. Dada f(x) = z, para 0 < z < 7, representaremos f como uma série de
C0SSenos.

Resolugao: Para que f seja expressa como uma série de cossenos, devemos estendé-la
de forma que f seja par. Definimos fi como sendo fi(x) = |x| para —m < x < m, com
f1 periddica de periodo 2m. Desta forma fi(x) = f(x), para 0 < x < 7. Certamente, se
tomdssemos outros periodos, como 4w, 6w, por exemplo, ainda valeria fi(x) = f(z), para

0 < x <7 e teriamos outra série de cossenos. Assim, temos b, = 0 para todon = 1,2, ...,

2/7r 2 2
apg=— [ zdr=—-——=m,
T Jo w2

apos uma integragcao por partes tem-se

e

)
T 2

2 [T 2[(-1)" =1
an:—/ xcosxda::M com n=1,2 ...
0 n2m

Como para n par, vale a,, = 0, a série de Fourier da funcdao é

g — %Z ETE i g cos[(2k — 1)x].
k=1

Por fim, usando o Teorema de Fourier seque que

4
_g_—z 2k; g 5cos[(2k —1)z], O0<z <
T _

00
k=1
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2.3 Integracao da série de Fourier

Dada uma funcao f : R — R que ¢ igual a sua série de Fourier, isto é, se tivermos

nnx

= —ao + Z [an COS —I— b SGHT] ,

e se a série de Fourier de f converge uniformemente para f, entdo pelo teorema (1.3)

podemos integrar termo a termo, ou seja, vale

b nmx
/f dx—/a —&de—i-z /ancos—dx—i-/a bnseanx ) (2.12)

O teorema seguinte mostra a validade de (2.12) mesmo quando a série de Fourier

nao converge uniformemente para f, ou até mesmo quando a série nao convergir para f.

Teorema 2.2. (Integrac¢ao da Série de Fourier) Seja a funcao f : R — R periddica

de periodo 2L e seccionalmente continua, e seja

nwTw
—ao + Z [an cos — + bnsenT

a sua série de Fourier. Entao,

(i) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a integral

de f, mais precisamente temos

f )dz = —ad +Z —d [ bsen™™ 4 (2.13)
= ’ odx ap, COS T ’ nSEN 7 T )

(i) A fungio F(x) = [[f QL|dt ¢ periddica de periodo 2L, continua com, derivada

f' seccionalmente continua, e, representada por sua série de Fourier

/om [ﬂt) } Z_ _Z[ o %”sen?, (2.14)

LD, 1 [k
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Demonstracao: Consideremos, inicialmente, uma funcao f : R — R seccionalmente

continua e periédica de periodo 2L. Agora, definimos a funcao F' : R — R, dada por

Flz) = /O ’ )~ %] ar (2.16)

que, por consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo, é continua e F' (x) existe
em todos os pontos z onde f é continua, com F'(z) = f(x) em tais pontos. Por isso,
F'(z) é também seccionalmente continua. Por outro lado, F' também tem perfodo 2L,
visto que, como observamos no primeiro capitulo, f(t) — % tem periodo 2L, e, sendo
faajLL hdt = LLL hdt, para toda funcao h periédica de perfodo 2L e para todo a € R

fixado. Assim

F(z+2L) — F(z) = /:+2L [f(t) - @] dt = /L [f(t) - %} dt =0, (2.17)

onde usamos também o fato de que

L L ao
/ Ft)dt = agL = / s
L L2

Portanto, pelo Teorema de Fourier, segue-se que

1 oo
F(z) = §A0 + ; [An cos n_zx + B@en? , (2.18)
onde A, e B, sao dados por
1 L
A, = Z/—L F(z) cos ?dw, para n=0,1,2,...
e
1 L
B, = 7 /L F(x)sen?dx, para n=1,2, ...

Note que, usando integragao por partes nas integrais acima, podemos estabelecer
uma relacao entre os coeficientes de Fourier da fungao F' e os da funcao f. De fato,

fazendo u = F(z), tem-se que du = F'(z)dx, donde

1 L 1 (", L
A, = —F(w)%sen? ) — z /_LF (:U)%sen?d%
o que nos fornece
—L
A, = —0D,, para n=1,2,.. (2.19)
nm
De forma anéloga, obtemos
1 L Yoo L
B”:_ZF(QC)ECOS$ L+Z/LFI(I)ECOS$CM‘




Por fim, usando a periodicidade de F, ou seja, sabendo que F'(—L) = F(L), tem-se

L
B, =—a,, para n=1,2,... (2.20)
nw

Para obter Ay, basta observar que pela forma como F' foi definida temos F(0) = 0, e

tomar z = 0 na expressao (2.18), usar (2.19), o que resulta em
Ay |~ 2L < by,
F(0) =0 =22 A, = Ag = 22N 92.21
O=0=F+> =23 (2.21)

Finalmente de (2.16) e (2.18) temos

nmwx

F(z) = /’” [f(t) — %] dt = %AO + i [An cos ? + anenT]
0 n=1

e, substituindo os valores de Ay, A, e B, obtidos em (2.19), (2.20) e (2.21), conseguimos

a expressao

nmwx Ay, nmtx
/ f = —aofL‘ —f- Z — — Z |: + ESGDT:|

que pode ainda ser expressa como

/Ox fdt = / —apdt + Z {/ an, cos dt + /Ox bnsen%ﬂdt} (2.22)

Fazendo © = a e x = b em (2.22) e subtraindo as expressoes obtidas, concluimos a

demonstracao do teorema. [ ]

Vale salientar que em aplicacoes praticas onde

~ —ao + Z [an cos 2L + b senn—zm} ,

1 1 [*
como de (2.15) e (2.21), segues-se que §Ao =37 F(z)dz, o teorema acima ganha a
seguinte forma
v aop 1 [F LN [0, nrr  a, NTT
Fay= | [fo-2]at=— [ Flyd+= OTE L Sngen T2
(x) / 0 -Sla-5; [ (x)“ﬂ;j D g TTE | O

Exemplo 2.4. Consideremos a fun¢ao f definida no exemplo (2.2), cuja série de Fourier

é

2L A (1) pra
flz) = — ; S sen——.

Como [ € impar temos ag = 0. Assim



dai

oL |, oL |, 2 6
Logo
2?2 L2 22N (1) nmx
26 772; 2 s Thsesi

2.4 Forma Complexa da Série de Fourier

Mostraremos a seguir que se uma funcao f : R — R for periédica de periodo 2L,
integravel e absolutamente integravel, entao sua série de Fourier podera ser representada

por
oo

inmTx 1 L —inmT
Z cpe L com cn:ﬁ/Lf(x)e L dz.

n=—oo

Demonstragao: Com efeito, utilizando a férmula de Euler

e = cos @ + isend
e
e = cos @ — isend,
temos que
3 Y el 4 =i
e’ +e " =2cos) = cos) = ——
e
0 —if
e — 7 — j2genf = senf = ¢ - ¢
12
Dai . B . B
nmwx et +e 2 b nmwx b et —eT L
a,CO0S — = Q,—————— € pSen—— = b, ——————,
L 2 L 12
assim,
nmwx b nmwx an, n b, inms a, by —int
@, COS — + by,sen—— = |— + — | ¢ ———e
L L 2 12 2 12
Agora, fazendo ¢, = % + %, obtemos
a b 1 1 L nmwx ) L nwx
h = — + — = —(a, —ib,) = — z)cos —dr — — r)sen——dx.
2 12 2( ) 2L _Lf( ) L 2L _Lf( ) L
Ou ainda
1 L nmwr nwx 1 L —inwe
Cn =57 - f(z) [COS% - isen%} dr = 5L/, flz)e T dx



Tomando n = 0 na ultima expressao, obtemos também

a 1 [F
Co—go—i/_Lf(x)dx'

Observagao 2.2. Até o presente momento, para que pudéssemos definir os coeficien-
tes de Fourier de uma funcao f : R — R, e por consequinte a sua série de Fourier,
exigimos que esta fosse periddica, de periodo 2L e seccionalmente continua no intervalo
[—L, L], isto porque a integral com a qual estamos trabalhando chama-se Integral de
Riemannﬂe, portanto, precisamos que a funcao f cumpra as condigcoes de integrabili-
dade exigidas por tal integral. No que seque, estudaremos sob quais condicoes podemos
garantir a convergéncia da série de Fourier de uma funcao f dada. Estudaremos também
alguns tipos de convergéncias, a saber, convergéncia pontual, convergéncia uniforme e

convergencia em média.

Para simplificar a notagao diremos que uma fungao f é L'(R) quando f e | f| forem
integraveis em R. Pode-se mostrar que se f for limitada e integrdavel entao |f| sera
integrévelﬂ. Porém a reciproca nao é verdadeira, como exemplo deste fato temos a funcao

de Dirichelt dada por
1, se r €Q
fx) = (2.23)
-1, se z € (R—-Q)
f nao é integravel no intervalo [0, 1], mas |f| é integrdvel. Por outro lado, se f nao

for limitada, entao a integrabilidade de f nao garante a de |f|. Por exemplo, a fungao

f :(0,1] — R definida por f(x) = (_71)"’ para n+r1 <z < % ¢ integravel, mas nao

absolutamente, para verificar isto podemos usar o fato de que > | % converge, entretanto
> L diverge.

Diremos também que uma fungao f : [a,b] — R é de quadrado integréavel, deno-
tando por f € L*([a,b]), quando f e |f|* forem integrdveis em [a,b]. Se f for limitada e

integravel a Riemann, entdo | f|? serd integravel, ou seja, f serd L?([a, b]). Por outro lado,

se f nao for limitada, entao f pode nao ser L*([a,b]). Por exemplo, a funcao f(z) = \/LE

para 0 < z < 1, tem-se

| |
—dr=2 e / ——dx = 0.
/o NG o |Vl

2Um estudo detalhado sobre a Integral de Riemann pode ser encontrado na referéncia [6].

3 Esta justificativa pode ser encontrada na referéncia [6].
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Além disso, se a funcao f definida em um intervalo limitado é L?, f serd necessariamente
L'. Tal fato segue da assertiva seguinte.
Sejam f e g, definidas no intervalo [a,b], fungoes L?([a,b]). Entao |fg| é integrdvel

e vale

/ab | f(z)g(x)|dx < [/ab \f(x)|2dxr [/ab |g(x)|2dx} : : (2.24)

Este resultado é uma consequéncia imediata da desigualdade de Cauchy—SchwarzF_f], enun-
ciada abaixo.
Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Sejam f : [a,0] — R e g : [a,b] — R, duas

funcoes de quadrado integravel. Entao,

||/ b|f(x)|2dwr Ji b|g<x>r2dxr

Agora, fazendo g = 1 em (2.24), obtemos

/|f Jdz < b—al{/ It \dxr

e com isso, a integrabilidade de | f|* implica a de | f].

N)

O teorema abaixo sera extremamente importante para a obtencao dos préximos

resultados.

Teorema 2.3. Seja a funcio f : [a,b] — R, L'. Entao, dado ¢ > 0, arbitrdrio, existe

uma fungao continua ¢ : [a,b] — R tal que ¢(a) = ¢p(b) =0 e

/]f x)|dr < e.

Demonstracgao: Dividiremos a demonstragao em duas partes. Suponhamos inicialmente
que f seja limitada e integravel. Assim, dado € > 0 existe uma particio P = {a =

T, X1, ..., T = b} do intervalo [a, b], com z¢ < 1 < ... < x}, tal que vale

b k
€
dx — (25— 1) < < 2.2
| 1@y > mylay —500) < 5 (225)
onde m; = imf{f(x) : x € [z;_1,x;]}, com j = 1,2,.... Agora definimos a funcao v(z),

pondo

’Y(l‘) — mj7 para xj—l S T < ,CL'] (*)

4A demonstracao da desigualdade de Cauchy-Schuartz, encontra-se na referéncia [3].
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Com isso o somatoério em (2.25) é a integral de v(z) em [a,b], dai podemos reescrever

(2.25) da seguinte forma

[ e~ [ 2o = [ -2t < & 220

Faremos uma ilustracao grafica simplificada da ideia que se segue para concluirmos a
demonstracao. Suponhamos que a partigdo P tenha apenas quatro pontos (n = 4), e que
o gréfico da funcdo y(z) seja o da Figura (2.2), e para cada n consideremos a func¢ao ¢,
obtida substituindo em tal figura os “retangulos por trapézios”, cujos lados tém inclinagao

n. Para os pontos xq e x1, por exemplo, lembrando que area de um trapézio de bases ¢, d

i c+d C . e .
e altura h é dada por h , como a inclinagao de cada trapézio é n, em particular para

m my
nzl,temostan1:—1:>s— Dai

s tanl’
o ma[(z1 — o) + (v1 — 20 — 25)] m3
— d — — — = —
/xo v(z) — ¢1(z)|dx mq(z1 — o) 5 Smy ton 1
Ly y
myr-------— ,7‘ i myp--—-
my i —4"—“ ||| 7y SRR SRR TSRS, GO
i b =x; X5 b=1x;
a=xp X1 Xz; E X a=xp X1 X
m; - ,,,i—} m; =
Figura 2.2: Figura 2.3:

Logo, usando essa ideia para uma fungao y(z) qualquer, como a definida em (%),

temos
k 2

/ CRCIEEDY — (2.27)

Assim, como f é limitada, seja M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x € [a,b]. Entao, de

(2.27) segue .
[ hie) = ufelde < £

dai, uma vez fixado k, podemos tomar n suficientemente grande tal que

/ |y (z (x)|dx < 5 (2.28)
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Observemos que de (2.26) e (2.28), segue-se que dado € > 0, existe uma fungao continua

On @ [a,b] = R, com ¢, (a) = ¢,(b) = 0 tal que

b
/ @) —du@ldr = | |f(2) = bule) + (@) — y(x)lda
< / (@) — (@) |dz + / () — u(a)|da
< g+§:e.

Agora, suponhamos que f ¢ ilimitada, porém integréavel e absolutamente integravel no
sentido das integrais improprias. Para simplificar as contas, suponhamos que f nao seja

limitada apenas nas vizinhancas de a e b. Entao, dado € > 0, podemos obter um 6 > 0

[ 1= [ i

Sendo f limitada e integravel no intervalo [a + d,b— d], pelo que mostramos acima, existe

tal que vale

€
—. 2.2
<3 (229)

uma fun¢do continua ¢ : [a + 6,0 — 0] — R, com ¢(a + ) = ¢(b — ) = 0, tal que

b—5
€
| 1) - dlwlde < &, (2.30)
a+d
Definimos a funcao 1 : [a,b] — R dada por
¢(x), para a+d<zx<b-9§
U(z) = (2.31)

0, para a<zr<a+d eb—0<x<h

/ablf(x)\dx=/am\f(x)|d:v+/a:éu(x)\dﬂ/b:yf(x)ydw.
/ |f(z Idx—/b 5| (x)ldxz/aaH|f(x)|dx+/b:|f(x)|dx_

Dai, como 9 (z) é integravel em |a, b], usando a ultima igualdade acima, (2.29) e (2.30),

Temos que

temos

[0 = [T [ e /a:6|f(fv>—¢(x)ldx

b—0o b—o
< / ade— [ 1@z [ 1) - o)l
b—0o b—o
< [ e | @]+ [ 1) - ot
< 54‘526-
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n
Na realidade, de acordo com o teorema (2.3), dada uma fungao f : [a,b] — R, L,

existe uma sucessao de fungdes continuas ¢, : [a,b] — R, com ¢, (a) = ¢,(b) =0, e

b
lim |f(z) — ¢n(x)|dz = 0.
n—oo a
Se uma fungdao f : R — R é periédica de perfodo 2L e L', no intervalo [—L, L],
entao podemos obter uma sucessao de fungoes continuas ¢, : R — R, periddicas de
periodo 2L. Para tanto, pelo que vimos acima, basta que tomemos ¢, (—L) = ¢, (L) =0,

para todo n tal que
L

tim [ 17@) = 6, @)lde =0,
Observacgao 2.3. Dando énfase ao que afirma Figueiredo (2014), dada uma sucessio de
fungoes continuas ¢y, : [a,b] — R, dizemos que ela converge no sentido L', quando se tem
ml;lgloo f; |m () — dn(x)|dz = 0. Podendo, nesse caso, ezistir uma fungao f : [a,b] — R,
iﬁtegrcivel e absolutamente integrdvel, no sentido de integrabilidade que estamos estu-
dando, tal que nh_}rrolo f; |f(z) — ¢p(x)|dz =0 e com isso dizemos que f é o limite de ¢, no
sentido L'. Ainda de acordo com o autor, em geral tal funcao f ndo existe. Porém, se
considerarmos o conceito mais amplo de integral de Lebesgue, entao tal f integravel
a Lebesgue existe, de tal forma que o ultimo limite acima seja verdadeiro, dentro do con-

texto de integrabilidade a Lebesque, e por consequinte as funcoes integrdveis a Lebesgue

em [a,b] sao os limites no sentido L' de sucessoes de fungoes continuas neste intervalo.

2.5 Convergéncia Pontual da Série de Fourier

Nosso préoximo esforco serd em obter condigoes suficientes sobre uma funcao f de
modo que garantam a convergencia de sua série de Fourier, em um ponto x fixado, para
o valor de f neste ponto, ou em geral, para o valor 3[f(z+0) + f(z —0)]. Para isto, além
das hipdteses que ja consideramos anteriormente, faremos algumas observagoes sobre o

comportamento de f nas vizinhancas do ponto z. Assim, considerando

kmrx kmx

1 n
Sp(z) = 00 + g {ak cos —— + bksenT
k=1

queremos obter majoracoes para o valor da expressao

fz+0)+ fz—0)
: :

en(r) = Sp(x) —
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Desta forma, serd conveniente representar S,(x) de outra maneira. Portanto, relem-
coS “dex

brado as formas dos coeficiente de Fourier, ag = £ LLL f(x)dz, ap = 1 ffL f(zx)
dx, e, utilizando tais formas e a identidade trigonométrica,

L
e by = 1 [, f(x)sent2z
cos a cos B + senasens = cos(a — 3), podemos reescrever S, (x) do seguinte modo

o[}

Agora, representando por D, (x) a expressao que multiplica f(y) que, alids, é conhecida

(2.32)

% + ; cos w] f(y)dy.

como nucleo de Dirichlet, temos
(2.33)

1

Dy () = = kwx] .

1 n
5 + COS T
k=1

O ntcleo de Dirichlet, possui as seguintes propriedades:

(i) D,(x) é uma funcao par, continua e periddica de periodo 2L. Isto segue diretamente

da defini¢ao de D, ().
(ii) Aplicando as relagdes de ortogonalidade (1.2) e (1.3), segue-se que
N krx

- kmx 1 L
] d$+2/_LcosTd$

S du =
COS I SB—2L . £

2
k=1

[ naois - [
Lo o=t

2L

1
—+

(iii) Temos também que

1

D, (0) = —

(©) 2L L
k=1

(iv) Para x # 0,4£2L,+4L, ..., vale a seguinte representagao
L (2.34)

Do() 1 sen(n + )=
n(T) = — .
2L sengr

Para a verificacao de (2.34), consideremos a expressao

sp(B) =1+ Zcos kp.

k=1

Usando a férmula de Euler, observamos que s,,(8) é a parte real de [1+ >__ ¢*],

k=1

ou seja,
sn(B) = Re
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Além disso, para  # 0,27, +47, ..., temos

_ etnt+1)B =8 i(n+1)8
1+e’ﬂ+e(iﬁ)2+...+e(iﬁ)k:1 6(.) _ ez ei(nts)

Assim
—i . . 1 X 1
e — eilnt3)8 Cosg — zseng — COoS @ — 18en (n+22)ﬂ
sn(B) = Re——; iz = Re B ieonB B _ isenB
e —e2 cos 5 —isens — cos 5 — iseny
seng +sen(n + 1)f3
B 2S€n§ '
Usando este resultado em (2.33) com 3 = ZZ, ¢ observando que 3 = (1—3), obtemos
(2.34).
Agora, fazendo a mudanca de varavel y = x — t, dy = —dt e os ajustes necessarios nos

limites de integragao na expressao (2.32), tem-se

L+x
/D r—y )dy—/ D,(t)f(z —t)dt = /D f(z —t)dt.
—L+x

Onde para conseguirmos a ultima integral do lado direito usamos a fato de f e D,, serem
periddicas de periodo 2L. Por outro lado, D,, é par, isto é, D,(—t) = D,(t), e quando

t — —L, entao —t — L. Assim
L 0
Sp(z) = /LDn(t)f(x—t)dt:/LDn(t) flx—1) dt—l—/ D, (t)f(x —t)dt
L L
= / Dn(—t)f(a:+t)dt+/ D,(t)f(x —t)dt
0 0

_ /0 Da®)[f(x +1) + flz — £)]dt.
(2.35)

Por fim, lembrando que f D, (t)dt = 1, a expressao para a qual queremos obter estima-

tivas toma a forma seguinte

flz+0)+ flz—0)
2

I fx+0)+ f(x—0)
_ /Dn(t)[f(x+t)+f(l“—t)]dt_ 2 /D

LDn Fla+t)+ flo—t))dt — f<“r+0)+fx_ [/D dt}

- /Lpn fla+t)+ flz—1) dt+/D —f(z+0) = f(z—0)]dt

en(z) = / Du(®)[f(x +6) + f(z — t)]dt —

_ /0 Du(t{[f (x4 1) — flz+0)] + [f(x — ) — flx — O)}dt. (2.36)
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Definindo a fungao g(z,t) = [f(x +t) — f(x +0)] + [f(x — t) — f(z — 0)], podemos
enunciar um resultado sobre a convergéncia pontual da série de Fourier, que nos permite

obter condicoes de convergéncia, cuja verificacao pode ser mais facil.

Teorema 2.4. (Teste de Dini) Seja f: R — R uma fun¢ao periddica de periodo 2L
e L', em [—L, L]. Firado = neste intervalo, suponha que existam f(x +0) e f(x —0) (os

limites laterais) e que exista n > 0 tal que

e

[/ (z4+0)+f(z—0)]
2

dt < oo. (2.37)

Entao e, — 0, ou seja, S, — quando n — 0.

Na demonstracao do Teste de Dini faremos uso de Lema de Riemann-Lebesgue EL 0
qual apenas enunciaremos.

Lema de Riemann-Lebesgue: Seja f : [a,b] — R uma fungao L', em [a,b]. Entao

b b
lim/ f(z)sen(tx)de =0 e lim/ f(z) cos(tx)dx = 0. (2.38)

t—o00 t—o00

Demonstracao: (Teste de Dini). De acordo com as propriedades de D,,, para algum

0 > 0 apropriado, e t # 0, podemos reescrever e, (z) da seguinte forma

s L
t 1\ wt ¢
en() :/0 tDn(t)@dt—i-/é sen [<n+ 5) %] Qi(sxe,n;dt
2L

Observe que, usando as hipéteses enunciadas no Teste de Dini, o valor da primeira integral
pode se tornar tao pequeno quanto se queira, desde que se tome ¢ convenientemente
pequeno. De fato, segue das propriedades da fungao seno e do fato de t € (0, L], que

1 sen(n + ks t 1

L
— [tD, ()| < ——— < =
2L sen% | )l < 2Lsen% -2

Dn(t) =

Logo, dado € > 0, tomando § < min(L,n) tal que pelas hipéteses do Teste de Dini e pelo

que observamos acima vale a relacao

6 1 6
/ tDn(t)g(x’t)dt‘ < —/
0 t 2 0

Agora, uma vez fixado o ¢ acima, analisemos a segunda integral, para que possamos

dt < <. (2.39)

t 2

g(%’,t)‘

aplicar o Lema Riemann-Lebesgue. Para tanto basta observar que a fungao h(t) definida

abaixo é integravel, pois o denominador nunca se anula no intervalo [J, L] e g é integravel.

)
- Tt
2Lseni

h(t)

com t €[4, L]

5A demonstracio completa do Lema Riemann-Lebesgue pode ser encontrada na referéncia [3].
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Assim, para n suficientemente grande, segue do Lema Riemann-Lebesgue que

L
1\ wt] g(z,t) €
— | — | =——1Ldt| < =
/5 sen [(n+2) L] 2Lsen% ’ 2

e, portanto, com este resultado aliado a expressao (2.39), concluimos a demonstragao do

teste de Dini. ]

Se considerarmos a expressao

kmx

Sp(z) = —ao + Z {ak oS —— —i— bksenT] ,

entao, a sucessao de reduzidas S, (z) da série de Fourier da funcdo f, poderd ser encarada
como uma aproximacao de f.

Dizemos que uma sucessao de fungoes (f,,) de quadrado integravel, em um intervalo
[a, b], converge em média quadratica, para uma fungao f, também de quadrado integravel,

quando

lim/ (@) — F(2)[2dz = 0.
n—oo

Onde a expressao fab |fn(z) — f(2)]?dx é chamada de erro médio quadratico, na apro-
ximacao de f por f,.

Feitas estas observagoes, pretendemos agora, mostrar que a sucessao de somas parci-
ais S, (x) de uma funcao f, de quadrado integravel, sdo os polinémios trigonométricos que
melhor aproximam f em média quadratica. Ou seja, dado um polinomio trigonométrico

de ordem n

kmx
To(z) = —co + Z {ck cos = 4 dksen% , (2.40)

denotando por

en = / 1S0(x) — f(o)|2da

-L
e por

g, = / To(2) — (o) de,

-L
os erros médios quadraticos de S,(x) e T,(x), respectivamente, na aproximagao de f,

mostremos que e, < €,.

Demonstragao: Supondo a convergéncia uniforme, temos que

o= / I Tu(e) = f(@)de = / L@ - 2L @) f (@) + [f(@)]}da

- /_ LL[Tn(x)]2dx -2 /_ LLTn(x)f(x)dx+ /_ i[f(zv)]zdx-
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Como ¢ L = f_LL f(z)cos 2y, com k = 0,1,2,...,n e diL = f_LL f(z)sen®Z2dz, para
k = 1,2,...n, usando (2.40) e as propriedades de ortogonalidades vistas no primeiro

capitulo, podemos escrever

2 n

C

I= 5°L+L§ (G +d).
k=1

Fazendo observagoes andlogas para ay e by, obtemos

17 = —CoaoL — 2L Z(ckak + bkdk)
k=1

Portanto,

) C2 n n L
€, = EOL — apcoL + L;(ci +d;) —2L ;(ckak + bd) + /L |f ()] dz.

Agora, completando os quadrados na tltima expressao, vem

- L 2 L - 2 - 2 - 2, 12 g 2
e, = §<CQ—QO> _T+LZ(Ck_ak> —i—LZ(dk—bk) —LZ(ak—i-bk)—l—/_L |f(z)]“dz.
k=1 k=1 k=1
(2.41)
Por fim, observe €, assumird o menor valor quando tivermos ¢y = ag, ¢ = ay e d = by,
com k = 1,2,...,n, e, nesse caso, segue da definicdo de T,(z) e de e,, que isso ocorre
justamente quando €,, coincide com e,,, portanto vale sempre e, <€, . [

Perceba que €, > 0, seja qual for a escolha dos coeficientes ¢, e d,, em particular,

para ¢y = ag, ¢x = ai € d = b, podemos escrever

a(Z)L - 2 2 g 2
Oﬁenz—T—LZ(ak+bk)+ L|f<x>|dl'a
k=1 -
ou ainda

a% - 2 2 1[r 2
DY@ [ P

Sendo a ultima desigualdade verdadeira para todo n € N, concluimos a desigualdade

de Bessel:

2 X L
o 2 | 12 1 2
SRDICELIES) / 1) e (2.42)
Apresentaremos a seguir um resultado semelhante aquele do teorema (2.3), sendo

este para funcoes L2, ou seja, funcoes de quadrado integravel.
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Teorema 2.5. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do de quadrado integrdvel. Entao, existe

uma sucessao de fungoes continuas v, : [a,b] — R, com 1, (a) = 1, (b) = 0, tais que

lim/|f (2)|2dz = 0.

n—oo
Demonstracgao: Dividiremos a demonstracao em duas partes. Inicialmente suponhamos
que f seja limitada, isto é, existe k > 0 tal que |f(x)| < k, para todo = € [a,b]. Sendo

f € L? segue-se que f é L'. Assim, da desigualdade (2.24) resulta que

[ 1s@pez 0wt [ !f(a:)\zdxr

Por outro lado, do teorema (2.3) tem-se que existe uma funcdo continua 1 : [a,b] — R,
com as seguintes propriedades: ¢ (a) = 1(b) = 0, |¢(x)| < k, para todo x € [a,b], e dado

e > 0 vale

/ f(x 2)|dz < 261{

/|f P)fdr = /|f DI () - ¥(@)ld

< / [|f(:v)! + (@) ]I f(2) = ¢ (@)|de

Assim

< 2k )|d %=

e com isso concluimos a demonstragao neste caso.
Agora, se for f ilimitada, suponhamos para facilitar a demonstracao, que f seja
ilimitada nas vizinhancas de a e b, pois para o caso geral o raciocinio é andlogo. Entao,

dado € > 0 podemos escolher 6 > 0 de tal forma que tenhamos

a+d b
2 € 9 €
/a |f ()] de <3 e /b_6|f(a:)] do < 3.

Assim, usamos a parte do teorema, j& demonstrada, para determinar uma fungao continua
Y :fa+0,b— 6] — R, com ¢(a+ ) = ¢(b—3J) =0 tal que
b5 .
| 1@ - vepde < &,
a+9d

Agora, definimos a funcao

0, se a<z<a+d
U(z) = P(x), se a+d<x<b—0. (2.43)
0, se b—o6<z<bh
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Como a funcao 1 é continua, obtemos

[ -Fwra = [Tueras [ i@ -vwle s [ ke

+4

[ ]
Vale observar que se uma funcao f : R — R for periédica de periodo 2L e L? em
[—L, L], entao existe uma sucessao de fungoes continuas ¢, : R — R, também periédicas

e com o mesmo periodo de f, satisfazendo o teorema acima. Para isso, basta que tomemos

Un(—L) = 1, (L) = 0 para todo n.

2.6 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Com o proposito de utilizar o teste de Weierstrass que apresentamos no primeiro
capitulo, estudaremos condicoes suficientes sobre uma dada funcgao f periédica, de periodo
2L que garantam a convergéncia uniforme de sua série de Fourier. O teorema seguinte

~ . . , !’ ’
garante tal convergéncia, desde que f seja continua, enquanto f pode ser descontinua
ou até mesmo ilimitada em alguns pontos isolados. No entanto, supondo f descontinua
em um ponto xgy, a convergéncia da série de Fourier de f, em qualquer intervalo que
contenha tal ponto, nao podera ser uniforme, visto que de acordo com o teorema (1.2) se

a convergéncia fosse uniforme, entao f seria continua.

Teorema 2.6. (Primeiro Teorema Sobre Convergéncia Uniforme) Seja a fungdo
f periddica de periodo 2L, continua com f de quadrado integrdvel. Entdo, a série de

Fourier f converge uniformemente para f.

Demonstracao: Como vale

nwx
@, COS T} < |y

Devemos verificar sob quais condigoes ocorre a convergéncia da série numérica

S (anl + o). (2.44)
n=1
Sendo f continua e f* € L?, das estimativas (2.4) e (2.5), temos
—L., L (", L,
/ f(x senwda: =—10, € by=— f (x) cos B g = —a,,
nmw nw J_p L nmw
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onde a, e b, sdo os coeficientes de Fourier da funcdo f. Assim, a reduzida de ordem n
de (2.44) pode ser expressa como

n n

> (lar] + [bx) = EZE(\%HI%D (2.45)
T k

k=1 k=1

que usando da desigualdade de Cauchy-Schwarz, qual seja,
n 3 /n 3
<(324) (3¢)
j=1 j=1

n

L 1
|ak:| | k; T [ k2]

k=1

n
E ¢id;
=1

pode ser majorada, isto é,

(NI

> (lal + |b§c|)2] :

k=1

Por outro lado, 0 < (|a| — [b])* = |a|* — 2|a||b] + |b]> = 2|a||b] < |a|* + |b]*. Dai
(la] + [b))? = |a|? + 2al[b] + [b]> < 2(|a|* + [b]?). Assim

1

sf [ ,}] [Z<|a;|2+|b;|2>] -

k=1

n

> (lar|+bi]) < % [Z%

k=1

[Z(IGL! + [b)?

k=1

Finalmente, podemos escrever

Sl + I [Z k] [Z (o4 2+ \bm] )

k=1 k=1

Onde ambas as séries do lado direito da desigualdade convergem, a primeira por ser uma
p-série com p = 2 e a convergéncia da segunda segue da desigualdade de Bessel. Portanto,
(2.44) converge e com isso concluimos a demonstragao do teorema. |

O préximo teorema, refere-se a hipétese da funcao f ser seccionalmente continua.

Teorema 2.7. (Segundo Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de
Four’ierﬂ) Seja f uma fungao periodica de periodo 2L, seccionalmente continua com
f' € L?. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f em todo intervalo

fechado que nao contenha pontos de descontinuidade de f.

60 leitor interessado pode encontrar a demonstracio do Segundo Teorema sobre Convergéncia Uni-

forme da Série de Fourier na referéncia [3].

46



2.7 Nucleos de Dirac

Em algumas aplicagoes é necessario tratar fenomenos de natureza impulsiva. Os
sistemas mecanicos, por exemplo, estao frequentemente sujeitos a acoes de forcas externas
de grande amplitude que agem apenas por um curto periodo de tempo. Como é o caso
de uma bola de futebol quando chutada; as cordas de um piano quando atingidas pelo
martelo; ou uma bola de ténis quando atingida pela raquete etc.

A funcao impulso unitario, também chamada de fungao Delta de Dirac traz na

sua definicao as seguintes propriedades.

i(x) = 0, s r70 e /_OO d(z)dr = 1. (2.46)

400, se =0 00

Observe que d(x) nao é uma fungao no sentido usual, pois se fosse, a cada z € R
deveria associar um nimero real e ndo +oo. Além disso, sendo d(z) = 0 para todo = # 0
deverfamos ter [*° d(z)dx = 0 em vez de [*°_6(x)dz = 1. Por estas propriedades um
tanto estranhas para uma fungao no sentido comum, segundo Figueiredo (2014), a Delta
de Dirac encontrou inicialmente severas restricoes por parte dos matematicos, embora
produzisse resultados corretos. De modo geral, como afirma o autor, uma propriedade
importante da funcao Delta de Dirac, que em alguns textos da literatura é chamada de
propriedade de separagao, visto que tem o efeito de separar o valor f(zy) dos demais
valores de uma determinada funcao f, é a seguinte: se uma funcao real continua f(x) se
anula fora de um conjunto limitado, entao vale

/ " (@) f(x)dz = £(0). (2.47)

o0

De acordo com Bassanezi (1988), no que se refere a expressao (2.47), Dirac raciocinou
da seguinte forma: sendo §(z) = 0,Vz # 0, entao os limites de integracao poderiam ser
substituidos por —e e €, para um € > 0 convenientemente pequeno. Além disso, sendo f(x)
continua em = = 0, seus valores no intervalo (—e¢, €) s@o aproximadamente iguais a f(0).
Entretanto, (2.47) também foi alvo de muitas criticas por parte dos mateméticos. Porém,
tais controvérsias sobre a fungao Delta de Dirac foram formalizadas de maneira rigorosa
pelo matematico francés Laurent Schwartz em seu trabalho La Téorie de Distribution.

Objetivamos agora, justificar a expressao (2.47), e para isso, consideraremos a su-
cessao de fungoes continuas k, : R — R, com as caracteristicas seguintes:

o Ny: ky(z) > 0.
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o Ny [T ky(x)da = 1.

e N3: Dados € > 0 e n > 0, entao existe ng € N tal que para todo n > ny vale

/ kn(x)dx < e.
|z[>n

Como mostra a figura abaixo, temos uma sucessao de fungoes k,(z), cujos graficos
tendem a se acumularem proximo ao eixo dos y, desde que se tome n suficientemente
grande, o que intuitivamente sugere que as fungoes k, () se aproximam da func¢ao Delta

de Dirac. E isto nos direciona a escrever (2.47) como

/_Oo d(z)f(z)dr = lim h kn(z) f(z)dz. (2.48)

(e}

o n—oo [ _

Figura 2.3:

O teorema seguinte contém a propriedade bésica dos nicleos de Dirac. Além disso,
nos ajudard a justificar a veracidade de (2.48). Antes porém, apresentaremos as seguintes

definigoes.

Definicao 2.3. Uma sucessao de funcgoes k, : R — R seccionalmente continuas e
satisfazendo as propriedades Ny, Ny e N3 descritas acima, é chamada uma sucessao de

nucleos de Dirac.

Definigao 2.4 (Produto Convolugao). Sejam as funcgées f,g : R — R, absolutamente
integraveis e uma delas limitada. FEntao o produto convolug¢ao de f por g, denotado

por [ x g € definido como sendo

/ Z f(z - 5)g(z)ds.
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O produto convolucao tem ainda a seguinte propriedade: f x g = g * f, isto é,

/ " o — s)gla)ds = / " f(8)g(e — s)ds (2.49)

Demonstracao: De fato, fazendo u = x — s e du = —ds, e observado os limites de

integracao, temos

/: f(x = s)g(w)ds = - /_oo fu)g(z —u)du = /: f(u)g(z — u)du,

[e.e]

donde segue o resultado. ]

Teorema 2.8. Seja (k,) uma sucessao de nicleos de Dirac e f : R — R uma fun¢ao

seccionalmente continua e limitada. Entao

(i) As fungoes f,, abaizo estio bem definidas
faw) = [ e = 9)f(ds

(ii) Supondo que cada k, seja wma fun¢ao par, para cada x, temos

lim £, (x) = f(x+0)+f(x—0)'

n—oo 2

(iii) A sucessio (f,) converge uniformemente para f, em todo intervalo fechado e limi-

tado I que nao contém pontos de descontinuidade de f.

Demonstracao: (i) Sendo f seccionalmente continua e limitada, digamos |f(s)| < M,

Vs € R e para algum M > 0, como k,(y) > 0, Vy € R, usando Ny, temos

/ " e — 8)f(s)ds| < / " k(e — 9)|If()lds < M / " huy)dy = M.

—00 [e.9]

(ii) Com o intuito de simplificar a escrita denotaremos por f*(z) = w. Entao

para demonstrar este item, devemos mostrar que [f,(z) — f*(z)] < €, Ve > 0. Usando a

comutatividade da convolucao e a propriedade Ny do ntcleo de Dirac, ou seja,

folz) = /_00 kn(s)f(x — s)dx, /_OO kn(s)ds =1,
temos
folz) = ff(z) = /_OO kn(s)f(x — s)ds — /_OO kn(s)f*(z)ds

_ /_OO kn(3)[f(z — 8) — F*()]ds

o0

- / Fa(s)Lf (& — 5) — f*()]ds + / Ea(s) Lz — 5) — f*(2)]ds
|s|>d

s|<é

= I+ Is.
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Onde 0 > 0 serd escolhido convenientemente mais a diante. Agora, lembrando que k,, é

par e qual é a expressao de f*, isto é,

4 ) . .
kn(=s) = ku(s), / kn(s)dszz/o kn(s)ds e f*(x):f( +0)-2Ff( 0)

-0

vem

0 1

b= [ w9 ras= [ kofe-gis= [ ke

= -4

= / kn(s)f(x—s)ds—l—/o kn(s)f(x—s)ds—f(x+0);f(x_0)2/o k,(s)ds

0

) )
_ (=) f(x + 8)ds + /0 () f(x — 5)ds — /0 Fn(s)[f (& +0) + f(z — 0))ds

)

)

kn(s)[f(x +s) + f(x — s)|ds — kn(s)[f(x +0)+ f(z —0)]ds

kuﬁwu+@—fu+muwyAkﬂQU@—@—f@—mw&

I
S— S—

Como f é limitada, digamos | f(s)| < M, Vs € R, seccionalmente continua, isto é, existem

os limites laterais, tem-se que dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, para 0 < s < §, vale
€ €
flats)~ fe+0l <5 o [flz—s) - flz-0)] <5

Logo, usando a propriedade N,

)

0
RS /0kn(8)|f(93+8)—f(93+0)|d8+/0 kn(s)|f(z —s) — f(x = 0)|ds

€ 0 € 0 € 0

< -/ k:n(s)der—/ k:n(s)ds§2~—/ o (5)ds
2 Jo 2.Jo 2 Jo

< 5/ kn(s)ds =

Agora, usando o  que acabamos de determinar acima, vamos majorar /1, observando que

DN ™

também vale |f*(s)] < M, Vs € R. Além disso, da propriedade N3 do nicleo de Dirac,
daf

segue que existe ng tal que para n > ng, temos f o[>5 kn(s)ds < 357

€

unsﬂwmwwu—ﬁ <n@<mw/% )ds <2M S = £

Portanto, dado € > 0 existe ng tal que para n > ng

‘fn(x)_ ( )’<‘[1‘+‘[2‘< —|—§:
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o que prova (ii).
Por fim, para demonstrar (iii), do mesmo modo como fizemos no item (ii), vamos
decompor a expressao

fulw) — fx) = / T h(9)f(a — 5) — f())ds

em duas partes, visto que f*(x) = f(z) nos pontos onde f é continua. Inicialmente, sejam
os numeros a e b os extremos do intervalo I onde f é continua, ou seja, I = [a,b]. Agora,
tomemos 7 > 0 tal que o intervalo fechado I' = [a—n, b+ 7] também nao contenha pontos
de descontinuidade de f. Com isso, segue-se que f é uniformemente continua em I'. Logo
dado € > 0, existe § > 0 tal que para 1,22 € I' e |21 — o] < & temos | f(x1) — f(z2)| < &.
Assim,
o) =) = [ Rl = Sl [ )~ s
s|>6 s|<é
Como f ¢ limitada por M, temos
|fu(z) — f(z)] <2M kn(s)ds +/ kn(s)|f(x —s) — f(z)|ds = 2M J, + Js.
|s|>d |s|<d
Dai, tomando § < 7, vemos que quando z varia em I, entdo z — s varia em I, assim,

usando a continuidade uniforme de f neste intervalo, temos

o

Jo = A&S k()| f(x = 8) — f(2)]ds < 5/ kn(s)ds < 5/ ka(s)ds = 5,

s|<é —00
onde no ultimo passo usamos N,. Agora, segue de N3 que para n suficientemente grande

vale f‘s|>6 kn(s)ds < 437, entao

€ €
IMJ, = 2M ko (s)ds < 2M —— = €.
! s (s)ds AM 2

Portanto, dado € > 0, e o correspondente § > 0, existe ng tal que para todo x € I e para

todo n > ng vale
€
2

O que nos mostra a convergéncia uniforme de (f,,) em 1. ]

fal@) = f@)] < 5+

= €.

Com isso, observando agora a fun¢ao Delta de Dirac e a expressao (2.47), pelo que
acabamos de provar, sendo f continua e limitada, se os nicleos forem também funcoes

pares temos
oo o

f0)=lim [ kn(=s)f(s)ds = lim [ kn(s)](s)ds,

o0 o

que ¢é exatamente a expressao (2.48).
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2.8 O Teorema de Fejér

O Teorema de Fejér, o qual enunciaremos logo mais, nos traz informacoes sobre a
convergéncia da série de Fourier de uma determinada funcao f, nos seus pontos de des-
continuidade. Além disso, tal teorema aborda ainda, um outro conceito de convergencia
pouco conhecido nos estudos iniciais de Analise. Trata-se das séries Cesaro-somais que
sao séries convergentes no sentido de que as médias aritméticas das reduzidas convergem.
Por exemplo, a série > 2 (—1)""!, que sabemos ser divergente, no contexto usual de con-
vergencia, de acordo com Figueredo (2014), Euler e outros matematicos, observaram que
a média aritmética da sucessao de reduzidas converge para % Para ver isto, observamos
as reduzidas desta série, que sao: D1 =1,D,=0,D3=1,D,=0,D5=1,Dg =0, ... € as
médias aritméticas

Di+..+D, n n
On=—"_ Oop—1 = € 0oy = —
n 2n —1 2n

onde certamente a sucessao (o,) converge para % Ainda segundo o autor, Fejér estudou
algumas propriedades importantes da relacao entre a somabilidade a Cesaro e a série de
Fourier. Vejamos algumas destas propriedades.

Seja a funcao f : R — R seccionalmente continua e periddica de periodo 2L, e,
seja S, (z) a sua reduzida de ordem n, isto é,

kmx
Sp(x) = —ao + Z {ak cos — + bksenT

Denotemos por o, a média aritmética de Sy, St, ..., S,, ou seja

So+Sit- 48 1
n+1 n+1

(So+ 514+ 5y).

Onp+1 =

Agora, usando a expressao do nucleo de Dirichlet, para z # 0, £2L, +4L, - - -

Du(x) = (1 +cos ’i) _ Lsen[(n+3) %]

T ?
2L senir

onde também podemos escrever

= /_L Dy (x —y) f(y)dy.

Assim, é possivel representar as médias aritméticas na forma de uma integral

G (z) = / Funalo =)/ )y (2.50)
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em que

Frnle) = —— 3 Dyfa),

¢ chamado nucleo de Fejér.
Antes de enunciarmos o Teorema de Fejér, apresentaremos um lema que diz a res-

peito do ntcleo de Fejér e sera essencial na demonstracao do teorema.

Lema 2.1. O nicleo F,,1(x) de Fejér é uma fungao par, continua, periddica de periodo

2L, que pode ser expressa como

(n+1)mwz 2
1 sen
F, = 2L 2.51
+1(2) 2L(n+1) seng; ] ( )

para x # 0,+£2L, +4L, ..., e tem-se ainda F,1(0) = "2_421

Demonstragao: Como o ntcleo de Dirichlet é uma funcgao par, periédica de periodo 2L
e continua, segue-se imediatamente da definicao que F),;; possui tais propriedades. Por
outro lado, pelo que vimos acima sobre Dy (x), podemos escrever

1L ysen|(kt3) 7
2L(n+1) 4 '

F -
ni1(7) — Sen%

Portanto, seguindo um raciocinio semelhante aquele da demonstracao da forma complexa

da série de Fourier, procuremos uma representacao para
A(B) = i sen(k + 1)6
k=0 2

Agora, usando mais uma vez a formula de Euler e*# = cos k3 + isenkf3, observamos que

para 3 # 0, 42w, +47, ..., A(S) é a parte imagindria da expressao

n L ) _ Li(n+1)8 _ Li(n+1)B
Ze““éw _ e%zeiw:e%l e(‘) _ }i@'l e ') _
1-— 626 e 2 1— elﬁ
k=0 k=0
_ 1—€™F 1 —cos(n+1)B —isen(n + 1)
el _ % —2isen§
i[l —cos(n+1)5] sen(n+1)3
- . + -
2sent 2sent

2 2

Assim, usando a identidade trigonométrica cos 2a = cos? a — sen?a, temos

6]

3
&
—

— cos(n — cos AntDB sen?

286n5 2sen§ 2sen

N[0
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Fazendo 8 = Z*, obtemos

(n+1)mwz 2
R = g () o L et
2L(n+1) sengy L 2L(n+1) | senZf
Finalmente
JR—— 1 - j?TO
F,.1(0) = Dp(0) = —— —

B 1 1 _ (n—l—l)2 _(n+1)
B L(n+1)k§(§+k)_2L(n+1)_ oL
|

Teorema 2.9. (Teorema de Fejér) Seja f : R — R uma fun¢ao seccionalmente
continua, periodica de periodo 2L. Entao

(a) para cada x vale

im0, (x) = T O LI =0)

(b) a sucessao (0,,) converge uniformemente para f em todo intervalo fechado I que

nao contenha pontos de descontinuidade de f.

Demonstracao: Usando expressao (2.50), e, pela comutatividade da convolugao pode-

IMOS escrever
L
mwﬂ@:i/ () f(z — y)dy.
~L

Definindo as funcoes

Fo(z), se —L<xz<L,

0, se lz| > L

temos que
%Huﬂz/’¢ﬁuwﬂx—w@. (2.53)

Se provarmos que (¢,41) é uma sucessao de nucleos de Dirac, podemos utilizar
o teorema (2.8) e concluir imediatamente a demonstracao deste resultado. Para tanto,
verifiquemos as propriedades Ny, Ny e N3. Nj segue imediatamente do Lema anterior.

Para verificar N5, observemos que

/oo¢n+1(x)dx:/ Foi(z d:p_n+12/ d:v—n_ll_l(n—f-l):l

54




visto que
L
/ Di()dz = 1.
-L

Por fim, dados €,0 > 0, como ¢,,,1(x) = 0 para |z| > L, temos

L L (n+1)7x 2
2 sen~——+—
ntl(T)dr = 2 F, i (x)dr = ———— — 2L | (g,
Como para = € [0, L] vale
2
sen—("zlL)” 1
s S w5\2’
Sen 5 (seni)
tem-se
1 1 L L—§
Pnr1(z)dr < : 5 2/ dr < el
|z|>6 L(n+1) (senz2)” Js L(n+1) (senZ?)

Logo, para n suficientemente grande a propriedade N3 se verifica. Donde pela

aplicagao imediata do teorema (2.8) segue o resultado. u

2.9 Identidade de Parseval

Vimos nas seccoes anteriores que dada uma fungao f : R — R periddica de
perfodo 2L, com f, |f| e |f|? integraveis, podemos calcular e obter estimativas para
os seus coeficientes de Fourier a, e b,. Vimos também que o erro médio quadratico
en = f_LL |S,(x) — f(2)|*dx na aproximagao de f pelas reduzidas S, (z) de sua série de

Fourier, pode ser representado pela seguinte expressao

2 n L
acL
0<e,=—2"— LZ(&% +02) +/ |f(2)|*dx. (2.54)
2 k=1 -L
Se tomarmos o limite em e,, quando n — 0o, o que sera que ocorre? O teorema
seguinte mostrard que sob certas condicoes impostas a fungao f, teremos lim,, .., e, = 0

(também conhecido como limite em média), o que resultara na Identidade de Parceval

DY@t =g [ s (2.55)

-L
Antes de enunciarmos o teorema mencionado acima, apresentaremos uma impor-

tante desigualdade a qual utilizaremos na demonstragao de tal teorema.
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Proposicao 2.1. (Desigualdade de Minkowskﬂ) Sejam f e g, fungoes de quadrado

integrdvel no intervalo |a,b]. Entao vale

[0+ soras] < [[1rora] + [ [ toora]

Teorema 2.10. Seja a funcao f : R — R periddica de periodo 2L e de quadrado in-

tegravel no intervalo |[— L, L]. Entao a série de Fourier de f converge em média quadrdtica

para f.

Demonstracao: Devemos mostrar que

L
lim e, = / 1S, () — f(z)|*dx = 0.

n—00 L

Para tanto, assim como ja fizemos em outras demonstracoes, dividiremos esta em duas
partes:
(1*) Suponhamos f continua. Entao, segue do Teorema de Fejér que a sucessdo (o)
das médias aritméticas das reduzidas S,(x) converge uniformemente para f no intervalo
[—L, L], ou seja,

lim mazx|o,(x) — f(z)| =0,Vz € [-L, L]. (2.56)

n—oo
Sendo f continua no compactﬂ [—L, L], f é limitada neste intervalo, entao
L
/ lon(2) — f(2)]Pdr < 2L[max|o,(z) — f(2)|*],Vz € [~L, L].
-L
Mas, o,(z) é um polinémio trigonométrico de ordem n, e ja vimos que o polinémio
trigonométrico que melhor aproxima f é S, (x), com isso devemos ter
L L
[ 15u@) - f@Pis < [ loula) - s
-L -L
Assim
L L
0< [ 18u@)~ f@)Pds < [ |oule) = f(o)Pde < 2Llmaslon (@) - Fo))
I —L

Va € [—L, L]. Dai, tal majoragao junto com (2.56), nos diz que tomando o limite temos

L
lim 1S, (z) — f(2)*dz = 0.

n—oo |

"A demonstracio da Desigualdade de Minkowski pode ser encontrada na referéncia [3].
8Detalhes sobre a continuidade de uma funcao real num conjunto compacto podem ser encontrados

na referéncia [6].
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(2*) Para o caso geral, lembremos que de acordo com o teorema (2.5), toda fungao f de
quadrado integravel pode ser aproximada em média quadratica por fungoes continuas 1.
Observamos também que se f for periddica de periodo 2L, assim também serd a funcao v,

ou seja, dado € > 0, existe ¥ : R — R, continua e periddica de periodo 2L, satisfazendo

/_ If@) = vlo)fde < 5. (2.57)

Agora, sendo ¢ continua e considerando S, (z) a reduzida de ordem n da sua série de

Fourier, podemos utilizar a parte ja demonstrada do teorema para concluir que existe ng

tal que, para n > ny vale

/_L 9(r) = Sulw)Pdr < §. (2.58)

Por outro lado, usando a desigualdade de Minkowski, para n > ng segue-se

1
2

{/_L | f() —S_n(:r)der = {/L 1f(z) — ¥(z) + ¥(z) —S_n($)|2dx] <

< |f vt K [ ) -sira)

1 1 1 1
4 4 2 2 '

Logo, para todo n > ng, temos

Mas, como j4 observamos, sendo S, () um polinémio trigonométrico, vale
L L o
/ |f(z) — S, (2)|?dx < / |f(z) — S, (2)’dx < e, Yn > ng.
L —L

Como € > 0 ¢ arbitrario, concluimos a demonstragao do teorema. ]

Observacao 2.4. Como jd mencionado, a reduzida S,(z) de ordem n da série de Fourier
de uma func¢ao f de quadrado integravel, pode ser encarada como uma aprorimac¢ao de
f, cujo erro médio quadrdtico e,, de acordo com a Identidade de Parseval, tente a zero
quando n — oo. Por outro lado, a Desigualdade de Bessel sugere a possibilidade desse
erro médio quadrdtico nao tender a zero. Sequndo Spiegel (1977), estes fatos estao rela-
cionados com a ideta de completividade, ou seja, se abandondssemos um ou mais termos
numa série de Fourier, jamais teriamos e, — 0 por maior que fosse o numero de termos
que tomdssemos. No estudo precedente, por algumas vezes, utilizamos as relagoes de or-

togonalidade que apresentamos no primeiro capitulo. Vale observar, que para desenvolver
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uma funcao f em séries de funcoes ortogonais, € certamente necessario que f ndo seja
ortogonal a todas as funcgoes v, do sistema, visto que se assim o fosse, todos os coefi-
ciente de Fourier de f seriam nulos. Para evitar este ultimo problema, apresentaremos
uma definicdo de sistema ortonormal completo. Tal terminologia aqui descrita, de
acordo com Figueiredo (2024), também se justifica no sentido de que tal sistema nao é
parte de outro sistema ortonormal, isto €, ele € maximal, sendo chamado, em alguns tex-
tos, de sistema ortonormal fechado, para significar que em tal sistema vale a Identidade

de Parseval para funcoes L2.

Definicao 2.5. Diremos que um sistema ortonormal 1y, s, ..., ¥, ... € completo quando,

para uma fungao f de quadrado integrdvel no intervalo [—L, L], se tivermos

L
/ fU, =0, para todo n. (2.59)
L

Entao f(z) =0 em todos os pontos onde f € continua.

Lema 2.2. O sistema

2mx 1 2mx 1 krx 1 kmx
sen AR COoS sen o

VL o L 'VL L

1
—sen—, coS ,
vL  L’VL L’VL L

—, —— COS —

V2L VL

¢ completo.

1 1 7 1 T
L’

Demonstragao: No primeiro capitulo ja observamos que tal sistema ¢é ortonormal. Por
outro lado, segue da definicao de sistema completo que todos os coeficiente de Fourier de
f se anulam. Assim, da Identidade de Parseval temos
L
/ (@) Pdz = 0.
-L
Mas isso significa f(x) = 0, em todos os pontos onde f é continua, visto que do contrério,
digamos, f(zg) # 0 em algum ponto z, de continuidade de f, entdo existe um intervalo
I = [zg — 9,29 + 0] (para algum 6 > 0) tal que f(z) #0 Vz € I. Dali,
L
0< [lar< [ 1w =o
T _

L

o que é um absurdo. [
Até agora estudamos alguns tipos de convergéncias da série de Fourier de uma
funcao. Mas, e quanto a unicidade? Sera que fungoes distintas possuem séries de Fourier

distintas? Vejamos o que diz o proximo teorema.
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Teorema 2.11. (Unicidade da Série de Fourier) Sejam f e g funcgoes periddicas
de quadrado integrdvel no intervalo [—L, L]. Suponha que suas séries de Fourier sdo as

mesmas. Entao nestas condigoes f(x) = g(x), em todo os pontos onde f e g sao continuas.

Demonstracao: Consideremos a fungao h = f — g e o sistema ortonormal completo

Y1, 19,13, .... Como os coeficientes de Fourier de f e de g s@o 0os mesmos, devemos ter

L
/ hib, =0 Vn.
—L

Portanto, pelo Lema anterior temos h = 0, ou seja, f = g em todos os pontos onde f e g

sao continuas. m

2.10 Teste de Jordan

Apresentaremos a seguir mais um teste sobre a convergéncia pontual da série de
Fourier.Vimos no teste de Dini, a exigéncia, por exemplo, da existéncia dos limites la-
terais em cada ponto do dominio da funcao f. O que veremos logo mais, é um teste
relativamente simples e que trata propriedades distintas daquelas consideradas no teste
de Dini. Tal teste, envolve o conceito de funcao de variagao limitada, que, de acordo
com Figueiredo (2014), foi formulado por Jordan e desempenha um papel importante na
teoria de Lebesgue.

Dada uma fungao f : [a,0] — R, para cada particdio P = {zg,x1,...,x,} do
intervalo [a,b], onde a = zg < x1 < -+ <z, = b, seja V(f; P) = 37, |f(z;) — f(2;-1)].
Quando o conjunto {V(f; P); tal que P é particao de [a,b]} for limitado, entdo diz-se
que f é uma funcao de variagao limitada. Mais especificamente temos que existe uma

constante M > 0 tal que

Z |f(x5) = flzj-1)] < M. (2.60)

Além disso, a menor das constantes M utilizadas para obter (2.60), qualquer que
seja a particao P de [a, b], é chamada de variagao de f em [a,b] a qual denotaremos por
Vla,b]. Vale observar que nem toda fungao continua é de variagao limitada, como é o
caso de, por exemplo, f(z) = xsen%. Por outro lado, existem funcgoes descontinuas que

sao de variacao limitada. Na verdade, pode-se provar que qualquer funcao mondtona
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f :[a,b] — R é de variacao limitada, e vale V{a,b] = |f(b) — f(a)|. Além disso, se f é

de variagao limitada e as fungdes mondtonas h, g : [a,b] — R, s@o tais que

W) = 5 (Vioal + £(=)) © gla) = 5(Via,a] — F(@),

entao

() — glw) = 5(Via, o] + F(@) — 5 (Via,a]  £(2)) = f(),

ou seja, acabamos de mostrar que uma funcao de variacao limitada pode ser expressa
como a diferenca de duas fungoes mondtonas. E com isso, segue das propriedades das
funcoes mondtonas que f possui um numero contavel de descontinuidades, e, estas des-
continuidades sao todas de primeira espécie.

Antes de apresentarmos o Teste de Jordan, mostraremos dois resultados que utili-

zaremos na demonstragao deste.

Teorema 2.12. (Segundo Teorema do Valor Médio para Integrais) Sejam, g :
[a,b] — R uma fun¢ao nao-negativa e nao-decrescente em [a,b], e f : [a,b] — R uma

funcdo L'. Entdo, existe § € [a,b] tal que

b 5 b
/ g(x)f(x)dx = g(a+0) / f(z)dz + g(b—0) /5 f(z)dz (2.61)

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que g(a + 0) = 0, e mostremos que se tem

/ g(x)f(x)de = g(b — O>/5 f(z)dz para algum 0 € [a,b].

Consideremos a fungao F': [a,b] — R, a qual pode-se mostrar que é continua, dada por

b
F(z) = / F(t)dt.

Sendo F' continua no compacto [a, b], segue-se que F' é limitada. Além disso, F' assume
valor maximo M e valor minimo m neste intervalo. Por conseguinte a funcao g(b—0)F(x)
¢ também continua e vale mg(b—0) < g(b—0)F(z) < Mg(b—0),Vx € [a,b]. Agora, dado

n € N, construimos uma particao P = {zg, z1, ..., ,,} de [a,b] pondo K = g(b—0) e
K
a=x0<z<---<z,=0b, onde z; =supqx€lab]:glz)<j—;.
n
Definindo a funcao simples

K
Y(z) =j— para € (2j-1,1;),
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visto que os extremos destes intervalos nao nos interessa. Observe que sendo g nao-

decrescente, pela forma como construimos P,

T € (zj-1,75),= (j — 1)

ou ainda, para todo z € (z;_1,z;), 0 <¥(z)— g(z) < £. Por conseguinte

[ swse - [(v@sa

O que implica

/ab¢(x)f(x)dx — %/ab |f(2)|dz < /abg(x)f(x)dx <

AN
;\@
=
=
=
oW
=
+
=
—
=

x)|dz.  (2.62)

Além disso, podemos escrever

[ i@ = Y [
K

[ s =Y P @) - F)
= L ir

j=1

I
=

) — F(x1) + 2F(x1) — 2F (x2) + - + nF(zp,_1) — nF(x,)]

3
&
o

)+ F(x1) + F(x2) + F(xs) - - + F(r,-1)]

) + F(a;j_l)] . (2.63)

=2

SI= =3

3
&
=)

Como vale m < F(z) < M, Yz € [a,b], avaliando (2.63) segue-se que

Km</¢ x)dr < KM.

Agora, aplicando este tltimo resultado em (2.62), obtemos

K——/|f |dx</ o) f(2)dz < KM + & /yf J|da.

Tomando o limite quando n — oo, e observando que K = g(b — 0), tem-se

b
mg(b—0) < / g(2) f(x)dz < g(b— 0)M
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Finalmente, segue do Teorema do Valor Intermediérioﬂ que existe t € [a, b] tal que

g(b— 0)F(t) = / 9(2) f(2)de = g(b— 0) / f(x)de = / 9(2) f(x)dz.

Para o caso em que g(a + 0) # 0, basta aplicar o que acabamos de demonstrar a fungao

h(x) = g(z) — g(a +0) m

Exemplo 2.5. Aplicando o teorema (2.12), podemos verificar que existe M > 0 tal que

b senx
dx
u T

Demonstragao: De fato, como a funcgao

para quaisquer a < b vale

< M. (2.64)

senx

é continua e lim = 1. Basta anali-

=0
sarmos para 1 < a < b, donde é <le i < 1. Agora, pelo teorema anterior existe § > 0
tal que , S ,
/a Se;xdx = %/a senxdx + %/5 senxdzr| < 4.
Onde usamos o fato de |cosa| < 1,Va € R. ]

O segundo resultado que utilizaremos para a demonstracao do Teste de Jordam é o

Principio de Localizacao de Riemann.

Teorema 2.13. (Principio de Localizacao de RiemannE[) Seja a fungdo f L' e
periddica de periodo 2L. Entao sua série de Fourier, em um ponto x € [—L, L], convergird

para s(x) se, e somente se, existir 0 < X\ < L tal que

A sen(n + 3)%

lim L g(z,t)dt =0, (2.65)
n—oo Jq t

onde g(x,t) = f(x +t) + f(x —t) — 2s(x).

Teorema 2.14. (Teste de Jordan) Seja f uma fun¢ao de variagao limitada e periddica

f(z+0)+f(z—0)
2

de periodo 2L. FEntdo, sua série de Fourier converge para , ou seja, converge

para a média aritmética dos limites laterais.

Demonstragao: Vamos usar o teorema (2.13), porém com a funcao g(x,t) dada por

gla,t) = fle +1) + f(z = 1) = f(z +0) = f(z = 0).

9Detalhes sobre o Teorema do Valor Intermedidrio podem ser encontrados na referéncia [6].

0Para ver a demonstragao do Principio de Localizacdo de Riemann recomendamos referéncia [3].
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Sendo f de variacao limitada, segue-se que para cada x fixado a funcao g é de variacao
limitada em ¢, e pelo que ja vimos, existem func¢oes mondtonas, nao-negativas e nao-
decrescentes hi(t) e ho(t) tais que g(z,t) = hi(t) — ha(t) € hy(0 +0) = he(0 4+ 0) = 0.

Assim, como consequéncia do teorema (2.13) basta mostrarmos que se tem

Lsen(n + 3)2t

lim L py(t)dt =0, com i=1,2. (2.66)
n—oo fo t

Para tanto, vamos decompor a integral de (2.66) em duas partes, ou seja, dado ¢ > 0,
arbitrario, tomemos 0 < A < L de tal forma que para todo ¢ € (0, A) se tenha |h;(t)| < 17,
onde M > 0 é aquele que usamos no exemplo acima. Assim, podemos escrever
L 1\mt A 1\mt L 1\mt
sen(n + )+ sen(n + )+ sen(n + 5)+
/ %hi(t)dt = / %hi(t)dw/ %hi(t)dt.
0 0 A

-~ -~

J JJ

Agora, pelo Lema Riemann-Lebesgue, temos que (JJ) — 0 quando n — oco. Quanto a
integral (J), segue do Segundo Teorema do Valor Médio para Integrais que existe § €
(0, ), tal que

A 1ymt A 1ymt (n+3)%2
/ Mhi(t)dt — hi()\—O)/ Mdt — hi()\—O)/ o Senyd%
0 t 5 t (b= Y

onde para obtermos a ultima integral fizemos uma mudanca de variavel, e, finalmente

usando o fato de que |h;(A —0)| < < eo exemplo (2.5) acima, temos

M
A 1ymt (n+3)%
sen(n + 2L sen
/ (—Q)Lhi(t)dt = hi(\ — O)/ —ydy <M= €,
0 ¢ (b)Y M
o que conclui a demonstracao do teorema. ]

Vejamos os seguintes exemplos

Exemplo 2.6. Considere a fungao periodica de periodo 1

——bgl‘x', se 0<|z| < %
fla) = (2.67)
0, se =0
Exemplo 2.7. Seja g periddica de periodo 2, dada por
\x!senﬁ, se 0<|z] <1
g(x) = : (2.68)

0, se x = 0.
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Pode-se mostrar que a fun¢do f do exemplo (2.6) é de variacdo limitada, pois é
continua e mondtona em cada intervalo [—%, 0], [0, %], o que acarreta na possibilidade da
aplicagao do Teste de Jordan. Porém nao podemos aplicar o Teste de Dini, visto que a
integral f(f @dm diverge. Por outro lado, a fungao g do exemplo (2.7) podemos aplicar
o Teste de Dini, entretanto nao vale o Teste de Jordan, ja que tal funcao nao é de variacao

limitada.

Observacao 2.5. Vimos, nos estudos precedentes, que se uma funcdao f € periddica de
periodo 2L, seccionalmente continua, com f e ] f’| integrdveis, entao sua série de Fourier
converge uniformemente para f, em todo intervalo fechado que ndao contenha pontos de
descontinuidade de f. Contudo, se o intervalo contém pontos de descontinuidades a con-
vergéncia pode nao ser uniforme. Mas, como se comporta a série de Fourier de f numa
pequena vizinhanga de tais pontos? Segqundo Figueiredo (2014), Gibbs estudou tal com-
portamento e verificou uma caracteristica curiosa da convergéncia proximo de um ponto
& de descontinuidade de f. Tal comportamento, que hoje € conhecido como fenémeno
de Gibbs, diz que a oscilagio da soma parcial S,(x) da série de Fourier de f, numa
vizinhanga de &, nao se aproxima do valor do salto de f neste ponto, por menor que seja
a vizinhan¢a considerada. Em outras palavras, denotando por w,(§,€) a diferenga entre o
mdzximo e o minimo da soma parcial S,(x) no intervalo [§ — €, £ + €], seque-se que w, (&, €)
nao se aproxima de |f(&+0) — f(§ — 0)|, por menor que se tome € > 0. Este fenomeno
pode ser observado inspecionando os graficos, da funcao f e da sua série de Fourier no
exemplo (2.2).

Outro topico também importante destacado por Figueiredo, diz respeito ao Teorema
de Riesz-Fischer, provado em 1907, que trata alguns questionamentos relativos a uma
fungdo f : R — R, periddica de periodo 2L e L?, no intervalo [—L, L]. Vimos que sob

tais condicoes [ satisfaz a Identidade de Parseval, em particular vale
1 (o]
5@3 + Z(ai +b2) < c0. (2.69)
n=1

As observagoes feitas pelo autor sio as sequintes: dadas sucessoes (a,)3> € (bn),
serd que estas sao coeficientes de Fourier de alguma funcao? Nem sempre, pois como
vimos, os coeficientes de Fourier de uma funcdo [ devem satisfazer certas estimativas,
inclusive se f for L?, devem satisfazer (2.69). Em contrapartida, (2.69) é suficiente

para que esses a, e by,, sejam coeficientes de Fourier de alguma funcio f L*? O autor
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afirma que se estivermos considerando apenas funcoes de quadrado integravel a Riemann,

a resposta € ndo, porém se tais funcoes forem L? a Lebesque a resposta é sim.
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Capitulo 3

Transformadas: de Fourier e de

Laplace

Neste capitulo ampliaremos um pouco mais o nosso campo de investigagao abor-
dando duas transformadas integrais de grande relevancia em aplicacoes no estudo
das Equacoes Diferenciais. Sao elas: a Transformada de Fourier, que é muito utili-
zada para tratar problemas de vibragoes de cordas infintas e semi-infinitas, problemas de
conducao de calor em barras infinitas e semi—inﬁnitaﬂ em especial, a transformada e a
série de Fourier desempenham um papel importante na Engenharia Elétrica e em outras
areas de processamento de sinais; e a Tranformada de Laplace, que é muito 1til na
resolucao de problemas relacionados a sistemas fisicos tais como: Sistema Massa-mola,
Circuito Elétrico em Série e em problemas de valor de contorno, entre outros. Procurare-
mos ainda, investigar algumas aplicagoes.

Inicialmente estudaremos a Transforma de Fourier, e comecamos lembrando que
até agora abordamos, (em boa parte do estudo) a Teoria de Fourier sobre determinadas
fungoes f de periodo 2L, em intervalos do tipo [—L, L]. Surge entdo, a seguinte pergunta:
o que ocorre quando L — oo? Como observa Spiegel (1977), veremos a seguir que sob

certas condicoes, em tal caso, a série se torna uma Integral de Fourier.

'Estudos detalhados sobre cordas infinitas e semi-infinitas podem ser encontrados na referéncia [3].
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3.1 Transformada de Fourier

A principio vamos construir, de forma nao rigorosa, a Integral de Fourier a partir
da série de Fourier. Consideremos a fungao f, de perfodo 2L e L' em [—L, L]. A ideia ¢

a seguinte: supondo a igualdade entre f e sua série de Fourier, isto é,

—|— Z [an cos — —i— bnsen@] ,

L

onde

1 [* nmt

ag = — f(t)dt, an =7 f cos 2~ dt b, = f sen—dt

LJ g
Fazendo A\, = F e AN = A1 — Ay = T, f( ) pode ser representada pela seguinte
expressao
1 L 1 & L L
— {/ f(t)dt} AN+ —Z |:COS )\na:/ f(t) cos /\ntdt—i—sen)\nx/ f(t)sen/\ntdt] AN
2r ) L [y -L -L

Além disso, percebemos que quando L — oo, AX — 0. Dai tomando o limite,
o somatério acima toma a forma limax_o 220:1 F(a,)AN, que intuitivamente sugere,
pela soma de Riemann, fooo F(a)da. Agora, se a integral ffooo f(t)dt converge, entao

% [ffooo f(t)dt} AN vale zero, quando AX — 0. Desse modo, tem-se

f(x) = 1 /OO {cos Az /OO f(t) cos Atdt + senAz /OO f(t)sen)\tdt} dA.
0 —o0 NS

™

Finalmente, fazendo

- / " f(t) cos Mdt, B(\) = / " f(t)sentdt,

obtemos a Integral de Fourier da func¢do f no intervalo (—oo, ), dada por

flz) = 1 /OOO [A(X) cos Az + B(X)senAzx] dA.

T
Segue das propriedades de ortogonalidades que se f é par em (—oo,00), a Integral

de Fourier da funcao f é a integral cosseno

/ f(z)cos \xdx, onde f(z / A()) cos AzdA.

Do mesmo modo, se f é impar em (—o00,00), a Integral de Fourier de f é uma integral

seno

2 o
- / B(M)senAzdA.
0

™

= / f(z)sen\xdx, onde f(z)=
0
As condicgoes suficientes para que a Integral de Fourier de f, convirja para f, estao

enunciadas no seguinte teorema.
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Teorema 3.1. (Condig¢des para Convergéncia da Séri ?) Sejam f e f seccional-
mente continuas em qualquer intervalo finito, e seja [ |f(x)|dx convergente. Entdo, a
Integral de Fourier de f converge para f(x) em um ponto de continuidade de f. E, em

pontos de descontinuidades, converge para w.

Por outro lado, sabemos que a série de Fourier de uma funcao f na forma complexa,

pode ser expressa como

> INTT ]_ L —inmx
Z cpe L, onde cn—ﬁ/_Le L f(x)dx.

n=—oo

Analogamente ao que fizemos acima, usando a notacao &, = =& e A§ = §41 — & = T,

podemos escrever
L

1
E cp T com ¢, =

—i{n:c
o f(x)da

n=—oo

Ou ainda, como ¢, também depende de &,, com n € Z, temos

]' . E€nx _ 1 L —énx
fla) ~ <= 3 &) IAE, onde o) = o= [ ey

n=—oo
Tomando o limite, observamos que quando L — oo, A¢ — 0. Logo, o ultimo somatorio e

a expressao de ¢(§,) produzem

1 & 4
o= [ e, com o) = —— / e f(x)

Desde que as integrais impréprias acima sejam convergentes, nosso objetivo sera

fx) ~

mostrar que tais expressoes representam a Transformada Inversa de Fourier e a Trans-
formada de Fourier, respectivamente, da fungao f, ou mais especificamente, dada uma
funcao f : R — R, queremos definir a sua Transformada de Fourier, dada pela integral

imprépria

e s o [ e (31)

onde M — oo e N — 0o, de forma independente. Além disso, para cada £ a integral (3.1)
converge para um numero. Para tanto, nosso propdsito é investigar sob quais condigoes a
fungao F(§), descrita acima esta bem definida, ou seja, quais classes de fungoes f devemos

considerar para que o limite em (3.1) exista.

20 leitor interessado pode encontrar a demonstragao do teorema (3.1) na referéncia [8].
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Dizemos que o conjunto das funcoes f : R — R é um espago L'(R), quando as
integrais impréprias de cada funcao f e |f| existem. Isto significa que f e |f| sdo fungoes

L', no sentido visto nos capitulos anteriores, em cada intervalo [—M, N| e que existem

N N
lim /Mf(m)dx e Mlim |f(x)|dx.

M,N =300 N=oo | oy

Contudo, segue das caracteristicas de F (&) que teremos de trabalhar com fungoes

reais que assumam valores no plano dos nimeros complexos, isto €, estudaremos funcoes
f R — C, tais que f(z) = u(x) + iv(z), onde u e v representam suas partes real e
imagindria, respectivamente, e ainda, [*_ f(z)dz = [ _u(x)dz +1i [*_v(x)dz. Este é o

caso de F(§), pois, usando a férmula de Euler, temos

F() = \/% /_OO f(z)e ®"dx = \/%_71— /_OO f(z)cos xdr — Z\/12_7r /_OO f(z)senéxdx.

Desta forma, diremos que a funcao f : R — C serd L' se suas partes, real, imaginaria e

|f|, forem L' no sentido visto acima.

Formalmente temos.

Definigao 3.1. (Transformada de Fourier) Se f : R — C for uma funcio L', sua

Transformada de Fourier serd a funcao F : R — C, dada pela expressao

U1 = () = —= / i€ f () (3.2)

Propriedades da Transformada de Fourier:
Como consequéncia imediata da linearidade da integral segue-se que a Transformada
de Fourier é linear, isto é, dadas f e g funcoes L', a e 3 niimeros complexos quaisquer,

vale a relacao
Slaf + Bgl = oF[f] + BTgl.

Por outro lado, sendo f € L', pode-se mostrar que
Lema 3.1. F(¢) ¢ contz”nucﬂ Além disso, F (&) se anula no infinito, ou seja, temos

lim F(§) =0

|§]—o00
Demonstracgao: Provaremos apenas a segunda afirmacao, dado que a primeira segue
das propriedades da integral. Entao, como f ¢ L', temos que [~ _|f(x)|dz < co. Assim,

tomemos € > 0 e consideremos o intervalo [—a, a] de tal forma que se tenha

€
\Ac|>a |f(x)|dx < 7

3A demonstragio da continuidade de F(£), pode ser encontrada na referéncia [3].
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Por outro lado, segue do Lema Riemann-Lebesgue que

a

lim e f(x)dx = 0.
lgl—00 J _q
Isto significa que dado € > 0, existe & > 0 tal que para |£| > &, temos

/ " i€ () da

—a

<€
2.

Portanto, escolhendo convenientemente &y, para || > &, tem-se

1 < “_. € €
[F ()] = _/—/ e f(a)dr| < ‘/ e f(w)da +/ [f(@)lde < 5+ 5 =¢
21 J - —a lz|>a 2 2
donde segue o resultado. [ ]

Agora vejamos o exemplo seguinte.
Exemplo 3.1. Calcule a Transformada de Fourier da funcao abaizo (fungao pulso)

1, se |z|]<a
U () = com a > 0. (3.3)
0, se |z]>a

Resolugao: Temos que, para & # 0

316 = F©) = J% |t - J% [ e

B 1 efi.fa: a B 1 _efz'ﬁa + eiga
V2r —i€ l—a /27 i€
B 1 —coséa + isenfa + cos Ea + isenéa
V2T i§
1 2senéa

Vor &

Para £ =0, temos F(0) = 7 [7 e7""dr = Z-2a.

Vale salientar que este exemplo nos mostra que a fungao F(£) nao é L', visto que
enéa

a funcao nao pode ser integrada da forma “usual”’, pois a mesma nao possui como
antiderivada uma funcio elementar. Desse modo, f ser L! nao implica §[f] ser L', e
isto nos diz que esta teoria é um tanto assimétrica. Com base neste fato, buscaremos
trabalhar a Transformada de Fourier em um espaco onde § possua um grande nimero
de propriedades, e, uma boa alternativa, como afirma Figueiredo (2014), é estudar um
subconjunto de L', conhecido como o espaco das funcoes de decrescimento rapido,
que aqui denotaremos por £. O autor observa ainda, que £ é um pouco maior que o espago
C§°, das funcoes infinitamente diferenciaveis, e que em £ a teoria da Transformada de

Fourier é mais elegante e mais simétrica. £ é conhecido como o espago de Schwartz,

em homenagem ao matematico Laurent Schwartz, que criou a Teoria das Distribuicoes.
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3.2 Espaco £ e a Transformada de Fourier em £

Definicao 3.2. Diremos que uma func¢ao f : R — C é de decrescimento rdpido, se
f for infinitamente diferencidvel, e, se

lim 2™D"f(x) =0, (3.4)

|z|—o0

para m,n € Z,com m,n > 0. Em outras a palavras, dados m,n niumeros inteiros nao

negativos, existe uma constante M(m,n), dependendo de m e de n, tal que
|lz™D" f(x)| < M(m,n), para todo x. (3.5)

Antes de verificarmos que de fato (3.4) e (3.5) sdo equivalentes, vale observar que
a definigdo acima nos diz que f e suas derivadas tendem a zero, quando |z| — oo, mais
rapidamente do que as poténcias |z|™ tendem para infinito.
Demonstracao: (3.4) = (3.5). Segue-se de (3.4) que, dado € = 1, existe N > 0 tal que
|| > N = |2™D"f(x)| < 1. Por outro lado, considere a funcao x — =™ D" f(z), que é
continua no intervalo [— N, N, e portanto é limitada neste intervalo, ou seja, existe M; > 0
tal que, para |z| < N tem-se |2 D" f(x)| < M;. Logo, tomando M (m,n) = max{1, M},
temos

lz™ D" f(z)] < M(m,n).

(3.5) = (3.4). Reciprocamente, supondo que dados m,n € Z, com m,n > 0, existe M
tal que |z™ D™ f(z)] < M(m,n). Entao, param+1 e n, vale [z D" f(x)| < M(m+1,n),
ou seja, para x # 0 tem-se, 0 < |2 D" f(x)| < M("TTJF‘ML) Dai, tomando o limite quando
|z| — oo obtemos (3.4). u

Podemos alargar um pouco mais este resultado; na verdade a cada polinomio P(X) =
Z?:o a; X7, com a; constante, é possivel associar um operador diferencial linear com coe-
ficientes constantes na forma P(D) = 377 ja;D7. E com isso, (3.4) torna-se equivalente
a afirmar que dados dois polinémios P(X) e Q(X), existe uma constante M (P, Q) que

depende de P e de ) tal que
|Q(X)P(D) f(x)] < M(P,Q). (3.6)

Certamente (3.6) = (3.5), j4 que X™ e X" s@o polinémios, do mesmo modo

(3.5) = (3.6), pois a expressao do lado esquerdo da desigualdade de (3.6) pode ser vista
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como uma soma de termos da forma dos que aparecem no lado esquerdo da desigualdade
de (3.5).

Apresentaremos a seguir alguns resultados importantes sobre o espaco £ e a Trans-
formada de Fourier neste espago. O primeiro deles é a proposicao (3.1), que nos diz que
os operadores diferenciais P(D) levam fungoes de £ em £, assim como fazem os operado-
res de multiplicacao por polinomios. Em outras palavras, neste espaco, a Transformada
de Fourier, os operadores de multiplicagao por polinomios, e os operadores polinomiais

diferenciais sao transformacoes lineares.

Proposicao 3.1. Se f : R — C estiver em £, entao D" f e x™f também estao em £,
para quaisquer m,n > 0 inteiros. Por consequinte, x™ D" f esta em £, e para quaisquer

polinomios P(X) e Q(X), Q(x)P(D)f também estd em L.

Demonstragao: De (3.4) temos que limj,,o D" f(x) = 0, quaisquer que sejam os
inteiros m,n > 0. Assim

lim ™ D"(D"f(z)) = lim 2™D?"f(z) = 0.
Do mesmo modo, aplicando a regra do produto e usando (3.4) e (3.6), mostra-se os demais

casos. [ ]
Proposicao 3.2. Toda funcdo de decrescimento rdpido f : R — C € uma funcdo L.

Demonstragao: Sendo infinitamente diferencidvel, f é continua em [—M, N], e com isso
f é limitada neste intervalo, por conseguinte f e |f| sao integraveis em [—M, N|. Agora,
para mostrar que a integral imprépria de f converge, vamos usar (3.5) comn = 0em = 2.

Assim, temos

|2*D°f(x)] < M(2,0), ou ainda, |f(z)| <
O que nos dé, para |z| > 1

1
/|z|21 |f(2)|de < M(2,0) /|m|21 oy = 2M(2,0),

Dai

1

[ v@iae= [ 5@l [ iwies [ i@ 20,0 <00

72



Como consequéncia imediata, das duas proposicoes anteriores, segue-se que se a
fungdo f : R — C estd em £, entdo 2™D" f(x) é uma fungao L' para quaisquer que
sejam os numeros inteiros nao-negativos m e n. Por outro lado, a proposigao (3.2) mostra
que a Transformada de Fourier, de funcoes em £, estd bem definida, consequentemente,
vale a linearidade de § neste espaco, ou seja, se as funcgoes f e g estao em £, tem-se
Slaf + Bg] = aF[f] + BFlg), onde a e 5 sdo nimeros complexos arbitrérios.

As proximas proposigoes nos darao mais algumas informacoes importantes sobre as
caracteristicas da Transformada de Fourier de uma funcao f pertencente ao espago £,
inclusive uma propriedade que a Transformada de Laplace também possui (ndo necessa-
riamente neste espaco), que é a de “destruir as derivadas”, ou seja, sob certas condigoes

§ transforma uma Equacao Diferencial em uma equacao algébrica. Vejamos

Proposicao 3.3. Se f : R — C for uma funcao de £, entao §|f] serd infinitamente

derivavel e vale
DES1f) = Sl(—ia)" f ()] 37)

Ou ainda, mais geralmente, se P(X) for um polinémio, entao
P(Dg)§[f] = §[P(—iz) f(2)]. (3.8)

Demonstracao: A justificativa dessa proposicao segue-se da infinita diferenciabilidade
de f e da convergéncia uniforme da integral da definicao de § para funcoes em £, pois
as derivadas parciais, com relagao a &, do integrando sao fungoes continuas, ocorrendo
também a convergéncia uniforme das integrais compostas por estas funcoes, tais propri-
edades nos permite derivar dentro do sinal de integracao, o que nos fornece resultado

procuradd’} |
Proposicao 3.4. Se f: R — C for uma funcdao do espaco £, entdo
S[D"f] = (i€)"3/]- (3.9)

Ou ainda, para todo inteiro n > 1 e um polinomio P(X), vale

SIP(D)f] = P(i&)S[f]. (3.10)

1A proposicio (A6.9) da referéncia [3] justifica com maior rigor o argumento utilizado na demonstragao

da proposicao (3.3).
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Demonstragao: Para provar a igualdade (3.9) usaremos indugao sobre n e integragao

por partes. Entao, para n = 1, temos

o0

sDf@) = [

—0o0

e wde = e pa)|” vig [ @) = ()51
—

Onde usamos o fato de que os limites em [ sao iguais a zero, pois f estd em £. Agora,

suponhamos a validade deste resultado para n > 1 e mostremos que vale também para

n + 1. Com efeito, da hipétese de inducao vale

S0 f] = (i8)"31/f1. (3.11)

Seja g(z) = D" f(z), entao g (z) = D' f(x). Dai, como ¢ estd em £, temos
SO f ()] = / e g (w)da = if/ e g(x)da = (i€)Fg(x)] = i€F[D" f(x)].

Por fim, usando a hipdtese de indugao, ou seja, (3.11), obtemos

FD" f] = igF[D" f] = i€ (i€)"F(f] = ()" f].

Para comprovar a veracidade de (3.10) basta usar o que acabamos de mostrar junto com

a linearidade de de F[f]. u

Proposicao 3.5. Se a funcao f : R — C pertence a £, entdo a sua Transformada de

Fourier F : R — C também pertence a £.

Demonstracao: De (3.7), D{g[f] = §l(—iz)" f(x)] = {mDES[f] = EmF[(—ix)" f(2)].
E de (3.9), se g € £, entdao F[DIg] = (i§)"Flg] = (—i)"F[Dlg] = €"Flg]. Agora,

tomando g = (—iz)"f(x) e usando a linearidade de §, obtemos

EMDESLf] = €M3((—ix)" f] = (—i)"§[D; (—ix)" f] = Fl(—iD,)"™ (—iz)" f].
e
Como (=)™ D™{(—iz)"f} = (=i)"™™D"™{a™f} estd em £ (proposi¢oes 3.1 e 3.2), entao
§"D¢§ [f] é limitada, o que nos mostra que §[f] estd em £ como querfamos. [
Diante das propriedades de § no espago £, expostas nas proposicoes acima, para que
possamos apresentar a Transformada Inversa de Fourier para fungoes neste espago, cuja
forma queremos que seja aquela enunciada no inicio deste capitulo, basta que justifiquemos
a injetividade e a sobrejetividade de §, ou seja, devemos mostrar que dadas duas fungoes

fi e fo de £ com F[fi] = §[f2], entdao se tem f; = fo, ou equivalentemente usando
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a linearidade de §, mostremos que §[f] = 0 = f = 0. Além disso, dada F({) em £,
provemos que existe f(x) em £ tal que §[f] = F. Faremos isto usando o seguinte teorema,

o qual demonstraremos logo apds verificarmos a injetividade e sobrejetividade de §.

Teorema 3.2. ( Transformada Inversa de Fourier) Seja [ : R — C uma func¢ao

de £, e F(§) sua Transformada de Fourier, entdo

I za:f ]
f( \/% / F(&)de. (3.12)

A justificativa da injetividade e sobrejetividade de §, pode ser enunciada da seguinte

forma.

Lema 3.2. §: £ — £ € um operador linear injetivo e sobrejetivo, isto €, §[f] = 0 =

f=0eF(L) =L, respectivamente.

Demonstracao: Induzidos pela expressao (3.12), definimos um operador linear de £ em

£, que denotaremos por §, dado por

§ g 8 / zts
l9)¢ \/ 2T
que por definicao tem caracteristicas parecidas com as de §. Além disso, segue do teorema

(3.2) que para f € £ vale

3L} = J% / S F©)de = f

o que resulta imediatamente na injetividade de §, pois §[f] = 0 = 0 = F[0] = f. Agora
dada uma funcdo G(§) € £, para mostrar que existe g(x) € £ tal que Fg(x)] = G(&),
definimos g(x) = F[G(£)]. Daf

Slg(x)] = e g (x)da et e“"G(n)dndx

_m/_ m/

TG (—a)de = G(9),

=l
Tz—w/_j

onde fizemos F[G](—z) = \/% [ e7"==G(n)dn, e para obter a tltima igualdade usamos
(3.12), o que prova a sobrejetividade de § e podemos fazer F=5" [
Na demonstracao do teorema (3.2) usaremos o resultado abaixo, o qual apenas

enunciaremos.
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Proposicao 3.6. (o fubinizinh(ﬂ/ Seja f: R x R — R uma funcdo continua, tal que

as integrais iteradas abairo convirjam

/ / (x,y)|dzdy e / / (x,y)|dydz.

Entao, as integrais iteradas da f convergem e vale

[ swama= [~ [ st gyivae

Demonstracao: (teorema (3.2)) Substituindo

— e Y
m (3.12), obtemos a expressao
i&x 15
Nor /_m ‘ m/ )y (3.13)

Percebemos que apesar de (3.13) ser convergente, nao podemos inverter a ordem de
integracao, visto que os integrandos envolvidos nao satisfazem as condi¢oes da proposicao

(3.6), pois se assim procedéssemos, obteriamos a integral divergente

Entao, nosso objetivo serd melhorar a integral, com relacao a &, em (3.13), faremos isto
g2
definindo uma fungao f,,, ao introduzir em (3.13) a expressdo e »2 , com n = 1,2, .... Desse

modo, temos

= / oo T / eV F(y)dydt = fo(a). (3.14)

Agora, observe que f, € £, pois e;TS[f] € £. Além disso, f, = §{e%$[f]} Entéo,
2
fazendo f(y,§&) = ei(“*y)éen%f(y), tem-se

/ FO)ldy = e / F@)ldy

IR
/ / yﬁldyd£<ooe/ / P, 6)ldedy < oo

5 Para ver a demonstragao do fubinizinho, sugerimos a referéncia [3]. E importante acrescentar que

Entao,

no caso da integral de Lebesgue, este resultado é chamado Teorema de Fubine.
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Logo, usando a proposicao (3.6) e a férmula de Euler, podemos escrever

fuw) = [ / " e gedy

27T —00 —00

- 5[ 1w { [ coslio - e de+i [ senllo - e de| dy

2w 00 —00
1 [ = =

— %/_Oo f(y) [2/0 cos[(x — y)&le df] dy

- % /_ ny/me= 0 f(y)dy,

onde usamos o fato de que a integral acima, que aparece multiplicada por i, converge para
zero, pois o integrando é uma funcao impar de £ e, para obtermos a ultima igualdade

fizemos uso da identidadd®l
0 —¢2 2n2
2/ cos[(z — y)E]e T dE = ny/me-TIE ().
0

Portanto,

hle) = [ gonme 0 gy

o0

Dali, fazendo

obtemos uma integral de convolucao

fulw) = [ " kol — )/ (9)dy.

o0
Agora, para que possamos aplicar o teorema (2.8), devemos mostrar que k,, é uma sucessao

g2
de niicleos de Dirac. Para tanto, basta observar que tomando k(z) = ﬁ%eT, temos
kn(z) = nk(nz),

onde k:(x)m é continua, positiva, e mais uma vez usando aplicagdo da proposicao (3.6),

mencionada acima, podemos mostrar que

/:k@Mx:L

lim f,(z) = f(x). (3.15)

Logo, segue do teorema (2.8) que

6(x) é uma aplicagdo da proposicio (3.6) e estd demonstrada na referéncia [3].
"Na teoria das Probabilidades, a funcdo k(z) é chamada de funcio de Gauss, conhecida como a

densidade da distribui¢cao normal.
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Por outro lado, voltando a expressao (3.14), observamos que a mesma pode também ser

expressa da seguinte forma

fulz) = \/% /_ ¢ T F(€)de.

Entao, se mostrarmos que

lim eiﬁxe%f(g)dsz / e F(€)dE,

aliado ao limite em (3.15) teremos a demonstragao do teorema. Mas, demonstrar tal fato

é equivalente a mostrar que dado ¢ > 0, para n suficientemente grande, se tem
oo _52 oo
‘ / e F(&)dE — / e"frf(g)dg‘ <,
—00o —00

ou ainda,
oo 2

lim [ e"5(1 - e ) F(€)dE = 0, (3.16)

2

como 0 < e_n% <1,V¢€#0en=1,2 ... Entao, desde que F € £, dado € > 0, podemos

tomar &, tal que

[ 1Fee< S
1€1>€o

Agora, seja M = mazx|F(£)| e, fixado & acima, tomemos ny tal que, para || < & e
2

n > ng vale (1 — e_n%) < —° . Portanto a expressao
- AMEy

/ e (1 — ¢ ) F()dE,

—00

¢ majorada por

_52 50 _52
/ (1— &% )| F(©)lde + / (1 — 77| F(E)|de
|€]>&o —£o

€
s+ ——M )
<2 IO+ g M%<

3.3 Transformada de Laplace

Nesta secao estudaremos a definicao e as propriedades de uma integral conhecida
como a Transformada de Laplace, que como ja mencionado, assim como a Transformada
de Fourier, tem a caracteristica de em determinadas situagoes, quando aplicada a uma

Equagao Diferencial a transforma em uma equagao algébrica.
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Defini¢ao 3.3. Se uma fungdo f(x) estiver definida para todo x > 0, entdo a integral
IMpropria
/ k(s,z)f(x)dx
0

¢ definida por um limite
9] b
/ k(s,z)f(x)de = lim [ k(s,x)f(z)dz.
0 b—oo Jg
Se o limite existe, dizemos que a integral existe ou converge. Se o limite nao existe,
dizemos que a integral nao existe ou diverge. O limite em questao existird somente para

certos valores de s. Dai, fazendo a escolha k(s,x) = e ** obtemos uma transformada

integral extremamente importante.

Uma definicao mais formal da Transformada de Laplace pode ser expressa da se-

guinte maneira

Defini¢ao 3.4. (Transformada de Laplace) Seja f uma fungao definida para x > 0.
Entao, a integral

C{f(a)} = / " e fla)da = F(s) (3.17)

¢ chamada de Transformada de Laplace de f, desde que a integral acima convirja.

Denotando por £ a Transformada de Laplace. Segue imediatamente da definigao

que L é um operador linear, isto é,

/0 " e af (@) + Ag(o)de = a /0 " e f (@) + B /0 * s g(2)d,

quando ambas as integrais convergem segue-se que

L{af(z) + Bg(x)} = aL{f(x)} + BL{g(x)} = aF(s) + BGC(s).

Mas, sob quais condigoes a Transformada de Laplace estarda bem definida? Por
exemplo, pode-se provar que E{%} e E{eIQ} nao existem. Isto porque a integral que
define £ nem sempre converge. Para que L esteja bem definida é necesséario que a funcao
f cumpra certas condi¢oes. Certamente se f é seccionalmente continua em [0, 00) e é de
ordem exponencial, ou seja, existem nimeros ¢, M > 0 e T > 0 tais que |f(x)] < Me™

para todo x > T, entao L existe. Isto é o que nos afirma o teorema seguinte.

Teorema 3.3. (Condicées de Existéncia da Transformada L) Seja f(x) uma
fungdo seccionalmente continua no intervalo [0,00) e de ordem exponencial para x > T.

Entao, sua Transformada de Laplace existe para todo s > c.
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Demonstragao: Temos que
o0 T 00
C{f()} = / e f () = / e () da + / e f(o)dz = I, + Do,
0 0 T
Afirmamos que [; existe, pois a mesma pode ser escrita como somas de integrais em
intervalos nos quais a fungao e~** f(z) é continua. Agora, usando a hipdtese de que f(x)

¢ de ordem exponencial, existem ¢, M > 0 tais que para s > ¢ vale

|15 < / le™* f(z)|de < M/ e e“dr = M/ e~y
T T T
6_(8_ (s—)T

o)

e

s—c s—c

T

Logo, a integral I, converge para todo s > ¢, donde segue o resultado. [ ]

Exemplo 3.2. Calculemos o valor de L{z"}, comx >0 en=1,2,...

Resolucao: Usando a definicao de L e aplicando integracdo por partes, tem-se

o n > —sx, n—1 n > —sx, n—1
+ — e " dr = — e " dr,
0 S Jo S Jo

L{a"} = “Lfa").

1
_e—sxxn

S

L{z"} = /0 e Tady = —

ou ainda

Por outro lado, usando a definicao da transformada, € simples a verificacdo que para

1
s >0, tem-se L{1} = —. Além disso, por integra¢do podemos ver que
s

1 1 2 2!
L = -L{1} == e L{2*} ==L = —.
{1} =L} = 5 e L} = L{r} = 5
|
Usando indugdo, suponhamos que vale L{z"} = % e, mostremos que tal resultado é
Sn

valido também para n + 1. Com efeito

> 1
E{anrl} — / efsmanrldx — __efsxanrl
0

S

0o 1 [ 1
+ - i / ety dy = = i L{z"}.
0 s Jo s

Assim, usando a hipdtese de indugdo, vem

n+1 n+1(n!)_(n+1)!

L{z"} = s L{z"} = s gnt1 gn+2

Exemplo 3.3. Vejamos para quais valores de s existe L{e**}.

Resolugcao: Usando a defini¢ao de L e integrando, obtemos

L{e™* :/ esxeaxdaﬂ:/ e~(=oegy = _C
) 0 0 (s —a) 0

—(s—a)x
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Para s > a. Dai,

4 1 S+ 1w S+ 1w S w
L Twx — — e = ) . 3-18
{e™} s—iw (s—iw)(s+iw) (s24+w?) (s?+ w?) T (s2 4+ w?) ( )

Por outro lado, e™* = coswx + isenwx, usando a linearidade de L, tem-se
L{e™*} = L{coswx} + iL{senwz}. (3.19)

Logo, comparando as partes reais e imagindrias de (3.18) e (3.19), obtemos

S w
= a9 € E{Senwx} = = 9 s> 0.
s+ w s +w

L{coswz} =

3.3.1 Transformada de Laplace Inversa

Percebemos nos exemplos acima que £ transforma uma fun¢ao f(x) em uma fungao
F(s), isto é, simbolicamente, por meio de uma integral fizemos L{ f(x)} = F(s). Contudo,
nas aplicagoes ¢ interessante que também se possa fazer o processo contrario, ou seja,
dada uma funcao F'(s), objetiva-se encontrar uma funcao f(x) cuja transformada é F(s).
Quando isto é possivel, dizemos f(x) é a Transformada de Laplace Inversa e denotaremos
por L7, Assim, f(z) = L7'{F(s)}. Na verdade, utilizando varidveis complexas, pode-se

mostrar que

Y+ico
LYF(s)} = / e F(s)ds = f(x). (3.20)

T omi )

Onde a integral (3.20) é conhecida como integral de contorno. Segue das propri-
edades da integral que £7! também é uma transformada linear. E importante salientar
que, como afirma Zill (2001), a Transformada de Laplece Inversa pode nao ser unica.
Porém, para o nosso objetivo isso nao trard prejuizos, pois se fi e fo sao seccionalmente
continuas e de ordem exponencial, e se L{f1} = L{f2}, é possivel mostrar que f; e fo sdo
essencialmente idénticas, exceto nos pontos de descontinuidades.

Os préximos resultados nos dao informagoes importantes sobre algumas proprieda-

des de L e L7,

Teorema 3.4. (Comportamento de F(s) quando s — o) Seja f(x) seccionalmente

continua em [0,00) e de ordem exponencial para x > T, entdo

lim £7'{f(x)} =0.

5§—00
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Demonstracao: Sendo f(z) seccionalmente continua em 0 < z < T, segue-se que ela é

limitada nesse intervalo, dai existe M; > 0 tal que
|f(z)] < My = M€,

ou ainda,

|f(2)] < Mae™,

para x > T. Seja M = max{ My, My} e ¢ = maz{0,~}, entdo para s > ¢

0 o0 e—(s—c)ac o M
IL{f(x)}]| < / e T f(z)|dx < M/ e Tedr = —M = :
0 0 s—c |~ s—c
Como s — oo, temos que |L{f(z)}| — 0, logo L{f(z)} — 0. u

Veremos agora, dois resultado que dizem respeito a derivada da transformada e a
transformada da derivada.
Seja a fungao f tal que vale F'(s) = L{f(z)}, entao usando a defini¢ao de L, e desde

que possamos derivar sob o sinal de integracao, temos

d%F<S> = d%/ooo e f(x)dx = /000 %[e”f(m)]dx =— /000 e x.f(r)de = —L{x.f(x)}.

Logo, £{z.f(r)} = —£LLf(x)).

Usando este resultado e procedendo de forma analoga, temos que

£ 0)) = L(ale fO) = 5Ll @)) = = (- 1060 ) = T5L0 @)

Tais resultados nos induz apresentar o teorema abaixo, cuja demonstracao para o

caso geral serd omitida.

Teorema 3.5. (Derivada de Transformadas) Seja a funcao f tal que F(s) = L{f(z)},

paran =1,2,..., tem-se
n n dn
L{" f(@)} = (—1)" 2 F ().

Teorema 3.6. (Transformada de uma Derivada) Se f(z), f (), f (x),..., f" V) (x)
sao continuas no intervalo [0,00), de ordem exponencial, e se f"(x) for seccionalmente

continua neste intervalo, entao
L{f (@)} = s"F(s) = s" 71 F(0) = s"2F(0) — - = f7(0),

em que F(s) = L{f(z)}.
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Demonstragao: Provaremos apenas para os casos n = 1,2. Entao, usando integracao

por partes, desde que e ** f(x) — 0, quando  — oo, tem-se

Lf @)= [ e e =@ s [ e i@y = —F(0) + sL{ @)
0 0 0
De forma andloga para f (), com e=*f (x) — 0, quando z — oo temos

o0

£ 0= [ e e = @ s [T e =~ 0+ 520 @),

0

Assim, usando a primeira parte, vem

L{f"(t)} = s*F(s) — sf(0) — £(0).

[ ]

Vemos no teorema (3.6) uma caracteristica comum a Transformada de Laplace e a
Transformada de Fourier, qual seja, a de transformar uma Equacao Diferencial em uma
equagao algébrica. Em especial, £ tem a propriedade de que quando aplicada a uma
Equacao Diferencial linear de ordem n, com coeficientes constantes, envolvendo condi¢oes
iniciais £(0), f (0), ..., f*~1(0), a transforma em uma equacio algébrica. E se f for uma
funcao periddica, serd que podemos obter a sua Transformada de Laplace? a resposta

vem no seguinte teorema.

Teorema 3.7. (Transformada de uma Funcgdo Periddica). Considere a func¢ao f
seccionalmente continua no intervalo [0,00) e de ordem exponencial. Se f for periddica

de periodo P, tem-se
1 r —ST
0

Demonstracao: Sendo f peridédica de periodo P, vamos decompor a Transformada de
Laplace em duas integrais da seguinte maneira
P o0
C{f(x)} = / e~ f(a)da + / e f () de.
0 P
Fazendo x = w4+ P, na tultima integral, observando os limites de integragao e a periodici-
dade em f, segue-se que
/ e f(x)dr = / e *WHP) f(y 4 P)du = e_sp/ e f(u)du = e *TL{f(2)}.
P 0 0

Assim, temos

C{f(a)} = / e f(2)d + e L{f(2)}.
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Por fim, para s, P # 0

O = G

3.4 Algumas Conexoes e Diferencgas de § e L

Veremos nesta secao, algumas semelhancas e diferencas entre § e £, em determinadas

situagoes. E iniciaremos com o produto convolucao.

Teorema 3.8. Se f e g sio funcoes L' com f continua e limitada em R, entdo

3 *gl = \/%—Ws[fmg}-

Demonstracgao: Por definicao, temos que

= F 726“ du / 77{51} dU
U1 =70 = <= [ . 3la) = 60 = <=
Entao

-5 / / e~ £ () g () dudo. (3.22)
A ideia é mudar das varidveis (u,v), para as variaveis (u,z). Assim, fazemos u + v = x.
Dai

_ O, v)
dudv = 3(u,a:)dde’

onde o jacobiano da transformagcao é dado por

o) |G G |_|10
a(u J}) - ov ov - =L

Entao, podemos escrever (3.22) da seguinte forma

Bl/18l = FOO©) = o / h / e () g — u)duda

I [/ flu x—u)du] dz
- Es{ [ stwate — was

1
= Eg[f*g]-
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Com relagdo a Transformada de Laplace, como definimos £ no intervalo [0, 00),
abordaremos o produto convolugao de duas fungoes f e g, seccionalmente continuas e de

ordem exponencial, também neste intervalo, isto ¢, f g = [ f(T)g(x — 7)dT.

Teorema 3.9. Sejam f e g fungdes seccionalmente continuas no intervalo [0,00) e de

ordem ezponencial, tem-se
L{f * g} = LU @)} {g(x)} = F()G(s).
Demonstracio: Sejam
£lfa) =Fe) = [ e fir o Llgle) =615 = [ e a(a)ds
Dai
LU} = FOGE) = [ e smar [T e Poa)an
=[] e pmapinis
= [ soar [T ey zyas.
Fixando 7 e fazendo z = 7 + 8, dz = dB, temos
F(s)G(s) = /0 " Fr)dr /0 ey (e — r)da.

No plano x7, sendo f e g fungoes seccionalmente continuas no intervalo [0, 00) e de

ordem exponencial, assim, podemos inverter a ordem de integracao. O que nos fornece

F(s)G(s) = /0 ey /0 " F(Pglo — )dr

_ /OOO e {/OOO F()g(x — T)dT} da

= L{f*g}.

m
1

Vale observar que quando g(z) = 1 e G(s) = —, o teorema (3.9) implica que a
s

Transformada de Laplace da integral de uma funcao f é

[,{/Ooof(T)dT} - Fi‘s).

A integral que define £ poderia ter sido apresentada num contexto mais geral, ou

seja, poderfamos ter definido £ no intervalo (—oo,00). Neste intervalo, segundo Hsu
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(2012), em alguns textos da literatura, £ é chamada de Transformada de Laplace bila-
teral. A definicao que expomos anteriormente se justifica no sentido que é comum nas
aplicagoes considerar f(x) = 0 para x < 0, o que culmina na transformada unilateral

que apresentamos. Consideremos entao, a funcao f seccionalmente continua e tal que

Jo f@)]dz < 00, e

oo

C{f()} = F(s) = / e f () da. (3.23)

—00

Além disso, sabemos que sua Transformada de Fourier, desde que exista, é

Slf] = F(¢ e f(x) (3.24)

=7 L

Por outro lado, é importante salientar que a constante \/% que aparece multiplicando
a integral da Transformada de Fourier, pode ser substituida por 1, desde que a constante
que multiplica a integral da transformada inversa passe a ser % Em geral, como observa
Spiegel (1977), o importante é que o produto das constantes das integrais, de § e de F~ 1,
seja % Desse modo, para o propésito seguinte, consideremos

S =FO = [ e i@ e §UFOI = S0 = - [ e F@re

Assim, observamos que § é um caso especial de £, quando s = i{. Entretanto se, porém,
fizermos s = o + i£, onde o é um nimero real positivo, em (3.23), teremos
F(s) = Floti) = [ @9 fapto = [ e le o fa)lde = 5le " f(a)].
Isto nos mostra que a Transformada de Laplace bilateral da fungao f(z), pode ser in-
terpretada como sendo a Transformada de Fourier da funcao h(z) = e 7*f(z). Agora,
aplicando a Transformada de Fourier inversa, obtemos
—ox 1 > i&x .
e f(x):% e F (o + i&)dE,

que multiplicada por e?*, nos permite escrever

_ ox ikx : _ (o+ié)x :
flo) = o / R (o e = o / T (o i)
se s = o0 + 1€, entao d§ = 2, resultando em

LHPOY = f0) = 5= [ e F(s)as

2mi s
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Embora ideia da existéncia de conexao entre as transformadas de Fourier e Laplace,
seja bem intuitiva, até pela semelhanga nas definices das mesmas, elas nao sao equiva-
lentes. Na realidade, como menciona Hsu (2012), £ (bilateral) pode ser considerada como
uma generalizacao de §, na qual a frequéncia £ foi generalizada para s = o + i£. Por
outro lado, nao é verdade que dada uma func¢ao f e sua Transformada de Fourier §[f], a
simples substituicao de i£ por s, faz com que tenhamos a Transformada de Laplace de f,
ou seja, L{f}. Tal fato estd intimamente ligado as propriedades de f. Por exemplo, se f
nao for absolutamente integravel, pode haver disparidade entre §[f] e L{f}.

Consideremos a seguinte fungao

Exemplo 3.4. (Fun¢do de Heaviside) Seja a fun¢ao U(x — a) (também chamada de

func¢ao degrau unitdrio), definida por

0, z<a
U(x —a) = , a>0.
1, z>a

Observe que a fun¢do nao estd definida para x = a. E se quisermos definir um valor para
U(0), ou seja, U(a — a)? Qual seria uma escolha adequada para U(0)? Esta questao foi
avaliada por Tonidandel (2012). Vamos analisar esta possibilidade definindo a seguinte

funcao

1, z>a
Onde o valor de k, pretendemos determinar através da Transformada de Fourier. Cer-
tamente para qualquer escolha de k temos uma descontinuidade em x = a. Além disso,
como verifica o autor acima citado, apesar de nao existir a Transformada de Fourier
desta funcao, ao introduzir um fator multiplicativo conveniente a ela, chamado fator de
convergéncia, podemos obter uma conexdo entre as transformadas de Fourier e Laplace.
Vejamos.
Calculemos iniciantemente a sua Transformada de Laplace.

e~ 5% oo e~ sa

= , para s > 0.
5

L{Wz —a)} = /_Z e U(x —a)dr = /aoo e dr =

—S la

Por outro lado se tentarmos calcular a sua Transformada de Fourier, temos

0o ) 00 ) e—z‘{a:
/ e U (x — a)dr = / e 8T dy =

> cos&w —isenéw >,
o0 —1€

a —Zg a
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Observe que esta integral nao converge, visto que quando x — 0o as fungoes seno e cosseno
oscilam infinitamente entre —1 e 1. Por outro lado, se multiplicarmos a fun¢ao (x — a)

ax

pela expressao e, com o > 0. Como e~ %% ¢ limitada e e~ — 0 quando v — 00,

temos que lim,_ o €7 %%e™%% = (. Assim

Sle™U(z —a)] = F(§) = / e e g :/ e (T gy

_67(a+l£)x *

(o + i€)

o—(ati)a
- Gr (3.25)

a
Agora que consequimos uma integral convergente, com o objetivo de determinar o
valor adequado para k, ou mais especificamente, o valor da fun¢io h(x — a) em x = a,
vamos aplicar a transformada inversa. Porém, serd que nao estamos trabalhando em vao,
isto €, nao podemos atribuir um valor qualquer a k? De acordo com Tonidandel (2012),
ndo parece ser uma boa ideia, pois isso significaria que lim, e “*U(z —a) = U(x —a), o
e—aae—iﬁa e—i&a

. . . . . . —i€a
que implicaria lim,_q @y~ @ epor consequinte, teriamos o par U(x—a) <> < T

em que por exemplo, para a = 0 parece indicar um problema, jd que a Transformada de

Fourier teria apenas a parte complexa. Agora, aplicando a Transformada de Fourier
Inversa, tem-se

- o B 1 00 e—(a—i—if)a itz
FUFE)] =e u<x—a>_%/_mme .

Para x = a,

00 6—(a+i§)a 1 /oo efaaefifaez{a

—aa _ 1 i€a _

R A o — i€ L a—ig
o) = o J o (a+if)d€_27r oo (@ +i€) (a—ig)dg_%/oo (042+52)dg

1 [~ 1 [ '
— _/ Ldg__/ Ldf.
)@ ) T ) e )
A sequnda integral da ultima igualdade converge para zero, pois o integrando € impar. Jd

na primeira fazendo o = x e adé = dx, obtemos

1 a? 1 o0

o 1
1(0) - /0 112 z = —arctanz| =g

Logo, a Transformada de Fourier nos sugere a escolha k = %, que estda em conformidade

com o fato de que nos pontos de descontinuidade a série de Forier converge para a média
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aritmética dos limites laterais. Por outro lado, a substituicio s = o + 1§ em (3.25),

nos fornece uma conexao entre as transformadas de Fourier e Laplace, visto que se tem

Sle *U(x — a)] = L{Mx — a)}.

Relembremos agora o exemplo (3.1), o qual calculamos a Transformada de Fourier

da fungao pulso dada por

1, se |z|]<a
uq(z) = com a > 0, (3.26)
0, se |z|]>a

onde obtivemos
1 2sen(a& )

TV ¢

Estudando um pouco mais esta funcao, vamos usar a Transformada de Laplace

unilateral, e as proposigéedﬂ

Proposicao 3.7. Se f : I x[a,00) — R for uma fun¢ao continua e a mtegml foo f(z,y)dy
converge uniformemente em I, entdo a fungao v : I — R dada por ¢(z f f(z,y)dy

é continua.

Proposicao 3.8. Seja f : I X [a,00) — R uma fung¢ao continua, possuindo derivada
parcial f, : I X [a,00) — R também continua. Suponha que a integral faoo f(x,y)dy con-
verge(nao necessariamente uniformemente) e que foo fu(z, )dy converge uniformemente

em I. Entdo, 1 é derivdvel em todo ponto de I e vale ¥ (x f fa(x,y)dy,

para provar que

* sené 0
d¢ = —. (3.27)
|
Demonstragao: Para provar (3.27), comegamos definindo, para s > 0, a funcao
o . sené
F(s) = —=d. (3.28)
0 3
Mostraremos inicialmente que a integral em (3.28) converge uniformemente Vs > 0, e
faremos isto usando integracao por partes. Assim, para n > 0, fazendo u = 6?5 e

dv = sen&d¢, temos

o _Sgsenf’ _ —e % o (14 s&)e st
/77 ¢ d¢ = ¢ cosfn /77 —52 cos EdE,

8A demonstragio das proposicoes (3.7) e (3.8) podem ser encontradas na referéncia [3].
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ou seja,

o] —sn oo 1 —s¢
/ 5sen€d§ = cos —/ &cosﬁdf.
n n n

§ &?
Além disso, |(1+ s€)e ¢ cos&| < e*te | cos¢| < 1. Entao, segue-se que para todo s > 0
/ e—sfsengdg‘ -+ —d§ = —, (3.29)
n n 6 n

donde tem-se a convergéncia uniforme da integral que define F'(s). Logo, pela proposigao

(3.7) temos que F'(s) é continua em todo s > 0. Como a integral

/ e *Ssenédg,
0

converge uniformemente em cada intervalo da forma [n, o), onde n > 0. Usando agora a

proposicao (3.8) para derivar dentro do sinal de integral, tem-se

F'(s) = — /0 N e *Ssenédg, (3.30)

que é a Transformada de Laplace da fungado —sené e, como vimos no exemplo (3.3), é

convergente para todo s > 0, e é dada por

1

L{—sent} = F'(s) = e

Integrando em ambos os lados da ultima igualdade, obtemos
F(s) = —arctans +C, s> 0.
Além disso, verifica-se que
[e'S) e 1
0<|F(s)| < e *dé=—-, s>0.
0 s

Assim, usando tal resultado e tomando o limite quando s — 0o, temos que lim,_,, F(s) =

0, ou seja,

lim F(s) = — lim arctans+C:—z+C:0:>C:g

§—00 5—00 2
Dali,

F(s) = g —arctans, s> 0.

Por fim, como as funcgoes F' e arctan sao continuas em todos os pontos s > 0, obtemos

_ [T poesenE e [TsenE e T _T
F(O)—/O eogng—/O €d§—2 arctan0—2
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3.5 Algumas Aplicacoes da Série de Fourier de § e £

Para finalizar este trabalho, veremos alguns exemplos de como a Transformada de
Laplace, a série e a Transformada Fourier, podem ser aplicadas na resolucao de EDPs.
Entretanto, o leitor interessado pode encontrar varias aplicacoes de £, § e da série de
Fourier, em um contexto bem mais amplo, nas referéncias [2], [3], [8] e [11], de onde, alids,
foram extraidos os exemplos deste texto.

Definindo como

C{u(z, )} = /OOO etu(w, )t = Uz, 5),

a Transformada de Laplace de uma fungao de duas varidveis u(z, t), em relagao a varidvel
t, onde estamos tratando x como um parametro, e admitindo que as propriedades vistas
anteriormente se apliquem também a fungoes de duas varidveis. Por exemplo, para o caso

da derivada parcial
L{u} = sL{u(x,t)} —u(z,0) = sU(x,s) — u(x,0).
De forma anéloga, obtemos
L{uy} = s°U(x, s) — su(z,0) — u(x,0). (3.31)

Por outro lado, como estamos fazendo a transformacao com relagao a ¢, admitiremos

3 . « ~ . ~ 2
também que podemos permutar a diferenciacao e a integracao na transformada de %.

(92u o _3t82u > 82 —st

2o &2 22U

Assim

Exemplo 3.5. Vamos encontrar a Transformada de Laplace da equacao da ondcﬂ
Uy, = Uy, com t > 0.

Resolugcao: Temos
L{a*uy, } = L{uy},

que por (3.31) e (3.32) podemos escrever
d2
o’ 5 L{ulz, 1)} = S*L{u(z, )} = su(z,0) = w(z,0),

9A dedugao da equacdo da onda pode ser encontrada na referéncia [2].
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ou ainda
U
a*— — s°U = —su(x,0) — u(x,0). (3.33)

dx?
Observe que considerando s como um parametro em (3.33), temos uma Equacao
Diferencial Ordindrig] (EDO) na variavel z.

Consideremos o seguinte exemplo
Exemplo 3.6. Dada a equacao
Upe = U, O <z <1, £>0.

Sugeita a

u(0,1)
u(z,0)

07 U(l,t)ZO, t>0
(3.34)
0, Uy =senmx, 0<ax <1.
t=0

Vamos tentar resolvé-la usando o que conhecemos sobre a Transformada de Laplace.
Resolugao: Podemos observar que temos a equacdo da onda com a = 1. Assim, apli-

cando a transformada, usando (3.33) e as condigdes iniciais, tem-se

d2
d_ag — 5*U = —sennz, (3.35)

onde U(x,s) = L{u(x,t)}. Por outro lado, as condigoes de contorno sao funcoes de t,

entao devemos calcular também as suas Transformadas de Laplace, o que implica em
L{u(0,t)} =U(0,s) =0 e L{u(l,t)} =U(1,s) =0. (3.36)

Como a equagdo (3.35) estd definida em um intervalo finito, a fung¢do complementar, que

’ ~ A . 2
¢ solucdo da homogénea associada Y — s*U = 0, pode ser representada por
dx ’
U.(x,s) = c; cosh sx + cosenhsz.

Além disso, pelo método dos coeficientes indeterminados, podemos obter uma solucao

particular para (3.35), dada por

1
——senmz.
§2 + 2

Uy(x,s) =
Portanto, juntando estas duas informacoes, obtemos

1
U(z,s) = Uz, s) + Uy(z,s) = ci cosh sz + cosenhsz + 2 e,

Demonstracdes detalhadas de como resolver Equacdes Diferenciais Ordindrias podem ser encontradas

da referéncia [10].
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Como os resultados obtidos em (3.36) sdo condigoes de contorno para a EDO em (3.35),
substituindo U(0,s) = 0, e, em sequida U(1,s) = 0, na expressio acima, sabendo que
senhO =0, e cosh0 =1, tem-se ¢c; = co =0, o que implica em

1
———senmx.
52 + 72

U(z,s) =
Finalmente,aplicando a transformada inversa, lembrando que € em relacao a t, vem

mmﬂzﬁ*{

Usaremos agora o método de Fourier, e comecamos com a série de Fourier, a

1 1 T 1
5 SSenTT o = —senmz L 5 5 ¢ = —senmxsentt.
Gl

s+ ™ 0
partir das seguintes consideracoes.

Suponhamos que uma haste circular delgada, de comprimento L, tenha area A de
segao transversa e coincida com o eixo dos x no intervalo [0, L]. Suponhamos ainda que:
o fluxo de calor dentro da haste se verifique apenas na direcao dos x; a superficie lateral,
ou curva, da haste é isolada, isto é, nenhum calor escapa dessa superficie; nenhum calor é
gerado dentro da haste; a haste é homogeénea, ou seja, sua massa por unidade de volume
p € constante; o calor especifico v e a condutividade térmica k& do material da haste sao

constantes. E possivel mostrar que a temperatura na haste é governada por uma Equacao

Diferencial Parcial (equagao do calox@ que tem a forma

k
Qug =u, O0<z<L, t>0¢e a®=—.
P

Exemplo 3.7. Consideremos uma barra de secao reta uniforme, feita com material ho-
mogéneo, comprimento L e temperatura inicial f(x) em toda ela e com as extremidades
mantidas a temperatura zero para todo tempo t > 0. Se tal barra satisfaz as condig¢oes

expostas acima, entao a temperatura u(x,t)na barra € determinada pela equagao
gy =y, 0<x <L, t>0. (3.37)

Sujeita as condigoes

u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0
(3.38)
u(z,0) = f(z), 0<xz<L.

Resolugao: Vamos usar o método de separagao de Uaridveiﬂ ou Seja, procuremos uma

solugao na forma XT', onde X € funcao apenas de z, e, T € funcdao apenas de t, isto €,

u(z,t) = X(x)T(t).

1A dedugdo da equagao do calor pode ser encontrada na referéncia [2].
12Para ver o método de separagao de varidveis recomendamos referéncia [10].
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Assim, derivando e substituindo em (3.37), obtemos

"

* X (2)T(t) = X(2)T ().

Ou ainda, desde que os denominadores nao sejam nulos

X') T
X(z) a?T(t)

O primeiro membro, depende apenas de x, enquanto o sequndo depende apenas de t, mas
1sto s € possivel se eles forem iguais a um parametro (3, independente de x e de t, ou

seja,
X'(x) _ T
X(z)  a?T(t)

Desta foma, temos as Equacoes Diferenciais Ordindrias

- 8.

1" /

X' (z)—pBX(x)=0,comO0<z<L e T(t)—a*BT(t)=0. (3.39)

Por outro lado, a mossa candidata a solu¢ao u(x,t) = X(x)T(t), deve satisfazer as

condicoes u(0,t) = u(L,t) = 0, isto €,
w(0,t) = X(O)T(H) =0 e u(L,t) = X(L)T(t) =0,V > 0.

Deste modo, devemos ter X (0) = X (L) = 0, pois das igualdades acima, X (0) # 0 implica
em T(t) = 0 para todo t > 0, o que acarreta u(z,t) = 0, e isto nao € interessante, pois
a outra condi¢cdo u(x,0) = f(x), sé serd satisfeita se for f(xz) =0. O mesmo argumento
justifica a imposicio de X(L) = 0. Agora, para a resolugio de X' (z) — fX(x) = 0, hd

trés casos a considerar:
(i) Se B> 0, digamos, B = N2, entdo a solugio é
X (7) = 1™ + cpe .
Dai, aplicando as condigoes X (0) = X (L) = 0, obtemos o sistema

c1+cy= 0
(3.40)
crett + e =0,

cuja Unica solugdo € ¢y = co = 0, o que resulta em X (x) = 0, que ndo nos interessa,

visto que também implica em u(z,t) = 0.
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(i)

(iii)

Se B =0, entio X" (z) = 0 o que implica em X' () = b e X(x) = ba + d, sendo
X(0) = X (L) =0, obtemos novamente X (z) = 0.

Se B < 0, digamos, B = —)\2, usando a férmula de Euler, a solucdo geral da primeira

EDO em (3.39) pode ser escrita como
X (x) = ¢ cos A + cosen)z.

Dai, 0 = X(0) = ¢1c08A0 + cosen\0 = ¢; = 0. Logo 0 = X (L) = cosenL.

Como nao queremos a solucdo identicamente nula, devemos ter sen\L = 0. Mas

nm

isto implica AL = nw, para todo nimero inteiro nao nulo n. Assim, X = "=, como

— = )2, temos os autovalores \, = ;2 , das autofungoes X, () = sen"7*. Logo

Xn(z) = cnsen@.

L

Onde consideramos apenas A, > 0, wvisto que para A\, < 0, as autofuncoes diferem

destas apenas no sinal.

Agora, resolvendo T'(t) — a?BT(t) = 0, obtemos a solu¢io T(t) = ae® ", ou ainda,

sendon =1,2, ...

T.(t) = aye” 12

Portanto, fazendo B, = a,c,, para cada n =1,2,..., temos a func¢ao

—a?n272 nmxr
t
up(z,t) = Bpe™ 17 'sen—.

L
Contudo, devemos escolher o coeficiente B,, de forma que se tenha

nnx

un(z,0) = f(x) = anenT.

Além disso, pelo principio de superposicao, a fun¢ao

2.2 2

= Zun(az t) ZB e 1 sennLLx, (3.41)

deve satisfazer (3.38). Entao, fazendo t =0 em (3.41), temos

u(z, 0) Z anenm (3.42)

Assim, devemos escolher os coeficientes B, de forma que a série em (3.42) seja
convergente para 0 < x < L. Porém, reconhecemos nessa ultima expressao o de-

senvolvimento de meio-intervalo de f, em uma série de Fourier de f, em senos, e,
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sabemos que seus coeficientes sao dados por

2 L
B, = Z/o f(x)sen?dx.

Concluimos entao, que a solugao do problema descrito por (3.37) e (3.38), ¢ dada

pela série

2 o~ —a?n?a? nrx [* nmww
u(z,t) = 7 Z e 12 tsen% f(a:)sen%d:v.
n=1 0

Na resolucao dos préoximos exemplos, omitiremos alguns passos, sempre que estes

forem semelhantes aos utilizados nos exemplos acima.

Exemplo 3.8. Considere uma barra de comprimento L, cuja superficie total (inclusive
seus extremos em x =0 e x = L) € isolada, e tem temperatura inicial f(x). Vamos deter-
minar a temperatura subsequente desta barra. Onde, neste caso, o problema de contorno
¢ dado pela equacao
APy = Uy (3.43)
Sujeita a
u,(0,t) =0, uz(L,t) =0,
(0,2) (1) (3.44)
U(JZ,O) :f(l'), |u(x,t)| < M.

Resolugao: Fazendo uw= XT em (3.43) e separando as varidveis, encontramos

/ "

/ y T X
_ 2 _
XT =o*X T ou 2T - X

Agora, igualando cada membro a constante —\? # 0, obtemos
T +a®NT=0 e X +XX=0,
que resolvendo, tem-se
X =acos x4+ bsen z e T =ce ®,
Assim, pondo A = ac e B = bc, uma solugdo € dada por
—a?)\%t
u(z,t) =e (Acos Az + BsenAz),

que deriwando com relagdo a x e aplicando a condi¢ao u,(0,t) =0, implica em B =0, de
modo que se tem

u(z,t) = Ae=N cos Az
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Entao, usando u,(L,t) = 0, como ndo queremos a solu¢do identicamente nula, devemos

ter sen\L =0 ou A =nm, comn=20,1,2,.... Logo

—a?n?72 nmTxr
t
up(z,t) = Ape” 12 co8 ——, n=20,1,2,..,

que também deve satisfazer a condi¢ao u(x,0) = f(x). Dai, pelo principio de super-

posicao, podemos obter

—a?n?e?,
u(w, :704-2/16 12 cosn—zx.

Assim, de u(z,0) = f(x), fazendo t = 0 na dltima expressao acima, vem

oo
u(z,0) = 24 g A, cos ¥
Mas, da série de Fourier, reconhecemos

9 L
:f/ f(x)COS?dl’, n=0,1,2,..
0

Donde seque que

2

1 [* 1 o~ za?n?s
:Z/ f(:E)d:E+ZZ L2 tCOS@/ f(x coswdx
0 n=1

Exemplo 3.9. (Equag¢do de Laplac@ Suponhamos uma placa quadrada com lados

de comprimento unitdrio, com suas faces isoladas e que tenha trés lados mantidos a
uma temperatura zero, enquanto o quarto lado e mantido a uma temperatura u,. Vamos
determinar a temperatura estaciondria nessa placa.

Resolugcao: Vamos escolher o lado com temperatura uy, com sendo aquele em que y = 1.
Como queremos a temperatura estaciondria u, que nao depende do tempo t, obtém-se a

equacao de Laplace em duas dimensoes.

Uy + Uy = 0. (3.45)

Cujas condigoes de contorno sdao

u(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = 0,

u(w, 1) =uy, |u(z,1)] < M. (3.46)

13Para ver detalhes sobre a Equacio de Laplace recomendamos a referéncia [11].
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Analogamente ao exemplo anterior, fazemos u = XY em (3.45), obtendo
XY+XY"'=0 ou — =——.
igualando cada membro a, —\* # 0, vem
X' +202X=0 ¢ Y -2V =

Entao
X =aj;cos A\x + bisendxr e Y = ascosh \y + basenh\y.

Donde seque que uma possivel solug¢ao é
u(z,y) = (ar cos Ax + bysenAx)(ag cosh Ay + bysenh\y).

Agora, de u(0,y) =0 e u(x,0) = 0, obtemos a3 =0 e ay = 0. E, de u(l,y) = 0 tem-se
A=nm, comn = 1,2,.... Desta forma, vemos que uma solugcao que satisfaz todas estas
condicoes €

up(z,y) = Bpsennmx - senhnmy.

Além disso, para que tenhamos a condi¢io u(x,1) = uy satisfeita, vamos utilizar nova-

mente o principio de superposicdo, para obter a solu¢ao

y) = Z up(x,y) = Z Bysennmx - senhnmy. (3.47)

n=1

Logo, substituindo y =1 em (3.47) vem

u(z,1) =uy = Z[anenhmr]sennﬂx,

n=1
que aplicando a teoria das séries de Fourier, nos fornece

! 2
u1(1l — cosnm
B, senhnm = 2 uisennrwrdr = ( ),
0 nm

donde tem-se
2uq (1 — cosnm)

B, =
nmsenhnm

Substituindo este ultimo resultado em (3.47), concluimos que

[e.e]

2u1 (1 — cosnm)
E —— X = sennnx - senhnmy.
T

nsenhnm
n=1

Vale acrescentar que, como afirma Spiegel (1977), se trata de um problema de Di-
richlet, tendo em wvista que resolvemos uma equacao de Laplace V?u = 0 em relacdo a u

no interior de uma regiago RN onde u € especificado na fronteira de R.

98



Exemplo 3.10. Dada e equagao do calor
Uy = kg, u€R, t>0 (3.48)

sujeita a condigao inicial

1, se |z| <1

u(z,0) = f(z), onde f(z)= (3.49)

0, se |z|]>1.

Vamos tentar encontrar a solugao desta equacao usando a Transformada de Fourier. Vale
observar que este problema pode ser interpretado como a determinacao da temperatura em
uma haste infinita.

Resolugao: Como x percorre o intervalo (—oo,00), firando t > 0, aplicamos a Trans-

formada de Fourier com relacao a x, e definimos

Slu(z, )] = \/LQ_W /_ " i€y (o t)dn = U(E1). (3.50)

Agora, aplicando a transformada na equacgdao de derivadas parciais (3.48), e utilizando a

proposi¢ao (3.4),temos
Blur] = Flkuae] = Uy(€,t) = —kEU (€, 1),

onde usamos também o fato de que pela convergéncia uniforme, tem-se F[u] = 2Fu] =

Ui(&,t). Assim, para cada & fixado, temos a equagao diferencial ordindria

aUu
%(gaﬂ + k§2U(£7t> = 07

cuja solugao é

U(E,t) = Ce ™, (3.51)

Para determinar o valor da constante de integragao, usamos a condi¢ao inicial (3.49), ou

seja, para £ # 0,

1 —e % 4 ¢t

u(x :L Ooe_i@ T :L‘:L le_isxx: =
S0 = —= [ e @t = —= [ e ar - ==L ~v(c)

ou ainda, substituindo este resultado em (3.51), vem

1 2senf

V2r €

U(¢,0) =
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Assim
1 2sen§
ke

U(fﬂf):\/—Q—W ¢

Por fim, aplicando a Transformada de Fourier inversa, obtemos

1 /°° 1 QSenfe
V2 Joso V21 €
= l/ %e’kgt[cos &t + isenét]dé

u(z,t) = ke gkt e

) §
= %/_Z %ekﬁzt cos &tdE + 2% /_Z %eké%senftdf.
Como a ultima integral converge para zero, pois o integrando € uma fun¢ao impar de
&.Temos
(o) = ~ / h &EOS&G—WC@ (3.52)
T J -

Vimos no inicio deste capitulo, a partir da Integral de Fourier, que quando a funcao
f é par, obtemos uma transformada integral cosseno, e quando f é impar, obtemos uma
transformada integral seno, estas integrais sao também chamadas: Transformada cos-

seno de Fourier

@] = [ ) eosgads = F(Q). onde 51FO1= 2 [ FQ) cossade = flo),

e, Transformada seno de Fourier

St = [ flasenade = F0). onde (7] =2 [ F@sengade = fia).

Estas defini¢oes sao pertinentes, pois em algumas aplicagoes é conveniente fazer uso
de tais transformadas, tendo em vista que, se por exemplo, f e f forem continuas, com
| f| integravel em [0,00) e f seccionalmente continua em qualquer intervalo finito. Se
f — oce f — oo quando z — oo, pode-se mostrar que F.[f (z)] = —&2F (&) — f(0)
(observe que se f € £ todas estas condigdes sao satisfeitas). Vejamos uma aplicacao deste

fato.

Exemplo 3.11. A temperatura do estado estaciondrio de uma chapa semi-infinita € dada

por
Upg + Uy =0, 0 <z <m, y>0. (3.53)
Com
u(0,y) =0, wu(my)=e?, y>0,
(3.54)
Uy =0, O<z<m.
y=0
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Determinemos u(x,y). Vamos fazer isto do sequinte modo:
Resolugao: O dominio da varidvel y e a condigcao estabelecida em y = 0, nos indicam

que € uma boa ideia utilizar a Transformada cosseno de Fourier. Assim, definimos

Flu(z,y)] = / " () cos Eydy — Uz, €).

Com base no que mencionamos acima, Feltzs] + Feltyy] = §e[0], se torna

v, v,
@—gU(x,f)—uy(x,O):O, ou @—SU:().

Além disso, o dominio de x € um intervalo finito, entao podemos escrever a solu¢ao desta

EDO como
U(x,€&) = ¢y cosh &z + cosenhl. (3.55)

Aplicando a transformada nas condi¢oes de contorno, ou seja, §.[u(0,y)] = F:[0], assim
como Felu(m,y)] = §cle Y], obtemos
U(0,6) =0 e Ulm €)= ——.
142
Agora, estes dois ultimos resultados aplicados em (3.55), resultam em ¢; = 0 e ¢y =

Wm' Donde seque

senhéx
(14 &2)senhér’

e pela transformada inversa concluimos que

Ulz,§) =

2 [ h
u(z,y) = ;/0 a —i—Szg)siflh&r cosh Eyd¢. (3.56)

Surge, entao o seguinte questionamento: sera que as integrais em (3.52) e (3.56)
podem realmente ser calculadas? Como afirma Zill (2001), em muitos casos a resposta
¢ nao. O autor afirma ainda que uma forma de achar um valor especifico, digamos, da
temperatura u(1,1) em (3.56) é recorrer a integragio numérical”] Em contra partida,
em se tratando do exemplo (3.10), Figueiredo (2014, pg.217), apresenta um exemplo
semelhante, onde a fungdo u(z,0) = f(z) da condi¢do inicial, aparece definida em um
contexto mais amplo, e a existéncia de solucao é garantida, desde que sejam cumpridas

as condicdes do teorema”] abaixo.

1 Ao leitor interessado em detalhes sobre integragao numérica, recomendamos a referéncia [11].
15A demonstragao do teorema (3.10), bem como a do exemplo citado encontra-se na referéncia [3].
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Teorema 3.10. Seja f : R — R uma funcdo seccionalmente continua e limitada.

o2
Entao a expressio u(x,t) = \/ﬁffoooe G f(y)dy, define uma fun¢io u(z,t), C

no semiplano t > 0, que satisfaz a equagao (3.48). Além disso, a condigdo inicial
u(z,0) = f(x), = €R, € satisfeita no sequinte sentido:

lim u(z,t) — %[f(a: +0) + f(a—0)].

t—0t

Em particular, se f for continua, vale lim;_ o+ u(x,t) = f(x).

3.6 Consideracoes Finais

A realizacao deste trabalho contribuiu ricamente para nosso amadurecimento e apro-
fundamento no estudo de alguns dos contetdos da graduacao, em especial da Analise Ma-
tematica, Algebra Linear e Equacoes Diferenciais. Além disso, nos permitiu conhecer um
pouco da teoria de Fourier e da Transformada de Laplace, bem como, suas importancias
e o amplo campo onde estas podem ser aplicadas, o que fomentou o interesse de, em estu-
dos posteriores, nos aprofundarmos um pouco mais neste fascinante universo de pesquisa

cientifica.
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