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Resumo

O presente trabalho trata da exposi¢do das integrais duplas com uma linguagem atrativa para
facilitar a compreensdo desta ferramenta na resolucdo de problemas. Por meio dela faremos
algumas aplicacdes utilizando o cdlculo de dreas, volume, massa, centro de massa, momento
de inércia e outros. Deste modo, nos € essencial o entendimento da sua aplicabilidade na
Matematica, na Engenharia, na Fisica e em outras ciéncias. Logo, temos por propdsito
resgatar, desenvolver e apresentar alguns conceitos fundamentais de Integrais Duplas em
fun¢des de duas varidveis reais através interpretacdes geométricas, algébricas e questdes
comuns para solucionar de um jeito simples. Para a concretizacdo de tais metas utilizamos

pesquisas bibliograficas e graficas com auxilio de livros e softwares matematicos.

Palavras-Chave:Integral Dupla. Area de figuras planas. Volume de superficies. Aplicacio.



Abstract

This paper deals with the exposure of the double integrals with an attractive language to
facilitate understanding of this tool in solving problems. Through it we will make some
applications using area calculation, volume, mass, center of mass, moment of inertia and
others. Thus, it is essential in the understanding of its applicability in mathematics in engi-
neering, physics and other sciences. So we have a way to rescue, develop and present some
fundamental concepts of integrals Doubles in two real variables functions through geometric
interpretations, algebraic and common issues to solve in a simple way. To achieve these goals

we use bibliographic and graphic research with the aid of books and mathematical software.

Keywords: Double Integral. Area of plane figures. Volume surfaces. Application.
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Introducao

Os problemas matematicos relacionados com os conceitos de drea, comprimento e
volume remota ao tempos dos egipcios hd mais de 400 anos, quando problemas como cal-
culo de dreas de campos e volumes de graos comecaram a ter importancia. Ao longo do
desenvolvimento histérico da humanidade e com isso, da matematica, varias barreiras fo-
ram sendo ultrapassadas e com elas muitos conceitos novos concebidos, uma das maiores
descobertos foi a do Calculo Integral criado por Leibniz. Através desta descoberta varias
ferramentas surgiram para contribuir solucionando problemas que até entdo ndo possuiam
respostas.

Podemos destacar entre essas ferramentas a integral dupla que surge a partir da exten-
sdo dos conceitos e propriedades de integral simples, através dela véarios problemas geomé-
tricos foram solucionados, por exemplo problema de dreas e volume, tendo também grande
contribui¢do na fisica possibilitando a solu¢do de problemas envolvendo centro de massa,
momentos de inércia, entre outros.

Este trabalho tem como objetivo geral estudar as integrais duplas, trazendo defini-
coes, propriedades e aplicagdes, mostrando a importancia delas em situa¢des simples.

Deste modo,o trabalho esta organizado em trés capitulos, no capitulo I expomos a
revisdo de integral simples estendida para integral dupla na qual abordaremos a defini¢do e
suas propriedades, além de mostrar a soma de Riemann, as integrais iteradas e os célculos
para resolu¢do das integrais duplas. No segundo capitulo veremos as férmulas de volume e
area com fungdes de duas varidveis que ajudaram a resolver cdlculos de problemas que en-
volvem figuras irregulares e no terceiro capitulo abordaremos os cdlculos de integrais duplas
em coordenadas polares, utilizando a defini¢do de integral iterada para solucionar questdes

em regides polares delimitada por arcos circulares .

12



1 Integral Dupla

Neste capitulo estendemos a no¢do de uma integral definida de uma funcio simples
para fungdes de duas varidveis por um modo natural. Na primeira se¢do faremos uma re-
visdo de integral definida para fun¢des de uma varidvel. Na segunda secdo definiremos as
Integrais Duplas e destacaremos algumas propriedades e € relevante que se tenha conhe-
cimento de algumas defini¢cdes tais como, a integral de Riemann, continuidade, limite e o
Teorema Fundamental do Calculo.

1.1. Revisao da Integral Definida

b
Iniciaremos nosso estudo revisando a constru¢io da integral definida / f(x)dx de

uma fungdo f : [a,b] — R continua definida no intervalo fechado [a,b] no concjunto R dos
nimeros reais tais que f(x) > 0 para todo x € R. Agora, particionando o intervalo, ou seja, di-
vidindo o intervalo [a,b] em n subintervalos escolhendo n — 1 pontos, digamos xj,x2, ..., X,—1
entre a e b sujeitos a seguinte condicdo a < x; < xp < ... < x,—1 < b. Para tornar a notagdo
coerente, consideremos a = xg € b = x;,,.

O conjunto P = {xp,x1,...,x,} é chamado particao de [a,b]. A Parti¢do P define n
intervalos fechados:

[x0,x1], [X1,22], vy [Xn—1,%n]

O subintervalo fechado da forma [x,,—;,x,| ¢ chamado k-ésimo subintervalo de P.
Para cada 0 < k < n escolhemos um nimero 7; no subintervalo [x;_1,xy].

Com isso podemos formar a soma de Riemann:

S=Y f(T)Ax
(=1

onde Ax; = x; — x;—1 € o comprimento do k-€simo subintervalo.

Se || P|| ¢ a norma da particdo considerada (ou seja, o maior dos Axy), entdo:

13
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Figura 1.1.: Subintervalo da forma [x;_1,x;]
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f x)dx = lim f Tk)Axk.
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esta defini¢do independe da particao P considerada e dos pontos 7j escolhidos.

Ly

Figura 1.2.: Soma de Riemann

1.2. Integral Dupla

Consideremos agora uma fungdo z = f(x,y) composta de duas varidveis definida
numa regido fechada e limitada R do plano R?. Toda regido R desse tipo estd contida em

uma regido retangular J.

fx,y)

Figura 1.3.: Regido Fechada e limitada R



Se J € dividida em retangulos por meio de uma rede de retas horizontais e verticais,
ou seja, tragando retas paralelas aos eixos dos x e dos y, os quais terd delimitado os intervalos
fechados em R = [a,b] X [c,d], relativamente, revestimos a regido R por pequenos retangulos.

Note que a cole¢do de todas as sub-regides fechadas retangulares que estdo completa-
mente dentro da regido R constituirdo uma parti¢ao interior P de R. Estas parti¢des interiores
se denotam por R; e sdo enumeradas de R a R,,. O comprimento da maior diagonal de todas
as Ry é anorma ||P|| da particdo. O simbolo AA; denota a drea de Ry, isto é, AA; = Ax;Ayy
¢ a drea do retingulo Ry. Para cada k escolhemos um ponto arbitrdrio (xg,yx) em R;. Com

isso podemos definir as somas de Riemann:

zd R
2= f(x)) »4 :
I )
|
| [
| | v
M L AR ¢
/N VRS K
/| | al
ﬁ-*'r',‘-:' - R .T.-!‘ >
I T X
¥ Ax;..

Figura 1.4.: Grade retangular particionando a regidao R

Definicao 1.1 Seja f uma funcdo de duas varidveis definida em uma regido R, e seja
P = {Ry} uma partigdo interior de R. Uma soma de Riemann de [ para P é qualquer soma

da forma

Y G i) AA, (1.1)

k

em que (X, yr) é um ponto de Ry e AAy é a drea de Ry. A somatoria se estende a todas as
sub-regioes Ri,R3,...,R, de P.

Se tragarmos mais retas paralelas aos eixos dos x e dos y, as dimensdes dos retangulos
tornam-se cada vez menores fazendo a diagonal mdxima dos retangulos na regido R tender
a zero quando n tende ao infinito. Pode-se mostrar que se f é continua em R, as somas de
Riemann tendem para um nimero real L quando ||P|| — 0, independentemente da escolha
dos (xx,yx) nas sub-regides de R;. O niimero L € a integral dupla f(x,y)dA.

Abaixo veremos uma defini¢do matemadtica precisa de um lfmite de somas de Rie-

mann.

Definicao 1.2 Seja [ uma funcdo de duas varidveis definida em uma regido R, e seja L um

ntimero real. A afirmagdo
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lim ) f(xe,y)AAg =L
(1Pl %0;

significa que, para todo € > 0, existe um & > 0 tal que, se P = {Rk} é uma parti¢do interior
de R com ||P|| < §, entdo

Y S yi)AA —L| <e (1.2)

k

para toda escolha de (xi,yi) em Ry.

A definicdo (1.2) afirma que podemos tornar toda soma de Riemann tdo préxima
de L quanto quisermos, escolhendo uma parti¢do interior com norma ||P|| suficientemente
pequena.

Com isso, podemos definir a seguir integral dupla de f:

Definicao 1.3 Seja f uma fungdo de duas varidveis definida em uma regido R. A integral dupla
de f sobre R é

J[ feyda= tim ¥ s (13)

1P| —=0F

desde que o limite exista.
Quando a integral dupla de [ sobre R existe, entdo dizemos [ é integrdvel sobre R.
Prova-se em textos mais avangados que, se [ é continua em R, entdo [ é integrdvel sobre R.

Denotamos a integral dupla de uma fungdo f sobre uma regido R, por

/ /R f(x.y)dA
//Rf(x,y)dxdy.

i) A regido R é denominada regido de integracdo;

ou

Observamos que:

i) A soma (1.1) é chamada soma de Riemann de z = f(x,y) sobre R;

iii) O limite (1.3) deve ser independente da escolha das retas que subdividem a regido
R e dos pontos (xx,yx) tomados nos retingulos Ry.

iv) A existéncia do limite (1.3) depende da fungdo z = f(x,y) e também da regido R.
Em nosso estudo, vamos supor que o contorno da regido R é formado por um nimero finito

de arcos de curvas ’suaves’, isto €, os arcos de curvas nao contém pontos angulosos.



1.3. Interpretacao Geomeétrica

Seja f continua e z = f(x,y) > 0 em toda a regido R. Denotemos por S o grifico de
f e por Q o sélido situado abaixo de S sobre R, conforme figura 1.5.

; Z
ey E e
IR LTI T
Ry o

Figura 1.5.: Regido Fechada

Se Pi(xy, vk, 0) é um ponto na sub-regido Ry de uma particdo interior P de R, entdo
S (xk,yx) € a distancia do plano-xy ao ponto T} em S, diretamente acima de P.

O produto f(xg,yx)AAx é o volume do prisma de base retangular de drea AAy ilus-
trado na figura 1.5 . A soma de todos esses volumes de prismas é uma aproximac¢do do
volume V de Q. Como esta aproximagdo do volume melhora fazendo ||P|| tender para zero,
definimos V como o limite de somas dos nimeros f(x;,yx)AA;. Aplicando a definicdo,

obtemos:

Definicdo 1.4 Seja [ uma fungdo continua de duas varidveis tal que f(x,y) > 0 para todo
(x,y) em uma regido R. O volume V do sélido compreendido entre o grdfico de z = f(x,y) e

acimade R é

V= / /R f(x,y)dA. (1.4)

Observacao 1.1 Se f(x,y) < 0 em toda R, a integral dupla de f sobre R é o negativo do

volume do solido situado acima do grdfico de [ e sob a regido R.

1.4. Propriedades da Integral Dupla

Veremos algumas propriedades das integrais duplas supondo que todas as regides e

funcdes restringidos convenientemente. Desta forma, a fronteira na regido de integracio R é

17



constituida por um niimero finito de arcos com curvas suaves, sem conter pontos angulosos,
logo as fungdes f(x,y) e g(x,y) sdo continuas sobre a regido R. Dessa maneira as integrais

duplas envolvidas tem a garantia da existéncia.

Proposicao 1.1 1) Proposicdo homogénea: Seja K € R temos

/ /R K/ (x,y)dA =K / /R F(x,y)dA.

I1) Proposicdo aditiva:

//R[f(x,y)Jrg(x,y)]dA://Rf(x,y)dAJr//Rg(x,y)dA.

I11) Proposi¢do Comparagdo: Se f{x,y)>g(x,y) para todo (x,y) € R, entdo

//Rf(x,y)dA > //Rg(x,y)dA-

IV) Proposigdo positividade: Se f(x,y) > 0 para todo (x,y) pertencente a regido R, entdo

/ /R Flx,y)dA > 0.

Demonstracdo:
I) Fazendo m(x,y) = K f(x,y) e usando a defini¢do 1.3 segue que

//RKf(X,)’)dA—//Rm(x,y)dA— lim ¥ m(xg, yi) AAg

1PII—0 =}

como m(x,y) = K f(xx,yx), logo:

n

lim m(x,y)AAg
HPHHOKzl

= lim K f (xp, yi ) AAg
||PH—>01(2:"1

n
=K lim f(xk,yk)AAk
[P0 kg’l

_K / /R F(x,y)dA.

Portanto, temos que para qualquer f(x,y) integravel e K constante numa regido R do

R?, segue que:

18
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//RKf(x,y)dA—K//Rf(x,y)dA

IT) Supondo que m(x,y) = f(x,y) £ g(x,y) e usando 1.3 segue que

//[fxy +g(x,g)|dA = // (x,y)dA = lim m(x,y)AAk

1P|=0 g=

com m(x,y) = f(x,y) £g(x,y), logo:
n

lim m(x,y)AAg
1P|=0 g=)

= lim (x,y) £ g(x,y)dA] AA;
IPI%O;

= lim f(x,y)AAr+ lim g(x,y)AA;
|\P\|—>OI;1 1P| = Okz

_ / /R F(x,y)dA + / /R g(x,y)dA

Portanto, temos que para qualquer f(x,y) e g(x,y) integravel numa regidio R do R?,

J[ ey Eeeada = [[ reyaaz [[ gtx.yda

segue que:

III) Como f e g sdo integraveis na regido R, // f(x,y)dA e // g(x,y)dA existem.
R R

//Rf(x’y)dA_//Rg(x’y)dA —//R[f(xay)—g(X,y)]dA.

Seja m a fungdo definida por m(x,y) = f(x,y) — g(x,y), entdo m(x,y) > 0 para todo

Logo,

(x,y) em R, pois f(x,y) > g(x,y) para todo (x,y) em R.

Queremos provar que / m(x,y)dA > 0. Por defini¢do, temos
R

// (x,y)dA = lim meyAA

1Pl —0 g=



n

Vamos supor que / m(x,y)dA = lim m(x,y)AA; =L < 0.
HPH%OK 1

Para € = —L, existe um 0 >0, tal que se ||P|| < d, entdo

n

Z xyAAk—L

< —L.

n n
Porém, Z m(x,y)AAy — L < Z m(x,y)AAx —L|.
K=1 K=1

Segue,das duas expressdes acima,que se ||P|| < J, entdo:

n
Z (x,y)AA, — L < L———>meyAAk<0
k=1 K=1

No entanto essa afirmativa é impossivel, pois m(x,y) é sempre nao negativo e

AAj > 0; assim temos uma contradi¢cdo a nossa hipdtese. Assim sendo, segue que
/ m(x,y)A; > 0.
R

Como m(x,y) = f(x,y) — g(x,y), temos que:

//Rm(X,y)dA—//R[f(x,y)—g(x,y)]dA_//Rf(x,y)_//Rg(x,y)dAZO‘

Portanto, para qualquer f(x,y) e g(x,y) integriavel numa regiio R de R? , onde

F(6,3) > g(x,y), segue que:

/ /R J(x,y)dA > / /R g(x,y)dA

IV) Queremos provar que / f(x,y)dA > 0. Por defini¢do, temos:
R

//fxya’A lim foy

I1Pl=0g=1

Vamossuporque//fxya’A—”IlJl”m foyAAk—L<0
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Para € = —L, existe um § > 0, tal que se ||P|| < J, entdo:

n

Z f(xay)AAk —L

K=1

< —L. (L1.5)

Além disso, temos:

n

Z f(xay)AAk_L <
K=1

n

Z f(xay)AAk_L

K=1

. (1.6)

Se ||P|| < & entdo de 1.5 e 1.6, obtemos:

n

Y fey)AM—L<—L=Y f(x,y)Ad <0.
K=1 K=1

Todavia essa afirmativa é impossivel, pois f(x,y) é sempre ndo negativo e AA; > 0;

assim temos uma contradi¢do a nossa hipétese. Assim sendo, segue que

/ /R F(x,y)dA > 0.

1.5. Integral Iterada

Em alguns casos determinar o valor da integral dupla diretamente a partir da defini¢cdo
1.1 € quase impossivel, ou seja, ndo ¢ um modo pratico de se calcular. Se R é uma regido R,
ou Ry, a integral dupla pode ser obtida por meio de duas integrais sucessivas, onde cada uma
delas envolve apenas uma varidvel independente .

Suponha que f seja uma funcio continua em uma regido retangular fechada R do tipo
exposto na imagem abaixo. Ver-se em célculo avancado que a integral dupla [[, f(x,y)dA

pode ser resolvida através de uma integral iterada dos tipos abaixo:

b[ pd
D / [ / f (x,y)dy} dx, inicia-se uma integracao parcial relacdo a y, considerando x
a C
como constante. Colocando y pelos limites de integracdo ¢ ¢ d da maneira usual, obtemos

uma expressao em x, que € iterada de a a b.

dr b
1) / { / f(x, y)a’x} dy, neste caso, primeiro efetuamos uma integracio parcial em
C a

relagdo a x, considerando y como constante. Apds substituir x pelo limites de integragdo a e

b, integramos a expressao resultante em y de c a d.



22

MAY @ Ay
Regido R, Regiao R,
R o7l et
y=g(x) ’> x=h(y)
x=h(y)
= L y=g(x)
3 Gifsa m o T R
a b X F

Figura 1.6.: Integrais iteradas

Costuma-se abreviar a notacdo para as integrais iteradas retirando os colchetes, con-

forme definiremos a seguir:

Definicdo 1.5 1)/; /Cd f(x,y)dydx = /ab {/cdf(x,y)dy] dx

2/ ‘ / e y)dxdy = / ‘ [ / h f(x,y)dx} dy

Observe que a primeira diferencial a direita do integrando f(x,y) pela defini¢do 1.5
especifica a varidvel da primeira integracdo parcial. O primeiro sinal de integral a esquerda
de f(x,y) indica os limites de integracdo para aquela varidvel. Assim, ao resolver uma

integral iterada, solucionamos primeiro a integral interna.

Exemplo 1.1 Encontre o valor da integral / / x?ydA, onde R=[0,3] x [1,2].
R
Solugdo:

Conforme a definicdo 1.5(1), a integral é igual a

3,22 L1012 37,40 51
—/0 <x27—x23>dx—/0 (xzi—x2§>dx

Exemplo 1.2 Ache o valor da integral // x*ydA , onde R=[1,2] x [0,3].
R
Solucgdo:
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De acordo com a defini¢cdo 1.5(2), a integral é igual a

//:xzydA—/l2 {/03x2ydx} dy—/12 {’?K@
o e
- [owar= [9—;2}1

36 9 27
=3 —3=3 =135

Observacao 1.2 O motivo dos exemplos acima da defini¢do 1.5 das integrais iteradas serem
iguais ndo é acidental, pois se [ é continua, entdo as duas integrais iteradas sdo sempre

iguais.

Definicao 1.6 Definicdo de integrais iteradas

b rga(x) bl rex)
I) / / S (x,y)dydx = / [ / f(x,y)dy] dx
a Jg(x) a [Jgi(x)
d rho(y) d[ rh(y)
D [ sy =[] 77 reessas]ay
c Jh(y) ¢ hi(y)

De acordo com a defini¢do 1.6 primeiro operamos uma integrac¢do parcial em relagao
ay, e entdo substituimos y por g>(x) e g1 (x) na maneira usual. Integramos entdo a expressao
resultante em x de a a b. Na definicdo 1.6(Il), integramos primeiro em relacio a x e entdo,
apds trocar x por hp(y) e hy(y), integramos a expressdo resultante em relacdo a y de ¢ a
d. Bem como vimos na defini¢do 1.5 para regides retangulares, que opera a integracdo da

integral interna em primeiro.

Exemplo 1.3 Encontre

2 pr2x 3
/0/2 (x” +4y)dydx.
X

Pela definicdo 1.6(1) a integral é igual a

Solucgdo:

- 2x

/02 ij <x3+4y>dy} a’x—/oz [x3y+4<§>_x2dx

2 20\ 2 N2
—/ B2 — (X% +4. il )| dx
0 2 2




2
= / (2x* +8x? —x® — 2x*)dx
0

612

2 8x3  x
_ &2 — Dy — 28 %
/O(x x)dx 3 g

0

Exemplo 1.4 Ache

2 2
/ / 2ycosxdxdy.
1 /g

Pela definicdo 1.6(11), a integral é igual a

3[ 2 3 e
/ / 2ycosxdx dy:/ Zy[senx] dy

1 z 1 x

3 ) 1

:/ 2y<seny ——>dy
1 2
3
= / (2yseny” —y)dy
1

3
1 2
- {_cosyz_ﬂ
1

1
= <—cos9—%) — (—c0s1—§> = —2,55.

Agora veremos a afirmacao através do teorema que se a regido R € uma regido R, ou

Solugao:

Ry, entdo / / f(x,y)dA pode ser calculada por meio de uma integral iterada.
R

Teorema 1.1 Teorema para o cdlculo de integrais duplas

I)Seja R a regido Ry da figura 1.6(i). Se f é continua em R, entdo
b rg(x)
/ / f(x.y)dA = / / J(x,y)dydx
R a Jgi(x)

I)Seja R a regido Ry da figura 1.6(ii). Seja f é continua em R, entdo

J a7 rieyasas
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Para regides mais complicadas, dividimos R em sub-regides R, ou Ry, aplicamos o
teorema 1.1 a cada uma e somamos os valores das integrais resultantes.

Em textos de calculo avangado pode-se encontrar a demonstra¢do do teorema 1.1. A
exposicao intuitiva seguinte torna plausivel o resultado, ao menos para fung¢des com valores
ndo-negativos. Suponhamos f(x,y) > 0 em toda a regido R, ilustrada na Figura 1.6(i). Sejam
S o grafico de f, Q o s6lido sob S e sobre R e V 0 volume de Q. Consideremos o plano que
¢ paralelo ao plano yz e intercepta o eixo x em (x,0,0), com a < x < b, e seja C o trago de S
neste plano (ver Figura 1.7 ). Este plano intercepta as fronteiras de R—y = g1 (x) e y = g2(x)
em Py (x,81(x),0) e Po(x,g2(x),0).

Figura 1.7.: Area de uma sec¢do transversa

Pelo teorema do apendice A.1, sabemos que a drea A(x) desta porgdo do plano xy é

82(x)

A(x) = / f(x,y)dy.
81(x)

Como A(x) € a drea de uma secgdo transversa tipica de Q, assim procede de acordo

com a defini¢do de volume por sec¢des transversas do apendice A.2 que é:

b b rg(x)
V—/ A(x)dx—/ /() S (x,y)dydx.
a a Jgi(x

Levando em conta que V também € dado pela definicdo 1.4, obtemos a férmula de
calculo da parte(I) do teorema(1.1). Discussdo andloga vale para a parte(Il).
Para calcular aplicando o teorema 1.1 na integral dupla, é necessario representar um

esboco da regido R e delimitar as suas fronteiras.Veremos a seguir exemplos de aplicacio:

Exemplo 1.5 Seja R a regido do plano xy delimita pelos grdficos de y = x* e y = 2x. Calcule
/ / (x* 4 4y)dA aplicando:
R

a) o teorema 1.1(I)
Solugdo:
A Figura 1.8 exibe a regido R. Note que R é tanto uma regido R, como uma regido

Ry. Encaramos R como uma regido R, com fronteira inferior y = x? e fronteira superior
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f(2,4)

Figura 1.8.: Regido de integracdo

y=2x, com 0 < x < 2. Tracamos um segmento vertical entre essas duas fronteiras para in-

dicar que a primeira integracdo é em relacdo a 'y (da fronteira inferior a fronteira superior).

2 r2x
/ / (2 +4y)dydx.
0 Jy

P . - 32
Pelo Exemplo 1.3 , sabemos que a uiltima integral é igual a = .

b)o teorema 1.1(11)
Solugdo: Para aplicar o teorema 1.1 (1), encaramos R como uma regido R, e resolvemos

v

44

Figura 1.9.: Regido de integracio
cada uma das equagoes dadas em relacdo a x em temos de y, obtendo

x:%ex:ﬁ,0§y§4.

O segmento horizontal da Figura acima se estende da fronteira esquerda a fronteira

direita, indicando que a primeira integracdo é em relacdo a x. Pelo Teorema 1.1(11),
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Exemplo 1.6 Seja R a regido delimitada pelos grdficos das equacdes y = /X,y = /3x — 18
ey=0. Sef é uma funcdo continua arbitrdria em R, expresse a integral dupla / / Sf(x,y)dA
R

em termos de integrais iteradas utilizando apenas:

a) o teorema 1.1(I)

Solugdo:

Figura 1.10.: regido delimitada pelos graficos das equacdes

Os grdficos de y = \/x e y = \/3x— 18 sdo as metades superiores das pardbolas
y?> =x e y? =3x— 18. A regido R estd esbocada nas figuras (1.10) e (1.11).

Se quisermos utilizar apenas o teorema 1.1(1), entdo é necessdrio empregar duas
integrais iteradas, porque, se 0 < x < 6, a fronteira inferior da regido é o grdfico de y =0,
se 6 < x <9, a fronteira inferior é o grdfico de y = \/3x — 18. (O segmentos verticais na
Figura 1.10 se estendem da fronteira inferior a fronteira superior de R.)

Se R denota a parte da regido R compreendida entre x =0 e x = 6 e se Ry denota a

parte entre x =6 e x =9, entdo tanto Ry como Ry sdo regioes R,. Logo,

//Rf(x,y)dA—//le(x,y)dAJr//sz(x,y)dA_

/06 /0 ﬁf (x,y)dydx + /6 ’ /\/\3/% f(x,y)dydx.

b)o teorema 1.1(11)
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Figura 1.11.: regido delimitada pelos graficos das equacdes

Solugdo:
Para aplicar o teorema 1.1(1l), devemos resolver em relagdo a x cada uma das equagoes
dadas em termos de y, obtendo
2 2
18 1
x:yzex:y 43_ :%+6, 0<y<3.

O segmento horizontal da Figura 1.11 se estende da fronteira esquerda a fronteira

direita. Neste caso, e suficiente apenas uma integral iterada, pois R é uma regido Ry. Assim,

y2

/ /R S(x,y)dA = /O 3 /y 2(3)+6 F(x,y)dxdy.

Ap6s expor os exemplos acima com certas integrais duplas sendo resolvidas, seja por
(D) ou por (II) do teorema 1.1. Geralmente, a op¢do da ordem de integracao dydx ou dxdy
depende da forma de f(x,y) e da regiio R. As vezes, é extremamente dificil, ou mesmo
impossivel, calcular uma integral dupla iterada. Todavia, invertendo a ordem de integracio
de dydx para dxdy, chega-se a uma integral dupla equivalente que pode ser calculada com

facilidade, se f for continua.
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2 Area e Volume da Integral Dupla

Neste capitulo analisaremos as diversas situacdes envolvendo cédlculo de dreas e volu-
mes com integral dupla. Dessa forma vamos mostrar uma forte ferramenta matematica para
solucionar problemas de dreas e volumes irregulares que nao possuiam até entdo respostas,
a qual proporcionou um grande avan¢o e contribui¢@o para vdrias ciéncias que necessitavam

de uma ferramenta para o seu crescimento.

2.1. Volume

Vimos que se uma fungdo f(x,y) > 0 e se f é continua, entdo o volume V do sélido

compreendido sob o gréfico de z = f(x,y) e sobre uma regido Ry do plano xy é dado por

V= /A dx-// S (x,y)dydx.
81

em que A(r) é a drea de uma subdivisdo transversa tipica do sélido. Assim a férmula do
volume de subdivisdes transversais € aplicado pela defini¢do volume por sec¢des transversas
do apendice A.2,

b
V—/ A(r)dx = lim Y A(T;)Ax
a

1Pl|—=0F

em que P é uma parti¢do do intervalo |a,b], T; € um niimero arbitrdrio no k"’ pertencente
ao subintervalo [xg_1,x;] de P e Axy = x; — xx—1. Sendo A(T;)Ax; o volume de uma lamina
L como face paralela ao plano yz e base retangular de largura Ax; no plano R?. Assim, o

volume V € o limite de uma soma de volumes de tais laminas.

Ao observamos a figura 2.1, vemos que f(xk,y;)Ay;jAxx é 0 volume de um prisma
de drea de base Ay;Ax; e altura f(x,y;). Quando fixamos x, somamos os volumes dos
prismas na dire¢do do eixo y, para conseguir assim o volume da lamina visto na primeira

ilustracdo 2.1(i) . Os volumes de todas essas laminas sdo entdo somados na dire¢do do eixo
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z=f(xy) z=f(x,y)

fsv)
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y

Figura 2.1.: Volume de 1aminas

x. Em certo sentido, a integral iterada toma limites quando as bases dos prismas tendem
para pontos. Por meio desta interpretacdo torna-se facil compreender a aplica¢cdo de integral
dupla. Para destacar este ponto de vista, por vezes expressamos o0 volume como segue, em

que ||P|| é o comprimento da maior diagonal das bases do prisma.

Definicao 2.1 Volume como limite de somas duplas :

b rg2(x)
V= lim Y Y /(e y)AyjAr, = / / ) S
a Jg

1PII=05" 1(x

2.2. Area

Ao calcular as dreas podemos também considerar os limites de somas duplas. Ini-
ciamos denotando a integral dupla / / 1dA por / / dA. Se R ¢é a regido Ry, entdo, pelo o
R R

teorema de integral iterada,

b () b e ’
Jfyaa= [ [ e [ b= et gl

0 que, de acordo com o teorema A.l do apendice, € igual a drea A de R. Férmula andloga
vale se R € uma regido R,. Tudo isto € também evidente pela defini¢do de Integral Dupla,
pois se f(x,y) =1 em toda a R, entdo a soma de Riemann da definicdo 1.1 é uma soma de
dreas de retangulos em uma parti¢éo interior P de R. Quando a norma ||P|| tende para zero,
esses retangulos cobrem mais e mais a regidao R, e o limite € igual a drea de R. Podemos
utilizar uma integral iterada para achar uma drea considerando como limite de somas duplas
de maneira andloga ao caso de volume. Especificamente, tal como na definicdo de volume
como limite de somas duplas 2.1, com f(x,y) = 1, temos o seguinte resultado.

Definiciio 2.2 Area como limite de somas duplas:
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b rga(x)
A_//a’A_// dydx = lim Ay Ax
R o Jaw @ |P||+0ZZ il

Para facilitar a compreensdo do conceito 2.2 faremos uso do método intuitivo para

memorizar de acordo com:

Definicao 2.3 As diretrizes para achar a drea de uma regido R, por meio de uma Integral

Dupla

1) Esbogar a regido, conforme figura 2.2 e exibir um retdngulo tipico de dimensoes dx e dy.

82(x)
1I) Mantendo x fixo, encarar / como um operador que soma os elementos de drea dydx
o . Ja) o : : N
na mesma diregcdo do eixo y, da fronteira inferior para a fronteira superior. A expressdo

82(x)
{ / dy] dx representa d drea do retdngulo vertical.
g1(x)

b g2(x)
111) Aplicar o operador / a {/
a 81(x)

dreas dos retangulos verticais no item I, de x = a a x = b.

dy] dx, o que equivale a tomar um limite de somas de

ALY

Figura 2.2.: Area de uma regido R,

E necessdrio informar que as aplicacdes da definicio 2.3 a uma regidio R, ocorre no primeiro
momento na integracdo em relacdo a y, e a segunda em relacdo a x. Assim conseguimos
normalmente adquirir a drea da regifo da figura 2.2 pelos métodos da secdo. O motivo de
utilizarmos uma Integral Dupla € para adquirir pratica em lidar com limites de somas duplas.
Este semelhante processo serd empregado em problemas que ndo podem ser resolvidos por

métodos de uma variavel.

Exemplo 2.1 Encontre a drea A da regido do plano xy delimitada pelos grdficos de 2y =
16—x*ex+2y=4.
Solucdo:
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Seguindo a definicdo 2.3 no item I, esbocamos a regido e um retangulo tipico de drea

dxdy, segundo a figura 2.3(i) . Resolvemos as equacdes em relacdo a 'y em termos de x e

: : lx . :
rotulamos as fronteiras da regido y =2 — — e y =8 — ——. Tal como no item II, a integra¢do

2 2

i i
/ dydx — / dy| dx.
2 -3

_X
2

parcial

representa a soma dos elementos de drea dydx da fronteira inferior até a fronteira superior.

Isto nos dd a drea do retdngulo vertical na figura 2.3(ii).

(i) (i)

Ay AY
|
\

Figura 2.3.: Area do Retangulo vertical

4
Finalmente, utilizando o item IlI, aplicamos o operador / , 0 que equivale a tomar
-3

um limite de somas desses retangulo verticais de x = —3 a x = 4:

32

2
4 8% 4 g 2 4 x? X 343
A= - Tdx— _x —(2——> 2986
_3/2_ dydx /_3[}7]2z dx /_g [(8 2) 3 ]dx 3 8.6

Veremos a seguir diretrizes semelhantes a defini¢do 2.3 para regides Ry

Defini¢ao 2.4 Diretrizes para achar a drea de uma regido R, por meio de uma integral

dupla.

1) Esbogar a regido, como na figura 2.4(i) , e exibir um retdngulo tipico de dimensdes dx e
dy.

ha(y)

Il) Mantendo y fixo, encarar / como um operador que soma os elementos de drea
hi(y)

dydx na direcdo do eixo x, da fronteira esquerda para a fronteira direita. A expressdo

ha(y)
{ / dx] dy representa a drea do retdngulo horizontal na figura 2.4(ii).
hi(y)

d ha(y)
IIl) Aplicar o operador/ a {/
c hi(y)

dreas dos retangulos horizontais no item Il, de y =ca y = d.

dx] dy, o que equivale a tomar um limite de somas de



M Ay i 4y

Figura 2.4.: graficosdex =y3, x+y=2ey=0

Quando aplicado a defini¢do 2.4 na regido R, vemos que a integra¢do da primeira va-
ridvel é em relacdo a x e em seguida em relacdo a y. Vamos cacular por meios das definicdes

citadas neste capitulo:

Exemplo 2.2 Ache a drea A da regido do plano xy delimitada pelos grdficos de x = y°,
x+y=2ey=0.
Solugao:

(M

x+y=2

Figura 2.5.: Retangulo de area dxdy

Na imagem acima hd um esbog¢o da regido, juntamente com retdngulo de drea dxdy.

Tal como na Defini¢do 2.4, a integragdo parcial

2-y 2—y
/g dxdy:{/3 }dy
y y

representa a soma de elementos de drea dxdy da fronteira esquerda para a fronteira direita.

Isto nos dd a drea do retangulo horizontal da figura 2.6.

1
De acordo com o item 3 da definicdo 2.4, aplicamos o operador / , 0 que equivale
0

a tomar um limite do somas desses retangulos horizontais de y=0ay = 1:

12—y L 1 5 5
A—//dA—/ / dxdy—/ [x] 3ydy—/ 2—y—y)dy=-.
R 0 Jy3 o Y 0 4

Poder-se-ia também achar a drea aplicando o teorema 1.1; entretanto, em tal caso,

seria necessdrio dividir R em duas partes por meio de uma reta vertical por (1,1). Teriamos
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Figura 2.6.: Retangulo de area

entdo:

1 3y 3 p2-x
A—/ / dydx+/ / dydx.
0 Jo 1 Jo

Exemplo 2.3 Calcule o volume V do solido do primeiro octante delimitado pelos planos
coordenados, paraboloide 7 = x> +y* + 1 e pelo plano 2x+y = 2.

Solugao

De acordo com a imagem 2.7(i), o sélido estd abaixo do paraboloide e acima da
regido retangular R do plano xy delimitado pelos eixos coordenados e a reta y = 2 — 2x.
Pela definicdo 2.1, com f(x,y) = x> +y* + 1,

V—//R(x2+y2+1)dA.

Podemos interpretar esta integral como um limite de somas duplas, e calculd-la uti-

lizando as diretrizes 2.3. Representando dA por dydx, entdo

(x* +y% + 1)dydx.

representa o volume do prisma ilustrado na figura 2.7(i). A figura 2.7(ii) mostra a regido
do plano xy e um retangulo correspondente a seguinte integracdo parcial em relacdo a y

(mantendo-se x fixo):

2—x 2—x
/0 (x2+y2+1)dydx: {/0 (x2+y2—|—1)dy dx.

Esta formula representa a soma de volumes de prismas (x2 +y% + 1)dydx na direcdo

paralela ao eixo y e dd o volume de uma lamina cuja face é paralela ao plano yz. Finalmente,

1
aplicamos o operador / , isto €, tomamos um limite de somas desses volumes laminares de
0
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AZ (ii) A Y
Z— vy

Figura 2.7.: Volume do prisma ilustrado

x=0ex=1. Assim,

1 2—2x
V—/ V (x2+y2+1)dy] dx
0 0

1 y3 2—2x
0 3 0

14
/( x+10x—10x+3>d

[ -7 4 14} 11
— — 53+ = —.
6" 0

3 6

Podemos também achar V integrando primeiro em relacdo a x, a integral iterada

toma entdo a forma

9 a2
vz/ / (2432 + 1) dxdy.
0 JO

2.3. Densidade de Integrais Duplas

Vamos considerar uma sub-regido retangular R; que contenha o ponto P e tenha drea

AAg. Neste caso, a densidade de massa por drea em P(x,y) é definida por

Definicao 2.5 As unidades de

para uma lamina de formula:

Amk
o(x, lim
)= [[AAL[|—0 AAk

o(x,y) sdo massa por unidade de drea, como Kg/m* . Vale

m= //Rc(x,y)dA
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Figura 2.8.: Densidade da massa por drea

Exemplo 2.4 Uma lamina tem a forma de um tridngulo retangulo isosceles com lados iguais
de comprimentos a. Calcule a massa, se densidade de massa por drea em um ponto P é

diretamente proporcional ao quadrado da distdancia de P ao vértice oposto a hipotenusa.

AY

xX+y=a

(% Yo .

=Y

Figura 2.9.: Triangulo isdsceles

Solugd@o: ¢é conveniente introduzir um sistema coordenado como o da Figura 2.9, com o
vértice na origem e a hipotenusa do retdngulo ao longo da reta x +y = a. A figura exibe
também um retdngulo tipico Ry(de drea Ay) de uma particdo interior com um ponto(xy, yi)
no retdngulo. Por hipdtese, a densidade de massa por drea em (x,y) é 6(x,y) = k(x> +y?)

para uma constante k. Pela defini¢cdo 2.5 e o teorema 1.1, a massa é

a a—Xx
m— / / k(2 +2)dA = / / k(2 42 )dydx
R 0 JO
a—Xx

—k/ {x y+—}0 dx
:k/oa [xz(a—x)%(a—xf} dx.

A dltima integral é igual a ”“‘ .



A seguir uma quantidade tal como massa ou carga elétrica distribuida de um modo
continuo, uniforme ou ndo, sobre uma por¢do do plano xy. Representamos esta funcdo ¢ de
duas varidveis como uma densidade para estas duas distribuicdes dimensionais se, para toda

regido admissivel R no plano xy, / / 6(x,y)dxdy da a soma da quantidade contida em R.
R

(Ln

Figura 2.10.: Carga elétrica

Exemplo 2.5 A carga elétrica é distribuida sobre a regido R triangular da Figura 2.10,

visto que a densidade de carga em qualquer ponto (x,y) em R é dada por
_ 2 2 2
o(x,y) = (x—x7)(y—y°)Coulomb /cm~.

Encontre a soma total de carga elétrica na regido R.

Solucdo: A carga total na superficie R é dada por

o[ [iersrme [ o) (2-2)
= ——coulomb.

1 x3 5)C4 .XS X4 x5 x6 1
T V= (o
/o<2 6+3>x <8 6+18>0 7

Agora, suponha que uma quantidade de carga elétrica € distribuida sobre uma regido

R no plano xy e que G € a sua funcdo de densidade. Escolha um ponto (a,b) na regido
R e considere a pequena drea retangular AR na Figura 2.11 como o centro em (a,b) com
dimensdes Ax e Ay, e com drea AA = Ax.Ay. Se Aqg representa a soma da quantidade contida
na regido AR, entdo

Ag = //AR G (x,y)dxdy.

Se 6 é continua e Ax e Ay sdo muito pequenos, entdo o valor de 6(x,y) é préximo do

pr
valor de o(a,b) para todos os pontos (x,y) dentro do retdngulo AR; isto é,6(x,y) =~ 6(a,b)
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AR

\
\
(a.h)e ‘ Ay

Ax

Figura 2.11.: Exemplo

para todos os pontos (x,y) em AR.

Portanto, parece razodvel que

Ag = // xydxdyN// (a,b)dxdy = Gab// dxdy,

ja que 6(a,b) é uma constante. Note que [ pdxdy = AA = Ax.Ay; logo,

Aq = 6(a,b)AA = o(a,b)AxAy.

Portanto,

presumivelmente com uma aproximac¢ao muito melhor a medida que Ax e Ay sdo suficien-
temente pequenos. Consequentemente, a densidade 6(a,b) nos pontos (a,b) pode ser inter-
pretada como o valor limite da soma de quantidade por unidade de drea em uma pequena

regido AR em volta do ponto (a,b) quando AR "tende a zero". Em outras palavras,

d
o(a,b) = d—Z oudq = c(a,b)dxdy.

Podemos interpretar a tltima férmula como dando a quantidade "infinitesimal"dq de

matéria contida em um retangulo infinitesimal de dimensdes dx e dy, com centro no ponto
(a,b).

2.4. Momentos e Centros de Massa

Vamos utilizar integrais duplas para estender os conceitos de uma lamina ndo-homogénea
L que tenha a forma de uma regido R do plano xy. Se a densidade de massa por drea no ponto
(x,y) é 6(x,y) e 6 ¢ uma funcdo continua em R, entdo, pela a defini¢cdo 2.5, a massa m de L
¢ dada por



A

Figura 2.12.: Momento 1amina

Seja uma parti¢do interior P = Ry de R e, para cada k, seja (xx, yx) um ponto arbitrério
de R. Como ¢ é continua , uma pequena variagdo em (x,y) acarreta uma pequena variagao
na densidade o(x,y), isto é, 6 é quase constante em Ry. Logo, se ||P|| — 0, a massa Amy
que corresponde a R; pode ser aproximada por &(xi,yi)AA; em que AAy € a drea de Ry.
Admitindo a massa Amy, concentrada em (xg, yx ), entdo o momento deste elemento de L em

relac@o ao eixo x é o produto y,G(xx, yx)AA;. Como a soma dos momentos Z VO (X, yi ) AA,
k
deve aproximar-se do momento da lamina, definimos o momento M; de L em relagdo ao

€iX0 X como seguc:

= lim ) yi0(xp, yo)AAg = //)’6 x,y)d

1PI|—07F

Da mesma forma, o momento M de L em relacdo ao eixo y é

M, = lim X160 (Xg, Vi AAk—//xny
||P||—>OZ

Tal como na definicdo A.3 do apéndice, definimos o centro de massa (ou centro de
. . M
gravidade) da 1dmina como o ponto (X, ) tal que ¥ = —,y = —.

m m
Definicao 2.6 Seja L uma lamina com a forma de uma regido R do plano xy. Se a densidade
de massa por drea em (x,y) € 6(x,y) e se G é continua em R, entdo a massa m, os momentos

My e My e o centro de massa (X,y) sdo

(D) m— / /R o(x, y)dA
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(II) M, — / /R VG(x, y)dA, My, = / /R xo(x, y)dA

7 — My _ ff xG(x,y)dA - M, o ff yG(x,y)dA
= = Teoles)dd ™~ m ~ [feolr.y)dA

Se L é homogénea, entdo a densidade de massa por drea 6(x,y) é constante ¢ pode
ser cancelada em 2.6(III).

Assim, como na defini¢cdo de volume de um disco circular A.4 do apéndice, o centro
de massa de uma lamina homogénea depende apenas de sua forma; (X,y) é o centroide da
regido R.

Exemplo 2.6 Uma lamina tem a forma de um tridngulo retdngulo isosceles com lados iguais
de comprimento a. A densidade de massa por drea no ponto P ao vértice oposto d hipote-
nusa. Ache o centro de massa.

Figura 2.13.: Tridngulo isésceles

Solugdo:
A lamina é a mesma que a do Exemplo 2.4 da definicdo 2.3, em que colocamos

o tridngulo conforme a figura 2.13. Utilizando a densidade de massa por drea 6(x,y) =

1k
k(x* +y?) obtivemos m = Ta. Pela defini¢cdo 2.6((I1),

ka®
My—//xk 24 y)dA = // P )dydx = <

Pela definicdo 2.6(111);

5
_ —”fg _ 2a
YT at T 5
6
lka® _  2a . )
Analogamente, M, = T ey= 5 Assim , o centro de massa que é ponto de

2a 2
equilibrio da lamina é <?a, g) .
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Exemplo 2.7 Uma lamina tem a forma da regido R do plano xy delimitada pela pardbola
x=y? e a reta x =4. A densidade de massa por drea no ponto P = (x,y) é diretamente

proporcional a distancia do eixo 'y a P. Ache o centro de massa

Figura 2.14.: Ponto de equilibrio

Solugdo:

A Figura 2.14 ilustra a regido. Por hipdtese, a densidade de massa por drea em (x,y)
¢ 6(x,y) = kx para uma constante k. Segue-se da forma de G e da simetria da regido, que
o centro de massa esta sobre o eixo x, isto é, y = 0. Pela definicdo (2.6)(1) e integrando

primeiro em rela¢do a x, conforme indicado pela linha de retangulos na Figura, temos

2 4 2 1127 1k [2 128k
m—//kdi—k/ / xdxdy—k/ {i} dy=— [ (16—yHdy=—=.
R —2Jy? 2| 2 32 2 J 5
Pela definigcdo (2.6)(11),
2 4, 2 1137 1k [2 ; 512k
My—//x(kx)dA—k/ / xa’xdy—k/ {—] dy=— [ (64—yO)dy= 2",
R —2Jy2 23 |p 3/ 7

Consequentemente,
_ My 512k 5 20
e

20
Logo, o centro de massa é (7,0> .

Definicao 2.7 Inércia é uma propriedade geral da matéria. Considere um corpo ndo sub-
metido a agdo de forcas ou submetido a um conjunto de forcas de resultante nula, nesta

condigdo esse corpo ndo sofre varia de velocidade.
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Eixo de
rotacao

Figura 2.15.: superficie de evolucdo

Os momentos M, e M, na defini¢do 2.6 sdo também chamados primeiros momentos
de L em relac¢do aos eixos coordenados. Tomando os quadrados das distancias dos eixos
coordenados, obtemos os segundos momentos de inércia I, e I, em relacdo ao eixo x e ao
€ixo y, respectivamente. Ao adicionar Iy = I, + 1, € 0 momento polar de inércia, ou momento
de inércia em relacdo a origem. Na formula seguinte, Iy pode ser obtido como limite de uma
soma, utilizado-se o quadrado da distancia da origem a(xy, yx) na figura 2.15.

Definicao 2.8 Momentos de inércia de uma lamina

(I)I = lim ykZG Xks Vi AAk = //yz(f X,y dA
IIPII%O; ( ) R &)

() I, = lim Y x.°c Xies Vi AAk://xzc x,y)dA
”P|HO§ (%%, V) | X oY)

() I = Tim Y (52 + 3 2)0 (e, yi )M = / / (2 +%)0(x,y)dA
1Pl =04 p

Exemplo 2.8 Uma lamina tem a forma semicircular da figura 2.16. A densidade de massa
por drea é diretamente proporcional a distdncia do eixo x. Ache o momento de inércia em

relacdo ao eixo X.

LY

Figura 2.16.: semi-circulo

Solucdo:
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Por hipdtese, a densidade de massa por drea em (x,y) € 6(x,y) = ky. Aplicando a

definicdo 2.8, vemos que o momento de inércia em relagdo ao eixo x é
a Va2 a 4ka’
I, = / / yA(ky)dydx =k | (a* —2a°x* +x*)dx = —.
—aJ0 —a 15
Finalizaremos este capitulo com uma demonstracio do teorema:
Teorema 2.1 Teorema de Pappus. Seja R uma regido de um plano situada inteiramente a

um lado de uma reta | do plano. Fazendo R envolver uma vez em torno de [, o volume do

solido resultante é o produto da drea de R pela distdncia percorrida pelo centroide de R.

AY
|
‘ R

el

R,

t
t
t
¥
I
1
I
X —>
I

Figura 2.17.: Casca Cilindritica

Demonstracdo:

Podemos admite que [ seja o eixo y e R uma regido no primeiro quadrante, conforme
figura 2.17. Seja Ry uma particdo interior P de R, e denotemos por AAy a drea de Ry. Para
cada k, escolhemos (xi,yix) como centro do retangulo Ry.

Fazendo R envolver em torno do eixo y, entdo, conforme Figura 2.17 , Ry gera uma

casca cilindrica de volume 21x;AAy. Assim, o volume V do sélido gerado por R é

V= lim ) 2mqAA; = / / 2mxdA.
[1PIl—0% R

Se aplicamos a defini¢do 2.6 aos centroides. tomando 6(x,y) = 1 e m = a, entdo

V—2Jt//di—2nMy—27l:)_cA.
R

Podemos, assim, achar o volume V multiplicando a drea A de R pela distdncia 2nx

percorrida pelo centroide quando R desloca-se uma vez em torno do eixo y.
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3 Integral Dupla em Coordenadas Polares

Nesta terceiro capitulo mostraremos como calcular uma integral dupla sobre a regido

R delimitada de coordenadas cartesianas para uma integral iterada equivalente e expressa em

coordenadas polares.

3.1. Coordenadas Polares

Vimos até agora integral dupla de uma funco sobre uma regifio R no plano R?, onde
come¢amos cortando R em retdngulos cujos lados eram paralelos aos eixos coordenados,
mas no momento vamos utilizar coordenadas polares em setores circulares considerando a
regido polar elementar da Figura 3.1, a qual é delimitada por arcos de circulos de raios r;
e rp, com centro na origem e por dois raios emanados da origem. Se AB é a medida em

radianos do angulo entre os raios e se Ar = r, — rq, entdo a drea AA da regido sombreada é

Figura 3.1.: AA =T7ArAO

1 1
AA = ErﬁAe - Er%AO. (3.1)

] ~
Denotando por 7 o raio médio 2 (ry+rp) entdo

AA = FAFA8. (3.2)



Em seguida, consideremos a regido R do tipo ilustrada na Figura 3.2(i), delimitada
por dois raios que fazem angulos positivos o ¢ f com eixo polar, pelos graficos de suas equa-
¢Oes polares r = g1(0) e r = g2(0), em que g; e g2 sdo fungdes continuas e g;(0) < g2(0)
para o < 0 < . Se R € subdividida por meio de arcos circulares e raios conforme a Figura
3.2(ii), entdo a colecdo de regides polares elementares Ry, Ry, ..., R, que estio complemen-
tares dentro de R é chamada uma parti¢do polar interior P de R. A norma ||P|| da parti¢io é
o comprimento da maior diagonal dos R;. Escolhido um ponto(ry, 0;) em Ry tal que ry seja

o raio médio, entio,

AAk = I’kAl’kAek. (33)

(i) (ii)

Figura 3.2.: Parti¢do polar interior

Se f é uma funcdo continua das varidveis polares r e 0, entdo pode-se provar o se-

guinte.

Teorema 3.1

2(9)

lim Y f(r, 00)riArA8; = / /R f(r,0)dA = / ' / g(e f(r,0)rdrd®.
o Jgi

[[P[|—0% )

Observacao 3.1 Note que o integrando a direita do teorema 3.1 € o produto de f(r,0) e r.

Isto porque AAy € igual a riAriABy.

Vamos considerar a integral iterada pelo teorema 3.1 um limite de somas duplas.
Portanto na primeira manteremos 6 fixo e somamos ao longo da regido em forma de cunha
exibido na Figura 3.3, do grédfico de g; até o gréfico de g>. Para a segunda somatdria, var-
remos a regido fazendo 0 variar de ow a B. A integral iterada denota o limite dessas somas
quando ||P|| — 0.

Se f(r,0) = 1 em toda R, entdo a integral em 3.1 ¢ igual a drea de R. Apos efetuar a

integracdo parcial em relag@o a r, obtemos a férmula do teorema A.S .
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Figura 3.3.: Regido em forma de cunha

Exemplo 3.1 Encontre a drea da regido R exterior ao circulo r = a e interior ao circulo
r =2asen0
Solugdo:

A Figura 3.4 é um esboco da regido, juntamente com uma cunha de regioes polares

elementares obtidas somando-se da fronteira interior r = a a fronteira exterior r = 2a sen®.

. , T 5m _
Varremos entdo a regido fazendo 0 variar de — a —. (Um erro comum consiste em fazer 9
variar de 0 a m). Pelo Teorema 3.3 com f(r,0) =1,

%’t 2a sen0
A—//dA—/ / rdrd®.
R z a

Para simplificar o cdlculo, podemos utilizar a simetria de R em relagdo do eixo y.

Neste caso, fazemos O variar de 3 a 5 e duplicamos o valor da integral. Assim,

2a sen6

% 2asenB % 1,.2
A://dA:Z/ / rdrdG:Z/ {—} 9
R L z 2

a

_ / * (4a% sen0 — a2)de
6

_azﬁ% (41—020526_1> 76

—aZ/ (1—2c0s26)d8

(SIE]

—a® [9 — senZG}

ala
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Figura 3.4.: Cunha tipica de regides polares

Exemplo 3.2 Calcule a drea da regido R delimitada por um laco da lemniscata r* = a* sen20,a >
0.

¥ =a sen 20

Figura 3.5.: Laco de lemniscata

Solugdo: A Figura 3.5 ilustra a lemniscata, juntamente com uma cunha de regides polares

elementares obtida somando-se da origem (r = 0) a fronteira r* = a* sen20 de R no primeiro

. L .~ .
quadrante. Varremos entdo o lago fazendo © variar de 0 a 5 (Note que r ndo é definido se

3
g<9<ﬂ:0u7n<9<27c>.

Pelo Teorema 3.3



av sen20 2
la

I avsen20 31,2 1 13
A—//dA—/Z/ rdrde—/2 {L} d9——/2a256n29d9——.
R 0o Jo 0o L2 ]g 2 Jo 2

Com condi¢des adequadas podemos transformar uma integral dupla iterada em coor-
denadas regulares por uma integral dupla em coordenadas polares. Comec¢amos substituindo
as varidveis x e y no integrando por rcos0 e r sen0. Em seguida, na integral iterada, dydx ou
dxdy é substituido por rdrd® ou rdOdr. A férmula seguinte indica a forma de um integrando
tipico. O sinal de integral dupla / / deve ser substituido por sinais convenientes de integrais
iteradas, e dA = dxdy por rdrd®.

Teorema 3.2

//Rf(x’y)dydx—//Rf(rcose,rsene)rdrde.

Se o integrando f(x,y) de uma integral dupla / / f(x,y)dA contém a expressdo
R

x%> +y? ou se a regido R envolve arcos circulares com centros na origem, entio a introducio

de coordenadas polares em geral conduz a um célculo mais simples, porque x> +y* =2 ¢

os arcos circulares tém equacdes da forma r = k. O exemplo seguinte ilustra o caso.

Exemplo 3.3 Utilize coordenadas polares para calcular

a pvVar—x2 3
/ /0 (2 +y%)2dydx.
—da

Solucdo: A regido de integracdo é delimitada pelos grdficos de y = 0 (o eixo-x) e

AY

Figura 3.6.: Arcos circulares

y = Va? —x* (um semicirculo), de acordo com a Figura 3.6. Vamos substituir no integrando
x2 4% por r? e dydx por rdrd®. Em seguida, passamos os limites para coordenadas polares.

Referindo-nos a figura 3.6, vemos que

a pVar—x2 5 T ra T, 1a® [T 1a®
/ / (x2+y2)%dydx—/ / r3rdrde_/ o de_i/ 40— -
—aJo 0 Jo o L35 ] 5 Jo 5
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As coordenadas polares também podem ser usadas para integrais duplas se R é uma
regido do tipo ilustrado na Figura 3.7(i). Neste caso R é delimitada pelos arcos de dois
circulos de raios a e b e pelos graficos de duas equagdes polares e, em que /iy e hy sdo
fungdes continuas i1 (r) < hy(r) paraa < r < b. Se f é fungdo de r e se f é continua em R,

entdlo o limite na defini¢cdo 3.1 existe e a férmula de cdlculo é dada no préximo teorema.

0 =h,(r) (ii) e 0="h,(r)

\‘\\ 6="n (’)

Figura 3.7.: circulos deraioae b

b rho(r)
Teorema 3.3 //f(r,e)dA—/ /2) f(r,0)rdodr.
R a Jh

1(r
A integral iterada no teorema 3.3 pode ser interpretada em termos de limites de somas
duplas. Primeiro mantemos r fixo e somamos ao longo de um arco circular ilustrado pela
regido cinza da Figura 3.7(ii). Em seguida, somamos os termos em R que correspondendo

as regides em forma de anel,der =aar =b.

Exemplo 3.4 Ache a area da menor das regioes delimitadas pelo eixo polar, pelos grdficos

derzler:Zepelapartedaespimer:ldeez%aezl.

Ly @&

‘F

Figura 3.8.: Eixo polar

Solugdo:
A figura 3.8 mostra a regido R juntamente com um anel de regides polares elementa-

res. Apliqguemos o teorema 3.3 com f(r,0) = 1:



2 L 2 [ 17 2 /1 2 2
//dA—/ / rdedr—/ r{e} dr—/ r<—>dr—/ dr = [l":| =2—-1=1.
R 1 Jo 1 0 1 r 1 |

Tal como na se¢do precedente, se f(x,y) > 0, o volume V do sélido compreendido
abaixo do grafico de z = f(x,y) e acima de uma regido R no plano xy é dado por

V= / /R F(x,y)dA.

As vezes é conveniente calcular esta integral dupla utilizando coordenadas polares,

como no préximo exemplo.

Exemplo 3.5 Encontre o volume V do sélido delimitado pelo paraboldide 7 =4 — x*> —y* e

Z
(i) ‘jE (ii) TY

o plano xy.

Figura 3.9.: S6lido delimitado

Solucgdo:

A Figura 3.9(i) ilustra a por¢do do sdlido no primeiro octante. por simetria, basta
achar o volume desta porcdo e multiplicar o resultado por 4. A regido R do plano xy é
delimitada pelos eixos coordenados e por um quarto do circulo de equacdo polar r = 2,
conforme figura 3.9(ii), na qual também se ilustra uma cunha de regides polares elementa-
res. A base do prisma na figura 3.9(i) corresponde a uma regido polar elementar. Podemos

obter o volume do sélido fazendo r* = x> +y*> e a mudanca de varidveis dada pela férmula.

32 3 —1/4 2
V:4//(4—x2—y2)dA:4/ /(4—r2)rdrd6:4/ [2r2— } do =
R 0 Jo 0 4 1y

: ;
4/24de_16H — 8.
0 0

O mesmo problema, posto em temos de coordenadas regulares, conduz a integral

dupla seguinte:

2 VAt
V:4//(4—x2—y2)dA:4/ / (4—x2—y2)dya’x.
R 0 Jo

50



Contudo o célculo da dltima integral deve ter o valor suficiente para convencer qual-

quer um da vantagem do uso de coordenadas polares em algumas questdes problemas.

3.2. Area de uma Superficie

Vamos conhecer um método para achar drea de superficie mais gerais. Suponhamos
que f(x,y) > 0 em toda a regido R o plano xy e que f tenha derivadas parciais primeiras
continuas em R. Denotamos por S a por¢cdo do grafico de f cuja projec¢do no plano xy é R,
segundo exposto na Figura 3.10. Para simplificar, admitiremos que ndo haja nenhum vetor
normal a S paralelo ao plano xy. Queremos conceituar a drea A de S e obter uma férmula
para calcular A.

Seja P = Ry uma particdo interior de R, sejam Ax; e Ay, as dimensdes do retangulo
Ry. Para cada k, escolhemos um ponto arbitrério (xg,yx,0) em Ry e seja Bi(xx, Vi, f(Xk,Vk)) O
ponto correspondente em S. Consideremos em seguida o plano tangente a S em By, e sejam
AT e AS;, as drea das regides no plano tangente em S, respectivamente, obtidas projetando-
se Ry verticalmente para cima. Se a norma ||P|| da parti¢do é pequena, entdo AT} é uma
aproximagdo da drea A de S. Esta aproximacdo deve melhorar a medida que ||P|| tende a
para 0.

Definicao 3.1 A= 1 AT,
¢ i LAT

Para encontrar uma férmula de integral para A, escolhamos (xi,yx,0) como o canto
de R; mais proximo da origem. De acordo com a visdo isolada de AT} da figura 3.10, con-
sideremos os valores a e b com ponto inicial By(xy, vk, f(xx,vk)) tangentes aos tragos de S
nos planos y = y; e x = x; respectivamente. Pelo Teorema A.7 do apéndice, os coeficientes
angulares das retas determinadas por a e b nesses planos sdo fy(xx,vx) € fy(xk, k), respecti-

vamente. Segue-se que

a = Axyi+ fi (X, yi) A K.

b = Ayij + fy(Xk, i) Ay K .

Pela defini¢do A.6 do apéndice, a drea AT} do paralelogramo definido pora e b e

|la < b||. Como
i k
axb= Axk 0 fx(Xk,Yk)Axk
0 Avr f(Xe, Yi)Ayk

Temos,
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B,
a ‘l)
Vs
AT,
(%> Yo Z1) o 7; ,,,;
4 - - NG,
S B4
Ay, i

Figura 3.10.: paralelogramo
ax b= — fu(xe, yi) A Ayi — [y (X, i) Axr Ay j + AxAyik.

Consequentemente,

ATy = |lax b|| = (\/[fx(xka)’k)]z + [fy (ks )] + 1) AxpAyy.

onde AxiAyr = AAy. Se, como na definicdo 3.1, tornarmos o limite de somas dos AT} e

aplicamos a definicdo de integral dupla, obteremos o seguinte:

Definicao 3.2 Integral para a drea de uma superficie

A= [ (ViR + P +1) aa

A férmula da defini¢do 3.2 € valida também se f(x,y) < 0em R.

Exemplo 3.6 Seja R a regido triangular no plano xy de vértices (0,0,0),(0,1,0) e (1,1,0).

Ache a drea da superficie da porcdo do grdfico de z = 3x+y* que estd acima de R.

Solugdo:

A regido R no plano xy é limitada pelos grdficos de y = x,x =0 e y = 1, conforme

Figura 3.11. Fazendo f(x,y) = 3x+y* e aplicando (3.2), temos

L ry
A—//\/32+(2y)2+1dA—/ / (10 + 4y%) dxdy
R 0 JO

! 1
= /0 (10+4y%) 5 ody
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AY

Figura 3.11.: Regido triangular

1 1
—/0 (10 +4y?) iydy
0

[haosan]

3 3
142 — 102
= % = 1,7unidadederea.

Exemplo 3.7 Encontre a drea da superficie do paraboloide z = 4 — x> —y* para z > 0.
Solugdo:
A Figura 3.12 ilustra o paraboloide. Aplicando (3.2) com f(x,y) =4 — x% —y?, temos

A—//R\/(—2x)2+(—2y)2+1dA—//R VA2 142+ 1dA.

em que R é a regido do plano xy delimitada pelo circulo x* +y* = 4. Por simetria, podemos

achar a drea correspondente a parte de R no primeiro quadrante , conforme Figura 3.12 e

entdo multiplicar este resultado por 4. Com uma integral iterada, temos

2 VA2
A :4/ / VA2 42 1 1dydsx.
0 JO

Seria muito trabalhoso calcular diretamente esta integral; passamos , pois, para co-

ordenadas polares e procedemos como a seguir:

A= 4// 4r2 + 1rdrd®

il

— 2
=4 12 4r +1) hde

L..)

71 3
=4 — (172 —1)d0
/0 3071



(M) (ii)

4—x?

Podem-se estabelecer formulas andlogas ao caso de a superficie ter projecdes con-
venientes nos planos yz ou xz. Assim, se S é o grifico de uma equacdo y = g(x,z) e se a

projecdo no plano xz é Ry, entdo:

A= [ Vlesw. 2P + lgs( )P + 1da.

Pode-se estabelecer férmula andloga se S é dado por x = h(y, z).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho encontramos algumas no¢des de integral dupla a qual mostrou defini-
cdes e teoremas para solucionar situagdes do cotidiano. Por meio desta ferramenta expomos
algumas aplicacdes que possa facilitar a compreensao dos temas pesquisados 0s quais vemos
algumas questdes que esclarecem a importancia deste tema em outras dreas do conhecimento,
assim facilitando a ampliacdo e o progresso de diversas ciéncias.

Tendo em cada capitulo explicagdes com uma linguagem clara para facilitar a com-
preensdo da disciplina para os leitores que tem dificuldade em assimilar o contetido de inte-
grais duplas.Vimos também a abordagem dos cdlculos em superficie dificeis por serem dreas
irregulares e calculadas com facilidade através destes procedimentos.

Este trabalho tornou-se prazeroso a medida que buscava conhecimento para sua ela-
borag¢do, devido ser um tépico complicado no periodo da graduacido, motivou-me a procura

de uma forma para ajudar os futuros graduandos.
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A Apéndice

A.1. Teorema 6.1

Se f e g sdo continuas é f(x) > g(x) para todo x em [a,b] , entdo a drea A da regido

delimitada pelos graficos de f, g, x=aex=>b¢

A= [ 1w - gwjax

Célculo com Geometria Analitica vol. I Swokowski pag.389

A.2. Definicao

Volumes por sec¢des transversas
Se a S um s6lido delimitado por planos que sio perpendiculares ao eixo x em a e b.
Se, para todo x em [a, b], a drea por secgdes transversas de S é dada por A(x), com A continua

em [a,b], entdo o volume de S é

V= /abA(x)dx.

Célculo com Geometria Analitica vol. I Swokowski pag.419

A.3. Definicao 6.24

Seja S um sistema de massas pontuais mj,my, ..., my localizadas em (x1,y1), (x2,¥2)s -+, (Xn,n)

em um plano coordenado, e denotamos por m = Z my a massa total.
K=1

1) O momento de S em relacdo ao eixo x é

M, = Z mpy
K=1
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i1) O momento de S em relacdo ao eixo y é

My, = Z miYi
K=1
iii) O centro de massa (ou centro de gravidade) de S é o ponto (x,y) tal que

M M
x:_y>y:_y
m m

Célculo com Geometria Analitica vol. I Swokowski pag.446

A.4. Volume V de um disco circular 6.7

V = n(raio)?.(espessura)

Célculo com Geometria Analitica vol. I Swokowski pag.403

A.5. Teorema 13.11

Se f é continuae f(0) > 0em [a,b], onde 0 < oo < B < 2m, entdo a drea A da regido
delimitada pelos graficos de r = f(6),0 = e 6 =P ¢é

LS PR LD U
A/ai[f(e) o= [ =ae.

o

Célculo com Geometria Analitica vol. I Swokowski pag.195

A.6. Definicao 14.27

O produto vetorial a x b de a = (ay,az,a3) e b = (by,b2,b3) é
a az ay as | . a az
axb= i- Jj+
by b3 by b3 by b

Célculo com Geometria Analitica vol.Il Swokowski pag.245

k

A.7. Teorema 16.10

Seja S o grafico de z = f(x,y) e P(a,b, f(a,b)) um ponto de S onde f; e f, existem.
Sejam Cy e C; os tragos de S nos planos x =a e y = b , respectivamente e sejam /1 e I» as
tangentes a C; e C» em P

(i) O coeficientes angular de I; ao plano x =a é fy(a,b).



(ii) O coeficientes angular de I, no plano y = b é fy(a,b).
Célculo com Geometria Analitica vol. IT Swokowski pag.375



