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Resumo

Alguns problemas fisicos da ciéncia e engenharia sdo modelados matematicamente por
conjuntos de equagdes cuja solugdo analitica ¢ dificil ou mesmo impossivel. Nestes casos,
uma alternativa atraente ¢ o uso de técnicas numéricas, especialmente hoje, com a evolugao
no processamento e o baixo custo dos computadores. Normalmente, quando o modelo
matematico envolve equagoes diferenciais parciais, a solugdo exige que o dominio de estudo
seja discretizado em um ntimero finito de sub-regioes ou pontos, tornando-se necessario o uso
de malhas computacionais. O presente trabalho demonstra uma técnica numérica para gerar
malhas estruturadas bidimensionais a partir da solugdo de equagoes diferenciais parciais
elipticas. O método numérico de Gauss-Seidel foi utilizado para resolver o sistema linear
resultante. O algoritmo desenvolvido durante esta pesquisa foi inteiramente implementado
em linguagem Python. Adicionalmente, foi desenvolvida uma interface grafica que exibe a
malha gerada para melhor visualizagdo dos resultados numéricos. Geometrias com bordas

irregulares foram utilizadas para validar a metodologia.

Palavras-chaves: geracao de malhas. equacoes diferenciais parciais elipticas. solucao

numérica. malhas estruturadas bidimensionais. linguagem Python.



Abstract

Some physical problems in science and engineering are modeled mathematically by sets of
equations whose analytical solution is difficult or impossible. In these cases an attractive
alternative is the use of numerical techniques, especially today, with developments in
processing and low cost of computers. Usually, when the mathematical model involves
partial differential equations, the solution requires the discretization of the domain of study
in a finite number of sub-regions or points, making necessary the use of computational
meshes. The present work demonstrates a numerical technique to generate two-dimensional
structured meshes from the solution of elliptic partial differential equations. Gauss-Seidel
method used to solve the resulting linear system. The algorithm developed during this
research was fully implemented in Python language. Additionally, a graphical interface
that displays the generated mesh for better visualization of the numerical results was

created. Geometries with irregular borders were used to validate the methodology.

Key-words: grid generation. eliptic partial differential equations. numerical solution.

bidimentional structured grids. Python language.
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Introducao

O constante avanco na tecnologia dos computadores permite aos pesquisadores
uma alternativa para solucionar diversos problemas fisicos que podem ser modelados
matematicamente, minimizando riscos e custos. Um exemplo disso ¢é o estudo de fendmenos

relacionados ao movimento dos fluidos.

A solucao de tais modelos é muito complexa, sendo na maioria das vezes utilizadas
técnicas numéricas que fornecem uma solugao aproximada, mas muito ttil do ponto de
vista da ciéncia e engenharia. Uma caracteristica desta técnica é a divisao do dominio de

solucao em células ou pontos, determinados por uma malha.

Existem diversas formas para se obter uma malha. O presente trabalho mostra
um método de geracao de malhas generalizadas coincidentes com as fronteiras através da

solucdo numérica de equagoes diferenciais parciais.

O trabalho inicia com uma revisao da literatura no Capitulo 1, descrevendo a
importancia dos escoamentos fluidos para a sociedade num contexto histérico e como
podem ser estudados. O capitulo ainda define o que sdo malhas computacionais, explicando

sua necessidade e quais os principais tipos utilizados.

O Capitulo 2 mostra toda a modelagem matematica, incluindo as equacoes de
geragao da malha e como ¢ feita a transformacao destas equacoes do plano fisico para o

computacional.

O Capitulo 3 descreve conceitos importantes da metodologia numérica: discretizagao
das equacgdes, método interativo para solucao do sistema linear resultante, critério de
parada para o procedimento iterativo, etc. O capitulo traz também detalhes importantes
sobre a abordagem usada para desenvolvimento do programa, com informagoes sobre a

linguagem de programacao Python e a interface grafica Tkinter.

Os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos no Capitulo 4.
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1 Revisao bibliografica

Segundo Fortuna (2000), fluidos em movimento estdo presentes em toda natureza:
no corpo humano, como na corrente sanguinea; no ar, com o vento; na agua, com as
correntes e marés. As caracteristicas do movimento dos fluidos tem sido objeto de estudo
héa muito tempo, pois, nos afetam diretamente. Os egipcios, por exemplo, mediam o tempo
com o auxilio de reldgios de dgua. Arquimedes definiu em seu principio, as condigdes para
que um corpo, quando mergulhado em um fluido, flutuasse ou nao. Historicamente, o
estudo de problemas de mecénica dos fluidos ocorreu inicialmente de forma experimental,
muito antes do uso de modelos matematicos. As primeiras equagoes dos movimentos dos
fluidos foram deduzidas por Leonard Euler. Mas os modelos matematicos que descrevem
o comportamento dos fluidos s6 ganharam forca no século XIX, com as equagoes de
Navier-Stokes, que constituem um conjunto de equagoes diferencias parciais que incluem

termos como densidade, viscosidade, forga gravitacional e pressdo (MIRANDA, 2007).

p%z_pgw—— [ <2a—“—§vv>]+ -
(5 Z’Zﬂ 7 u(5 5]

pgipgy——p oy (35— 37 .
5l G )] el (3 3l
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oz [M\oz " a2 )| "oy |M\8: T oy

Fenomenos relacionados ao movimento dos fluidos podem ser bastante complexos.
Analises tedricas apenas nao conseguem explicar esses fendomenos de forma precisa. Para um
estudo mais preciso, os pesquisadores fazem uso de métodos experimentais' (FORTUNA,
2000). Entretanto, métodos experimentais envolvem altos custos e tempo na preparagio
de modelos, risco ambiental em alguns casos, sem falar na dificuldade de representar em

laboratoério as condigoes do problema fisico desejado.

1 Um método experimental é um conjunto de procedimentos cientificos de controle experimental e

verificacdo, baseados apenas na experiéncia.
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Devido aos avangos tecnolégicos cada vez mais é comum o uso de simulagao
numérica e computacional para estudos de diversos problemas fisicos de alta complexidade,
principalmente aqueles que envolvem fluidos em movimento, tais como: andlises de fluxo
sanguineo (CIRILO; BORTOLI, 2006), simulagoes de aerofélios (RIBEIRO, 2002), geracio
de efeitos visuais para industria de entretenimento (GIRALDI et al., 2005), estudo de
escoamentos multifdsicos (COUTINHO, 2013) e (SANTOS, 2010), entre outros.

1.1 Dinidmica dos Fluidos Computacional (CFD)

Como visto nas Equagoes (1.1), (1.2) e (1.3), as equagoes de Navier-Stokes sao
equacoes diferenciais parciais (EDP), ndo lineares, de dificil ou impossivel solugdo. Para
alguns casos é possivel utilizar versoes simplificadas destas equacoes, como por exemplo,
nas animagoes de fluidos usadas na industria do cinema (GIRALDI et al., 2005). En-
tretanto, dependendo do problema fisico ou da complexidade do modelo, a introducao
de simplificagoes pode conduzir a resultados imprecisos ou ainda desviar o modelo do
problema fisico original (MALISKA, 2004). Isso explica o motivo pelo qual, para problemas

mais complexos, muitos pesquisadores nao abrem mao do uso de métodos experimentais.

Com a popularizacao e barateamento dos recursos computacionais, uma alternativa
bastante atraente nos dias de hoje para os pesquisadores é a obtencao de solugdes para
equagoes complexas (como as de Navier-Stokes) utilizando técnicas numéricas, onde

expressoes algébricas substituem as derivadas parciais (MALISKA, 2004).

O uso de métodos numéricos para solucao de problemas fisicos, aliado ao poder
de processamento do computador é conhecido como simulagdo computacional. Quando o
problema envolve movimento de fluidos, a drea de conhecimento é denominada Dindmica

dos Fluidos Computacional, ou em inglés Computational Fluid Dynamics (CFD).

Por meio de CFD, pode-se reduzir o niimero de experimentos, fazer andlises
de fenOmenos que nao poderiam ser representados em laboratoérios de forma eficiente.
Ainda hé a possibilidade de realizar rapidamente alteragdes nos pardmetros do processo,
reduzindo custos e tempo execucao. A Tabela 1 mostra as vantagens e desvantagens de
cada metodologia (FORTUNA, 2000).

O uso de CFD ¢ tao importante e complexo que foi incluido no programa Grandes
Desafios, do governo dos Estados Unidos da América. Esse programa definiu problemas

em diversas areas da ciéncia e tecnologia cujas solugoes tém grande impacto econdmico e
cientifico (FORTUNA, 2000).

Para Santos (2010), algumas das principais vantagens da aplicagao de CFD sdo:

e Flexibilidade de alterar as configuragoes do problema sem grandes custos;
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Tabela 1 — Comparagdo entre as trés técnicas de solugao, Fonte: (FORTUNA, 2000).

Técnica Vantagem Desvantagem

Equipamento exigido

Problemas de escala

Dificuldades de medicao

Custo operacional

Restrita a geometria e processos

Experimental | Mais Realista

Mais geral . .
L fisicos simples
Tedrica .
, Geralmente restrita a problemas
Férmula fechada .
lineares
Nao haé restricdao a linearidade Erros de truncamento
Numérica Geometria e processos complica- | Prescricao das condigoes de con-
dos torno apropriadas
Evolucao temporal do processo Custos computacionais

e O tempo de resposta é mais rapido do que as experiéncias em laboratério, proporcio-

nando uma maior quantidade de analises;
e Fornece informagodes relevantes sobre as variaveis locais do escoamento;

e Fornece informacoes em regioes de dificil obtengao de dados a partir de experimentos

em laboratorio.

1.2 Malha

Normalmente, a solu¢do numérica de um modelo baseado em equagoes diferenciais
exige que tanto as equagoes como a regidao de estudo (dominio) sejam expressas de forma
adaptada, uma vez que nao ¢ possivel solucionar numericamente em uma regiao continua,
devido a infinidade de pontos da mesma. Inicialmente divide-se o dominio em pequenas
partes (células), delimitadas por linhas ou até mesmo pontos. Esse processo de divisao é
chamado de discretizacdo. A ideia da técnica numérica é obter as solugoes nessas sub-regioes

do dominio. O conjunto de linhas que divide o dominio recebe o nome de malha.

A qualidade da solugdo numérica depende do niimero de divisdes do dominio e de
como a malha esta distribuida. A solucdo melhora com o aumento do ntimero de elementos
da malha. Entretanto, precisamos balancear a precisao da solugao através do refinamento
da malha com o custo computacional (SANTOS, 2010). Maliska (2004) afirma que ao
aumentarmos a quantidade de células da malha estamos também aumentando o ntimero

de incognitas, juntamente com o sistema linear, tornando a solu¢ao mais lenta.

As malhas podem ser definidas como estruturada, ndo estruturada e hibrida,

mostradas na Figura 1.
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(a) Estruturada (b) Nao estruturada (c) Hibrida

Figura 1 — Tipos de malhas computacionais, Fonte: (SANTOS, 2010).

1.2.1 Malha estruturada

Coutinho (2013) traz uma definigdo de malha estruturada como sendo constituida
por linhas agrupadas em familias que nunca interceptam linhas da mesma familia, mas
interceptam todas as linhas das outras familias em uma determinada sequéncia. Uma malha
deste tipo consiste em elementos bidimensionais e tridimensionais que sao quadrilateros e
hexaédricos, respectivamente. Nesse tipo de malha, cada elemento tem sempre o mesmo

numero de elementos vizinhos, a ndo ser quando o elemento pertence ao contorno.

A malha estruturada pode ser moldada para sofrer altera¢bes como torcdo e
esticamento. Geradores de malha estruturada podem utilizar equagoes diferencias elipticas
sofisticadas para aperfeicoar a forma da malha automaticamente buscando a uniformidade
e ortogonalidade (SANTOS, 2010).

Ainda de acordo com Santos (2010), a base para construcao deste tipo de malha é a
associacdo de blocos com diferentes subdominios geométricos. Esta técnica permite conectar
varios blocos juntos e construir o dominio inteiro, com uma distribuicao uniforme dos
elementos em cada bloco. Este tipo de malha oferece algumas vantagens sobre outros tipos

por apresentar uma execugao simples e por exigir menor capacidade de armazenamento.

A grande desvantagem de uma malha estruturada é a falta de flexibilidade em se

ajustar a geometrias extremamente complexas.

As malhas estruturadas que sdo mais facilmente obtidas sdo as ortogonais (cartesi-
ana, cilindrica ou esférica). As malhas cartesianas podem ser obtidas a partir de linhas
paralelas aos eixos de um sistema cartesiano ortogonal (COUTINHO, 2013). No entanto,
conforme pode ser visto na Figura 2, quando se tem geometrias irregulares, é muito
dificil aplicar condi¢gdes de contorno, pois é necessaria uma trabalhosa determinacao dos

comprimentos entre a fronteira e os pontos da malha (MALISKA, 2004).
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(a) (b)

Figura 2 — Discretizacdo de uma geometria com fronteira curvilinea: (a) cartesiana e (b)
coincidente com a fronteira, Fonte: (COUTINHO, 2013).

1.2.1.1 Malha generalizada

Pode-se observar que a malha da Figura 2 (b) discretiza melhor a geometria
mostrada uma vez que as linhas demarcam as células seguindo as fronteiras do dominio.
Este tipo de malha coincidente com as fronteiras ¢ também chamado de generalizada ou

curvilinea generalizada.

Segundo Maliska (2004), as principais razoes para uso de discretizagao coincidente

com as fronteiras sdo:

a) Necessidade de solugdo de problemas cada vez mais complexos, em geometrias

arbitrarias;

b) Dificuldade de solugdo de tais problemas com sistemas convencionais, especialmente

na aplicacao de condi¢oes de contorno;
c¢) Possibilidade de uso de malhas adaptativas;

d) Possibilidade de desenvolvimento de metodologias generalizadas.

Os trabalhos de Cirilo e Bortoli (2006) e Ribeiro (2002) sdo exemplos de aplicagoes
do uso de malhas estruturadas coincidentes com as fronteiras. O primeiro apresenta um
método para a geracdo de malhas em blocos estruturados bidimensionais para geometrias
de uma traqueia e dos tubos bronquiais, visando descrever o fluxo nesses meios para melhor

compreender certos males, como por exemplo, a fibrose cistica.
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Figura 3 — Malha de uma traqueia e dos tubos bronquiais, Fonte: Google.

Ja Ribeiro (2002) utilizou um software comercial (ICEM-CFD) para a construgao

de malhas estruturadas para simulagdo de aerofélios (se¢bes de asa de avides).

Figura 4 — Malha do perfil do aerofélio, Fonte: Google.

1.2.2 Malha nao estruturada

Malhas nao estruturadas, dividem o dominio em regioes com formas variadas,
juntas, que compartilham as fronteiras com as regioes vizinhas (COUTINHO, 2013). Uma
malha deste grupo consiste de elementos bidimensionais, tridngulos ou quadrilateros, e
de elementos tridimensionais, tetraedros ou hexaédricos. Como ocorrem com as malhas
estruturadas, os elementos podem sofrer deformagoes para se ajustar ao dominio (SANTOS,
2010).

Malhas nao estruturadas se ajustam com grande facilidade a geometrias complexas
(MALISKA, 2004), porém exigem uma capacidade de armazenamento maior que malhas
estruturadas. Essas malhas conseguem representar mais facilmente as geometrias complexas,
devido a maior flexibilidade de forma que seus elementos podem assumir. Este tipo malha
¢é gerado automaticamente, porém podem conter erros mensuraveis através de valores de
Skewness e Aspect Ratio (SANTOS, 2010).
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1.2.3 Malha hibrida

Uma malha hibrida consiste na utilizagdo simultdnea das malhas estruturadas e
nao estruturadas. A vantagem desta malha é que podemos escolher qual tipo devemos
usar para estudar determinadas regioes, por exemplo, nas regioes que necessitam maior
detalhamento pode-se usar a malha estruturada, ja nas regides de menor interesse usamos
a malha nao estruturada. Assim sendo, a habilidade para controlar a forma e distribuicao
da malha localmente é uma ferramenta poderosa que pode render malhas de boa qualidade
e garantir resultados satisfatérios (SANTOS, 2010).

A desvantagem de uma malha hibrida é que exige muita pratica e experiéncia na

geracao de malhas para geometrias complexas.

Tabela 2 — Vantagens e desvantagens de malhas estruturadas e nao-estruturadas,
Fonte: (COUTINHO, 2013).

Propriedade Estruturadas Nao estruturadas
Modelagem de geometrias complexas - +
Refinamento de malha local (adaptativo) - +

\
+

Automatizacao de geragdo de malha
Esforco para geracao de malha

Esfor¢o de programacao

Armazenamento e gerenciamento de dados
Solucao do sistema de equagoes algébricas
Paralelizagéo e vetorizagdo de solvers

+ vantagem, — desvantagem

++ 4+ +
|




23

2 Modelagem matematica

Uma malha generalizada pode ser obtida manualmente, com as posi¢oes dos pontos
de interseccio das linhas coordenadas sendo especificadas uma a uma. Esse processo seria
lento, principalmente caso se deseje que a malha possua mais células. Busca-se, portanto,
a utilizacao de métodos automaticos, capazes de obter uma malha de maneira mais rapida
possivel. Entre os métodos disponiveis, destaca-se o método de solucado de sistemas de
equagoes diferenciais (MALISKA, 2004). De acordo com o autor, a obtengao das linhas

coordenadas significa determinar uma transformacao definida pelas seguintes relagoes:

§=¢ (2, y) (2.1)
n=n(zy). (2.2)

Para ilustrar como é feita a transformacao, considere a Figura 5, onde um ponto
P pode ser mapeado em dois sistemas coordenados de eixos distintos: um fisico em

coordenadas cartesianas (x, y) e outro transformado, baseado em coordenadas generalizadas

(& m).

n

Figura 5 — Plano fisico e plano transformado.

A transformacao é obtida relacionando as coordenadas dos pontos nos dois sistemas

de coordenadas. Usando a regra da cadeia para derivadas parciais, obtém-se a seguinte

expressao:
0 00 0 On
— -y 22 2.3
or  0Edr  omox (23)
e analogamente,
g 008 9 dn (2.4)

oy~ 9Edy oy
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o8
Escrevendo as derivadas com a notagao de subscritos, onde, por exemplo: — = &,,

ox
obtemos
0 0 0
similarmente tem-se,
ﬁ g 0 (2.6)

As derivadas da transformacao &, &, 7, € 1, devem ser determinadas a partir das

relagbes funcionais entre as Equagoes (2.1) e (2.2).

2.1 Meétricas e Jacobiano da transformacao

Os termos &, &, 1, € 1, das Equacgdes (2.5) e (2.6) sdo definidos como sendo as
Métricas da Transformacao, ou simplesmente métricas. A interpretacdo de uma métrica

fica mais clara observando a seguinte aproximagao:

o8 AL
o= — ~ —. (2.7)
or Aux
Esta expressdo mostra que, no caso bidimensional, as métricas representam ra-
zOes entre comprimentos do plano fisico e do plano transformado. A partir das Equa-

goes (2.1) e (2.2), podemos escrever as derivadas em cada um dos eixos transformados, ou

seja,
dé = &, du + &, dy (2.8)
dn = nydr + n,dy. (2.9)
Escrevendo na forma matricial:
d - d
oS S| (2.10)
dn Ne My| |dy
ou ainda,

[d"] = [A] |a"] (2.11)
onde d” e d¥ referem-se ao dominio transformado e fisico, respectivamente.

Substituindo as varidveis independentes pelas dependentes nas Equagoes (2.1) e (2.2),

tem-se:
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Analogamente as Equagoes (2.8) e (2.9), podemos escrever as derivadas das Equa-

goes (2.12) e (2.13) como sendo:

dr = xed§ + zydn (2.14)
dy = yed§ + yypdn. (2.15)
Na forma matricial:
dz _|Te dg (2.16)
dy Ye Yn| |dn
ou,
d"] = (B [d"]. (2.17)

Multiplicando a Equacdo (2.17) por [B]~", obtemos:
[d"] = [B] " |a"]. (2.18)
Analisando as Equagoes (2.11) e (2.18), podemos observar que:

[A] = [B] . (2.19)

Sabendo que [B]_1 = #[B}B , onde B representa a matriz transposta de cofatores

da matriz [B] e é o Jacobiano da transformacio, através de certa manipulaciao

_1
det[B]
matematica, podemos chegar a:

& = Juy (2.20)
& = —Ju, (2.21)
Ne = —JYe (2.22)
Ny = Jwe (2.23)
onde,
T = (weyy — wyye) - (2.24)

O Jacobiano “.J” é muito importante para a mudanca do dominio fisico para o
dominio transformado. Para o caso bidimensional, representa a razao entre uma area no

plano fisico e no plano transformado (computacional).

2.2 Geracao de malhas bidimensionais

E possivel gerar malhas de diversas formas, até mesmo manualmente, como ja foi
observado. Diversos aplicativos pagos de CFD permitem a geragdo automatica de malhas,
por exemplo: ANSYS Fluent, ANSYS CFX e PHOENICS. Também existem os gratuitos,
tais como: OpenFOAM, NETGEN e MeshLab. Este trabalho mostra um modo de gerar
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automaticamente malhas bidimensionais curvilineas generalizadas por meio da solucao

numérica de equacoes diferencias parciais elipticas.

Segundo Maliska (1986), as equagdes que permitem gerar as linhas coordenadas de

uma malha bidimensional podem ser dadas por:

onde z e y sdo as coordenadas cartesianas (dominio fisico) enquanto que & e 7 sdo as

coordenadas generalizadas (dominio computacional). O termo &,, denota a derivada dupla

de & com relagéo a x.

2.2.1 Transformacao das equacgoes de geracao da malha

Dada a transformagdo apresentada pelas Equagoes (2.1) e (2.2) podemos fazer a
transformacao de coordenadas do dominio fisico para o transformado, de acordo com o
procedimento descrito a seguir (HOFFMANN; CHIANG, 2000): considere uma fungao

f(&, ). Através da regra da cadeia para derivadas parciais, obtemos as seguintes expressoes:

fy = Je&y + Fomy- (2.28)

Podemos rearranjar estas equagoes utilizando as Equagdes (2.20) a (2.23), dali,

Jo = Jynfe = Jyefn = fo = T(ynfe — yef) (2.29)

de modo analogo temos,
fy = J(@efyy — xpfe). (2.30)

Novamente, por meio da regra da cadeia, podemos calcular a derivada de segunda
ordem da fungdo f(&,n). Em seguida, substituindo os valores das métricas representados

pelas Equagdes (2.20) a (2.23), obtemos as seguintes expressoes:

o 0
Few = T2 (U2 fec = 20cunfen + Ve fon) + T [fga—f@x) ! fna_f(nx)] i (2.31)

0 0
_Jy§ [fﬁa_n(gx) + fna_n(nm>]

0 0
oy =T (55727]055 — 2xety fen + x?fnn) + Jay [ffa_f(fy) + fna_g(ny)] +
(2.32)

0 0
g [fga—n@y) ; fna—nmy)] .
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Mais detalhes sobre a obtengao destas equagdes podem ser vistos em (HOFFMANN;
CHIANG, 2000).

Ainda resta calcular as derivadas das métricas, neste caso usa-se a regra do quociente

para derivadas de primeira ordem, isto é:

0 0

a_f(faz) = 8_§<']y")

_ 9 (L)
08 \ @eyy — TnYe

= T [Yey (Y — Tn¥e) — Yn (UnTee + TeYey — TnYee) — Yeey)
= T (TeYnyen — Tyleen — Yaee — Telnen + TnYnYee + YeUnTen) (2.33)

a_g(n"”) = (TeUnyec — Tyeee — YelnTec — TeUelen + TnVeliee + Yaten)  (2.34)
0
a—n(fx) = J (xéynynn = TnYeYnmm — TeYnYmm — ysxﬁn + YelYnToy + xn%%n) (2.35)
0
8_77(%) = —J (xéynyfn — TnYelen — YeTeYnn — YeUnTen + ygxnn + xny£y§n> -(2.36)

Substituindo as Equagdes (2.33) a (2.36) na Equacdo (2.31) e rearranjando os

termos, obtém-se:
Jow =T (yifgg — 2yeynfen + y?fm) +
+* (Yee — 2ynYelen + Yiym) (@nfe — aefy) + (2.37)
+.J° (yiafss — 2ynYewen + ygxnn> (Ye S — ynle)
de maneira analoga, substituindo na Equacao 2.32, obtém-se:
Foy = T (22 fee — 2wetn fen + 22fpn) +
+7° (e — 2acanyen + weym) (wnfe — wefy) + (2.38)

3(. 2 2
+J <$n$§5 — 20Ty Ten + zf%n) (WeSfn — ynfe) -
Agora considere o Laplaciano,

VQf - fmm + fyy~ (239)

Substituindo as derivadas duplas representadas pelas Equagoes (2.37) e (2.38), em

seguida colocando os termos semelhantes em evidéncia, obtém-se a seguinte expressao:
+J Kl’% + y727> Yee — 2 (wey + Yeyn) Yen + (12 + y?) yrm} (wnfe — wefy) + (2.40)
+J? [(xf, + y,%) Tee — 2 (Tely + Yely) Tey + (372 + y?) as,m] (Ye fr — Unfe) -
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Pode-se definir os seguintes termos:

2 2 _

T, +y, =a (2.41)
Tey + Yeln = b (2.42)

ity =c (2.43)

Dessa forma, tem-se:

V2 f = T (afee — bfey + cfon) +
+J? [(ayee — byey + cym)] (w0 fe — xefy) + (2.44)
+J? [(axee — baey + cayy)| (T fe — xefy) -

Considerando os termos mostrados nas Equagoes (2.41) a (2.43), pode-se reescrever

a Equagdo (2.44) como:

Vif = T (afec = bfeq + cfyn + dfy + efe) (2.45)
onde,
d =17 (yea - xf) (2.46)
e=J(x,f — y,a) (2.47)
e
a = avge — 2bxg, + cxy, (2.48)
B = ayee — 2byey + cypy- (2.49)

A transformagao das equagoes do dominio fisico para um transformado ¢é realizada

por meio das Equagoes (2.1) e (2.2). Fazendo f = £ na Equacao (2.45), tem-se:
V2E = J? (aee — bley + &y + dE,) + €&e) - (2.50)

Conforme foi mencionado anteriormente, utilizaremos a equagao de Laplace. Sendo

assim, considere o sistema linear eliptico representado pelas Equagoes (2.25) e (2.26).

Levando em conta que, § =1, &, =0, & =0, &, = 0 e &, = 0, a Equagao (2.50) resulta
em:

J?e =0 (2.51)

isto ¢ o mesmo que,
I (2,8 — yya) = 0. (2.52)

Similarmente, para f = 7, temos:

J*d =0 (2.53)
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ou
I (yea — w¢B) = 0. (2.54)
Uma vez que o Jacobiano nao pode ser nulo, temos:
pf —ypa =0 2.55)
yea — xeff = 0. (2.56)
Eliminando a nas Equagdes (2.55) e (2.56), obtemos:
B (xeyy — yye) = 0. (2.57)
Como,
tety — e = T (2.58)
logo,
B=0 (2.59)
Substituindo este valor na Equagdo (2.49), temos:
QYee — Qbygn + CYmm = 0. (2.60)

Do mesmo modo que obtivemos 8 = 0 também podemos encontrar o = 0. Assim,

da Equacao (2.48), temos:
axee — 2bxgy + cay, = 0.

(2.61)

A solucao das Equagoes (2.60) e (2.61) possibilita determinar as coordenadas (z, y)

dos pontos (£,7), quando as condigdes de contorno sao conhecidas. Assim, parte-se das

coordenadas (x,y) de todos os pontos (£, 7n) definidos para a fronteira (pontos externos)

para calcular as coordenadas x e y dos pontos internos da malha (SILVA, 2007).



30

3 Modelagem numérica e computacional

Para obter a solugdo numérica de modelos matematicos, devemos manipular o
modelo original de tal maneira que seja possivel resolvé-lo por meio de calculos compu-
tacionais (MANGANI, 2008). Para modelos que envolvem equagoes diferenciais parciais,
a tarefa fundamental dos métodos numéricos, ¢ a aproximacao das derivadas parciais
por expressoes algébricas (HOFFMANN; CHIANG, 2000). O préximo passo é calcular
a solucao do sistema resultante, que geralmente envolve equagoes com milhares ou até
milhoes de incégnitas (quanto maior o niimero de incdgnitas, mais precisa serd a solugdo
numérica). Tal processo pode ser realizado utilizando um computador, explorando sua

precisao e velocidade de processamento.

3.1 Discretizacao das Equacoes

No Capitulo 2 jé foi apresentado o modelo matemético, Equagoes (2.60) e (2.61). O
que deve ser feito a partir de agora ¢ a discretizagao destas equagoes (MANGANI, 2008).

No presente trabalho foi utilizado o Método das Diferengas Finitas (MDF). Neste
método, as derivadas das equagoOes diferenciais parciais sao representadas em pontos
do dominio por expressoes algébricas de diferencas, obtidas realizando expansdes em

séries de Taylor das variaveis de solu¢ao em varios pontos vizinhos do ponto de avaliacao
(THOMPSON; SONI; WEATHERILL, 1999).

Para fins ilustrativos considere um ponto interno da malha no dominio transformado,
representado por P, bem como os seus vizinhos (N, S, E, W, NW, NE, SW| e SE), que
serdo utilizados para definir as derivadas envolvidas. Tais pontos podem ser observados na
Figura 6 (SILVA, 2007).

Chamando de ® a variavel dependente que representa ao mesmo tempo as coor-
denadas x e y dos pontos da malha a ser gerada, as Equagdes (2.60) e (2.61) podem ser

escritas de uma forma geral, como sendo:

a®ee — 20Q¢, + Py, = 0. (3.1)
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M”l
A¢
NW| N NE
wl P lE An
SW| S SE
&

>

Figura 6 — Ponto interno P e seus vizinhos (N, S, E, W, NW, NE, SW, SE) em uma malha
bidimensional no dominio transformado, Fonte: (SILVA, 2007).

Para determinar uma expressao algébrica para ®¢, utilizando expansao em série
de Taylor para uma func¢do e desprezando os termos de ordem superior a 2, segundo sugere
Silva (2007), tem-se:

D€+ AE) = B (E) + DAL+ P (AP (32)

D€~ A6 = D () ~ DAL+ Py (AL (33

Somando as Equacgoes (3.2) e (3.3), obte-se:

(E+AL+P(E— AL —20(§)

Dee = (A)?

(3.4)

Observando a Figura 6, pode-se escrever ® (£ + Af) = Pp, (£ — Af) = Py e

® (&) = Pp, assim sendo, a Equagdo (3.4) resulta em:

D+ Dy — 205

& (3.5)
(Ag)*
Anologamente, pode-se obter:
Oy 4+ Py — 2P
m = = 2 = (3.6)
(AE)

Subtraindo a Equacao (3.3) da Equagdo (3.2), tem-se uma expressao para o termo
(1)51
o BETAH-0(E-AY
¢ 2AE

. (3.7)
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Considerando a disposicao dos pontos notados na Figura 6, pode-se reescrever a

equacao anterior como sendo:

bp — Oy
P, = = 7 3.8
¢ 2AE (3:8)
Analogamente para ®,, temos:
Oy — g
b, = —-. 3.9
K 2AE (3.9)

Como as fungoes sao continuas, ®¢, pode ser escrito de acordo com a Equacao (3.9),

ou seja,

Substituindo o valor de @, expresso pela Equacao (3.8), a Equagao (3.10) resulta

CII:

B, — Oy + Psw — Pgp — Pyw
& NN '

(3.11)

Agora, substituindo as Equagoes (3.5), (3.6) e (3.11), na Equagao (3.1), tem-se:

. Op + Py — 20p _ 9 Onp + Pow — Psp — Paw n
(A€)? 4AEAn
[0} by — 20
+c ( N+ Ps 3 P) =0.
(An)

(3.12)

Fazendo as devidas operagoes matematicas, em seguida colocando as varidveis

dependentes em evidéncia, obte-se a seguinte expressao:
2a 2c a a
Dp l— - ]JrCI)E [1+@W [1+
(Ae”  (An)” (A8)” (A¢)”
c c —2b
+Py | ——= | +Ps|——= |+ P + 3.13
" l(An)Q] ’ l(An)Q] v <4A€A77> (343
2b 2b —2b
i) —_— ) — ) — ] =0
+ NW<4A€A77>+ SE<4A§A7]>+ SW<4A§A7]>

Pode-se definir os coeficientes dos termos dependentes da seguinte maneira:

Ar =2 l(Af)Q ’ <An>21 (3

Ap = lﬁ] (3.15)
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e (4%)
< (i)

2b
A = <4A€An>

20
Asw = <4A§An

Feito isto, a Equagao (3.13), resulta em:

AP(I)P = AE(I)E + AW(I)W + ANCI)N + Asq)s+
+ANE®PNE + ANwPnw + AsePse + Asw Psw.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Nesta expressao os coeficientes dependem dos termos a, b e ¢, que ainda envolvem

derivadas, como pode ser visto nas Equagdes (2.41), (2.42) e (2.43). Assim, é necessario

determinar expressoes aproximadas para as derivadas ¢, Ye, Ty € Yy .

Tomando como referéncia a Figura 6 para determinar as expressoes aproximadas

para estas derivadas, pode-se obter as seguintes expressoes:

g — Tw

Teg = ————
¢ 2AE

_ Y~ Yw
Ye 2AE

IN — s

Ty = ——c
! 2An
YN — Ys

Yy = .

2An

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Cada ponto da malha é representado pela Equagao algébrica (3.23). O conjunto

dessas equacoes pode ser representado por uma equagao matricial do tipo:

[AJ[®] = [B]. (3.28)

A solugao do sistema linear representado pela Equacao (3.28), nos fornecera as
posicoes dos pontos internos da malha baseados nas posi¢oes dos pontos das fronteiras
(bordas) da geometria (COUTINHO, 2013).

3.2 Solucao do Sistema Linear

Os métodos para solucao de sistemas lineares sdo comumente classificados em dois
principais grupos: métodos diretos e métodos iterativos. Os métodos diretos lidam com
matrizes utilizando as regras da algebra linear, reduzindo-as de tal forma que o calculo da
solucao final pode ser feito com facilidade. Métodos iterativos partem de uma aproximacao
inicial qualquer, apds esta aproximacao (chute inicial), a solugdo final do sistema é obtida
utilizando-se uma técnica de refinamento sucessivo até que se atinja o resultado desejado,

tendo um custo computacional muito menor (MANGANI, 2008).

A matriz resultante da metodologia utilizada no presente trabalho é esparsal,
pois a solugdo para um ponto da malha depende apenas dos seus vizinhos. Para melhor

compreensao, considere uma malha com 2x2 volumes, vista na Figura 7.

AT

\

Figura 7 — Exemplo de malha com 2x2 volumes.

Considerando que ® representa as coordenadas x e y de cada ponto, o sistema

linear a ser resolvido para a geragao da malha representada na Figura 7 tem a seguinte

! Uma matriz ¢ dita esparsa quando a maioria de seus elementos sio nulos (CARMO, 2005).
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forma:
[ Ap,  Apg, 0 An, Ang 0 0 0 0 | [® ] [o0]
AW1 Apl AE1 ANI/Vl AN1 ANE1 0 0 0 (I)l
0  Aw, Ap, 0  Anw, An, 0 0 0 Dy
AS3 ASE3 0 AP3 AE3 0 AN3 ANE3 0 D3

Asw, As, Asp, Aw, Ap,  Ap, Axw, An, Ag, o, | = (3.29)

O O O O O o o o o

0 AS’W5 A55 0 AW5 Ap5 0 ANW5 AN5 Py
0 0 0 As, Asg, 0  Ap,  Ap, 0 D
0 0 0 ASW7 AS7 A5E7 AW7 Ap7 AE7 P,
0 0 0 0  Asw, As, 0  Aw, Ap, Dy

Percebe-se que a matriz de coeficientes resultante possui muitos elementos nulos.

3.2.1 Meétodo iterativo de Gauss-Seidel

Sistemas lineares que envolvem matrizes esparsas devem, preferencialmente, ser
resolvidos via métodos iterativos (ARAUJO, 2013). No presente trabalho o método iterativo
de Gauss-Seidel foi utilizado. Conforme descreve Quadros e Bortoli (2009), neste método,
um sistema linear qualquer Az = b, pode ser escrito de uma forma equivalente separando

os elementos da diagonal, isto é,

k k k
xg = —ail (bl - alzxg - a139€§, S — - a1n$£zk)>

(k+1) 1 _ (k+1) (k) _ _ (k)
x = = (by — as1x (93% Co.— Aoy,

2 = o (b ’ ) (3.30)
gkl — —ain (bn — At — Y — - ann_lx,(fjll)>

k+1
Dessa forma, quando estamos calculando o valor para 2 ¥ fazemos uso de todos

J
k+1 k+1) . k ,
os valores x& * ),. e (zzg_ﬁ ) ja calculados e o valores de Lg +)1,. .., P restantes até que a
condicao de convergéncia seja satisfeita. Para entender melhor como funciona este método,

considere o seguinte exemplo extraido de (QUADROS; BORTOLI, 2009):

10$1 -+ i) + I3 — 12
1 + @9 + 1023 = 12

E fdcil perceber que a solugdo é X = [1 1 1]. Para resolver pelo método de

Gauss-Seidel, inicialmente reescrevemos o sistema da seguinte forma:

k+1 k k

x§+>:% 12—x§)—wg)

pf ) = L (12— 2" - 2f) (3.32)
( (.

2D L <12_mgk+1) . +1))

sl=
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Em seguida, iniciando o processo iterativo de Gauss-Seidel com o chute inicial
X% = [0 0 0], teremos como resultados, em iteragoes sucessivas, as aproximacoes

apresentadas na Tabela 3.

Tabela 3 — Aproximagoes por Gauss-Seidel para a solucdo do sistema, Fonte: (QUADROS;
BORTOLI, 2009).

xgk) Cﬁgk) xgk)

0 0 0
1,2 1,8 0,972
0,9948 | 1,0033 | 1,0002
0,9996 | 1,0000 | 1,0000

w N = o

Como podemos observar na Tabela 3, o método iterativo de Gauss-Seidel produz
uma sequéncia de aproximacoes que convergem para solugao real a medida que as iteragoes

avangam.

3.2.2 Critério de parada

Para qualquer método iterativo, é fundamental estabelecer um critério de parada
(convergéncia da solucdo). Bittencourt e Feijéo (1997), afirmam que um bom critério de
parada deve possuir as seguintes caracteristicas: identificar quando o erro ¢ é suficientemente
pequeno; parar se o erro nao esta decrescendo ou se taxa de decaimento é muito baixa;

limitar a quantidade maxima de iteragoes.

Visando a precisdo dos resultados, foi usada a condi¢ao de parada e, de forma que o
erro relativo entre a solucdo calculada X™ menos a solucdo calculada anteriormente X" 1,

em valor absoluto, seja no maximo 1073, isto é:
" — ot =107 (3.33)

onde, ® representa tanto a coordenada x quanto a coordenada y.

3.3 Implementacao do cédigo computacional

3.3.1 A linguagem Python

A linguagem de programagao escolhida para implementagdao do cédigo computaci-
onal foi Python, por apresentar algumas caracteristicas que a tornam ao mesmo tempo
poderosa e facil de aprender. Possui um sintaxe compacta e pode ser combinada com
outras linguagens, como Fortran, C e C++, amplamente utilizadas para cédlculos cientificos
(LANGTANGEN, 2009). Além de ser gratuita, Python estd disponivel para os mais diversos

sistemas operacionais.
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3.3.2 A interface grafica

No presente trabalho, solucionamos numericamente o sistema de equacoes lineares
representado pela Equagao (3.28), resultando em uma grande quantidade de algarismos.
A Figura 8 mostra um exemplo de um arquivo de saida com coordenadas numéricas de
pontos referentes a uma malha com 5x5 volumes, calculados pelo cédigo computacional
desenvolvido. Sem uma ferramenta de visualizagao grafica, seria uma tarefa bastante dificil

interpretar os resultados obtidos.

[ e e T e ]

Arquivo Editar Formatar Exibir Ajuda

malha bidimensional resultante -

sequencia ij

ni

nj 5

valores
-0 0.0
0.8 -0.587785252292
1.6 -0.951056516295
2.4 -0.951056516295
3.2 -0.587785252292
4.0 0.0
-0.587785252292 0.8
0.578692902455 0.578319448632
1.53792455587 0.417431226344
2.46300684605 0.417657679283
3.42201877 0.578662067495
4.58778525229 0.8
-0.951056516295 1.6
0.417875742392 1.53750370881
1.49067497129 1.49002761824
2.51096796192 1.49016827378
3.58330485363 1.5378275022
4.9510565163 1.6
-0.951056516295 2.4
0.417993160181 2.46263733158
1.49064686782 2.51039005139
2.51100674715 2.51043900664
3.58316812533 2.46259455534
4.9510565163 2.4
-0. 587785252292 3.2
0.578772782306 3.42178481253
1.5380580693 3.58290824472
2.4628897038 3.58274329898
3.42191347389 3.4216378411
4.58778525229 3.2
-1.22464679915e-16 4.0
0.8 4.58778525229
1.6 4.9510565163
2.4 4.9510565163
3.2 4.58778525229
4.0 4.0

4 P

Figura 8 — Arquivo de saida contendo as coordenadas dos pontos de uma malha com 5x5

volumes.

No trabalho de Polo (2008) pode-se encontrar detalhes sobre as principais bibliotecas
(PyGtk, PyQt, Tkinter e wxPython) para desenvolvimento de interfaces gréficas com a
linguagem Python. O autor ainda afirma que cada uma destas ferramentas tem vantagens e
desvantagens, ficando a cargo do usuario escolher qual delas é melhor para suas necessidades

particulares.

No presente trabalho, optou-se pelo uso da biblioteca Tkinter por ser relativamente
facil de aprender, por ser uma biblioteca de codigo aberto e porque é compativel com

os principais sistemas operacionais (Windows, Linux e MAC). O desenvolvimento com
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Tkinter é rapido e nao exige instalagdes extras uma vez que a biblioteca faz parte da
instalagao padrdao do Python (LUTZ, 2010).

3.3.3 Fluxograma

O algoritmo computacional que representa a seqiiéncia de passos executados para

a geracao de uma malha usando a metodologia apresentada no presente trabalho, pode ser

Entrada de dados

l

Chute inicial das coordenadas
dos pontos internos

l

Calculaabc

1

Calcula coeficientes

1

Calcula coordenadas x,y
via Gauss-Seidel

visto na Figura 9.

A solugdo de x,y
convergiu?

Exibi¢do da malha
= — l ———
Gravagao dos dados

Fim

Figura 9 — Fluxograma do c6digo computacional.
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4 Resultados e discusoes

4.1 Gerador de malha

Para demonstrar a eficicia do programa desenvolvido e da modelagem apresentada
na gerac¢ao de malhas estruturadas generalizadas, foram escolhidas trés geometrias distintas
com fronteiras irregulares, todas mostradas na Figura 10. A cor verde representa a fronteira
norte (N), azul é a fronteira leste (E), preta representa a borda localizada ao sul (S) e, por

fim, a cor vermelha indica a fronteira oeste (W).

(©)

Figura 10 — Geometrias com fronteiras irregulares.

Para cada uma das geometrias foram geradas trés malhas: com 5x5 (25 volu-
mes), 10x10 (100 volumes) e 15x15 (225 volumes), mostradas nas Figuras 11, 12 e 13,

respectivamente.

(a) (b) ()

Figura 11 — Malhas com 5x5 volumes para as trés geometrias estudadas.
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Figura 12 — Malhas com 10x10 volumes para as trés geometrias estudadas.
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Figura 13 — Malhas com 15x15 volumes para as trés geometrias estudadas.

As malhas apresentadas nas Figuras 11, 12 e 13, foram geradas com um critério de
parada de £ = 1 x 1073, Uma andlise desse valor na qualidade da malha sers realizada na

secao 4.1.1.

As malhas mais refinadas mostradas na Figura 13, quando utilizadas para solugao
de problemas fisicos, oferecem mais precisao na obten¢do dos resultados. O dominio com
mais células tende a se aproximar mais de uma regido continua. Para gerar malhas com

mais volumes ¢é necessario mais tempo de execucao do gerador.

Com o objetivo de analisar como a quantidade de volumes da malha influencia no
tempo de geracao, foi plotado o grafico mostrado na Figura 14, obtido a partir de quatro
malhas para a geometria circular com: 10x10, 15x15, 20x20 e 25x25 volumes. Pode-se notar
que o tempo de execucao cresce exponencialmente em fungdo da quantidade de volumes,
uma vez que o sistema linear resultante torna-se maior para malhas mais refinadas, com
mais equagoes e mais incognitas. Testes realizados indicaram este mesmo comportamento

para as demais geometrias.
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20

Tempo (s)
=
|

T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

Volumes da malha

Figura 14 — Tempo de execucao em funcao da quantidade de volumes.

Os tempos de execucao mostrados na Figura 14 foram medidos em um computador
laptop com processador Intel Celeron 570 de 2,27 GHz.

Todas as malhas obtidas com o gerador desenvolvido no presente trabalho podem
ser, além de vistas na janela de visualizacdo, armazenadas em arquivos de texto. O formato
escolhido para o arquivo de saida (sdf) permite que as malhas sejam usadas no aplicativo
de engenharia Transcal 1.1. O formato sdf é o tipo de arquivo padrao deste software. O
Transcal 1.1, foi desenvolvido pelo Laboratoério de Simulagao Numérica em Mecanica dos
Fluidos e Transferéncia de Calor da Universidade Federal de Santa Catarina para o ensino

de conceitos de conducao de calor através de simulacao e visualizagdo (UFSC - SINMEC,
2014).

A Figura 15 mostra a visualiza¢do no Transcal 1.1 das malhas com 15x15 volumes
geradas neste trabalho. Essa compatibilidade indica que malhas obtidas com o gerador
desenvolvido no presente trabalho podem ser usadas perfeitamente para simulagoes de

problemas de conducao de calor em corpos bidimensionais no Transcal 1.1.

@ Transcal v11 - e o o © Transeal vl o @ Transcal v1.1 oo 5 ]
Simulaga

Arquivo Meio  Condigdes lagio Visualizar Ajuda

B ol | ] 5[50 0 ] | @ o 4| ] 5]5] 5] B[P | || 5|65 1)

ivo Meio Condigdes Simulagio Visualizar Ajuda | Arquivo  Meio Condigdes Simulagdo Visualizar Ajuda

(a) (b) ()

Figura 15 — Visualizagdo das malhas geradas no software Transcal 1.1.
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4.1.1 A influéncia do critério de parada na qualidade da solucao

Para analisar a influéncia da tolerancia na qualidade da malha gerada, foram
geradas malhas 15x15 volumes para a geometria circular mostrada Figura 10 (a) com trés
critérios de parada: 5 x 1071, 5 x 1072 e 1 x 1073. Os resultados obtidos podem ser vistos

na Figura 16.
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(a) e=5x10"1 (b) e =5x 1072

Figura 16 — Malha circular com 15x15 volumes com diversos valores de parada.

Observando a Figura 16, podemos perceber a influéncia do critério de convergéncia
no calculo das coordenadas dos pontos internos da malha. A Figura 16 (c) apresenta uma
malha com uma distribuicao uniforme das células em todo o dominio, diferente do que é
visto nas demais malhas, onde os pontos centrais aparecem ainda desordenados. Um maior

valor indica que a solucgdo final obtida estd mais distante da solucdo real do problema.

O gréfico da Figura 17 mostra o comportamento do tempo de execu¢do como uma
funcdo do critério de parada do método iterativo. Foram testadas para elaboragdo do
grafico as seguintes tolerancias: ¢ = 1072, ¢ = 107°, ¢ = 107" ¢ ¢ = 107?, representadas

em escala logaritmica.

50

Tempo (s)

0 [ I I [ [

Tolerancia

Figura 17 — Tempo de execug¢ao em funcao do critério de parada.
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Como pode ser notado, o comportamento do crescimento do tempo é exponencial.
O tempo de solucdo para e = 1072 é cerca de dez vezes menor do que quando se usa uma
tolerancia de ¢ = 107°. O uso de um critério de parada muito baixo aumenta bastante o
tempo de execucao do programa para a gera¢ao da malha pois mais iteragoes sdo realizados.

Todavia, os resultadas nem sempre melhoram com a mesma intensidade.

Malhas obtidas com € = 1073 e ¢ = 107Y sao vistas na Figura 18. Esta figura
mostra que a diferenca na posicao dos pontos da malha é minima, quase imperceptivel.
Assim, pode-se concluir que com a tolerancia ¢ = 1073, os resultados sdo satisfatérios, e

obtidos com um tempo de processamento bem menor.

(a) e =107

Figura 18 — Malha com 15x15 volumes para critérios de parada diferentes.

4.1.2 A evolucao da solucao no processo iterativo

No presente trabalho sao atribuidos valores aleatérios para as coordenadas x e
y dos pontos internos no inicio do processo iterativo. Uma interessante funcionalidade
para a janela de visualizacao é permitir observar a posicao inicial dos pontos da malha e
acompanhar a sua evolucao no decorrer das iteragoes até que a malha seja gerada, conforme

mostra a Figura 19 para a geometria circular.

Como todos os pontos sdo unidos por linhas que definem a malha, a Figura 19(a)
que representa o chute inicial (cujos pontos internos possuem coordenadas aleatérias)
mostra apenas um emaranhado de linhas. A medida que as iteracdes avancam, os pontos
internos tendem a formar a malha gradativamente, pois se aproximam cada vez mais da
solugdo das Equagdes (2.60) e (2.61).
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Figura 19 — Evolucao da solugao no decorrer do processo iterativo.

4.2 O programa desenvolvido

Para tornar o uso do programa mais amigavel para o usuario, foi desenvolvida
uma interface grafical com duas janelas. A primeira delas, Figura 20, para a definiciao
das dimensoes da malha (nimero de volumes na dire¢do x ¢ y), do critério de parada
(tolerancia) para o cdlculo da solugao e para a escolha de uma das geometrias apresentadas
neste trabalho. Nessa janela, ha dois botoes: Gerar a malha para iniciar o processo iterativo
e Salvar as coordenadas para armazenar a malha em um arquivo de saida (sdf). A outra

janela, exibida na Figura 21, aparece sempre que uma malha é gerada, mostrando o
resultado final.

1" Uma 4rea onde se realiza interagdo entre usuério e programa (NASCIMENTO; AMARAL, 2010).
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& Geracao de Malhas @M

Volumes na direcao x

Volumes na direcac y |

Tolerancia (ex. 0.001) |

Escolha uma geometria

" Forma de um %'

" Forma de circule

" Morte senoide; oeste, leste e sul retas

Gerar a Malha Salvar as coordenadas

Figura 20 — Janela para entrada de dados.

_z Malha 5x5 volumes

Figura 21 — Janela para visualizacdo da malha.

Comparando as Figuras 8 e 21, pode-se perceber que a interpretacao dos resultados

(disposicao dos pontos da malha) pelo usuario pode ser feita com muito mais comodidade

por meio da janela de visualizagao.
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Consideracoes finais

O presente trabalho demonstrou que a solugdo numérica de um sistema de equagoes
diferenciais parciais elipticas pode ser usada para gerar malhas estruturadas bidimensionais
coincidentes com as fronteiras. A partir da metodologia numérica, foi desenvolvido um
programa computacional em linguagem Python. Para obtencao dos resultados foram
escolhidas trés geometrias distintas com bordas irregulares. Malhas com diversas quanti-
dades de volumes foram geradas com sucesso para cada uma das geometrias testadas. O
gerador desenvolvido permitiu a visualizagao da malha em uma janela grafica bem como o
armazenamento da malha em arquivo texto de formato sdf, compativel com o software

académico de engenharia Transcal 1.1.

A realizacao deste trabalho permitiu observar a aplicacdo de forma bastante pratica
de diversos conceitos matematicos tais como: matrizes, determinantes, matriz inversa,
derivadas simples e parciais, regra da cadeia, expansdo em série de Taylor, fungdes, fungoes

inversas, sistemas lineares, etc.

A solucao do sistema linear resultante do procedimento de discretizacao e aproxi-
macao das derivadas parciais por diferencas finitas foi obtida com a utilizacdo do método
iterativo de Gauss-Seidel. O método numérico mostrou-se bastante rapido e preciso para a

obtencao da solucao.

Foi observado que o critério de parada escolhido com valor 102 produz resultados
satisfatorios. Para valores maiores, exigem mais tempo de processamento, porém sem

ganhos expressivos na qualidade da malha.

Outro fator que influencia bastante no tempo de processamento do programa ¢é a
quantidade de volumes da malha, devido a maior quantidade de equagoes e incognitas a
serem calculadas. Com mais volumes regiao discretizadas aproxima-se mais de uma regiao

continua.
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