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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar resultados referente aos nimeros perfeitos, no qual
mostramos um estudo histérico desses nimeros, e alguns topicos da teoria dos nimeros que sdo
fundamentais para o desenvolvimento do tema em questdo. Mencionamos a representacdo de
um numero perfeito par, e as condi¢des para encontra-los, assim como alguns resultados sobre
a existéncia ou niao de nimeros perfeitos impares. Houve uma pesquisa exploratéria, envol-
vendo busca em documentos eletronicos disponiveis na internet, além das obras de referéncias.
Como principal conclusdo deste trabalho, pode-se ressaltar a ndo comprovagdo da existéncia ou
ndo dos nimeros perfeitos impares, onde tem-se alguns resultados mostrando como seria esses
nlimeros, se existir, mas nio se tem provas ainda de sua existéncia.

Palavras chave: Nimeros Perfeitos, Primos de Mersenne, Perfeitos Impares.



Abstract

This study has the aim to present results related to the perfect numbers, which we show a his-
torical view, and some topics of the numbers theory that are elementary to the development of
the subject. It’s mentioned the representation of a perfect even, and the conditions to find them,
as well as a few results about the existence, or not, of a perfect odd number. Within the metho-
dology, in addition to the reference works, there has been an exploratory research, involving
some hunting in the internet for contents on electronic documents. As a primal conclusion for
this study, there has been found many results showing how odd perfects could be, although not

proven their existence.

Keywords:Perfect numbers, Mersenne primes, Odd Perfects.
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Introducao

O grande interesse e a curiosidade em estudar a teoria dos nimeros foram primordiais
para a escolha do tema de minha pesquisa, por este motivo resolvi desenvolver um trabalho
monogréfico para aprofundar meus estudos e tentar entender melhor os nimeros perfeitos, que,
durante a graduagdo, ndo tive a oportunidade, de estudar, haja vista a grade curricular do curso
de matematica.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar resultados sobre os niimeros perfeitos. Para
tanto, € imprescindivel um bom entendimento total ou de parte dos principais conceitos da teoria
dos nimeros, que foram estudadas em nivel de graduacao.

A maioria dos resultados aqui apresentados foram coletados dos estudos realizados em
sala de aula na disciplina de introdug¢do a teoria dos nimeros e, os demais, foram coletados por
meio do sistema eletronico na internet. Uma vez reunida todas as pesquisas, foi organizado um
estudo bibliogréfico para fins de andlise que, posteriormente, foram arranjadas em trés capitulos.

No capitulo I, veremos fatos historicos que sdo indispensdveis para uma melhor com-
preensdo dos nimeros perfeitos, bem como todos eles encontrados até hoje.

No capitulo II, estudaremos todos os resultados que sdo importantes para o desenvolvi-
mento do capitulo III, onde neste tltimo veremos o que é um nimero perfeito, e apresentaremos
resultados referentes a esses nimeros. Finalizando o trabalho, temos as consideragdes finais, e

as referéncias utilizadas no desenvolvimento desta monografia.



1 Fatos Historicos

Neste capitulo temos uma considerdvel historia sobre os nimeros perfeitos, onde citare-
mos varios matemdticos envolvidos nesse estudo e suas descobertas. Também estd incluso aqui

todos os niimeros perfeitos encontrados, juntamente com seu descobridor e o ano da descoberta.

1.1 A Historia dos Numeros Perfeitos

Nao se sabe exatamente quando os nimeros perfeitos foram primeiramente introduzi-
dos, mas é possivel que os egipcios tenham formado-os através de nlimeros comuns, de maneira
que seus métodos de célculo funcionassem("fracdes unitérias","fragdes egipcias"). As proprie-
dades misticas desses nimeros foram estudados por Pitdgoras, e seus seguidores. Para a escola
pitagorica, as partes de um nimero sdo seus divisores. Um niimero que pode ser formado por
suas partes (somando seus divisores) deve ser realmente admirdvel, perfeitamente criado por
Deus. Deus criou o mundo em seis dias, e o nimero de dias que a lua demora para dar uma volta
na terra é exatamente 28. Esses sdo os dois primeiros nimeros perfeitos. Os quatro primeiros
6,28,496 e 8128 parecem que foram descobertos hd muito tempo atrds, e ndo se tem registros
destas descobertas. O primeiro resultado registrado relacionado aos nimeros perfeitos que se
tem conhecimento aparece no livro "Elementos de Euclides" (escrito por volta de 300 a.c.),
mais precisamente, na proposicao 36 do livro IX, que diz:

“se tantos nimeros quantos quisermos, comeg¢ando com uma unidade, e sendo postos,
continuadamente, na propor¢do duplicada, até que a soma de todos se torne primo,

multiplicando esse resultado pelo dltimo niimero, o produto serd perfeito”.
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Na propor¢do duplicada significa que cada nimero da sequéncia € duas vezes o anterior.
Uma vez que
142444 421 =2k_1,

a afirmacdo acima mostra que:

se, para qualquer nimero inteiro k > 1,2¥ — 1 é primo, entio
2k=1(2k — 1) 6 perfeito. (1.1)

Aqui nés desejamos mencionar outra origem para os nimeros perfeitos (geralmente
ignorada pelos historiadores da matematica) hd muito tempo atrds, mais precisamente, na repu-
blica de Platio, onde os tio falados niimeros perfeitos periédicos foram introduzidos. E notével
que 2000 anos depois, quando Euler provou a reciproca de (1.1), ele ndo fez referéncia a Eu-
clides. Contudo, Euler faz referéncia aos niimeros perfeitos periddicos de Platdo. Euler foi
provavelmente inspirado em Platdo. Uma outra referéncia mais primitiva mostra ser de Eupho-
rion, um poeta do século III a.c.. O préximo estudo significante dos nimeros perfeitos foi feito
por Nichomachus de Gerasa, por volta de 100 d.c.. Ele escreveu seu famoso "Introducdo a
Aritmética", o qual classifica os nimeros em trés classes: nimeros abundantes (0s quais tem
a propriedade de que o resultado da soma de seus divisores ou partes € maior do que o préprio
nimero), nimeros deficientes (os quais tem a propriedade de que o resultado da soma de suas
partes é menor do que o préprio nimero), e os nimeros perfeitos (os quais tem a propriedade
de que o resultado da soma de suas partes € igual ao seu dobro). Nichomachus usou essa clas-

sificacdo também em termos morais, ou analogias bioldgicas:

"...no caso de muito, € produzido em excesso, em exagero, no caso de pouco, é produzido em

falta, com privagdes e insuficiéncias ... "

"...ndmeros abundantes sdo como um animal com dez bocas, ou nove labios, € munidos com

trés fileiras de dentes; ou com cem bragos ... "

"...numeros deficientes sdo como animais com sé um olho, com um bra¢o ou com s6 uma de
suas maos, com menos de cinco dedos, ou como se ele ndo tivesse lingua".

No livro de Nichomachus apareceram cinco resultados ndo provados com relagdo aos
nimeros perfeitos:

1. O enésimo nimero perfeito tem n algarismos;

2. Todos os nimeros perfeitos sao pares;
3. Todos os nimeros perfeitos terminam em 6 ou 8, alternadamente;
4. Todo nimero perfeito é escrito da forma 25~ (2% — 1), para qualquer inteiro k > 1, com

2k 1 primo;

5. Existem infinitos nimeros perfeitos.
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Apesar do fato de Nichomachus ndo ter oferecido uma justificativa para essas afirma-
coes, elas foram tomadas como fato por muitos anos. A descoberta de outros nimeros perfeitos
desmentiram imediatamente as afirmac¢des (1) e (3). Por outro lado, as afirmagdes (2), (4) e
(5) permanecem ndo provadas praticamente até hoje.

Os matemadticos drabes eram também fascinados pelos nimeros perfeitos, e Thabit Ibn
Quarra escreveu "Tratando dos Nimeros Amigdveis" no qual ele examinou quando os nime-
ros da forma 2"p (p primo) podem ser perfeitos. Ele provou também a "Lei de Thabit". Ibn
Al-haytham provou uma parte contrdria na proposi¢do de Euclides (1.1), na obra ndo publicada
"Tratando com Andlises e Sinteses". Dentre os matemadticos drabes que continuaram a investi-
gacdo (estudo) dos gregos sobre os nimeros perfeitos com grande entusiasmo foi Ismail Ibn
Ibrahim Ibn Fallus (1194-1239), que escreveu uma tese baseado em Nichomachus sobre o texto
mencionado. Ele também deu uma lista de dez nimeros dizendo serem perfeitos. Os sete pri-
meiros estavam corretos, e de fato esses sdo sem divida os primeiros sete nimeros perfeitos.
Para maiores detalhes sobre esse seu trabalho veja os escritos de S. Brentjes. O 5° nimero
perfeito foi redescoberto por Regiomontanus durante sua estadia na universidade de Viena, da
qual ele saiu em 1461. Isto também foi encontrado no manuscrito escrito por um autor andénimo
por volta de 1458, enquanto que o 5° e 0 6° nimero perfeito foram encontrados em outro ma-
nuscrito pelo o mesmo autor, pouco depois de 1460. O 5° nimero perfeito é 33550336, e 0 6° é
8589869056. Isso mostra que os primeiros nimeros ditos por Nichomachus sao falsos (1) e (3),
desde que o 5° nimero perfeito tem 8 digitos, e 0 5° e 0 6° niimero perfeito ambos terminam
em O.

Em 1536, Hudalrichus Regius publicou "Utriusque Arithmetices," no qual ele encontrou
o primeiro primo p (p = 11) tal que 27~ !(2” — 1) ndo é um niimero perfeito. Em 1603, Cataldi
encontrou os fatores de todos os nimeros até 800 e também uma lista de todos os primos até
750. Ele usou sua lista de primos para conferir se 2! — 1 = 524287 era primo. Entfo, ele
encontrou o 7° nimero perfeito: 137438691328. Dentre os muitos matematicos interessados
nos nimeros perfeitos, deve ser mencionado Descartes, que em 1638 escreveu em uma carta
para Mersenne:

"... Os numeros perfeitos sdo poucos... tdo poucos quanto pessoas perfeitas...". Sobre

"

isso veja também no manuscrito Perso. "... Eu acho que sou capaz de provar que ndo existem
nimeros pares perfeitos além daqueles de Euclides; e que ndo existem nimeros impares perfei-
tos, a menos que eles sejam compostos de um unico nimero primo, multiplicado pelo quadrado
daqueles que a raiz € composta de vérios outros nimeros primos. Mas eu nao posso ver nada
que previna alguém de encontrar nimeros desse tipo... mas, seja qual for o método que alguém
use, 1sSo 1ria requerer muito tempo na busca por estes nimeros...".

A préxima grande contribui¢do foi feita por Fermat. Ele falou a Roberval em 1636 que
estava trabalhando no assunto e, embora os problemas fossem muito dificilimos, ele tinha a
intencdo de publicar um tratado do assunto. O tratado nunca foi escrito, talvez pelo fato de ndo

alcancar os resultados que esperava. Em junho de 1640, Fermat escreveu uma carta a Mersenne
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contando a ele suas descobertas sobre os nimeros perfeitos. LLogo apds escrever a Mersenne,
Fermat escreveu a Frenicle de Bessy, generalizando os resultados da carta anterior. Em suas

investigacdes Fermat usou trés teoremas:

1. Se n é composto, entdo 2" — 1 € composto;
2. Se n é primo, entdo a" — a é multiplo de n;
3. Se n é primo, e p € divisor de 2" — 1, entdo p — 1 é um multiplo de n.

Usando este "pequeno teorema", Fermat mostrou que 22 — 1 é composto e que 237 — 1
também é composto. Mersenne ficou muito interessado nos resultados que Fermat o enviou
sobre os nimeros perfeitos. Em 1644, ele publicou "Cogitata Physica Mathematica", no qual
ele afirmou que 27~!(27 — 1) é perfeito para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 e para
nenhum valor de p acima de 257. E notédvel que, dentre os 47 primos, o valor de p entre 19 e
258 para o qual 2” — 1 € primo, para 42 casos Mersenne estava certo. Primos da forma 27 — 1
sdo chamados primos de Mersenne.

O préximo matemdtico que fez uma importante contribuicdo foi Euler. Em 1732, ele
provou que o 8° ntimero perfeito era 230 - (23! —1). Este foi o primeiro niimero perfeito desco-
berto em 125 anos. Mas, a maior contribui¢do feita por Euler, foi obtida em dois manuscritos
ndo publicados durante sua vida. Em um deles ele provou a reciproca do pensamento de Eucli-
des:

Todos os niimeros perfeitos pares sio da forma 277! (27 —1).

Citando R.C.Vaughan: "Nos temos um exemplo de um teorema que levou 2000 anos
para ser provado..., mas verdadeiros matematicos devem trabalhar durante um vasto tempo...".
Os resultados de Euler com os nimeros perfeitos impares € os nimeros amigaveis serdo con-
siderados mais tarde. Depois da descoberta de Euler que 23! — 1 é um niimero primo, a busca
por nimeros perfeitos agora se tornou uma tentativa para checar se Mersenne estava correto
em suas afirmativas. O primeiro erro na lista de Mersenne foi descoberto em 1876 por Lucas;

267 — 1 é composto. Mas como 2?7 — 1 ¢ um primo de Mersenne, entio ele

€ mostrou que
obteve um novo nimero perfeito (ndo o nono, porém depois irdo perceber que € o vigésimo).
Lucas fez também uma descoberta tedrica, a qual foi modificada por Lehmer e serd a base de
uma busca pelos primos de Mersenne. Em 1883, Pervusin demonstrava que 2°' — 1 é primo,
desta forma dando o nono nimero perfeito. Em 1911 a 1914, Powers provou que 2% — 1 ¢
2101 _ 1 sdo0 primos. 288(28% — 1) era de fato o tltimo nimero perfeito descoberto por meio
de cdlculos. Todos os outros foram encontrados através de maquinas ou um computador. De
fato, computadores tiveram grande influéncia no ressurgimento do interesse de descoberta dos
nimeros primos de Mersenne, ¢ mais adiante nos nimeros perfeitos. Os primeiros resultados
significativos com os numeros perfeitos impares foram obtidos por Sylvester. Na sua opinido:
"... A existéncia de nimeros perfeitos impares ainda ndo foi provado, pois hd uma complexa

teia de condi¢des que os cerca, seria um pequeno milagre...". Em 1888, ele provou que alguns
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nimeros perfeitos impares tem no minimo 4 fatores primos distintos. Alguns anos depois, ele
aumentou este resultado para cinco fatores. Finalmente, vamos incluir aqui todos os niimeros
perfeitos conhecidos juntamente com o ano da descoberta e seu descobridor. Seja P o k-ésimo

ndmero perfeito. Entdo, P, = 2r—1 (27 —1) = A, onde 27 — 1 é um primo de Mersenne.

Numeros perfeitos Ano e Descobridor
Py =A; =6,

P, =A3 =28,

P; = A5 =496,

Py = A7 = 8128,

Ps = A13 = 33550336 1456, Anonymous
Ps = A17 = 8589869056 1588, Cataldi

P; =A9 = 137438691328 1588, Cataldi

Pg = A3 =2305843008139952128 | 1772, Euler

Py =Ag 1883, Pervushin
Py = Agg 1911, Powers

Py = Aoy 1914, Powers

Py =A1; 1876, Lucas

P13 = Asp) 1952, Robinson
P14 = Aoy 1952, Robinson
Pis =A1279 1952, Robinson
P16 =A203 1952, Robinson
P17 = Ansi 1952, Robinson
Pig =As17 1952, Riesel

P19 = Ayps3 1961, Hurwitz

Pry = Asan3 1961, Hurwitz

Pr1 = Agegy 1963, Gillies

Py =Agoay 1963, Gillies

Pz =A11213 1963, Gillies

Pry = A19937 1971, Tuckerman
Prs =A21701 1978, Noll e Nickel
Pys = A23209 1979, Noll

Py7 = Agq497 1979, Nelson e Slowinski
Prg = Ageoa3 1982, Slowinski
Py9 = A110503 1988, Colquitt e Welsh
P30 = A132049 1983, Slowinski




Numeros perfeitos

Ano e Descobridor

P31 = A216091

1985, Slowinski

Pz = A756839

1992, Slowinski e Gage

P33 = Ag59433

1994, Slowinski e Gage

P34 = A1257787

1996, Slowinski e Gage

P35 = A1398269

1996, Joel Armengaud

P36 = A2976221

1997, Gordon Spence

P37 = A3021377

1998, Roland Clarkson

P33 = Ag972593

1999, Nayan Hajratwala

P39 = A13466917

2001,Michael Cameron

Pay = A20996011

2003, Michael Shafer

Py = A24036583

2004, Josh Findley

Py = A25964951

2005, Martin Nowak

Pa3 = A30402457

2005, Curtis Cooper e Steven Boone

Py = A32580657

2006, Curtis Cooper e Steven Boone

Pys = A37156667

2008, Hans-Michael Elvenich

Pas = As2643801

2009, Odd Magnar Strindmo

Py7 = A43112609

2008, Edson Smith

P4g = As78885161

2013, Curtis Cooper
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2 Resultados Fundamentais

Neste Capitulo, veremos alguns resultados preliminares utilizados no desenvolvimento
desta monografia e que servirdo de base para uma melhor compreensdo dos nimeros perfeitos,

onde citaremos algumas definicdes e resultados importantes da Teoria dos Nimeros'.

2.1 Inducéao

Defini¢ao 2.1 (Principio da Boa Ordem (PBO)). Todo conjunto ndo-vazio de inteiros positivos

contém um elemento minimo.

Teorema 2.1 (Principio de Indug¢do Finita). Seja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B
possui as duas seguintes propriedades

1. 1eB

2. k+1 € B sempre que k € B,

entdo B contém todos os inteiros positivos.

Demonstracao: Vamos supor que, mesmo possuindo as propriedades (1) e (2) o conjunto B
ndo contenha todos os inteiros positivos. Seja A o conjunto dos inteiros positivos ndo contidos
em B. Pela definicdo 2.1, A possui um menor elemento e este ¢ maior do que 1, pois 1 € B. Seja
ap este elemento. E claro que ag — 1, pertence a B e como B satisfaz as propriedades (1) e (2)
entdo o sucessor de ag — 1, que € ag, também deve pertencer a B. Esta contradicdo nos leva a

concluir que A tem que ser vazio, o que conclui a demonstragdo. ]

Teorema 2.2 (Principio de Indugdo Matemética). Seja P(n) uma proposicdo associada a cada
inteiro positivo n e que satisfaz as duas seguintes condigoes:
1. P(1) é verdadeira;

! ver nas referéncias (ALENCAR,1981) ou qualquer livro introdutério 4 Teoria dos Nimeros.
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2. Paratodo inteiro positivo k, se P(k) é verdadeira, entdo P(k+ 1) também é verdadeira.

Nestas condigdes, a proposi¢do P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n.

Demonstracao: Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos n para 0s quais a proposicao
P(n) é verdadeira, isto é:
S ={n e N|P(n) é verdadeira}.

Pelas condicdes (1) e (2), P(1) é verdadeira e, portanto, 1 € S, e para todo inteiro positivo k, se
k€S, entdo k+ 1 € S. Logo, o conjunto S satisfaz as condi¢des (1) e (2) do Teorema (2.1) e,

portanto, a proposi¢do P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n. ]

Exemplo 2.1. Demonstrar a proposi¢do:
P(m) : Todo niimero impar da sequéncia 3,7,11,15,... a,, é da forma 4m — 1;¥m € N(2.1)

Demonstracao:
e P(1) é verdadeira, visto que a; =4-1—1=3.
e Por hipdtese de indugdo P(k) é verdadeira, com k € N. Isto é, a, = 4k — 1, com 4k — 1

sendo um niimero impar da sequéncia dada na equacdo 2.1, entdo
arr1 =4k+1)—1=(4k—1)+4=aqa;+4

também é um niimero impar da sequéncia dada na equacdo 2.1.
Portanto P(k+ 1) é verdadeira, e pelo Teorema 2.2, a proposicdo P(m) é verdadeira

para todo inteiro positivo m. [

Analogamente mostra-se que
P(m) : Todo nimero impar da sequéncia 1,5,9,13,...b,, é da forma 4m — 3;Vm € N.

Teorema 2.3 (Principio de Indug¢do Matematica, 2% Forma). Seja p(n) uma proposicdo associ-

ada a cada inteiro positivo n tal que

i) p(a) é verdade, e que
ii) Paratodon,p(a)e p(a+1)e --- e p(n) = p(n+1) é verdade, entdo, p(n) é verdade

para todon > a.

Demonstracao: Considere o conjunto

V={nea+N;p(n)}.

Queremos provar que o conjunto W = (a+ N) —V ¢é vazio. Suponha, por absurdo, que vale

o contrdrio. Logo, pela Defini¢do 2.1, W teria um menor elemento k, e, como sabemos de i)
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que a ¢ W, segue-se que existe n tal que k = a+n > a. Portanto, a,a+1,...,k— 1 ¢ W; logo
a,a+1,...,k—1€V.Por (ii) acima conclui-se que k =k — 1 + 1 € V, 0 que contradiz o fato de
keWw. [ ]

2.2 Divisibilidade

Definicio 2.2. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a divide b, denotando por a | b, se existir um

inteiro k tal que b = ak. Se a ndo divide b escrevemos a{ b.
Teorema 2.4 (Transitividade da divisdo). Se a,b e ¢ sdo inteiros, a |b e b | c, entdo a | c.

Demonstracido: Como a | b e b | ¢, de acordo com Defini¢do (2.2) existem inteiros k; e kp
com b = kja e ¢ = kob. Substituindo o valor de b na equagdo ¢ = kpb, teremos ¢ = kpkja o que

implica a | c. u

Exemplo 2.2. Como 4 | 16 e 16 | 32, entdo 4 | 32. Como ndo existe um niimero inteiro ¢ satis-

fazendo a equagdo 25 = 4.c, entdo 4125.
Teorema 2.5. Se a,b,c,m e n sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b, entdo c | (ma+nb).

Demonstracio: Se ¢ |ae ¢ | b, entdo a = kjc e b = kpc. Multiplicando-se estas duas equagdes
respectivamente por m e n teremos ma = mkjc € nb = nkoc. Somando-se membro a membro
obtemos

ma + nb = (mky 4+ nky)c, o que nos diz que ¢ | (ma+nb).

Exemplo 2.3. Como 4 |8 ¢4 |12, entdo 4| (2.8+1.12).

Teorema 2.6 (Algoritmo da Divisdo). Se a e b sdo dois inteiros, com b > 0, entdo existem e sdo

tinicos os inteiros q e r que satisfazem as condi¢oes:
a=bg+r e 0<r<hb. (2.2)

Demonstracao: Seja S o conjunto de todos os inteiros ndo negativos (> 0) que sdo da forma
a—bx, com x € Z, isto é:
S={a—bx; x€Z, a—bx>0}

Este conjunto S ndo é vazio, porque, sendo b > 0, temos b > 1 e, portanto, para x = — | a |,
resulta:
a—bx=a+b|al>a+|a|>0

Assim sendo, pela Defini¢do (2.1), existe o elemento minimo r de S tal que

r>0 e r=a—bgq ou a=bg+r, com qg€EZ.
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Além disso, temos r < b, pois, se fosse » > b, teriamos:
0<r—b=a—bg—b=a—-b(g+1)<r

isto €, r ndo seria o elemento minimo de S. Para demonstrar a unicidade de ¢ e r, suponhamos
que existem dois outros inteiros ¢ € ry tais que,
a=bgi+r e 0<r; <b. (2.3)

Logo, as equacdes (2.2) e (2.3) sdo iguais, ou seja:

bgi+ri=bg+r=ri—r=(q—q)b=b|(r1—r).
Por outro lado, temos:
—b<—r<0 e 0<r <b,
o que implica:
—b<ri—r<b, istoé, |r—r|<b.

Assim, b | (r1—r) e | ri —r|< b, portanto, r; —r =0, e como b # 0, também temos g — g1 = 0.

Logo,r1 =req; =gq. [

2.3 Maximo Divisor Comum

Defini¢ao 2.3 (Médximo Divisor Comum de Dois Inteiros). Sejam a e b dois inteiros ndo con-
Juntamente nulos (a # 0 ou b # 0). Chama-se mdximo divisor comum de a e b o inteiro positivo
d (d > 0) que satisfaz as condigoes:

1. d|aed|b

2. seclaesec|b,entdoc<d.

O mdximo divisor comum de a e b indica-se pela notagdo mdc(a,b).

Exemplo 2.4. Sejam os inteiros a =12 e b = 30. Os divisores comuns positivos de 12 e 30 sdo

1,2,3 e 6, como o maior deles é 6, segue-se que o mdc(12,30) = 6.

Teorema 2.7. Se a e b sdo dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), entdo existe

e é inico d = mdc(a,b), além disso, existem inteiros x e y tais que
mdc(a,b) = ax+ by, (2.4)

isto é, o mdc(a,b) é uma combinagdo linear de a e b.

Demonstracao:
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Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au + bv, com u,v € Z, isto é:
S={au+bviau+bv>0ecu,veZ}.
Este conjunto S ndo é vazio, porque, se a # 0, entdo um dos dois inteiros:
a=al+b0 ¢ —a=a.(-1)+b0

¢ positivo e pertence a S. Logo, pela Definicdo (2.1), existe e € tinico o elemento minimo d > 0
de S. E, consoante a defini¢do de S, existem inteiros x e y tais que d = ax+ by. Posto isto, vamos

mostrar que d = mdc(a,b). Com efeito, pelo Teorema 2.6, temos:
a=dg+r, com 0<r<d,

o que da:
r=a—dq=a— (ax+by)qg=a(l—qgx)+b(—qy),

isto €, o resto r € uma combinacdo linear de a e b. Como 0 < r < d e d > 0 € o elemento minimo
de S, segue-se que r =0 e a = dgq, isto é, d | a. Com raciocinio inteiramente andlogo se conclui
que também d | b. Logo, d é um divisor comum positivo de a e b. Finalmente, se ¢ é um divisor

comum positivo qualquerde ae b (c | a e ¢ | b,c > 0), entdo, pelo Teorema (2.5) temos:
c|(ax+by)=c|d = c<d,
isto é, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja:
mdc(a,b) =d = ax+ by, com x,y € Z,

e o teorema fica demonstrado. ]

Exemplo 2.5. Sejam os inteiros a =6 e b = 27. Temos:
mdc(6,27) =3 = 6(—4)+27.1.

Teorema 2.8 (De Euclides). Se a | bc e se o mdc(a,b) = 1, entdo a | c.

Demonstracao: Com efeito:
a| bc = bc = aq, com g € Z (Defini¢do 2.2).
Pelo Teorema (2.7), existem x,y € Z tais que

mdc(a,b) =1 = ax+by =1, (2.5)
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0 que implica que
acx + bcy = ¢ ( multiplicando a equagao (2.5) por ¢).
Como bc = agq, entdo:

¢ =acx+bcy =acx+aqy =a(cx+qy) = a| c.

Exemplo 2.6. Sejam os inteiros a =3,b =5 e ¢ =9, temos:
3159 eo0mdc(3,5) =1, entdo3|9.

Corolario 2.1. Sea|c,seb|ceseomdc(a,b) =1, entdo ab | c.

Demonstracao: Com efeito:
alc= c=agq, com q; € Z (Defini¢io 2.2)
b|c= ¢ =bgy, com gy € Z (Definigdo 2.2)

Pelo Teorema (2.7), existem x,y € Z tais que

mdc(a,b) =1 = ax+by =1, (2.6)

O que implica que
acx+bcy=c 2.7

(multiplicando a equagdo (2.6) por c).
Portanto, substituindo ¢ por aq e por bg> na equacio (2.7) temos:

c=a(bg)x+blaq)y = ab(qax+ q1y) = ab | c.

Exemplo 2.7. Sejam os inteiros a =2,b =3 e ¢ = 24. Temos:

mdc(2,3) =1¢2|24,3 |24, entdo 2.3 =6 | 24.

2.4 Numeros Primos

Definicao 2.4. Um inteiro ndo nulo p, com p # 1 e p # —1 ¢ dito primo se tem exatamente
dois divisores positivos 1 e | p | . Caso contrdrio p é composto, ou seja, p = a.b, onde a e b sdo

inteiros e 1 < a,b < p.
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Definicao 2.5. Dois inteiros a e b dizem-se relativamente primos se mdc(a,b) = 1.
Teorema 2.9. Se um primo p ndo divide um inteiro a, entdo a e p sdo primos entre si.

Demonstracido: Seja d = mdc(a, p). Entéo, pela Defini¢do (2.3),d |ae d | p. Darelagido d | p,
resulta que d = 1 ou d = p, porque p é primo, e como a segunda igualdade € impossivel, ja que
p ndo divide a, segue-se que d = 1, isto é, o mdc(a,p) = 1. Logo, pela Defini¢do (2.5) ae p

sdo primos entre Si. ]

Exemplo 2.8. Sdo primos entre si os inteiros 2 ¢ 5, -9 e 16, -27 e -35, pois temos,
mdc(2,5) =mdc(—9,16) = mdc(—27,-35) = 1.

Teorema 2.10. Se p é um primo tal que p | ab, entdo p | a ou p | b.

Demonstracao: Se p | a, nada hd que demonstrar, e se, ao invés, p ndo divide a, entdo, pelo
Teorema (2.9), o mdc(p,a) = 1. Logo, pelo Teorema (2.8), p | b. |

Teorema 2.11. Se p é um niimero primo tal que p | ayay ...ay,, entdo existe um indice k, com

1 <k <n,tal que p | a.

Demonstracao:

Considere a sentenca: P(n): Se p | ajaz...ay, entdo 3k € Z, com 1 < k < n, tal que
p | ax. Usando o Teorema (2.1), a sentenca P(n) é verdadeira para n = 1 (imediato), e também
€ verdadeira para n = 2 (pelo Teorema 2.10). Suponhamos, pois, n > 2 e que, se p divide
um produto com menos de n fatores, entdo p divide pelo menos um dos fatores (hipétese de
inducédo). Pelo Teorema (2.10), se p | ajaz . . . ay, entdo

playoup|aias...ap_;.

Se p | a,, o Teorema estd demonstrado, e se, ao invés, p | ajaz...a,—1, entdo a hipdtese de
inducdo assegura que p | ax, com 1 < k < n— 1. Em qualquer dos dois casos, existe um indice
k,com 1 <k <n,tal que p | a.

[ ]

Teorema 2.12. Se p, p1,..., p, sdo niimeros primos e, se p | pi ... pn, entdo p = p;, para algum

i=1,...,n.

Demonstracao: Com efeito, pelo Teorema (2.11), existe um indice i, com 1 < i < n, tal que
p | pi, e como os tnicos divisores positivos de p; sdo 1 e p;, porque p; é primo, segue-se que

p=1oup=p;. Mas, p > 1, porque p € primo. Logo, p = p;. [

Teorema 2.13. Todo inteiro composto possui um divisor primo.
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Demonstracao: Seja ¢ um inteiro composto. Consideremos o conjunto A # & de todos os

divisores positivos de a, exceto os divisores triviais 1 e a, isto é:

A={x|a;l <x<a}.

Por 2.1 existe o elemento minimo p de A, que vamos mostrar ser primo. Com efeito, se p fosse
composto, admitiria pelo menos um divisor d tal que 1 <d < p, eentio d | p e p | a, pelo

Teorema 2.4 d | a, isto é, p ndo seria o elemento minimo de A. Logo, p é primo. ]

Teorema 2.14 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural maior do que 1
ou é primo ou se escreve de modo uinico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

nimeros primos.

Demonstracao: Usaremos o Teorema 2.3. Se n = 2, o resultado é obviamente verificado, pois
2 é primo. Suponhamos o resultado vélido para todo nimero natural menor do que n € vamos
provar que vale para n. Se o nimero n € primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos, entéo,
que n seja composto. L.ogo, existem niimeros naturais n; € np tais que n =nynz, com 1 <ny <n
e 1 <ny <n.Pelahipétese de inducdo, temos que existem ndmeros primos p1,...,pr€qi,---,(s
taisque ny = py...preny =qi...qs. Portanto, n = py...pyq1 - . - gs.

Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha, agora, que n = py...p, =
q1-..qs, onde 0s p; e 0s g; sdo nimeros primos. Como p; | ¢i...gs, pelo Teorema (2.12),
temos que p; = ¢; para algum j, que, ap0s reordenamento de g1,...,qs, podemos supor que
seja g1 . Portanto,

P2---Pr=4q2-..qs.

Como p;...p, < n, ahipétese de indugdo acarreta que r = s € 0S p; € g; s40 iguais aos pares.
Teorema 2.15 (Euclides). Hd um niimero infinito de primos.
Demonstracao: Suponha que exista apenas um ndmero finito de nimeros primos pi,..., p,.

Considere o nimero natural

n=pp2...pr+1.

Pelo Teorema 2.14, o nimero n possui um fator primo p que, portanto, deve ser um dos
Pi,---,Pr €, consequentemente, divide o produto pips...p,. Mas isto implica que p divide
1, o que € absurdo, pois p > 1 e o unico divisor positivo de 1 é o préprio 1, além de 1 ndo ser

um nimero primo. L.ogo, qualquer que seja o primo p,, existe um primo maior que p,, isto é, o
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conjunto

{2,3,5,7,11,13,...}

dos primos ¢ infinito. ]

Teorema 2.16. Se um inteiro positivo a > 1 é composto, entdo a possui um divisor primo
p < Va

Demonstracao: Com efeito, se o inteiro positivo a > 1 é composto, entdo:
a=bc,coml<b<ael <c<a.
Portanto, supondo b < ¢, teremos:
b?> <bc=a=—b< a.

Por ser b > 1, o Teorema 2.14 assegura que b tem pelo menos um divisor primo p, de modo
que p<b</a.Ecomo p|beb|a,segue-se que p | a ( Teorema 2.4), isto é, o inteiro primo
p < +/a é um divisor de a. n

2.5 Congruéncia

Definicao 2.6. Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo fixo. Diz-se que
a é congruente a b modulo m se, e somente se, m divide a diferenca a - b. Com a nota¢do a = b

(mod m), indica-se que a é congruente a b médulo m.

Exemplo 2.9. Sejam os inteiros 16,4 e 6, temos que:
16 =4 (mod 6), porque 6| (16 —4).

Teorema 2.17. Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0), e sejam a,b,c e d inteiros quaisquer.
Subsistem as seguintes propriedades:
1. Sea=b (mod m) e se b=c (mod m), entdo a =c (mod m).
2. Sea=b (mod m) e se c =d (mod m), entdo a+c =b+d (mod m) e ac = bd
(mod m).

3. Sea=b (mod m), entdo a" = b" (mod m) para todo inteiro positivo n.

Demonstracdo: 1) - Com efeito, se a = b (mod m) e se b = ¢ (mod m), entdo pela Defini¢do

(2.6)m|(a—b)em|(b—c),logo pela Defini¢do (2.2) existem inteiros % e k tais que

a—b=hm e b—c=km.
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Portanto:
a—c=(a—b)+(b—c)=hm+km=(h+k)m,
e isto significa que a = ¢ (mod m).
2) - Com efeito, se a=b (mod m) e se c=d (mod m), andlogo ao item anterior,

existem inteiros / e k tais que a —b = hm e ¢ — d = km. Portanto:
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=hm+km= (h+k)m

e
ac —bd = (b+hm)(d + km) — bd = (bk + dh+ hkm)m,

0 que implica:
at+c=b+d (modm)eac=bd (mod m).

3) - Usando o Teorema 2.2, a proposi¢do é verdadeira para n = 1, supondo que seja

verdadeira para um inteiro positivo k, temos:
d=p* (modm) e a=b (mod m).

Portanto, pela Propriedade (2):

d-a=b"-b  (modm) ou a1 =pkt!

(mod m),
isto é, a proposi¢do € verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a proposi¢do € verdadeira

para todo inteiro positivo . ]

Exemplo 2.10. Vejamos alguns exemplos:
1. 36 =12 (mod 2) e 12=6 (mod 2) logo 36 =6 (mod 2).
2. 8=4 (mod 2) e9=3 (mod 2) logo8+9=4+3 (mod 2)e8-9=4-3 (mod 2).
3. 4=2 (mod 2) logo 4> =2? (mod 2), ou seja, 16 =4 (mod 2).

2.6 Divisores de um Inteiro

Tk

Teorema 2.18. Se n = pi' - py*...p}* é a decomposi¢do canénica do inteiro positivo n > 1,

entdo os divisores positivos de n sdo precisamente os inteiros d da forma:

hl

d=ph-phe.. ph (2.8)

onde 0 < h;<r; com i=1,2,...k.
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Demonstracao: Obviamente, os divisores triviais d = 1 e d = n de n se obtém quando, respec-
tivamente:
hh=h=..=h=0

h1 :rl,/’lz :rz,...,hk = .

Suponhamos, pois, que d € um divisor ndo trivial de n, isto é:
n=dd;, comd>1led; > 1.

Exprimindo d e d; como produtos de primos:

d=qi1q2...q5, di=nn...1,
obtemos:
n:p?p;z“-plrck =q192...qst112 .. .1y,

que sdo duas decomposi¢des do inteiro positivo n num produto de primos, e pelo Teorema (2.14)
sua decomposi¢do € tinica, entdo cada primo ¢; coincide com um p, de modo que, substituindo

os produtos de primos iguais por poténcias de expoente inteiro, teremos:

1 h2 hk

h
d:qlqg...qszpl Py D

onde é possivel algum h; = 0.

Reciprocamente, todo inteiro
h _h I
d :pllpzz...p]:" (0<h <r),

€ um divisor de n, pois, podemos escrever:

h] 112

h ~hy ra—h — ~hy ra—h —h
n=pi'py o =Py YT T ) =d(py T T ),
onde r; —h; > 0 para cada i. Logo, d é um divisor de n(d | n). u

Exemplo 2.11. Os divisores positivos do inteiro n = 630 = 2-3%.5-7, sdo precisamente, 0s

inteiros da forma:

d=2M.3m.5M. 7h (2.9)

onde 0<h <1, 0<Ihp<2, 0<hh<1 e 0<h<lI.
Logoh; =0,1, hp,=0,1,2, h3=0,1ehy4 =0,1.
Assim, comhy =1, hhy =2, h3=0 e hqy =1, obtemos
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d=2-32.52.71=2.9.1.7 = 126,

um divisor de 630. De fato, 630 =126 -5.

2.7 Soma de Divisores

Seja n um ndmero inteiro positivo. A soma dos seus divisores positivos € indicada por
o(n).
Assim, por exemplo, os divisores positivos de 6 sdo 1,2,3 e 6, de maneira que

6(6)=1+2+3+6=12.
Os divisores positivos de 11 sdo 1 e 11, de modo que
o(ll)=1+11=12.
Os divisores positivos de 11% sdo 1,11 e 112, de modo que
o(11%) =1411411> =133.

Se p é um nimero primo, entdo 6(p) = 1 + p, porque os tnicos divisores positivos de p

(Ver definicao 2.4) sdo 1 e p.

Teorema 2.19. Sen=p|'-p7 ... p,rc" é decomposicdo candnica do inteiro positivo n > 1, entdo

B pii1+1 1 p;2+1 1 p;{‘;ﬁ-l -1 B k p;’,‘+1 1
o(n) = : =11 (2.10)
(p1=1) (p2—=1)  (—1) H* (pi—1)

Demonstracao: Consideremos o produto:

k k
(I pi4pit APt p2 P34 A p2) (L prt pP 4P,

Pelo Teorema 2.18, cada divisor positivo de n € um termo do desenvolvimento deste produto e

vice-versa, de modo que

o(n)=(1+p1+pi+... AP\ ) +p2tpi+...+p8) .. (L p+pit...+p5).
Aplicando a cada paréntese do segundo membro desta igualdade a férmula que d4 a soma dos
termos de uma progressido geométrica finita, temos:
kitl kbl _y k1 q

:Pl P . Pr
p1—1 p2—1 pr—1

o(n)

I
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ou seja:

Nota-se que

|
Exemplo 2.12. O niimero 4200 =23-31.52.71 de modo que a soma de seus divisores positivos
é:

241 32-1 53 -1 772-1
_ . . . —15.4.31-8 — 14880.
o(n) 2-1) G- G-1) (-1

2.8 Funcoes Aritméticas

Definicao 2.7. Chama-se funcdo aritmética toda funcdo f definida no conjunto N dos inteiros
positivos e com valores no conjunto Z dos inteiros, isto é, toda fungdo f de Nem Z (f : N —
7).

Portanto, o dominio e o contradominio de uma func¢do aritmética f sdo os conjuntos N

e Z, respectivamente, € a imagem € 0 conjunto:

Im(f)={f(n) € Z;n € N}

que, obviamente, é uma parte de Z : Im(f) C Z.
Duas fun¢des aritméticas importantes sdo as fungdes d e 6 de Nem N (d,6: N — N)
assim definidas para todo inteiro positivo 7 :
d(n) = numero de divisores positivos de n
e
6(n) = soma dos divisores positivos de 7.

Definicao 2.8 (Funcdes Aritméticas Multiplicativas). Uma funcdo aritmética f diz-se uma fun-

cdo aritmética multiplicativa se
[(rs) = f(r)f(s),

para todo par de inteiros positivos r e s tais que o mdc(r,s) = 1.

Teorema 2.20. A funcdo 6(n) € uma func¢do aritmética multiplicativa.
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Demonstracao:

Sejam u e v dois inteiros positivos tais que o mdc(u,v) = 1. Se u =1 ou v = 1, entdo,
obviamente:

c(uv)

o(u)o(v).

Suponhamos, pois, u > 1ev > 1, e sejam

_ ki ka ki hj
U=pypy.--ni's V=9 4, 4

as decomposicdes candnicas de u e v.

Como py # gy parax=1,2,...,iey=1,2,..., ], visto que o mdc(u,v) = 1, segue-se que a
decomposicio candnica do produto uv é dada pela igualdade:

ki k ki by h h;
w=py'py...pi'q\'dy ---q;
e, portanto:
kil _ kitl _ 4 i+l _ 4 qu,~+1 1
s(u) = |21 LB |4 L o(u)o(v),
p1—1 pi—1 q1—1 qj—1

de modo que o(n) é uma fungdo aritmética multiplicativa. ]

Exemplo 2.13. Verificar que a fun¢do 6(n) é uma fungdo aritmética multiplicativa para n = 28.
Temos 28 = 2%-7 ¢ 0 mdc(4,7) = 1. Portanto:

231 72-1
c(28) = T T —7-8=56,

231

4) = =7
72 -1

7 — 8.
o(7) =1

Podemos notar que



3 Resultados Principais

Atualmente, um dos problemas mais famosos da teoria dos nlimeros € se existe algum
numero perfeito impar. Isso motiva os estudiosos e amantes da matematica, o que a torna uma
ciéncia atual e em constante desenvolvimento. Assumindo a existéncia dos nimeros perfeitos
impares, sdo consideradas condi¢des necessdrias para estes nlimeros serem encontrados. Temos

alguns resultados a respeito nesse capitulo.

3.1 Numeros Perfeitos

Definicao 3.1. Um niimero inteiro positivo n diz-se um niimero perfeito se a soma de todos os

seus divisores positivos ¢é igual ao seu dobro. Ou seja,
o(n) =2n.
Assim, por exemplo, paran = 6 e n = 28, temos:

6(6)=1+42+3+6=12=2.6

G(28) = 1+42+44+7+14+428=56=2-28
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de modo que os inteiros positivos 6 e 28 sdo ambos niimeros perfeitos. Os nimeros perfeitos
sdo muito raros e até hoje (2014) sdo conhecidos apenas 48, todos pares, € 0s 0ito primeiros

Sq0:

P = 6,
P — 28,
Py = 496,
P, — 8128,

Ps = 33550336,

Ps = 8589869056,

P, = 137438691328,

P = 2305843008139952128,

os quais (pelo Teorema 3.4) terminam em 6 ou em 8 e, com exce¢do de 6, sdo da forma 9%k + 1,

no qual o tnico nimero perfeito par da forma x* + 1 (x inteiro positivo) é o 28. Os niimeros 6 e

1
28 sdo ndmeros perfeitos da forman—1e n(n+1)

,onde n > 1 e este € obtido porn = 7.
Ndo se conhece nenhum nimero perfeito impar, e nem mesmo se sabe se existem, mas,

01000

se existem, sdo muito grandes - maiores que 1 . Para ter uma nocdo da grandeza dos

numeros perfeitos, o
Py =2'2%(170141183460469231731731687303715884105727),

onde o nimero 170141183460469231731687303715884105727 é um primo de Mersenne!.

Teorema 3.1 (de Euclides). Se 2 — 1 é primo (k > 1), entdo o niimero natural n = 2¥=1(2% — 1)

é um nuimero perfeito.

Demonstracao:
Seja 2 —1 = p (k> 1) um primo. Consideremos o niimero natural n = 2~! p. Como o

mdc(2=1, p) = 1 e 6(n) é uma fungdo aritmética multiplicativa (Teorema (2.20)), temos:

! Chama-se nimero de Mersenne todo inteiro positivo da forma:
M,=2"-1(n>2).

Se M), é primo diz-se que € um primo de Mersenne.
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s(n) = o(2""'p)

= (2 o(p)
k—1+41 __
S —— 2i1 1(p+1)

= 2F—DEF-1+1)
— (2’<—1)2’<—(2’<—1)22;

= 22102k —1) =2n.

Logo, por defini¢do, n € um nimero perfeito.
]
Assim, todas as vezes que se conhece um natural k > 1 tal que 2K — 1 é primo, pode-se
construir um nimero perfeito.
Para k = 13, por exemplo, temos 2'> — 1 = 8191, um primo, o que d4 o 5° nimero

perfeito:

213711 1) =212(213 — 1) = 33550336 = Ps.

Nota: Os quatro primeiros nimeros perfeitos se obtém pela férmula de Euclides atri-

buindo a k os valores 2, 3, 5 e 7, isto é:

P = 227122 —1) =6,
P, = 25123 1) =28,
Py = 2712 —1) =496,
P = 27127 —1)=8128.

Para k =17 e k = 19, temos o sexto e o sétimo nimeros perfeitos, respectivamente:

Py = 2771217 1) =227 — 1) = 8.589.869.056

P, = 2P712P 1) =21821% — 1) = 137.438.691.328,

os quais foram determinados, pela primeira vez, pelo matemdtico italiano Pietro Cataldi em
1603.
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Os outros 41 nimeros perfeitos conhecidos se obtém pela férmula de Euclides atri-
buindo a k os seguintes valores:

31,61, 89,107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213,
19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,
1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583, 25964951, 30402457,
32582657, 37156667, 43112609, 42643801 e 57885161.

3.2 Numeros Perfeitos Pares

O préximo resultado € a reciproca do Teorema 3.1(de Euclides) e foi demonstrado por
Euler cerca de 2000 anos depois de Euclides.

Teorema 3.2 (de Euler). Se n é um niimero perfeito par, entdo, n = 2k=1(2% — 1), onde 2K — 1 ¢

primo.

Demonstracao: Suponhamos que n é um nimero perfeito par. Entdo, n pode ser escrito como
produto de um nimero par e um niimero fmpar, ou seja, sob a forma: n = 2=, onde m é um
nimero natural impar e k > 2.

Como o mdc(2K"1,m) = 1 e 6(n) é uma funcio aritmética multiplicativa (Teorema
(2.20)), temos:

o(n) = (2 'm) = (2 Ho(m) = (2" — 1)o(m).

Por outro lado, como n é um nimero perfeito, temos: 6(n) =2n =2- k=1 =2k,

portanto:
2km = (2K = 1)o(m) (3.1)

de modo que (2% — 1) | 2km. Mas, o mdc(2F —1,2%) = 1, o que implica, (2% — 1) | m, isto &,
m = (2% — 1) - M, para algum inteiro M.

Substituindo este valor de m na equacio (3.1) e cancelando o fator comum 2% — 1, obte-
mos: 6(m) = 2¥M. Como m e M sdo ambos divisores positivos de m (com M < m), temos:

2kM =o(m) >m+M =2"M,

0 que implica:

o(m)=m+M.

Assim, m e M sdo os Unicos divisores positivos de m, e isto significa que m € primo e
M = 1. Entao:
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m= (25— 1)M=2k-1

€ um primo, € por ser escrito como:

n=2""m=2102" 1),

o Teorema de Euler fica demonstrado.
]
O teorema que se segue estabelece uma condi¢do necessdria, mas ndo suficiente, para
que um inteiro da forma
k-1 (k>2),

seja primo.
Teorema 3.3. Se 2K — 1 (k > 2) é primo, entdo k também é primo.

Demonstracao:
Suponhamos o inteiro 2F — 1(k > 2) primo. Se o inteiro k fosse composto, entio terfamos
k=rs,comr>1es>1,0queimplica:

2k_1:2rs_1: (zr)s_ 1,

ou seja:

k1= =)D 426D 2r ).

Como 7 > 1, os dois fatores do segundo membro sdo ambos maiores que 1, isto &, 2K — 1

€ um inteiro composto, o que contraria a hipdtese. LLogo, k é primo.
]
Nota: A reciproca do Teorema 3.3 é falso, isto é, k primo ndo implica 2% — 1 também

primo. Assim, por exemplo, 11 é primo e no entanto 2'! — 1 é composto, pois, temos:

21 =2047 =23-89.

Esses tiltimos resultados mostram que os niimeros da forma 2€ — 1, (k > 2) sdo de funda-
mental importancia para o estudo dos nimeros perfeito e sio chamados nimeros de Mersenne
e denotados por My = 2% — 1, quando primos, sdo chamados primos de Mersenne. Note tam-
bém que a férmula P, = 2%=1(2%¥ — 1) ndo relaciona o indice com o expoente, 0 que aumenta a
dificuldade para achar mais nimeros perfeitos. A tarefa diretora é achar um inteiro k£ de forma

que 2% — 1 seja um nimero primo, onde s6 pode ser feito por inspecio.

Teorema 3.4. Todo niimero perfeito par termina em 6 ou 8.
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Demonstracao:

Seja n um nimero perfeito par. Pelo Teorema 3.2 (de Euler), temos:

n=2102%—-1), onde 2 —1 ¢ primo.

E, pelo Teorema 3.3, sendo 2k 1 primo, k também € primo. Se k =2, entdon =6, ¢ a

proposi¢do € verdadeira.

Suponhamos, pois, k > 2. Todo primo maior que 2 é impar, logo pelo exemplo 2.1,
pagina 16, ele é da forma 4m — 1 ou 4m — 3, que adicionando 4 as duas expressdes obtemos,
4m+3 e 4m+ 1, para todo inteiro m, respectivamente (ambos expressdes nimeros impares). Se
k é da forma 4m + 1, entao:

n—= 24m(24m+1 . 1) — 28m—|—1 . 24m —9. 162m —16™.
Por ser 16' =6 (mod 10), qualquer que seja o inteiro positivo 7, segue-se que

n=(2-6-6)=6 (mod 10),

isto é: n = 10h + 6 e, portanto, n termina em 6.

Analogamente, se k ¢ da forma 4m + 3, entdo:
n—= 24m+2(24m+3 _ 1) _ 28m+5 . 24m—|—2 —0. 162m+1 —4-16™.

Por ser 16/ =6 (mod 10), qualquer que seja o inteiro positivo 7, segue-se que

n=(2.6-4.6)=(—12)=8 (mod 10),

isto é: n = 10K + 8 e, portanto, n termina em 8.

Teorema 3.5. Um primo ndo pode ser um niimero perfeito.

Demonstracao:
Seja p um primo qualquer. Entdo, 6(p) = p+ 1. Se p é um nimero perfeito, entdo
6(p) = 2p. Portanto:

p+l1=2p=p=1.

Como p > 2, segue-se que p ndo ¢ um nimero perfeito. Logo, um primo ndo pode ser

um nimero perfeito.
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Observacao 3.1. A raiz digital de um niimero inteiro ndo negativo é o resto da sua divisdo
por 9. Um modo prdtico de calcular a raiz digital de um niimero é fazendo a soma de seus
algarismos, se esssa soma resultar em um niimero maior que 9, fazemos novamente a soma de
seus algarismos e, assim, sucessivamente, até resultar em um tinico algarismo, se for 9, a raiz
é zero, se for entre 0 e 9, essa serd a raiz digital do niimero (por exemplo, 556; 5 + 5 + 6 = 16;
1 + 6 = 7). Uma das propriedades mais interessantes dos niimeros perfeitos pares é que a raiz

digital de qualquer niimero perfeito par sempre serd 1.

Teorema 3.6. Somando os digitos de qualquer niimero perfeito par (exceto 6), em seguida,
somar os algarismos do niimero resultante, repetindo este processo até chegar um tinico digito,

entdo este digito serd sempre 1.

Demonstracao:
Suponhamos p primo impar. Sabemos que 2 = —1 (mod 3). Pelo Teorema 2.17, item
3, temos que, 27! = (—1)P~! (mod 3). Mas p— 1 é parse p # 2, e, assim, 2”~! =1 (mod 3),
isto &,
2771 =3k 41, (3.2)
para algum k inteiro. Multiplicando a equacdo (3.2) por 2, teremos 27 = 6k+2, ou seja, 27 — 1 =
6k + 1. Logo,

2P712P —1) = (3k+1)(6k+1) = 18k* + 9k + 1 =9(2k* + k) +1=9K+1=1 (mod 9),

com K = 2k + k. Portanto, a raiz digital (observacio 3.1) de um nimero perfeito par (diferente

de 6)é 1. ]
Nota: 6 falha pois, ao usarmos a férmula 27~!(27 — 1), teremos p = 2. Também che-

gamos a conclusdo que os nimeros perfeitos sdo da forma 9K + 1(mencionado no comeco do

capitulo), ou seja, deixam resto 1 quando divididos por 9.

Exemplo 3.1.

28;2+8=10;14+0=1,

496;4+9+6=19;14+9=10;14+0=1,

8128;8 +1+2+8=19;14+49=10;140=1,

33550336;3+3+5+54+04+34+3+6=28;2+8=10;14+0=1,

8589869056;8 +-5+8+9+8+6+9+0+5+6 =646 +4=10;1+0=1,

137438691328;1+3+7+4+34+84+6+9+1+3+2+8=5554+5=10;1+0=1,

2305843008139952128;24+340+4+54+84+4+34+04+0+8+1+3+9+9+5+2+1+2+8=

73;74+3=10;1+0=1.

Teorema 3.7. Todo niimero perfeito par maior que 6 é miiltiplo de 4.
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Demonstracao: Seja
n=212-1)

um ndimero perfeito par. Entdo, k € um niimero primo impar (pois n > 6). Logo, sendo k um

nimero primo impar, temos que:
k=4t +1ouk=4r43.
Caso 1: Sendo k =4t + 1, onde t € N, temos:
=24 (24 ) = g2 (oM 1) = 4_(42z—1) (4 ),
Caso 2: Agora para k =4t + 3, onde r € N, temos:
p= 24243 ) Z ¥ 020413 1y — 4. (2843 0¥,

Teorema 3.8. Todo niimero perfeito par maior que 6 pode ser escrito como uma diferenca de

dois quadrados perfeitos.

Demonstracao: Seja n um niimero perfeito par maior que 6. Entdo, pelo Teorema (3.7), n = 4k,
para algum k € N. Logo,
n=(k+1)7%—(k—1)>

Teorema 3.9. Qualquer niimero mesmo perfeito maior que 28 pode ser representado como a

soma de pelo menos dois niimeros perfeitos.

Demonstracao:

Para provar este teorema, temos que usar a proposi¢do dos nimeros naturais que diz
assim:

Se p e g sdo nimeros naturais tal que o mdc(p,q) = 1, entdo todo niimero natural maior
que ou igual a pg — p— g+ 1 é obtido através de uma combinacao linear mp +ng, com m e n
inteiros ndo-negativos.

Agora temos que 0 mdc(3,14) = 1, todo ndimero natural maior que 3-14—3—14+1 =
26 pode ser representado através de uma combinacdo linear da forma 3x + 14y com x,y > 0.
Multiplicando por 2, nés temos que todo nimero par maior que 52, em particular, todo nimero
perfeito par n > 28, pode ser representado como uma combinag¢do linear de 6x 4 28y.

]

Teorema 3.10. A soma dos inversos de todos os divisores de um niimero perfeito par (incluindo

ele proprio) é igual a 2.
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Demonstracao:
Se n é um numero perfeito par e dj,ds, ...,d, sdo seus divisores ndo triviais, teremos a

expressao
1 1 1 1 Il nt..+ds+dy+d+1

1 d d d3 =~ n n
Mas 1+d; +dr +ds +... = n, entdo a soma serd

2
n n
|
Nota: Um ndmero triangular € a soma de nimeros consecutivos, ou seja,
1
142434...4n— ”(”; ) _ T,
comn € N.
Teorema 3.11. Niimeros perfeitos pares sdo triangulares.
Demonstracao:
Suponha P um nimero perfeito par. Logo, pela férmula de Euclides,
2m—1)2m
p=2m12om—1)= @ -1
2
Assim, fazendo 2" — 1 = n, teremos 2" = n + 1. Substituindo, teremos
1
P n(n+1) _
2
|

Teorema 3.12. Se n é um niimero perfeito par, entdo 8n+ 1 é um quadrado perfeito.

Demonstracfio: Seja n um nimero perfeito par, isto é, n = 2k=1(2% — 1) Entio,

Sn+1 = g1k —1)]41 =23k 1T _2k114
D3Hk—ltk _p3+k—1 | | _ p2k+2 _ ok+2 4 |
_ 22(k+1)_2k+1+1+1:(2k+1)2_2.2k+1+1

Portanto 87+ 1 € um quadrado perfeito.
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Teorema 3.13. Seja A(n) o conjunto de divisores primos de n > 1. Se n é um niimero perfeito

par, entdo é imediato que

A(n) = A(s(n)). (3.3)

Demonstracao: Seja p € A(n) pelo Teorema 2.16, temos:
p<Vn<V2\n=V2n=—= pecA(n).

Portanto,
A(n) € A(o(n)),

pois n ¢ um nimero perfeito par.

Reciprocamente, se
pEA(o(n))=A2n)=p|2n=p|2o0up|n.

Se p | 2, entdo p | n, pois n é perfeito. Logo p € A(n).
n

Teorema 3.14 (C.Pomerance). Se a equacdo 3.3 é vdlido para um niimero n, entdo n deve ser

mesmo perfeito.

Para ver a sua demonstracdo consulte: C. Pomerance, Problema 6036, 82(1975), p.
671; e 84(1977), p. 225; solucdo por a University of British Columbia Problems Group, same
journal, 85(1978), 830.

Ja sabemos que para um nudmero n ser perfeito a soma de seus divisores tem que ser

igual a 2n. E vimos também que a soma dos divisores de um nimero natural € igual a

p Pt =1

pi—1  pp—1 " p—1

ki+1
p1] —1

ky+1
2 _1

o(n) =

. k . .
Teorema 3.15. Sejan = plfl pgz 25 Pk um niimero natural em sua decomposicdo em fatores

primos. Se ki é um expoente par, onde 1 < i < r, entdo o( pfi ) € impar.

Demonstracao: Vamos analisar o que acontece com cada um dos fatores acima quando o
expoente ¢ par. Primeiramente, vamos supor que o expoente ¢ um nimero par. Entdo: para

k =20, com o € Z, temos:
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Como o
% —p% 14 p®24 4 p+1 temos:
a=p(p*+1).(p" " +p* P+ A p+ 1)+ 1.
Para p =2 =—=-a=2K+ 1, ou seja, a é impar. Para p > 2, o fator p*+ 1 é par. Portanto,
k+1 _
a=2K;+1, que é impar. Logo para k par, entdo o fator —T sempre resulta em um nimero
impar. [

Teorema 3.16. Um niimero quadrado perfeito ndo pode ser um niimero perfeito.

Demonstracao: De fato, se n = plfl . plf . p§3 ...pX & um quadrado perfeito em sua decomposigio
em fatores primos, os expoentes k; sdo todos nimeros pares. Logo, pelo Teorema 3.15, todos
os fatores de 6(n) sdo impares. Pela proposi¢io 29 do livro IX de Euclides que diz:

"Caso um numero impar, tendo multiplicado um nimero impar, faga algum, o produzido
serd impar."

Portanto, a soma dos divisores de um nimero quadrado perfeito sempre serd um nimero

impar, ou seja, ndo pode ser da forma 2n. Logo, ndo pode ser um nimero perfeito. ]

3.3 Numeros Perfeitos impares

Vamos analisar agora o que acontece quando temos um nimero natural impar.
Quando

_ Sk ke k3 k
n=p;.py.p3...p,
¢ impar, cada p; também serd {mpar.
Teorema 3.17. Seja n = plfl pgz p§3...p’ﬁ um numero natural impar, em sua decomposicdo em

fatores primos. Se k; é um expoente impar, onde, 1 <i < r, entdo o( pf") é par.

Demonstracao: Agora vamos analisar quando o expoente é um nimero impar, ou seja: k =
200+ 1. Temos:

pk-H -1 _ p(ZOH-l)-H 1 _ p20c+2_1 _ p2(x'p2_1 _ pZOL.pZ_pZ p2_1 _
p—1 p—1 p—1 p—1 p—1 p—1
pr(p*—1).(p%+1)

= p—'l +p+1.

Chamando a expressdo acima de b, temos para p > 2, o fator p* + 1 € par, o que implica que

p*(p*—1).(p"+1)
p—1
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P (p*—1).(p*+1)
p—1

também & par. Sejam =2g;1 e p+1=2r temos que,

b=2q+2r=2(q1 +r) =2Kjs,

k+1

com K3 = g1 + r. Portanto, —T ¢ par, quando k é impar, com p > 2.
p —_—

Exemplo 3.2. Seja n = 4725 = 33.52.7, entdo vamos calcular a soma dos divisores de n.

Temos:

33+1 -1 52+1 -1 71+1 -1

0(4725) = 5 —— o =40-31:8.

Note que as poténcias de 3,5 e 7 do natural 4725 (de expoentes respectivamente impar, par e im-

par) correspondem respectivamente aos fatores 40,31 e 8 (e estes sdo nimeros respectivamente
par, impar e par).

O préximo resultado mostra quando um ndmero inteiro impar ndo pode ser perfeito.

Teorema 3.18. Um niimero natural impar que tem pelo menos dois fatores com expoentes

impares, ndo pode ser perfeito.

Demonstracao: Tomemos n = pll<l . pgz . p§3 p’;’, um numero natural impar, suponhamos que ki

e k» sejam fmpares e os demais expoentes com qualquer paridade. Entdo, pelo Teorema 3.17

os dois primeiros fatores de ¢(n) serdo pares, portanto 6(n) serd multiplo de 4. Logo, ndo pode
ser igual a 2n, 0 que mostra que n ndo pode ser perfeito.

]

Infelizmente, a argumenta¢do que usamos com sucesso nos casos anteriores falha no

caso em que é impar apenas um dos expoentes em

2 k3 Kk
D3 Py

n= plf‘ . pg

Nesse caso, apenas um dos fatores de 6(n) serd par. Assim sendo, 6(n) serd multiplo

de 2, mas ndo de 4. Como n ¢ impar, ndo hd contradi¢do em admitir a igualdade 6(n) = 2n

verdadeira. Entdo ndo podemos concluir que um nimero impar ndo pode ser perfeito no caso
em que apenas um dos expoentes da fatoracio seja impar.

Segundo (ALBURQUERQUE,2000) uma das conjecturas mais antigas da Matematica

que ainda estd em aberto, diz que ndo existe nimeros perfeitos impares. Para demonstrar o

préximo teorema temos primeiramente que utilizar a seguinte afirmagao:

Teorema 3.19. Seja n € N. Se n é impar, entdo n é uma diferenca de dois quadrados.
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Demonstracao: Se n é impar, como n > 1, entdo n— 1 e n+ 1 sdo pares e, portanto, n e
n+1 _ .
sd0 numeros naturais. Logo,
n+1 2 n—1 2_n2+2n+1—n2+2n—1_4n_
2 2 ) 4 RV
[ ]

Teorema 3.20. Se existir um niimero perfeito impar, ele serd a diferenca de dois quadrados

perfeitos.

Demonstracao:
Suponhamos que # seja um nimero perfeito impar, logo 6(n) = 2n pela defini¢do (3.1).

Como n € impar, sua decomposi¢io em fatores primos(impares) é
_ ki ko ks Kk
n=p; Py P3P

entao

ki _kr k
o(n) =2[p) P55 ...pY).

Como

k

o (py)o(py)...o(pk),

ki ko k
G(P11P22P33--~p];r) =o(p
pois 6(n) é uma funcgdo aritmética multiplicativa. Assim,
k ki k ke Aroki ko ks K,
o(py')o(py’)o(ps’)..o(py) = 2[py' Py’ P3Py,
o que implica que existe somente um tnico ndmero i, I <i < rcom &( pf" ) par, sendo os fatores
restantes todos impares. Entdo pelo Teorema (3.17) k; € impar e pelo Teorema (3.15) k; € par

. . . n . .y N

para 1 < j<re j#i Logo, — ¢ um quadrado perfeito, jd que as poténcias inteiras dos
i

primos que restaram sdo pares. Sendo p; um primo impar, entao pfi ¢ um nimero impar, logo
pelo Teorema (3.19) afirma que pf" pode ser decomposto numa diferenca de dois quadrados
perfeitos a” — b?.

~.n ki

Entdo, — = c? e pil =a* —b?, logo
i

n=c*(a®—b*) = (ca)® — (cb)*.

]
Observamos que o matemético e fildsofo francés René Descartes, um dos fundadores da

Geometria Analitica, acreditava na possibilidade de existirem niimeros perfeitos impares.



Conclusao

Os nimeros perfeitos tem uma histdria interessante, onde estdo envolvidos grandes ma-
temadticos, como foi mostrado no primeiro capitulo deste trabalho, assim como uma tabela con-
tendo todos os nimeros perfeitos(48) encontrados,ano de descoberta e seus descobridores. No
segundo capitulo apresentamos os resultados fundamentais, que foi a base para o desenvolvi-
mento do tema principal.

Dessa forma, preocupamo-nos em desenvolver uma pesquisa sobre os nimeros perfei-
tos, no qual, observa-se conceitos simples que ddo origem a problemas complicados, com al-
guns ainda sem solucdo. O conceito de nimero perfeito ndo foge a essa regra e até hoje ndo se
sabe se existem nimeros impares que sejam também perfeitos.

Contudo, concluimos a respeito dos nimeros perfeitos impares, que se tem condi¢des
para sua existéncia, mas ndo tem nenhuma prova ainda dela, assim como, ninguém até hoje
conseguiu demonstrar a ndo existéncia.

Em suma, diante do que abordamos neste trabalho, esperamos contribuir para uma com-
preensdo, por parte do leitor, do que se trata realmente um nimero perfeito. E assim, instigar

nos leitores a curiosidade de encontrar novos resultados para os nimeros perfeitos impares.
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