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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas
de suas aplicacoes. Este teorema estabelece condi¢bes para a existéncia e unicidade
de pontos fixos nas solugoes de algumas equagoes. Para tanto realiza-se um trabalho
bibliogréfico, dessa forma, inicialmente apresentamos defini¢goes e exemplos de Métricas,
Espacos Métricos, Bolas e Esferas, Conjuntos Abertos e Conjuntos Fechados, Sequéncias
em Espacos Métricos e Sequéncias de Cauchy. Em seguida estudamos as Fung¢des Continuas,
por fim estudamos os Espacos Métricos Completos, enunciamos e demonstramos o Teorema

do Ponto Fixo de Banach e expomos algumas de suas aplicagoes.

Palavras-chave: Ponto Fixo. Teorema do Ponto Fixo de Banach.



Abstract

This work aims to study the Banach Fixed Point Theorem and some of its applications.
This theorem establishes conditions for the existence and uniqueness of fixed points when
resolving some equations. A bibliographical study Was carried out in order to, initially,
present definitions and examples of metrics, metric spaces, balls and spheres, open and
closed sets, sequences in metric spaces and Cauchy sequences. Further on, we study
continuous functions and, finally, we study the complete metric spaces, we enounce and

demonstrate the Banach Fixed Point Theorem and we expose some of its applications.

Key-words: Fixed point. The Banach Fixed Point Theorem.
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Introducao

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um importante resultado da teoria dos
Espacos Métricos, estudados pela Analise Matematica. Ele é um resultado que estabelece
condigOes para a existéncia e unicidade de pontos fixos nas solugoes de algumas equagoes,

ou seja, existem pontos que apesar de sofrerem uma aplicagdo nao se alteram.

O presente estudo é fruto de um trabalho bibliografico e foi dividido em trés
capitulos, os quais sao compostos por defini¢oes, exemplos e resultados fundamentais para
a compreensao da demonstragao do teorema do Ponto Fixo de Banach, assim como de

algumas de suas aplicacoes.

O primeiro capitulo expoe conceitos e resultados preliminares, nele sdo apresentados
defini¢oes e exemplos de Métricas, Espacos Métricos, Bolas e Esferas, Conjuntos Abertos e
Conjuntos Fechados, Sequéncias em Espagos Métricos e Sequéncias de Cauchy. O segundo
capitulo aborda as Fung¢des Continuas. Por fim o terceiro capitulo trata dos Espagos
Métricos Completos, expoe o Teorema do Ponto fixo de Banach, sua demonstragao, e
aplicacoes nas Equacoes Integrais de Volterra, Fredholm, no Teorema de Existéncia e

Unicidade, e em Equagoes Numéricas.

Nos Apéndices, sao apresentados alguns resultados utilizados nesse trabalho, os

quais nao foram demonstrados.

No presente trabalho, foram usados como referéncias os trabalhos de (DOMINGUES,
1982), (KREYSZIG, 1978), (LIMA, 2009), (LIMA, 2012), (LIMA, 2004), (MARCIEL;
LIMA, 2005), (OLIVEIRA, 2012), (JUNIOR, 2013).
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1 Resultados Preliminares

Nesse capitulo apresenta-se alguns conceitos e resultados preliminares como Espagos
Métricos, Bolas e Esferas, Conjuntos Limitados, Conjuntos Abertos e Conjuntos Fechados,
Sequéncias em Espagos Métricos, e Sequéncias de Cauchy; os quais servirao de base para
o estudo que sera desenvolvido nos préximos capitulos, com intuito de expor e demonstrar

o Teorema do Ponto Fixo de Banach, bem como algumas de suas aplicagoes.

1.1 Espacos Métricos

Definigcao 1.1 Uma métrica em um conjunto M # & é uma aplicacio d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado (x,y) € M x M wum ndmero real d(z,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que as sequintes condigcoes sejam satisfeitas para quaisquer

x,y,z € M :

i)d(x,y) =0 & x=y;

i) Sex # vy, entiod (x,y) > 0;
iti) d(z,y) = d(y, );
w)d(x,y) <d(z,z)+d(zy).

Observagao 1.1 A condigio (iv) € chamada de desigualdade triangular, e assegura-se no
fato que, no plano cartesiano a medida de cada lado de um triangulo € menor que a soma

das medidas dos outros dois lados desse triangulo.

Um espago métrico é um par (M, d) em que M # @& é um conjunto e d é uma métrica em
M.

Observacao 1.2 Quando a métrica d estiver subtendida diremos simplesmente espaco

métrico M.

1.2 Exemplos de Espacos Métricos

Exemplo 1.1 (Métrica discreta ou Métrica zero-um) Seja M # & definamos

0 —
d(w,y)—{l’ f#z (1.1)
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Claramente, d € uma métrica e o espaco métrico assim obtido é chamado de espagco métrico

discreto.

Exemplo 1.2 (A Reta Real) Consideremos a reta R e a fun¢io d : R x R — R dada
por d(x,y) = |v —y| em que |.| é o médulo usual. Claramente d é uma métrica em R, e

assim (R, d) é um espago métrico.

Exemplo 1.3 (O Espago R") Consideremos o espago euclidiano n-dimensional

R" ={x = (21, ...,2n) ;0 ERi=1,...,n}. (1.2)

Usualmente consideremos em R™ uma das seguintes métricas. Para x = (21, ..., z,),

y = (y1, .-, Yn) em R" defina:

e d(z,y) =, z’lm—y»%

Z v — yil;

o d, (, ) max{|x, vil,i=1,2,....,n}.

d,ds, d,, sao métricas do R".
Verifica-se facilmente que em d as condicgoes 1, 7 e 117 de métrica sao claramente satisfeitas,

a Unica condi¢do de métrica que necessita ser vista com cuidado é a desigualdade triangular.

Para verificar a desigualdade triangular necessitamos da desigualdade de Cauchy

Schwarz no R", assim iremos apresentar e demonstra-la a seguir.

Proposicao 1.1 Se xz = (21, ..., ),y = (Y1, ..., yn) € R™ entao

Seai< (£2)' (£4)

Prova 1.0.1 Sabemos que

(r—s)2:r2—2r5+5220=>7‘2+52227“s‘v’7“,s€]R.

!

1
n 3 n 3
Tomemos p = (Z xf) e q= (Z yf) , usando a desigualdade acima, com r = =
i=1 =
obtemos,

S =
q

P q p q*
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X Ty, n
2—1’M+...+2—’M§—12+y—2+...+—2+y_2

b q b q b q b q

2 n 2 n n
— > eyl <141 = =) |uwyl < 2= 2> eyl < 2pg
pqizl pqi,1 i=1

n n n 3 n 3
= D lwyl < pg = D vyl < (Zfﬂ?) (Zy?) :
i=1 i=1 i=1

Agora, mostraremos a desigualdade triangular. Observe que

CCRY D DRI 3

= S 23 (o= 0= )+ (e

)t < Slai—af+2 [i(xi—z»?]% [i<zi—yi>2]l+z<zi—yi>2

=1

— ld 2 42 d.2) () + [y
[d(x,2) +d(z,9))? = dx,y) <dw, z2)+dzy).

Portanto, d é uma métrica em R" e é chamada de métrica euclidiana.

Verifiquemos as condi¢oes de métricas para ds e d,, . As condigdes 1), i) e iii) sdo

triviais, portanto iremos verificar apenas a condic¢do iv). Sendo,
n
=2 lei—y

Para todo i € {1,2,...,n}, temos,

|z —yi| = |3Ui_zi+zi_yi’<’xi_zi"i"zi_ Yi |
= E|xz yl|<2|xz ZZ|+Z|Zz Yi
i1
= ds(z,y) < dy(z, z)+d( ).

Portanto, dys ¢ uma métrica em R™ a qual chamamos métrica da soma.
Sendo,
dn(2,y) = max [x; —y; | .

1<i<n
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Para todo i € {1,2,...,n}, temos,

lzi—vi| = |lei—z+z—y|<|vi—z|+|z—vl
< grgl%\wi—z@-htg%!zi—yi!
112?%1|$i_yi|§ lrg%>;|$z—zz|+}2?§>§l|zz—yz|

v

A (z,y) < dplz,2) + dnl(z,y).

Portanto, d,, é uma métrica em R"™ a qual chamamos de métrica do maximo.

Observacao 1.3 Comparando as métricas d, d, d,,, obtemos a sequinte relacao:
dn(2,y) < d(z,y) < do(z,y) < ndp(z,y), ¥V o,y €R™

Isto €, essas mélricas sao equivalentes.
De fato, temos que

dufwy) = max {1 o=y [} = |max{ o — v 1]

1<i<n 1<i<n

< (Z o= ) = da)

Logo, dy(z,y) < d(x,y). Por outro lado,

=

i) = (0= )

< Z | v — yi |= ds(,y).
i—1

Logo, d(z,y) < dg(x,y). Assim, seque que

ds(z,y) = |z —yi |+t | Tp—yn |
< max | =y | ot max @ -y |
= nlrglag% | 2 — i |=n dn(z,y).

Assim, ds(z,y) < n dy(z,y) .

Exemplo 1.4 Definimos a métrica no espago de funcgoes C([a,b]) = {z : [a,b] — R}

onde x € continua dada por:

d(z,y) = max |2(t) — y(1)|

a<t<b

Mostremos que d é uma métrica em C([a,b]).
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De fato, pelo Teorema de Weierstrass ', temos que d estd bem definida, assim verifi-

quemos as condicoes de métricas.

i) Sex =y, dlz,x) = max |z(t) — y(t)| = max {0} = 0.

i) Se x # vy, entao existe to; x(to) # y(to). Assim,

0 < la(to) — y(to)| < max|z(t) —y(t)| = d(z,y).
Portanto, d(x,y) > 0.
iii) Temos que, |x(t) —y(t)| = |y(t) — x(t)|,V t € [a, b], assim,

d(z,y) = max |x(t) — y(t)| = max |y(t) — z(t)| = d(y, x).

a<t<b a<t<b

iv) Temos que,

[z(t) —y(t)] = |=(t) — 2(t) + 2(t) — y(1)]
< a(t) = 2()] + [=(2) — y(t)]
= max |z(t) —yt)| < max |z(t) — z(t)| + max |z(t) — y(t)|.

a<t<b a<t< a<t<b

Exemplo 1.5 Seja E um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma aplicacdo

I.ll: E — R" =10, +o0]

w = fluf

tal que

i) Jull = 0 u=0;

i) [ Mu|| = A JJul], VA €ER eV ueE,;
iii) [lu+ ol < flull +[joll, ¥ u,v € E.

O par (E,|.]]), em que E é um espaco vetorial real e ||.|| é uma norma em E, é chamado

de espago vetorial normado. Neste caso, ||.|| induz uma métrica em E dada por
d(u,v) = ||lu—v||,¥Yu,veE.

De fato,

1 veja resultados utilizados em apéndice A
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i) d(u,u) = [lu —ul| = |[0]] = 0;
i1) Se u # v, temos, d (u,v) = ||u — v|| > 0;
iii) d (u,v) = llu =l = [|(=1) (v = w)l| = |=1{Jv = ull = [[v = ul| = d (v, w);

iv) d(u,v) = |lu—v|| =|lu —w+w—v|| <|lu—w|]+ |[|w—o|] =d(uw)+d(w,v).
Portanto, d(u,v) = |ju — v|| é métrica em E, V u,v € F.

Observacao 1.4 No R" defini-se as sequintes normas

n
a) |zl = | >_a;
i=1

b llzll, = 3 |l
i=1

)l = mmasx {laal .l

Essas normas induzem as sequintes métricas, respectivamente
a) d(x,y) = llz —yll;
b) ds (z.y) = llx —yll,;

Definicao 1.2 Dado um conjunto X # &, uma fungio f : X — R € dita limitada se

existir uma constante positiva k € R tal que

lf(z)| <k VzelX

Exemplo 1.6 Seja B(X,R) ={f: X — R; f € limitada} defina

I} = Sup{lf (2)]; = € X}.

Temos que B (X,R) é espago vetorial normado.
Mostremos que ||f|| = Sup{|f (x)|;x € X} é uma norma em B (X, R).
Sejam f,g € B (X,R), temos:

) |Ifl =0= Sup{|f(x)]; € X} =0=|f(z)|=0,VeeX & fx)=0,Vzre X &
f=0;
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W) Ml = Sup{|Af (z)]; @ € X} = Sup{[A[|f (2)]; = € X} = [AlSup{|f (2)]; = € X}

= AL

i11) Sejam f,g € B(X,R) e dado k > 0 existe vo € X tal que :

If + gl = Sup{lf () + g (x) |y v € X} = [f (w0) + g (o) | +k < [f (o) | + |g (wo) [ + K
< Supf{[f (zo) [;x € X} + Supflg (xo) ;2 € X} + k= |[fl + llgll + k-
Como k ¢ arbitrario temos, || f +gl| < || f||+lgl|. Portanto, ||f|| € uma norma em B (X,R).
Exemplo 1.7 Seja Cla, bl = {f : [a,b] = R; f continua}. Defina para cada f € (C'[a,b]),

b
£l = [C1F @ldt e l1fle = max |£(D)].

a<t<b

Temos que ||.|l, ¢ ||| sdo normas em C[a,b].
De fato, sejam f,g € Cla,b|] e A € R temos,

DFl =0 [ 1fDld =0 [F(1)] =0 V1 € b & f() =0, ¥t €[a,b] & =0
AT = [ Flde= [Nl = 3 [ 7ke=

illf + ol = [ 107+ o)0lar= [ 176) + g(olde < [ 1sola + [ lo(o)l

= [[f1lx + llglls-
Logo, [[f + gllx < [If1lx + llgll-
Agora, mostremos que || f|l € uma norma em Cla, b|.
DIflloe = 0 max |[f(t)] = 0= [f(t)] =0, VE € la,b] & f(t) =0, V¢ € a,b] & f=0;
ii)Seja A € R, Temos,
1AM lloo = max |AF(t)] = max [A||F(8)] = [A] max [£(6)] = [Alllflloos

iii)Sejam f,g € Cla, b, temos,
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1+ gll = max {[f(t) + g(t)[} < max |f(t)] + max [g(t)] = || ]| + [lg]].

a<t<b a<t<b a<t<b

b
Portanto, || f|1 :/ |f()]dt e ||f|loo = max |f(t)|, sdo normas em C|a, b).

a<t<b

Assim, (Cla, b, ||f]l1) e (Cla,b], || fll) sdo espagos vetoriais normados.

Exemplo 1.8 (Espago com Produto Interno) Seja E um espaco vetorial real, um
produto interno em E € uma fungao que associa a cada par ordenado (u,v) € E um nimero

real indicado por (u,v), assim, ¥V u,v,w € B eV A € R:

(,): ExE =R

(u,v) — (u,v)

tal que

i) Se w # 0 entdo (u,u) >0, e (u,u) =0 u=0;

i) (u,v) = (v,u);

i) Au, v) = Mu,v);

w)u+v,w) = (u,w) + (v, w).

O par (E,{(.,.)) é chamado de espago vetorial com produto interno.

Exemplo 1.9 Seja (F,(.,.)) um espago vetorial com produto interno, defina;

Ill: E — RF

w = fJull = /s u)

A funcdo acima é uma norma. De fato,
i) ||ull =0« /(u,u) =0< (u,u) =0« u=0;

ii) | xull = /(e May = (AN, ) = N2, u) = [A] 3/, u) = [A] [Jull;

Para verificarmos a condicdo #ii) necessitamos da desigualdade de Cauchy Schwarz

num espaco com produto interno, portanto iremos apresentar e demonstra-la a seguir
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Proposicao 1.2 Em um espago vetorial normado E tem-se
[{w, v)| < [ullllo]],V u,v e E.

Prova 1.0.2 Para u = v = 0 a demonstracao € trivial. No caso em que u # 0 e v # 0

seque que, para qualquer o € R, tem-se

0<|ut+avl®* = (utav, u+av)
= (u,u) + (w,av) + (av,u) + (av, av)
= Jul® + 2a(u,v) + a alv,v)
= lul]® + 2a(u,v) + o?|v|*

Dessa forma temos um trinomio do 2° grau em « cujo valor é sempre ndao negativo, ou

seja, o discriminante tem que ser nao positivo, assim:

A=4(u,v)® — 4 ful?fol* <0
logo,

(w,0) < JullPlloll® = [u.v)] < ullljoll

Agora, verifiquemos a condigao iii),

lu+ol? = (utv, utv) = (u, u) + (u, v) + (v, ) + (v, v)
= ull® + 2w, v) + o> <[lul® + 2 Ku,v)| + [Jv]]?

<l + 2 ullloll + flol* = (llull + [lvl)?
= lu+oll* <(ull + WD?* = lutoll <llul + (]

Exemplo 1.10 Em R™ temos que
(z, y) = é%yz
¢ um produto interno.
De fato, sejam x = (x1, T2, ..., Tn), Y = (Y1, Y2, -+, Yn), W = (w1, wo, ..., w,) € R" entdo,
i) Seja x # 0, ou seja existe x; 7én0 para algum i, 1 < i < n, assim,

(,x) = B3 +a3+-+a2=> " > 0.

i=1

i) (x,y) = w1y + Toyp + - T = DY = Y Yixi = (Y, T);
i=1 i=1



Capitulo 1. Resultados Preliminares 20

,”l) <O!£I§', y> = <(OC.Z'1, axg, ..., Oéxn): (ylay27"'7yn)> - (afﬁl)y1+(@$2)y2++(0€1’n)yn

= a(zryn)Fa(@aye)+ - Fa(znyn) = alziyitoyst - Fray,) = @Y xiy;
i=1

= a(z,y);

i) (x+y, w)y = (x14+y1, To+ Yo, ooy T+ Yn), (W1, way ...y wy))
= (o1 +y)wr + (o +1y)ws + -+ + (2 + Yn)wn
= T1W1 + Y1wr + Tawz + Yawz + -+ TpWn + YnWy

= (1w + wows + - - + Tpwy) + (Yrwr + Yows + - + Ypwy)

= ) ww; + Y yiw; = (z,w) + (y,w).
im1 i=1

Exemplo 1.11 Temos que (C'[a,b],(.,.)) é um espaco vetorial com produto interno onde

b

9y = [ f@)g (@) ds

Ja

De fato, sejam f,g e h € C([a,b]; R) e @ € R temos:

i) Suponha que (f, f) =0 :,/:f(x) fla)dz = 0 :>/ab(f(x)2)dx—0
= (f(z)?) =0 = f(z) = 0,V €lab]= f=0;

i) (f.9) = [ $e) ote) dr = [ o(a) f(@) de = {g.9);
b

i) (af.g) = [ af(e) g(e) d=a [ [(x) glx) dz = alf.g)

a

i) (F+ghy = [ +9)@) ha)de = [ () + g(a)) h(x) da

= [1@) ha) + glw) b)) de= [ fo) b o+ [ gle) hia) da
(7. ) + g, )

Definig¢ao 1.3 (Métrica Induzida) Seja (M,d) um espago métrico e S # & um sub-
conjunto de M. Usando entre os elementos de S a mesma distancia que eles possuiam como
elementos de M, temos que S pode ser considerado espaco métrico. Nesse caso, diz-se que

S € um subespaco métrico de M, e a métrica de S € dita induzida pela de M.
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Exemplo 1.12 Sejam (My,d), (M, ds), ..., (M,,d,) espagcos métricos e
M = My x My x --- x M,. Definimos as métricas, d, d,,, ds: M — R por,

=

a) d(z,y) = [df (x1,91) + -+ % (Tn, yn)]
b) ds (3:7 y) - dl (xl’ yl) + -4 dn (xna yn)7
C) dm (ZI], y) - 1H<11a<}7<1 {dl (wla yl) PIREED] dn (xna yn)}7

com x = (T1,..; Tp)y Y= (Y1, o, Yn)-

1.3 Conjunto Aberto e Conjunto Fechado

Definicdo 1.4 (Bolas e Esferas) Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um

ndmero real r > 0, definimos,

i) A bola aberta de centro a e raio r € o conjunto B, (a) dos pontos de M cuja a distincia

ao ponto a € menor do que T, ou seja;
B(a,r) = B.(a) ={zx € M; d(z,a) <r}.

i1) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto B, (a) dos pontos de M cuja distincia

ao centro a é menor ou igual do que r, ou seja;
Bla,r] = B, [a] = {x € M;d(x,a) <r}.

iii) A esfera de centro a e raio r € o conjunto S, (a), dos pontos de M cuja distincia ao

centro a € igual a r. Ou seja;
S(a,r)= S, (a)={z € M;d(x,a) =r}.

Exemplo 1.13 Seja M um espaco métrico, munido da métrica zero-um, entdo para todo

a € M, hd dois casos a considerarmos;

Se 0 <r <1 temos,
B(a,r) = {zr € M;d(xz,a) <r} ={a}

pois o unico ponto cuja distancia a a é menor que 1, € o proprio a.
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Ser > 1 temos,
B(a,r) ={x € M;d(x,a) <r} =M

pois todos os pontos de M estdo a uma distancia de a menor que r.

Exemplo 1.14 No R?, consideraremos trés casos. Sejam x = (x1,z2) € R?, e a = (a1, as)
um ponto fixzo do R? utilizando a métrica euclidiana temos que, a bola de centro a e raio

r >0, é o conjunto
B(a,r) = {(x1,29) € R% d((z1,29), (a1,a9)) <1},

ou seja,

d((z1,22), (a1,a9)) = \/(:1:1 — )’ + (22— a0)? <r = (21 —a)? + (x2 —a)? < 1.

Graficamente teriamos um circulo de centro a e raio r sem a borda.

7 N
4 \
4 \
/ \
/ \
I B
| r
\ )
\ /
\ /
\ /7
~ 7
~ g

Figura 1 — Circulo de centro a e raio r sem a borda.

Agora utilizando a métrica da soma temos que a bola de centro a e raio r, é o conjunto
d((z1,x2), (a1,a9)) = |x1 — a1| + |xg — ag| < 7.

Graficamente temos o interior de um quadrado de centro a, lados com medida igual a 2r e

diagonais paralelas aos eixos coordenados.
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Figura 2 — Quadrado de centro a lados com medidas 2r e diagonais paralelas aos eixos
coordenados.

Utilizando a métrica do mdximo temos que a bola de centro a e raio r > 0, é o conjunto
d((21, 22), (a1, a2)) = max{(z1, 22) € R/d((21, 22), (a1, a2)) <1}
ou seja,
d((x1,x2), (a1,a9)) = 112%}%“%1 —ail;ilres —ag|} <r =i —a1| <relrs—as| <r

Graficamente teriamos o interior de um quadrado de centro a, lados com medida igual a

2r paralelos aos eixos coordenados.

A

2r

Figura 3 — Interior de um quadrado de centro a lados com medidas 2r paralelos aos eixos
coordenados.
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Definigao 1.5 (Conjuntos limitados) Seja (M, d) um espago métrico, um subconjunto

nao vazio S C M, diz-se limitado se existir uma constante k > 0 tal que
d(z,y) <kVazx,yes.

O menor desses niumeros k serd chamado o diagmetro de S. Assim, se
x,y € S=d(x,y) <k,

ou seja k é uma cota superior do conjunto das distincias d(x,y) entre os pontos de S.
Sabemos que a menor das cotas superiores de um conjunto de nimeros reais € chamado
de supremo. Entao podemos definir o diametro de um conjunto limitado S C M como o

numero real
diam(S) = Sup{d(x,y); z,y € S}.

Se {d(x,y); x,y € S} for ilimitado superiormente, diz-se que S é ndo limitado.
Observacao 1.5 O conjunto vazio € limitado e seu didmetro € zero.

Exemplo 1.15 Toda bola B(a,r), é um conjunto limitado e seu diagmetro nao excede 2r.
Com efeito sejam x,y € B(a,r) temos que d(x,a) < r. De acordo com a desigualdade
triangular temos,

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <r+r=2r

O mesmo se aplica a bola fechada Bla,r]. Assim, como Bla,r] = B(a,r) U S(a,r). Temos

que S(a,r) também € limitado.

Definicao 1.6 Seja A um subconjunto de um espago métrico M. O ponto a € A é dito

ponto interior a A se existir r > 0 tal que
B, (a) C A.

O conjunto de todos os pontos inteiros a A € chamado de interior de A e é denotado por
int(A). Seque-se da definigio que int(A) C A. Se int(A) = (A), entdo diz-se que A é um

conjunto aberto.

Exemplo 1.16 O conjunto vazio € aberto, pois nao hda nenhum ponto nele que viole a

definicao de ponto interior.

Exemplo 1.17 O espaco métrico M é um conjunto aberto.
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Proposicao 1.3 Toda bola aberta é um conjunto aberto.

Prova 1.0.3 Seja M um espago métrico, a € M e r > 0. Mostraremos que B, (a) é um
conjunto aberto. Para isto, tomemos b € B, (a) e >0 tal que e <r —d(a,b). Temos
que

B. (b) C B, (a).

Com efeito, se x € B, (b), entdo temos d(x,b) < . Logo,
d(z,a) <d(xz,b) +d(ba) <e+d(a,b)<r

dat, x € B, (a), isto é, B.(b) C B, (a).
Proposicao 1.4 A unido qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Prova 1.0.4 Se a € A entao existe oy € I tal que a € A,, e, pelo fato de A,, ser aberto,

existe r > 0 tal que B, (a) C A, C A, de onde concluimos que A é um conjunto aberto.

Proposicao 1.5 A intersecio de um nimero finito de conjuntos abertos é um conjunto

aberto.

Prova 1.0.5 Seja A = ﬂ A;, onde A;, para todo i =1,..., n sao conjuntos abertos. Se
i=1
a€ A, enttoa€ A, Vi=1,..., n.

Como os A; sdo abertos, entio existe r; > 0 tal que B, (a) C A;, Vi=1,..., n. Tome

r= min r; >0, logo B, (a) C By, (a) € A4, Vi=1,..., n. Assim, B, (a) € (| A; e dai A
<i<n i=1

¢ aberto.

Observacao 1.6 Observamos que a interseccio de uma familia qualquer de conjuntos
abertos nem sempre é um conjunto aberto. De fato, se consideramos a reta R com a métrica

usual e se tomarmos a familia de conjuntos abertos

-1 1 pay
A= (== 2), n=1,2,.., ent — {0
( . n) n entao ,Dl {0}

que nao € aberto na métrica usual em R.

Definicao 1.7 Sejam (M,dy) e (M,dy) dois espagos métricos. Diz-se que as métricas dy

e dy sdo equivalentes se se existirem constantes a >0 e 3 > 0 tais que

d2 (‘L>y)

a < <B VryyeM, xF#y.
dl(xay)
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Proposicao 1.6 Sejam dy e dy métricas equivalentes em M. Entao A C M é aberto em
(M, dy) se, e somente se, A for aberto em (M, ds).

Prova 1.0.6 Como d; e dy sdo métricas equivalentes entao existem constantes o, B > 0
tais que
Oédl (Z’,y) S d? ($ay) S Bdl ($ay) ,\V/ z,y € M.

Seja a € A, sendo A aberto em (M,dy), entio existe r1 > 0 tal que B,, (a) C A, ou seja
dy (x,a) <ry, YaxeA Mas

dy (z,a) < Bdi(z,a) < Bri=ry=dy(x,a)<ry,¥V €A

Logo, B,,(a) C A. Assim, A € aberto em (M, dy).

Por outro lado, sendo A aberto em (M,ds), entdo existe ro > 0 tal que B,,(a) C A, ou
seja, dy(x,a) < re, ¥V x € A. Mas

adi(z,a) <ds(x,a) = adi(z,a) <ry=di(z,a) < %2 =r = di(x,a) <r = B, (a) C A

Mostrando que A € aberto em (M, dy).

Proposicao 1.7 Seja M um espaco métrico, entao A C M € aberto se, e somente se, A

€ a uniao de bolas abertas.

Prova 1.0.7 Suponha que A € aberto, entio para todo a € A eziste B,, (a) C A. Logo
U B.. (a) C A. Por outro lado, se a € A entio a € By, (a), logo a € | J By, (a), dai,

acA acA

A c | By, (a) portanto, A = | ] B, (a). Reciprocamente, se A = || B,, (a), temos
acA acA acA

que A € aberto, por ser a uniao qualquer de abertos.

Proposicao 1.8 O interior de um subconjunto A de um espago métrico M é o maior

conjunto aberto contido em A.

Prova 1.0.8 Se A ndo tiver pontos interiores, entdo seu interior é o conjunto vazio, que
¢ aberto e portanto A nao contém nenhum outro conjunto aberto.

Suponhamos que int(A) # @. Seja a € int(A), assim existe ry > 0 tal que B,, (a) C A. Se
b€ B,, (a), existe ro > 0 tal que B,, (b) C By, (a) e portanto B,, (a) C A. Logo, b € int(A)
e dai seque que int(A) € a uniao de bolas abertas e consequentemente é um conjunto aberto.
Se B C A for aberto, entio B C int(A). Com efeito note que, todo b € B € interior a
B (b € intB) e portanto (com B C A) € interior a A (b € intA).
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Definicao 1.8 Seja A C M, diz-se que a € M € aderente a A se para todo r > 0 tem-se
B, (a)NA# 2.

Os pontos aderentes sdo de dois tipos: Pontos isolados e Pontos de acumula¢do. Um ponto

aderente a € M ¢ dito isolado se existir » > 0 tal que

B,(a)NA={a}.

Se a € M for um ponto aderente a A que nao seja isolado, entdo a é um ponto de

acumulacdo. Isso significa que, para todo r > 0, tem-se
(B.(a) = {a) ) A+ 2.

Observacao 1.7 Se um subconjunto A C M, possuir ponto de acumulacio, entio A é

um conjunto infinito.

Definicao 1.9 Seja A C M, definimos o fecho ou aderéncia de A como sendo o conjunto

formado pelos pontos aderentes & A, e denotamos A.
Proposicao 1.9 O ponto a € M € aderente ¢ A C M se, e somente se, d(a,A) =0

Prova 1.0.9 Suponhamos que d(a, A) =inf{d(a,z); x € A} = 0. Assim, dado
>0, existe x. € A tal que 0 < d(a,z.) < &, ou seja, x. € B:(a) e dai x. € B- ()N A
de onde B. (a) A # @, e assim a € valor aderente a A. Reciprocamente, se a € A entao,
para todor > 0 tal que B, (a) N A # &. Logo, toda bola aberta B.(a) contém um x, € A
e assim para todo r > 0 eziste x, € A tal que d(a,x,) < r. Ou seja, d(a, A) = 0.

Definicao 1.10 Diz-se que um subconjunto A C M é fechado se A = A.

Observacio 1.8 Como A C A, para provar que A € fechado € suficiente mostrar que
AcC A

Exemplo 1.18 Todo subconjunto finito F' = {ay, ...,a,} C M é fechado em M. Assim, se
a ¢ F entao d(a, F') é o menor dos nimeros d(a,ay),...,d(a,a,) e portanto d(a, F') > 0.

Em particular, todo ponto a € M é um subconjunto fechado de M.

Proposicao 1.10 O fecho de um subconjunto é um conjunto fechado.
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Prova 1.0.10 Seja A um subconjunto de um espaco métrico M. Denotamos por Ao
fecho de A. Como A C f:l, mostremos que Ac A Seja a € f:l, entao dado € > 0 existe
be A tal que d(a,b) < €, mas desde que b € A, existe c € A tal que d (b,c) < e —d(a,b).
Logo,

d(a,c) <d(a,b)+d(bc)<d(a,b)+e—d(ab)=¢

e assim a € A. Portanto, AcAeAé fechado.

Proposicao 1.11 O complementar de um conjunto fechado é um conjunto aberto. O

complementar de um conjunto aberto é um conjunto fechado.

Prova 1.0.11 Seja F um conjunto fechado e seja F¢ seu complementar. mostremos que
Fe ¢ aberto. Seja a € F° entdo a ¢ F, como F = F logo a ¢ I, assim existe r > 0 tal que
B,(a) N F =@, dai B,(a) C F*°, mostrando que F° é aberto.

Agora, seja A um conjunto aberto e seja A¢ seu complementar. Mostremos que A° ¢ fechado,
isto é Ac = A°. Sabemos que A° C Ac. Por outro lado, seja a € A entdo para todo r > 0
tem-se B.(a) N A¢ # &, dai a ¢ int(A). Como int(A) = A tem-se a ¢ A donde seque que
a € A°. Assim Ac C A° mostrando que A° é fechado.

1.4 Sequéncias em Espacos Métricos

Definicao 1.11 Seja M um espaco métrico, definimos uma sequéncia em M como sendo

uma aplicagcdo

z:N*— M.
n— I,

Usaremos as notagoes (1, xg, ..., Ty, ...) ou (x,) para denotar uma sequéncia. Dada a
sequéncia (x,), cada imagem x, € chamada termo da sequéncia, assim para indicar o

conjunto dos termos da sequéncia, escrevemos {x,;n € N} .

Exemplo 1.19 A sequéncia (1,2,1,2,1,2,...) é uma sequéncia de elementos de R, onde o

conjunto dos termos € {1,2}.

Definicdo 1.12 Dada uma sequéncia (x,) em M, se {ri,r9,...} CN*e{r; < r < ..}
entio a aplicacao dada por r; — x,, recebe o nome de subsequéncia de (x,) e é denotada

POr (Tyyy Tpyy-en)-
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Exemplo 1.20 Seja a sequéncia (1,2,3,1,2,3,...) de elementos de R, assim (1,1,1,...) €

uma subsequéncia da sequéncia dada, pois, temos que,
(]., 1, 1, ) = (561, T4, L7, 10, )

sendo (1,2,3, 1,2,3, ) = (x1,$2,l'3,$4, )

Defini¢ao 1.13 Uma sequéncia (x,) de pontos de um espago métrico M se diz limitada,
se o conjunto {xn;n =1,2,...} dos termos dessa sequéncia € limitada, isto é, existe k > 0

tal que d(x,,xs) < k, para quaisquer x, e xs da sequéncia dada.

Exemplo 1.21 Se a é um nimero real com |a| < 1, temos que a sequéncia dos nimeros

X, = a"™ € limitada, pois |x,| <1 para todo n.

Definicao 1.14 Seja (z,) uma sequéncia num espago métrico M. Dizemos que o ponto
a € M é limite da sequéncia (x,) quando, para todo € > 0 dado arbritdriamente, existe
no € N tal que

n>ng = dx,,a) <e.
Assim, para indicar que a € limite da sequéncia (x,) usa-se a notagio lim x,, = a, ou ainda
T, — a (z, tende para a). Quando existe a = limx, € M, dizemos que a sequéncia de

pontos x, € M ¢é convergente em M, e converge para a. Caso contrdrio dizemos que a

sequéncia diverge.

Observacgao 1.9 Seja (z,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizer que
limx, =a € M significa que, dada uma bola aberta B, de centro a, tem-se x, € B para

todo n suficientemente grande.

Proposi¢ao 1.12 (Unicidade do Limite) Seja (x,) uma sequéncia de um espag¢o mé-

trico M. Se (x,) € convergente, entao seu limite é inico.

Prova 1.0.12 Suponhamos que limz, = p elimx, = q. Se p # q, entao dado

d(p,
£ = M > 0, existem ny,ng9 € N tais que,

2
n>ny = d(z,,p) <&, en>ng = d(z,,q) <e.
Tomando ng = max{ny,na}, entao temos

n>no = d(p,q) < d(p,zn) + d(n, q) < e+e =2 =d(p,q)

o que € um absurdo. Portanto p = q.
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Observacao 1.10 Se uma sequéncia (x,) converge para dois limites distintos dizemos

que essa sequéncia € divergente.

Proposicao 1.13 Se uma sequéncia (x,,) de pontos de um espago M converge para p € M,

entao toda subsequéncia de (x,) também converge para p.

Prova 1.0.13 Seja (%), Tpys .o, Ty s -..) uma subsequéncia de (x,). Dado € > 0, existe
k €N, tal que
n>k=dz,p) <e

assim, como r; € N e r; > ry vale que d(x,,,p) < €. Portanto limx,, = limz, = p.

Exemplo 1.22 Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias convergindo para limites
distintos, entdo ela é divergente, pois pela proposicio 1.13, se existisse limx, = a entdo
toda subsequéncia de (x,) convergiria para a, e portanto pela proposicio 1.12 nenhuma

subsequéncia possuiria um limite diferente de a.
Observacao 1.11 Toda sequéncia contante, x, = a, é convergente e limx, = a.
Proposicao 1.14 Toda sequéncia convergente é limitada.

Prova 1.0.14 Seja lim x,, = a num espago métrico M. Tomando ¢ = 1, obtemos ng € N
tal que n > ng = =, € B(a;1). Portanto o conjunto dos valores da sequéncia estd contido

na reunido {xi, ..., tn, } U B(a; 1) de dois conjuntos limitados, logo € limitado.

Observacao 1.12 A reciproca da proposicao 1.1/ € falsa.

Exemplo 1.23 A sequéncia de nimeros reais x, = (—1)"*1 é limitada, mais ndo é

convergente.

Proposicao 1.15 Um ponto a, num espaco métrico M, € limite de uma subsequéncia
de (x,) se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n

arbitrariamente grandes.

Prova 1.0.15 Se uma subsequéncia (T, Tny, ..., Tny,...) converge para a entdo, dado
e >0, existe ko € N tal que
k> ko = x,, € Bl(a;e).

Logo toda bola B(a;e) de centro a contém termos x, com indices arbitrariamente grandes,
a saber, todos os indices ny, com k > k.

Reciprocamente, supondo cumprida esta condi¢ao, a bola B(a;1) contém um termo x,,,
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a bola B(a; %) contém um termo x,, com indices ny > ny, e assim por diante; para todo
k € N, podemos achar x,, € B(a; %) com Ny > Np_1 > ... > Ng > ny. Isso define um

subconjunto infinito N' = {n; < ng < ... < ng < ...} e uma subsequéncia (x,,) tal que

d(zp,,a) < —. Seque-se que kh;n@ Tp, = a.

k

1.5 Sequéncia de Cauchy

Definicao 1.15 Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M é de Cauchy quando, dado

€ > 0, existe ng € N tal que se, m,n > ng tem-se d (xp,, x,) < €.
Observacgao 1.13 Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy € também de Cauchy.
Proposicao 1.16 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Prova 1.0.16 Seja 1111}()1() Tn = a no espaco métrico M, entdo dado € > 0 existe ng € N tal

€
que se n > ng temos d(x,,a) < 3" Se m,n > ng temos

€ €
d(Tm, xn) < d(Tm,a) +d(a,x,) = d(xm,a) + d(z,,a) < §—|— 3 < €.
Observacgao 1.14 Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para ver isto tomemos
uma sequéncia de nimeros reais (x,) tal que lim @, = V2 ¢ Q. Como (x,) converge em
R (ou seja o limite existe) pela proposigio 1.16 (x,) é de Cauchy no espago métrico R, e

em particular Q . Porém (x,) ndo € convergente em Q.
Proposicao 1.17 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Prova 1.0.17 Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado ¢ = 1,
existe ng € N tal que se m,n > ng = d(x,,x,) < 1. Logo o conjunto {xny4+1, Tnot2,-- -}

¢ limitado e tem diametro menor ou igual a 1. Assim temos que,

{x1,29,. .., Tp, ...} ={x1,. .., 2p } U {anH, :(;noﬁ,...}

€ limitada.

Observacgao 1.15 Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Basta ver o exemplo na
reta dado por (x,) = (1,0,1,0,...). Embora seja limitada, estd sequéncia nio é de Cauchy,

1
pois d(Tn, Tny1) = 1 para todo n € N. Basta vocé tomar € = 3 dai 1 > 3 Logo nao € de
Cauchy.
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1
Exemplo 1.24 A sequéncia de nimeros reais x, = 1 + 2 + — ndo é de Cauchy, porque
n

nao € limitada.

Proposicao 1.18 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente e tem o mesmo limite da subsequéncia.

Prova 1.0.18 Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e seja (x,, ) uma
subsequéncia de (x,), tal que o lim x,, = a € M. Afirmamos que lim x, = a. De fato
k—o0 n— 00

dado € > 0, existe p € N, tal que se

ng >p=d(x,,,a) <

NN e

e existe também q € N, tal que se m,n > q tem-se
€
A (T, Tn) < =.
2
Seja ng = max {p, q¢}. Para todo n > ng existe ny > no e entio

d(zn,a) < d(Tn,Tn,) +d(Ty,,a) < %—l— % =e.

Proposicao 1.19 Toda sequéncia mondtona limitada de nimeros reais € convergente.

Antes de iniciarmos a demonstracao é necessario fixarmos a ideia de sequéncia mondtona,
assim, uma sequéncia (x,) de nimeros reais diz-se crescente quando se tem

T < Tg < ... <@y < ...,ousejax, < r,41 paratodon € N. Quando vale apenas x,, < @41,
a sequéncia diz-se nao decrescente. Analogamente define-se a sequéncia decrescente quando
Tni1 < Tp, para qualquer n >1. Quando vale apenas x,1 < x, para todo n, a sequéncia
diz-se nao crescente. Esses sdo os tipos de sequéncias monotonas compreendidas no espago

R. Agora prosseguiremos com a demonstracao da proposicao 1.19.

Prova 1.0.19 Seja a sequéncia limitada (x1 < x5 < ... < x, < ...). Tomemos a = sup(x,,)
com n € N. Afirmamos que a = lim x,,. Com efeito, dado arbitrariamente € > 0, o nimero
a — €, sendo menor que a, ndo pode ser cota superior do conjunto dos valores x,. Logo

existe no € N tal que a — ¢ < xp, < a. Entdo

n>ng=>a—e<Ty, <rp<a<ate=ma—c<r,<ate.
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2 Funcoes Continuas

Este capitulo exibe alguns resultados e definicdes de um estudo acerca das funcoes
continuas. Intuitivamente nas aplicagoes continuas ao tomarmos pontos do dominio que

sejam proximos obtemos correspondentes na imagem também proximos.

2.1 Funcoes Continuas
Definicao 2.1 Sejam (M, dy), (N, dy) espagcos métricos, diz-se que uma aplicagio
f:M — N ¢é continua no ponto a € M se, dado € > 0 existir 6 > 0 tal que

di(z,a) < 0 = do( f(2), f(a)) <.

Diz-se que f é continua se for continua em todo ponto de M. Se f ndo é continua no ponto
a, diz-se que f é descontinua nesse ponto. Isto significa que existe ¢ > 0 tal que para todo
d > 0, pode-se obter x5 € M com d(xs,a) < § mas

d(f(w5), f(a)) > €.
Observacao 2.1 Costuma-se denotar as métricas di e dy por d.

Exemplo 2.1 Seja f: R — R uma fungio dada por f(x) = x, para todo x € R temos
que f € continua.

De fato, dado a € R para todo £ > 0 existe § > 0 tal que, tomando = ¢ temos,

dlx,a)=|z—al|l<d=|f(x)—fla)|=]z—a|<d = e

Portanto, f é continua.

Exemplo 2.2 Seja f: R — R uma fungio constante dada por f(x) = k. Para todo k € R
temos que [ € continua.

De fato, dado a € R para todo £ > 0 existe 6 > 0 tal que
dz,a)=|x—al<d=|flz)—fla)|=|k—k|=|0|= 0 <e
Logo, [ € continua.

Proposicao 2.1 Uma funcio f: M — N é continua no ponto a € M se, e somente se,
dada uma bola aberta B(f(a)) existir uma bola aberta Bs(a) tal que f(Bs(a)) C Be(f(a)).
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Prova 2.0.1 Suponhamos que f : M — N seja continua em a € M. Assim, dado
€ > 0, existe § > 0 tal que

d(xz,a) <0 =d(f(x), fla)) <e

o que € equivalente a x € Bs(a) = f(x) € B (f (a)) ou seja, f(Bs(a)) C B.(f(a)).

Por outro, lado suponhamos que dada uma bola aberta B.(f(a)) exista uma bola aberta
Bs(a) tal que f(Bs(a)) C Be(f(a)). Isto significa que se x € Bs(a) entao f(x) € B(f(a)),
ou seja

dz,a) <d=d(f(z), fla)) <€

logo f € continua em a.

Exemplo 2.3 Uma aplicacio f: M — N € uma imersao isométrica se

d(f(z),f(y) =d(x,y),Vax,ye€ M.

Notemos que f € continua. Com efeito, dado € > 0, basta tomar 6 = €, pois se a € M com

d(z,a) < d tem-se

Observacgao 2.2 Sabemos que uma imersdao isométrica € injetora pois

flx)=fly) & d(f(z), fy) =0&dry)=0cz=y

nao necessariamente sobrejetora, caso contrdrio é o que chamamos de isometria.

Exemplo 2.4 Uma aplicacio f: M — N € dita Lipschitziana quando existe X > 0

(chamada de constante de Lipschitz) tal que
d(f(x),[f(a)) <Ad(x,a),Vx,ac M.

Neste caso f é continua (em cada ponto a € M ). De fato, dado € > 0, tomemos § = —,

> o

pois se d(x,a) < tem-se

du@mfmngxu%@<xazxiza

Exemplo 2.5 A funcio caracteristica I : R — R definida por

I(2) - 1, se xeQ
= 0, se z € R\Q.

€ descontinua em todo a € R.

Com efeito, tomemos ¢ = 5" Dado 6 > 0 tomemos zs € R tal que, |vs —a| < 0, sendo

1
zs € Q ea e R/Q temos, |I(x5) —I(a)|=1> 5"
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Exemplo 2.6 Uma funcio f: M — N satisfaz a condicao de Holder de ordem k > 0 se

existir ¢ > 0 tal que
d(f(x), f(y) < c¢ld(z,y))" V¥V 2,y € M.

1

Notemos que [ € continua. De fato, dado ¢ > 0 tome § = <§>E Se d(z,y) < § tem-se

d(f(z), f(y)) < ¢

Proposicao 2.2 Uma funcao f: M — N é continua em a € M se, e somente se, o fato

de uma sequéncia x, C M com x,, — a implicar f(x,) — f(a).

Prova 2.0.2 Suponhamos que f seja continua em a € M, considere (x,) C M com
Tn — a. Entdo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

d(z,a) < o= d(f(z), f(a)) <e
Como x, — a, existe ng € N tal que se n > ng d(x,,a) <9, e assim

d(f(zn), fla)) <e

ou seja, f(x,) — f(a).
Reciprocamente, se f ndo fosse continua em a, existiria € > 0 tal que para todo § > 0,
existiria x5 € Bs (a) tal que d(f (x5), f (a)) > €. Assim, tomando 6 = 1 eziste x1 € By (a)

com

d(f(z1),f(a) >e

1
Tomando § = 3’ existe 3 € B1 (a) com

d(f(x2), f(a)) > e

1
Tomando § = 3 eiste 13 € By (a) com

d(f(xz3), f(a) >e

1
Prosseguindo desta maneira para 6 = —, encontramos x,, € B1 (a) com
n n

d(f (xn), f(a)) = €

Isto implica que x,, — a mas f (x,) - f(n) o que contradiz a hipdtese.

1

Exemplo 2.7 Seja M = {0} U {—,n € N} com a métrica induzida de R . A funcdo
n

f: M — R definida por,
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1
€ continua em todo — € M, porém nao é continua em zero.
1 7/ . . / 1 / . 7/
De fato, note que o conjunto {—, n e N} € discreto, isto €, todo ponto — € isolado, dai
n n

1 1
existe 6 > 0 tal que Bs <—> = {—} Assim, dado € > 0 tome d = 1 tal que,
n n "

d(m,i)<6:w:71l=>d<f(a:),f<i)>:0 < €.

Agora, mostremos que f nao € continua em zero. Basta tomar x, = % Note que (x,) C M

e xt,— 0, mas,

fla) =1 () =n»0=f0.

Proposicao 2.3 Dada uma funcio f: M — N, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) f é continua;

b) Para todo g € N e A >0, f~'(Bx(q)) € aberto em M;

¢) Para todo aberto G C N, f~'(G) C M ¢€ aberto;

d) Se F C N ¢é fechado, entio f~(F) C M ¢ fechado.

Prova 2.0.3 (a) = (b) Seja p € f~1(Bx(q)). Assim f(p) € Bx(q) € como By (q) é
aberto, existe € > 0 tal que B, (f (p)) C By (q) . Desde que f é continua em p, existe § > 0

tal que,

f(Bs(p)) C Be(f(p)),
ou seja,
Bs(p) C f~(Bc(f (p)) € £ (Bx(a))

assim se p € f~1(Bx(q)) entdo p € ponto interior de f~ (B, (q)), isto €, f~1(Bx(q)) €
aberto em M.

(b) = (¢) Como G € aberto em N, seque-se que G = | J B, em que B, é uma bola aberta
acl
em N, para cada . Seque-se que,

) = (U Ba) — U B,

acl ael

desde que f~' (B,) € aberto entio | J f~' (Ba) € aberto.

ael

(¢) = (d) Como F C N € fechado, F¢ = G é aberto. Dai, f~' (F¢) = [f~' (F)]° € aberto.
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Logo, f~1(F) € fechado.

(d) = (a) Seja p € M e consideremos ¢ > 0. Como B.(f (p)) é aberta, tem-se que
(B, (f ())]° ¢ fechada em N tal que f (p) ¢ [B. (f (n))]° ¢ dai

¢ fechado em M que nao contém p.
Logo, f~Y(B.(f (p))) € aberta e p € f~*(B.(f (q))). Dessa maneira, existe § > 0 tal que

Bs(p) C f7 (B (f (p)), ou seja, f(Bs(p)) C Be(f (p))

mostrando que f é continua em p.

Definicao 2.2 Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N diz-se
uniformemente continua quando para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que para quaisquer
x,y € M, tem-se

d(z,y) <6 =d(f(z), f(y)) <e.

Exemplo 2.8 Toda aplicacao Lipschitziana é uniformemente continua. De fato, seja

f M — N Lipschiziana, isto €, existe k > 0 tal que

d(f(x), f(y) < k d(x,y) ¥V a,y € M.

Assim, dado € > 0 tome § = <

1 ¢ d(z,y) < 0 tem-se

A(f(2), fy) <k d(w,y) <k 5=k - == = d(f(a), f(y)) <=.

Mostrando que f é uniformemente continua.

Proposicao 2.4 Toda aplicacio uniformemente continua transforma sequéncias de Cau-

chy em sequéncia de Cauchy.

Prova 2.0.4 Sejam f : M — N uniformemente continua e (x,) uma sequéncia de Cauchy
em M. Vamos mostrar que a sequéncia (f (x,)) € de Cauchy, assim, dado € > 0 existe

0 > 0 tal que se x,y € M tem-se

d(z,y) <o=d(f(x),[(y) <e

Por sua vez se 6 > 0 entao existe ng € N tal que

sem,n >ng= d(Tm, ) <06=d(f(zm), f(z,)) <e.
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2.2 Homeomorfismo

Definicao 2.3 Sejam M e N espacos métricos. Uma funcio f : M — N € dita um
homeomorfismo se,

(1) f € bijetora;

(i1) f e sua inversa f~! sdo continuas.

Nesse caso, diz-se que 0s espacos métricos M e N sao homeomorfos.

Exemplo 2.9 Seja f : M — N wuma funcio continua. O grdfico de f, definido por
G(f) =A{(x, f(z));x € M} é homeomorfo a M.
De fato, temos que G(f) C M x N, assim defina

fi:M — G(f)C M x N
z~ fi(z) = (z, f(2))

Note que fi € continua, jd que suas fungoes coordenadas o sdo, e fi € injetora, pois

filz) = fily) = (@, f(2) = (v, fly)) = v = y.

E para todo (z, f(x)) € G(f) existe um inico x € M tal que f(x) = (x, f(z)). Assim f é
sobrejetora. Consequentemente bijetora.

Agora defina,

fit:G(f) — M
(z, f(2)) ~ fri(z, f(a)) =2

que € continua. Assim f; é homeomorfismo entre M e G(f), donde sao homeomorfos.
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3 Teorema do Ponto Fixo de Banach e Apli-

cacgoes

Esse capitulo apresenta a principal énfase apontada por esse trabalho o Teorema
do Ponto fixo de Banach, também conhecido como o Teorema da Contragao Uniforme.
O mesmo institui condi¢Oes para a existéncia e unicidade de pontos fixos em algumas
aplicagoes. Nas aplicagoes que iremos apresentar, ele nos ajudara a mostrar a existéncia das
solucoes de algumas equagoes. Inicialmente, o capitulo traz alguns resultados provenientes
de um estudo acerca dos Espacos Métricos Completos, os quais serdo fundamentais para a

compreensao do Teorema do Ponto Fixo de Banach, assim como o de sua demonstragao.

3.1 Espacos Métricos Completos

Definicao 3.1 Dizemos que o espagco métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M é convergente.
Exemplo 3.1 A reta |R| é um espaco métrico completo.

De fato, Toda sequéncia de Cauchy é limitada, assim, pelo Teorema de Bolzano- Weierstrass®,
toda sequéncia limitada de nimeros reais, possui subsequéncia convergente. Portanto, pela
proposicao 1.18, toda sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente

também € convergente.
Exemplo 3.2 O espaco de fungoes C([a,b]) é completo.

De fato seja (x,,) qualquer sequéncia de Cauchy em C(|a,b]). Entao dado € > 0, existe ng

tal que para todo m,n > ng temos:

(T, Tn) = max |xm () — xn(t)] < e.

Consequentemente, para todo t € |a,b] firo,
|2 (t) — zp(t)] < €V n,m > ny.

Assim, temos que (x1(t), xo(t), ...) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Como R
¢ completo, a sequéncia converge, ou seja, T, (t) — xz(t), quando m — oo.

Deste modo, pela unicidade do limite, para cada t € |a,b] existe um inico nimero real

1 Veja resultados utilizados.



Capfttulo 3. Teorema do Ponto Fizo de Banach e Aplicagoes 40

x(t), o que define uma fungiao x em |a,b|. Mostremos que x € C([a,b]) e x,, — x.
Portanto, quando n — 00, temos:

Jim e z) = Jim s o(t) — )

= max | lim z,,(t) — lim x,(t)]
a<t<b ' m—ro0 n—s00

— s [ (6) — (1)

= d(xp,, ).
Deste modo, para todo t € |a,b],

|zm(t) —x(t)] <€, com m >ng

Ou seja, x,, converge uniformemente em [a, b], pois x,, é continua em [a, b] e a convergéncia
é uniforme, portanto, a func¢io limx € continua em [a,b]. De forma que x € C([a,b]) e

Tm — x. Portanto, C([a,b]) é completo.
Exemplo 3.3 O espaco Q dos nimeros racionais nao é completo.

Exemplo 3.4 Todo espaco métrico com a métrica zero-um é completo. Pois qualquer

sequéncia de Cauchy em M € constante a partir de um certo indice, e portanto converge.
Proposicao 3.1 Um subespago fechado de um espaco métrico completo é completo.

Prova 3.0.1 Seja F' C M fechado com M completo. Dado uma sequéncia de Cauchy (x,)
em F, tal que

lim x, =a € M.
n—oo
Como F ¢é fechado em M, tem-se que a € F. Logo, F' é completo.

Proposicao 3.2 O produto cartesiano (M x N) é completo se, e somente se, M e N sio

completos.

Prova 3.0.2 Dada uma sequéncia de Cauchy (z,) em M x N, seja z, = (Tn,Yn) para

cada n € N. Como as projecoes
Po:-MxN-—-M e P:MxN-—N

sao uniformemente continuas, temos que (x,) € (y,) sio sequéncias de Cauchy em M e N
respectivamente, logo exviste lim x, =a € M e lim y, =b¢& N.
n—oo n—oo

Tomando C = (a,b) € M x N temos que 7111}()10 2n = ¢. Assim M x N é completo.
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Por outro lado, se M x N é completo, entdo fitando b € N, vemos que a aplica¢io
x — (x,b) é uma isometria de M sobre o subespago fechado M x {b} C M x N. Pela

proposicao anterior M é completo. Analogamente, mostra-se que N é completo.

Observacao 3.1 O produto cartesiano My x ... X M, €é completo se, e somente se,

My, ..., M, sao completos.

Exemplo 3.5 O espaco euclidiano n-dimensional é completo, pois R* = R x R x ... x R.

n

3.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao 3.2 Um ponto fizo de uma aplicacio f: M — M € um ponto x € M tal que
flz) ==

Exemplo 3.6 A aplicagcao definida por f(x) = —x sé possui a origem como ponto fixo no

espaco R™.

Exemplo 3.7 A aplicagio f: R — R definida por f(x) = x* possui 0 e 1 como pontos
fizos.

De fato, observe que
P=r=1’-r=0=z@2-1)=0=>2=0o0uzx=1

Definigao 3.3 Seja (M,d) um espaco métrico. Uma aplicagio f : M — M € uma
contracao sobre M se existir A € R com 0 < \ < 1, tal que

d(f(x), fly) < Ad(z,y),¥ x,y € M.

No caso em que A = 1, dizemos que f é uma contragdo fraca.

Observacgao 3.2 Claramente as contracoes sao fungoes continuas, jda que todas as contra-

coes sao casos particulares de fungoes Lipschitzianas.

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja f: M — M uma contra-

cao, em que M é um espaco métrico completo. Entao f possui um unico ponto fizo.

Prova 3.1.1 Existéncia: A existéncia do ponto fixo serd demonstrada por um processo
iterativo. Para isto, fixemos xog € M e construimos iterativamente a sequéncia (x,) dada
por,

x1 = f(xo), o = f(x1), ...y Tpr1 = f(xn), paran=0,1,2, ...
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Observemos que se f: M — M for contracio, existe 0 < X\ < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < Nd(z,y), ¥ x,y € M.

Se A =0, a funcao f serd constante e nao hd nada a demonstrar.

Suponhamos, entao, que 0 < X\ < 1. Mostremos que (x,) é uma sequéncia de

Cauchy. Inicialmente observe que

o d(z1,22) = d(f(xo), f(z1)) < A d(wo, x1);
o d(xo,w3) = d(f(x1), f(x)) < X d(x1, 22) < N2d(x0,21);
o d(xg,24) = d(f(x2), f(23)) < A d(w2,23) < Nd(w0,21)
De modo generalizado temos que:
d(xp, Tpt1) < N'd(z0, 1) (3.1)

Por indugao finita, mostremos que a desigualdade 3.1 € verdadeira. Para n =1, temos que

3.1 € verdadeira. Suponha que para n € N 3.1 seja verdadeira; assim

d(Tns1, Tnia) = A(f(20), f(@ns1) X d(@n, Tos1) < A (w0, @1).

Concluindo a demonstracao de 3.1.

Consideremos m,n € N com n > m, assim, pela desigualdade triangular temos,

IN

Ad(Xpm, ) A(Tpm, Ting1) + A(Tmp1, Tn)

IN

A(Tm, Tms1) + A(Tima1, Trnao) + d(Tpro, )
ATy Tong1) + A(Tmg1s Timao) + oo + A1, Tp)
N"d(wg, x1) + A" (2o, 21) + ...+ A" (20, 1)
A"d(xo, 1) [1 + A+ ..+ A”_l_m} )

IN A

IN

Observe que
[T+ 2+ At

¢ a soma dos termos de uma progressao geométrica, desse modo podemos escrever

[T+ A+ A = ﬁ

pois a soma dos termos de uma progressio geométrica € dada pela expressao 1177, onde r é

a razao da P.G. Assim,

A(Tpm, xn) < N"d(x0, 1) = d(Tm, x,) <A

1—=A 1—=A
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Como 0 < XA < 1, tem-se que \™ — 0 se m — oo. Consequentemente dado € > 0, existe

no € N tal que se m > ng, entdo,

A< e

ld(ﬁo,ﬁl)
1—=A

Portanto, para n > m > ng temos
d(zpm, ) < €.

O que mostra que (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
Como M é completo, temos que x,, é convergente, assim, existe p € M, tal que lim x,, = p,
donde f(limx,) = f(p). Como f € contrac¢io e portanto continua f(limx,) = lim f(x,),

mas f(x,) = Tpy1 assim f(limx,) = limx,.1, ou seja, f(p) =limz,41 = p.

Unicidade: Sejam p,q € M tais que f(p) =p e f(q) = q. Assim,

d(p,q) = d(f(p), f(q)) < A d(p,q)

dat
d(p,q) — Md(p,q) <0=d(p,q)(1 —\) <0.

Como 1 — X\ > 0 conclui-se que d(p,q) = 0, pois trata-se de distincia que deve ser sempre

nao negativa. Portanto, d(p,q) =0< p = q.

3.3 Aplicagoes

Nessa secao apresentaremos aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach em

Equacoes Integrais, no Teorema de Existéncia e Unicidade, e em Equac¢des Numéricas.

3.3.1 Aplicacoes em Equacoes Integrais

Teorema 3.2 (Equagdo Integral de Volterra) Sejam ¢ : [a,b] — R uma fungio
continua no intervalo [a,b] e k : [a,b] X [a,b] — R uma fung¢io continua no retangulo

la,b] x [a,b]. Entdo para todo A € R e || suficientemente pequeno, a equagio de Volterra
x(s) = o(s) + )\/ k(s,t)x(t)dt, a <s,t<b

possui uma unica solucao continua.

Prova 3.2.1 De fato, seja X = C([a,b]) munido com a métrica

d(z,y) = max{|z(t) —y()[}

a<t<b
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temos que (X,d) é um espaco métrico completo®. Para cada v € X defina o operador

T:X — X por
Ta(s) = é(s) + )\/S k(s, O)z(t)dt, a < s,t<b.

Observe que Tz é uma fungao real definida em [a,b]. Além disso Tx é continua. Para ver

isso, € suficiente mostrar que

S [g, b — R
5 / k(s, O)a(t)dt

é continua, pois ¢ € continua.

Com efeito, se s1,s9 € [a,b] teremos

/ K(si, ) () d — /

a

52

(s, t) x(t) dt‘

_ / k(s1, ) 2(t) dt—/81 k(5. 1) (1) dt—/SQk(SQ,t) (1) dt‘

a S1

[ ko 1) = ks 0] at0) at] +| [ ks, 1) 200 ]

S1

<

Como k é continua em |a,b] X [a,b], e [a,b] X [a,b] € completo, seque que k é

uniformemente continua, assim dado € > 0, existe 01 > 0 tal que se |s; — so| < 1 tem-se

|k5($1,t> — k(SQ,t)| < Q(b— a) ||£L’||OO

Assim,

52

/asl k(si,t) z(t) dt—/ k(s2,t) 2(t) dt'

a

e S1 52
< /:Ut dt—i—M/:L’t dt‘
s L e ™ Jote)
€
< (b—a) ||lzllc + M ||z[leo |51 — 52
2(b—a) ||zl
€
= S M el fsi s

em que M = max |k(s,t)| e [lz]le = max |z(¢)].

Tomando 0 < § < min{dy, W} Dessa maneira, se |s; — s3] < 0, temos,

€

/51 k(817t) I(t) dt_/s2 k(827t) x(t) dt S% -+ 5 = £

2 Veja exemplo 3.2.
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Portanto, T : X — X estd bem definida.

Mostremos que, se || for suficientemente pequeno, T € contra¢io. Com efeito, se x,y € X,

teremos,
Tx(s) = Ty(s)] = | [ k(s.t) [alt) - y(t)] dt

< M [ fa(t) = y(@)] di < X M(b—a) d(z,y). Vs € [a,b

= max |Tx(s) —Ty(s)| < [N\ M(b—a)d(z,y).
Consequentemente,

d(Te, Ty) < |\ M(b— a) d(z,y).
Se .
N <=0

entdo T é contragdo e pelo Teorema do Ponto Fizo de Banach existe um tinico x € X tal

que Tx = x isto €, Tx(s) = x(s),Y s € [a,b]. O que € equivalente a
2(s) = ¢(s) + A / “k(s,t) a(t)dt.

Teorema 3.3 (Equagées Integrais de Fredholm) Seja k : Q — R uma fungio con-
tinua dada na regido @ = |a,b] X [a,b] x [a,b] que satisfaz a condi¢io de Lipschitz, isto é,

eviste L > 0 tal que
|k(t,s,u) — k(t,s,v)| < Llu—wvl|,V (t,s,u), (t,s,v) € Q.
Se ¢ € C(|a,b]) a equagao integral ndo linear de Fredholm

O(t) = o(t) + !/ab k(t, 5,0(s))ds, £ € [a, B

possui uma unica solugio ¥ € C ([a,b]) se L(b—a) < 1.

Prova 3.3.1 De fato, temos que C(|a,b]) é um espago métrico completo, onde

(v, p) = max |1(t) — @(t)]-

a<t<b

Para cada ¥ € C([a,b]) defina o operador T : C(la,b]) — C([a,b]) por

Ty(t) = olt) + [ K5 0(s)ds.

Note que como k € continua, e p é continua entdo T € continua. Assim basta verificar

que T é contragao em C([a,b]). Se ¥, p € C([a,b]), entao para todo t € [a,b], temos,
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|T¢(t)—Tgo(t)|’ +/ (t,5,0(s [ +/ (t,5, (s ]

[ (t,5,9(s)) = k(t, s, 0(s))] ds

< /ab|k(t,s,1/)(8)) — k(t, s, 0(s))| ds
[ L wts) — pls)lds

L max [(s) — p(s)lds

Ja a<s<b

IN

IN

- I /a d(, p)ds

- Ld(w,go)/abds
= Ld¥,p) (b—a)
= max [TY(t) = Te(t)] < L d(v,¢) (b—a)
= d(TY,Te) < L(b—a)d(y, ).

Assim, d(Ty, Ty) < L(b—a) d(v,p). Portanto T é uma contra¢io se L(b—a) < 1.
Entao, pelo Teorema do Ponto Fizo de Banach, existe um dnico T(t) =(t) V t € [a,b].
Logo,

b
Ww(t) = p(t) —I—/a k(t,s,v(s))ds, t € [a,b].

Possui uma inica solucao.

Teorema 3.4 (Teorema de Existéncia e Unicidade) Seja f : RC RxR* — R
continua sobre o retangulo R = {(t,x); |t —to| < a,|x — xo| < b} e assim limitada sobre

R, isto é, existe M > 0 tal que
[f(t.2)| < M.V (t,z) € R.
Suponha que f seja Lipschiziana na sequnda varidvel, isto €, existe L > 0 tal que

|f<t>x) - f(tvy)| < L|x - yl; v (t,x), (tvy) € R.

Entdo o problema de Cauchy

{x,(_ f(t,LC); (3'2)

l’to):

possui uma Uunica solugao. Esta solugio existe sobre o intervalo I = [ty — 3, to + 5], onde

£ < min ai 1
"ML
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Prova 3.4.1 De fato, precisamos converter 3.2 em uma equagdo integral que define uma
aplicagio T, e mostrar que T é uma contracio e depois usar o Teorema do Ponto Fizo de
Banach.

Seja C(I) o espago métrico das fungoes continuas sobre o intervalo I = [ty — 3, to + (]

munido com a métrica
d(e,y) = mac{la(t) = y(0)])

Temos que (C(I),d) é um espaco métrico completo. Seja C(I) € C(I) um subespago
fechado de todas as fungoes de C(I) tais que

|z(t) —xo| < M B <b.

Seque do Teorema Fundamental do Cdlculo® que 3.2 pode ser escrito da sequinte maneira.

t

x(t) =x0+ | f(s, z(s))ds. (3.3)

to

Defina a aplicagio T - C — C dada por
Tat) = 2 +/ttf(s, (s))ds, ¥ t € 1.

0

Note que set € I = [to — [3,to + ] entao,
Talt) = ol = | [ f(s.a(s))ds

Assim, Tz € C(I). Mostrando que T estd bem definida.

Vejamos que T é uma contragio sobre C. Para isto seja x,y € C' logo,
t t
[ 2(9) = fls.y()lds| < [ 17 (s.a(s)) — Ss.y(s)) ds
t
[ Llets) = yls)| ds| < L dwy) e —tol S LB dlay) Yt e T
t

0

= max|Tz(t) = Ty(t)| < L d(z,y).

< /tt (s, 2(s))ds < Mt — to| < MB < b.

Talt) - Ty(t)] =

IN

Logo,
d(Tz, Ty) < X d(z,y)

onde N = LB < 1. Dai, T é uma contra¢do pelo Teorema do Ponto Fizo de Banach T
possui um tdnico x € C, tal que Tx = x, isto é Tx(t) = x(t), YVt € 1. Logo,
t

x(t) =x0+ | f(s, z(s))ds.

to

Novamente usando o Teorema Fundamental do Cdlculo, a equagdo 3.3 satisfaz o Problema

de Cauchy, mostrando a unicidade da solucao.

3 Veja resultados utilizados.
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3.3.2 Aplicagoes em Equagées Numeéricas

Exemplo 3.8 Considere a sequinte equagdo
x = Acos(x) (3.4)

onde 0 < \ < 1.
Mostremos que esta equagdo possui solucao em R e que tal solucao € unica.
De fato, seja f(x) = Acos(x), como f é uma fun¢io de R em R, adotando a métrica usual,
temos que R é completo.
Seja,
d(f(x), f(y) = |f(x) = f(y)| = [Acos(x) — Acos(y)| = A| cos(x) — cos(y)]-

Pelo Teorema do Valor Médio*, temos que cos(z) — cos(y) = f (t)(x — y) para algum t

entre © e y. Assim,
| cos(x) —cos(y)| = | = sen(t)].|x — y| < o -y
pois |sen(t)] < 1, para todo t € R. Daf,
A cos(z) — cos(y)| < Az —y| = Md(x,y).

Portanto f é contracao. Deste modo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe x € R
tal que f(x) = x, ou seja, x = Acos(x) tém solugio tinica.
Exemplo 3.9 Considere a sequinte equagdo

x =\ sen(x) + ¢ (3.5)

onde 0 < A <1 eceR. Mostremos que esta equacao possui solucio em R e que tal solucao
é unica.

De fato, seja f(x) = X sen(x) + ¢, como f é uma fungio de R em R, adotando a métrica
usual, temos que R é completo.

Seja,

d(f(x), f(y)) = [f(x) = F(y)l = |X sen(x) + ¢ = A sen(y) — ¢ | = A | sen(x) — sen(y) |.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que sen(z) — sen(y) = f (t)(x — y) para algum t

entre © e y. Assim,
|sen(z) — sen(y)| = [cos(t)].|x —y| < |z —y|
pois | cos(t)| < 1, para todo t € R. Daf,
Alsen(z) = sen(y)| < Ale =yl = A d(z,y) = d(f(x), f(y)) <A d(z,y).

Portanto f é contracao. Deste modo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe x € R

tal que f(x) = x, ou seja, x = \ sen(x) + ¢ possui solu¢do iunica.
4

Veja resultados utilizados.
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Exemplo 3.10 Seja f uma fungio de R em R dada por f(a) = —In(1 + e*), mostre que f
possui um unico ponto fixo.
Seja f uma funcio de R em R, adotando a métrica usual, R é completo.

Mostremos que a funcdo é uma contracao. Seja,
d(f(a), f(b)) = d(—=In(1 +e*), —In(1 4+ €°)) = | — In(1 + e*) — (=In(1 + %))

= | —In(1+e") +In(1+e),

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

fla) = f(b) = f'(t)(a —b)

et :
T Tqel’ assim,

para algum t entre a e b. Como, f(t) = —In(1 + '), seque que f'(t) =

t

t

e
1+ et

| —In(1+e*) +In(1+ )| = |1 d(a,b).

o—tl=|

+ et

Logo,

1+ e

A(f(a), £ (b)) = ‘ d(a,b).

—et
1+4-et

do Ponto Fizo de Banach, f possui um tnico ponto fixo.

Dai, como ‘ < 1 para todo t € R, seque que f é uma contragao. Portanto, pelo Teorema

Exemplo 3.11 Considere a sequinte equacao
x = arctg(z) + ¢ (3.6)

onde c € R.
Mostremos que esta equagdo possui solucao e que tal solucdo € Unica.
De fato, seja f(x) = arctg(z) + ¢, como f € uma fungio de R em R, adotando a métrica

usual, temos que R € completo. Assim, seque que

d(f(x), f(y) = [f(x) = [(y)| = larctg(x) + ¢ — arctg(y) — c| = arctg(x) — arctg(y)].

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que arctg(z) — arctg(y) = f (t)(z —y) para algum t

entre x e y. Assim,

1
larctg(z) — arctg(y)] = m’ d(z, y).

1
el vi-

Como

ﬁ‘ < 1, para todo t € R*. Seque que f é contragcio. Deste modo, pelo Teorema

do Ponto Fizo de Banach, existe x € R tal que f(x) = x, ou seja x = arctg(z) + ¢ possui

solugdo unica.
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Consideracoes Finais

Com esse trabalho tinhamos como principal objetivo apresentar e demonstrar o
Teorema do Ponto Fixo de Banach , e por fim mostrar algumas de suas aplicagoes. Este
teorema é um importante resultado da teoria dos espagos métricos, que estabelece condigoes
para a existéncia e unicidade de pontos fixos em determinadas aplica¢des. O primeiro
capitulo desse trabalho apresentou o conceito de espaco métrico que esta estritamente
ligado a noc¢ao de distancia entre dois pontos que neste caso podem ser até mesmo uma
funcao. Para tanto o mesmo constitui-se de uma linguagem simples, visto que o estudo da
andlise funcional nao é obrigatorio nos curriculos de licenciatura em matematica. Mais
adiante o capitulo traz o conceito de bolas e esferas que apresentam um papel fundamental
na teoria dos espagos métricos. Posteriormente apresenta a teoria dos conjuntos abertos
e fechados, das sequéncias em espagos métricos e das sequéncias de Cauchy. O capitulo

seguinte abordou a teoria das fung¢oes continuas.

O tltimo capitulo exibiu o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas de suas
aplicagoes. Nessas aplicagoes foi possivel constatar que as condigoes exigidas pelo Teorema
do Ponto Fixo de Banach para que uma aplicagdo possua um ponto fixo no seu dominio, é
que a mesma seja uma contragao definida em um espago métrico completo. Nesse sentido
podemos dizer que embora existam diversos resultados que mostrem a existéncia de pontos
fixos em determinadas aplicagdes o Teorema do Ponto Fixo de Banach esta entre os

resultados mais simples de ser aplicado.

Nas aplicagoes em equacoOes numeéricas apesentadas nesse trabalho nos limitamos
a mostrar a existéncia do ponto fixo, pois o nosso objetivo foi aplicar o Teorema do
Ponto Fixo de Banach. Porém para o leitor que desejar se aprofundar mais no assunto
e almejar determinar esse ponto fixo, um dos artificios que podera utilizar é o método
das aproximagoes sucessivas ou método de iteragao linear. Com tudo acreditamos que o
objetivo desse trabalho foi alcancado, pois conseguimos apresentar e demostrar de forma

sucinta o teorema foco desse estudo e algumas de suas aplicagoes.
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APENDICE A — Resultados

A seguir apresentaremos alguns resultados que foram utilizados nesse trabalho, os

quais nao iremos demonstrar.

Defini¢ao A.1 (Espago Métrico Compacto) Seja (M,d) um espago métrico. Diz-se
que X contido em M € compacto se, para toda sequéncia (x,) de pontos de X, existe uma

subsequéncia (z,;) que converge para um ponto de X.

Teorema A.1 (Espago Métrico Compactos) Um espaco métrico é compacto se for

fechado e limitado.

Proposicdo A.1 (Conjuntos Compactos) Todo subconjunto fechado de um espaco
métrico compacto é compacto. Reciprocamente, um subconjunto compacto de qualquer

espago métrico € fechado.
Proposicdo A.2 (Conjuntos Compactos) Todo intervalo [a,b] em R é compacto.

Proposicdo A.3 (Teorema de Weierstrass) Se M é compacto, toda fungio real con-
tinua f : M — R € limitada e atinge seus valores mdximo e minimo em M. Mais

precisamente, existem xg,x1 € M tais que

f(xo) < f(o) < floy) Vo e M.

Teorema A.2 ( Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nai-

meros reais possui uma subsequéncia convergente.

Defini¢ao A.2 (Convergérncia Uniforme) Diz-se que uma sequéncia de fungoes
fn: X — R converge uniformemente para uma funcio f : X — R quando para todo
€ >0 existe ng € N, tal que ¥V n > ng = |fu(z) — f(z)| <¢e, V2 € X.

Teorema A.3 (Convergéncia Uniforme) Se uma sequéncia de funcgoes f, : X — R
converge uniformemente para f: X — R e cada f, é continua no ponto a € X, entao f

é continua no ponto a.

Teorema A.4 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja f : [ — R continua no

intervalo 1. As sequintes afirmacoes a respeito de uma funcao F : I — R sao equivalentes:
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1. F(z) = Fa) + / F(t)ydt, ¥z € 1.
2. F é uma primitiva de f, isto é F'(z) = f(z), Va € 1.

Teorema A.5 (Teorema do Valor Médio) Se f: [a,b] — R € continua e derivdvel
no intervalo (a,b) entao eziste ¢ € (a,b) tal que f(a) — f(b) = f'(c).(b—a).



