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Resumo

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece a importante conexao entre o
Calculo Diferencial e o Célculo Integral. Entretanto, foram Newton e Leibniz,
independentemente, que exploraram essa conexao e desenvolveram o Calculo.
Em particular, eles perceberam que o Teorema permitia encontrar a area de
uma figura plana de uma forma muito facil, sem a necessidade de se calcular
a soma de areas de um numero indefinidamente grande de retangulos, mas
sim usando a antiderivada da funcao envolvida.O presente trabalho aborda a
importancia do teorema fundamental do célculo para aplicagoes em diversos
ramos do conhecimento. Apresenta também alguns conceitos prévios para
um estudo aprofundado do tema abordado neste trabalho. Este trabalho
constitui no estudo e na pesquisa bibliogréfica, tendo como objetivo enunciar
e demostrar o teorema fundamental do célculo, e apresentar algumas aplica-
coes.

Palavras Chaves: Célculo diferencial Integral, Teorema Fundamental do
Calculo, aplicagoes.



Abstract

The fundamental theorem of calculus establishes important connection beti-
veen the differential calculation and integral calculus. However, were Newton
and Leibniz, absolutely who explored and developed the calculus. In partivu-
lar, they realized that the theorem allowed to find the area of a plane figure
in a very easy way, without the need to calculate the sum of the areas of
a indefinitely large number of rectangles, but using the antiderivate of the
function involved. The present work addresses the importance of the funda-
mental theorem of calculus for applications in several branches of knowledge.
It also presents some previous concepts for a depth study of the theme ap-
proached in this work. It consistis in the study and bibliographc research,
aimig to enunciate and demonstrate the fundamental theorem of calculus,
and presents some applications.

Key Words: Differential and integral Calculus, Fundamental theorem o
calculus, Applications.



Introducao

Historicamente o calculo nasceu da necessidade que os matematicos da
antiguidade tiveram para resolver dois tipos de problemas, sendo estes: o
calculo das areas de figuras planas ou volumes de sélidos e, os métodos para
tracar retas tangentes em pontos de uma dada curva do plano. O primeiro
tipo de problema, para o calculo de areas ou volumes, caracteriza um ponto
crucial do calculo integral. J& o segundo, onde se tem a necessidade do
tracado de retas tangentes a um determinado ponto, representa um marco
importante para o célculo diferencial.

Na segunda metade do século XVII os trabalhos desenvolvidos pelos ma-
tematicos Newton e Leibniz, sendo estes, uns dos maiores estudiosos na area,
onde foram fundamentais para a sistematizacao e a unificacao das duas teo-
rias matematicas. Esses trabalhos foram de tao grande impeto para a area
que, atualmente, acredita-se na invencao do célculo diferencial e integral, a
partir das teorias desenvolvidas por estes cientistas.

O presente trabalho retrata a importancia do Teorema Fundamental do
Célculo para aplicacao em diversos ramos do conhecimento. Sendo o objetivo
principal, demostrar o teorema fundamental do calculo e apresentar algumas
de suas aplicagoes. Esse teorema estabelece a ligacao entre as operagoes de
derivacao e integracao e, sendo assim ¢é a chave de todo o calculo diferencial
e integral.

Entende-se que os conceitos a serem abordados neste trabalho requerem
que o leitor esteja familiarizado com a técnica do calculo Diferencial Integral
de funcoes reais de um variavel real. Desta forma, este trabalho passou
por um processo evolutivo, onde primeiro momento apresenta-se as funcoes
integraveis, que por sua vez, é abordado os conceitos de integral superior e
inferior, funcoes limitadas nas quais se destacam minimo e supremo.

Logo em seguida, é realizada uma abordagem das Somas de Riemann-
Darboux. Apresentamos também a integral de Riemann e consequentemente
as suas propriedades. No segundo momento, realiza-se um estudo do tema
principal desta feitura, sendo este, o teorema fundamental do célculo e suas
aplicacoes. Assim, trata-se primeiramente em enunciar e demonstrar o teo-
rema com aplicagoes na integracao por partes, assim como, na mudanca de
variavel. Desta forma, foram evidenciadas as aplicagoes também na férmula
do valor médio para integrais e no teorema de existéncia e unicidade de so-
lucbes de um problema de valor inicial de equagoes diferencias ordinérias e
na formula de Taylor com resto integral.



Capitulo 1

Funcoes Integraveis

Nesta secgao introduzimos os conceitos de soma de Riemann e integral superir
e inferior e apresentamos alguns resultados a cerca desses conceitos, que
servirao mais adiante para o nosso estudo.

1.1 Integral Superior e Inferior

Definicao 1. Definimos uma particao de um intervalo fechado e limitado
la,b] de R como sendo um subconjunto finito P = {xo, x1, x9, ..., x,} de pon-
tos de |a,b] satisfazendo & condigao a = x, < 11 < ... < Tp_1 < T, = b, onde
cada subintervalo [x;_1,x;], com i =1,2,...,n, tem comprimento [x; — x;_1].

Observacao 1.1.1. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada e seja P =
{0, 1, ..., xx } uma parti¢cao do intervalo [a,b]. Tendo que f € limitada em
cada subintervalo [x;_1,x;] de P, desta forma existe o infimo e o supremo
de f em [x;_1,x;] que denotaremos respectivamente por m; e M;. Desta
forma,

mi = Inf{f(z); v € [xi1, 7]}
M; = Sup{f(z);x € [x;_1, ]}

Definicao 2. Definimos a soma inferior de [ relativamente & particao P,
denotada por, s(f, P) como sendo:

s(f, P) = Zmz(ﬂfz — Ti—1)



Definicao 3. Definimos a soma superior de f relativamente a particao P,
denotada por S(f, P), como sendo:

S(f, P) = iﬂfl(l’z — .’L’l;l)

Observagao 1.1.2. Os niumeros s(f, P) e S(f, P) sao chamados Somas
de Riemann- Darbouz, respectivamente inferior e superior, da funcao f,
referente a particao P.

Observacao 1.1.3. Comom < m; < M; < M, com i = 1,2,....,n, entao
multiplicamos entao essa desigualdade por (v; — x;—1) e somando de 1 atén
e utilizando o fato de que Y. (x; — x;—1) = b— a, temos o resultado.

Observacao 1.1.4. Se f ¢ uma func¢ao continua e positiva em todo intervalo
la, b, cada soma inferior € um valor aprozimado por falta do que devemos
entender por drea da figura geométrica delimitada pelo grifico de f, pelos
eizos dos x e pelas retas v = a e x = b. Da mesma forma, a soma superior
€ um valor aprorimado por excesso da mesma drea.

Lema 1.1.1. Seja f : [a,b] — R limitada entao, para qualquer particao,
tem-se:
m<m; <M, <M

ou Seja,
m(b—a) <s(f,P)<S(f,P)< M(b—a).

Tal que
m=Inf{f(x);x € [a,b]} e M = Sup{f(x);x € [a,b]}.

Demonstra¢ao. Como m < m; < M; < M, com i = 1,2, ..., n, entdo multi-
plicamos essa desigualdade por (z; — z;_1) e somando de 1 até n e utilizando
o fato de que > (x; — x;_1) = b — a, temos o resultado. O

Definigao 4. Sejam P e Q particoes de [a,b]. Dizemos que @ é um refina-
mento (ou refina P) se P C Q.

Lema 1.1.2. Dada f : [a,b] — R uma funcao limitada e sejam P e Q duas
partigoes de |a,b]. Se Q € um refinamento de P entao:

i) s(f,P) < s(f.Q)
i) S(f,Q) < S(f, P).



Demonstragao. Seja P = {xo, 1, ..., x,}. Vamos supor que () possui os mes-
mos elementos de P acrescentamos apenas um ponto, ou seja, podemos dizer
que Q ={PU{r}}, com z;_; <r < x; para algum j = 1,2, ...,n. Sejam m’
e m”, respectivamente os infimos de f nos subintervalos [x;_q,7] e [r,x;] de

Q.

E notério perceber que m; < m/, m; <m'" e
Tj — Tj—1 = (IL’j - 7”) + (7’ — $j,1).

Assim,

s(f,Q)—s(f,P) = m'(r—aj_1)+m"(x; —r) —my(x; — xj_1)
= m'(r—a;) +m"(x; —r) —my(x; —r) —my(r —a;-1)

= (m =my)(r —a;1) + (m" —my;)(x; —r) > 0.

Onde s(f, P) < s(f,Q). A passagem para o caso geral é feita repetindo-se
o argumento anterior um nimero finito de vezes.
]

Analogamente prova-se o item ii).

Observacao 1.1.5. Este lema nos mostra que os refinamentos de uma par-
ticao tendem a aumentar as somas inferiores e diminuir as superiores.

Lema 1.1.3. Seja f : [a,b] — R limitada e P e Q parti¢ées de |a,b]. Entao

s(f, P) < S(f,Q).
Demonstracao. Note que PUQ refina P e (). Assim pelo lema 1.1.2, temos,
s(f,P) <s(f,PUQ) <S(f,PUQ) <5(f,Q).
Ol

Definigao 5. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Definimos a integral
inferior de f como sendo,

/ f(x)dx = suppep{s(f, P)};

e a wntegral superior de f como sendo,

b
/ f(x)dx = inf,ep{S(f, P)}.



A seguir sera apresentado algumas propriedades que caracterizam as in-
tegrais superior e inferior:

Observacao 1.1.6. Decore da definicao de supremo que:

1- Para qualquer parti¢ao P de |a, b, tem-se:
b
s(r:P) < [ flayde
2-Dado € > 0, eziste uma parti¢ao P de [a,b] tal que,

b
/ flz)de —e < s(f, P)
Observacao 1.1.7. Decore da definicao de infimo que:

1-Para qualquer particao P de |a,b], tem-se:

/ F@)dz < S(f, P).

2- Dado € > 0, existe P tal que:

S(f,P)</f(x)d:c—l—s.

Observacao 1.1.8. A partir das definicoes e do lema 1.1.1, temos que
m < f(x) < M para qualquer x € [a, b], entao

m(b— a) < / fla)ds < / F(@)ds < M(b—a)

Proposicao 1.1.4. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada, para qualquer
c € R temos,

i) [} (f(x) + e)da = [} f(x)dx + c(b— a)
ii) [*(f(x) + ¢)dz = [*f(x)dz + c(b— a)

Demonstragao. i) Seja P uma particao qualquer de [a, b]. Denotada por
pi = inf{f(z) +c;x € [wi1, 7]}
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e por m; = inf{f(z);x € [x;_1,x;]}. Temos que p; = m; + ¢, assim,

Zm vi—wic) = Y (mi+c)(wi— i)

i=1

n
- E mz le+C§ _:Uzl
i=1

= Zmz(fﬁz —ai-1) +c(b—a)

i—1

ou seja,
s(f+c¢,P) = s(f,P)+clb—a)
= SupS(f+c¢,P) = S(f,P)+c(b—a)

:>/ _/f Jdx + c(b— a).

Proposicao 1.1.5. Seja f : [a,b] — R limitada. Dado c € [a, b], tem-se que:

O

i) [P f(x)de = [*f(x)dw + [*f(x)de
ii) [} f(x)de = [Cf(x)de + [7f(x)da

Demonstracdo. Sejam S°, S¢, S° as somas superiores de f relativamente
as parti¢oes de [a,b], [a,c| e [c,b], respectivamente. Seja P uma partigao
qualquer de [a, b].

Note que ¢ € Pouc ¢ P. Se ¢ ¢ P consideremos P’ = PU{c}. Entao P’
¢ uma particao de [a, b] que induz as particoes P, = P'Na,c] e Py, = P'N|c, b]
de [a, c| e [c, b], respectivamente. Assim

c b
SUf.P) > SY(f.P) = SE(f.P)+ SN[ P) > / f(a)da + / f(2)da

Portanto

L%mmzl%mm+zvmm+lvmm (1.1)




Por outro lado dado £ > 0, existem P; e P, partigoes de [a,c| e [c,b]

respectivamente, tais que:

Si(f.P) < [ flapdo+ S

)
SUf P < [ flado+
Note que P = P; U P, é uma particao de [a, b] tal que:
So(f, P) = Se(f, ) + SU(f. o)

Logo

b
/ fa)de < S(f,Pr)+ SU(f Py)

< ff(x)dx +Tf(:c)dx +e

Assim da equagao 1.2, e como ¢ é arbitrario temos:

ff(m)da: < Tf(a?)dm + Tdm.

Portanto das equagoes 1.1 e 1.2 temos i).

ii)A demostragao do ii é anéloga.

(1.2)

Observacao 1.1.9. Note que, até o presente momento consideramos a < b.
Entao para efeito do cdlculo e extensao de alguns resultados incluiremos o0s

casos a =b e a >b. Assim podemos considerar:

i)azbﬁf(m)dszzﬁf(x)dm

i)a > bf_ff(:z:)dx: —ﬁf(x)dx ef_ff(x)dx: —Ef(x)dx

Proposicao 1.1.6. Seja f : [a,b] — R limitada. Defina as fungoes F' e G

em [a,b] do sequinte modo:



Entao para g € [a, b] onde f é continua temos F'(xo) = f(xo) = G'(xo).

Demonstragao. Seja xg € (a,b) e h € R tal que xo + h € (a,b). Note que:

Flao+ h) — Flzg) — / e - / " p)at

= [swas [ s [

Z

= /:mmf(t)dt

Dai,

h T h

Entao, pela proposicao 1.1.4 temos que:

F(ag +h) = Flag) _ 1 / " oy

Flxo + h) — F(xo)

)= )| - @

ﬁf(t) —hf(IO)

avo-i—hf(t) B
/mo Mg f(xo)' _

0

Temos pela observagao 1.1.7, temos que:

Immmﬁwwﬁﬁ—fwﬂlﬁ/m (F(t) — flxo)dt
< R SUpy— o) <iny (f () — f(0)

8



Logo
F(.CL‘O + h) — F(QT())
h

< SUPj—go|<ipl (f (L) = f(20)

Como f é continua em x( entao

i1 fle—o|<in (f (1) — f(20) < — /(o)

Supjosy < (F(t) = flzo) "= 0

Dai P .
tim PO Z ) ) o B ) = f(a)
Para G'(xo) = f(z) é analogo. O

1.2 A integral de Riemman

Nesta secgao apresentaremos a integral de Riemann e caracterizamos as fun-
¢oes integraveis.

Defini¢ao 6. Seja f : [a,b] = R, uma funcao limitada. Dizemos que f é
integrdvel a Riemam [a,b | quando:

/Lbf(x)dx = ff(x)da:

Este valor comum € a integral de f o qual denotamos por

/abf(x)dx

Exemplo 1. Seja f : [a,b] — R, dada por v — f(z) = c. Entao f € integrdvel

em [a,b] e .
/ f(z)dx = c(b—a).

De fato, para qualquer particao P, de [a,b], temos que m; = ¢ = M; em
todos os subintervalos, logo:

S(f,P)=s(f,P)= Zml ;i —xi—q1) = c(b—a)



Assim,

bf(ﬂ:)dx —c(b—a)= _bf(a:)dx.
/ /

Portanto,

b
/ f(z)dx = c(b—a).
Exemplo 2. A func¢do escada e fabf(:v)dx =", Ci(w; —xi_1) € integravel
a, alx<c
B, c<x<b
Exemplo 3. Seja f : [a, b] — R definida por

1, ze€Qnja,b]
0, z€la,b]—Q
Entao f nao € integravel em [a,b] pois qualquer particio P = {a =
To, T1, ...

, T, = b} de [a,b] em cada subintervalo [x;_1, ;] eristem nimeros
racionais e irracionais, portanto m; = 0 e M; = 1. Logo,

i=1
S(f,P) =Y M(x;i— ;1) = (b—a)
i=1
Dai )
flx)de =0
e

Definicao 7. Dada uma particio P = {a = x1,x9,...,x, = b} de [a,b],
definimos a norma de P, denotada por ||P|| como sendo

||P|| = max{xy —x;—1,i =1,

e}

10



Proposicao 1.2.1. Se f : [a,b] — R é mondtona entao € integravel.

Demonstra¢ao. Suponha que f é nao decrescente. Para qualquer particao P
de [a,b], temos:

[ rada= [s@r < s(.P)-s(s.P)
= ZM i — Li— 1 Zm, T; — Ti— 1
= > (M= mi)(w; = zim) < |pl] Z(M

=1

Como f é nao decrescente, em cada subintervalo [z;_; — x;], temos que m; =
f(wi—l) e ]\L = f(l'l) Donde

n n

Z(]\/[i —m;) = Z(f(xz) — (frie1))

) — £(5)~ f(a)
Logo temos:

Og/ﬂ@m—/ﬂ@MSWWU@—ﬂW

Assim, se f(a) = f(b) entdo fé constante, e portanto é integravel.

Se f(a) # f(b), entdao dado £ > 0 seja: § = pois se ||P|| < d, temos

() f(a)’

0< /abf(x)dx—/ibf(m)dm <e.
ff(x)dx _ / ' Ha)de,

e assim [ é integravel. O

Dai,

Proposicao 1.2.2. Se f: [a,b] — R € continua, entdo f é integravel.

11



Demonstra¢ao. Consideremos F' e G como na proposicao 1.1.6, temos que
F'(z) = f(z) = G'(z),Va € [a,b].
Logo F(z) = G(z) + ¢, para todo = € [a,b] e para algum ¢ € R. Como

F(a) = 0= G(a), segue que ¢ = 0. Ou seja, F(z) = G(z),Vx € [a,b]. Em
particular para xz=>b, temos:

ff(m)dx — F(b) = G(b) = K fw)dz.

Portanto f ¢ integravel em |[a, b]
0

Proposicao 1.2.3. Seja f : [a,b] — R limitada. Entao f é integrdvel se, e
somente se, dando ¢ > 0 existe uma particao P de [a,b] tal que S(f, P) —
s(f,P) <e.

Demonstragao. (=) Suponha que fé integravel em [a, b]. Entao

Zf(x)dx—ﬁf(x)dm—/abf(x)dx.

Logo, dado ¢ > 0 existem parti¢coes P;ePy de [a, b], tais que:

S(f, Py) —/ flo)dx <§

/ flz)dx — s(f, Ps) <

N ™

(<) Dai temos, S(f, P;)—s(f, P2) < e. Tome P = PUP, e entao S(f, P;) >
S(f,P)ZS(f,P)ESf,Pg)

Desse modo, segue

S(f,P)—S(f,P) §S<f7P1>_S(faP2> <e€
Suponha que dado £ > 0 existe P de [a,b] tal que:

S(f, P)—s(f, P) <e,

12



desde que

S(f, P) > / flx)de > / flx)dx > s(f, P)

entao

Og/f(x)dx—/f(x)dx<S(f,P)—s(f,P)<s

Sendo £ > 0 arbitrario segue que:

Portanto f é integravel.

Exemplo 4. Considere c,d € R, definimos f: [a,b] — R, por

f(a:):{c’ a<x<b

d, x=a.

Entao f € integrdvel em [a, b|

/abf(:zz)da: —(b—a).

De fato, sem perda de generalidade, suponha que c<d. Entao qualquer que
seja P ={a=u1x9,2;,...,0, = b} de |a,b] temos que:

mi=ceM =d

Entao
S(f,P)—s(f,P)= Z(Mi —my)(x; — xi-1) = (d — ¢)(x1 — x0).

i=1

Agora, dado € > 0 tomemos uma particao Py de |a,b] tal que

€
d—c

1 — Xg <

13



e teremos que S(f, Po) — s(f, Po) < &, logo f é integrdvel. Além disso para
qualquer P de [a,b] temos que

dﬁ@zcw—@:i/f@Mx:db—@.

1.3 A Integral como Limite da Soma de Rie-
mann

Nesta secgao, vamos afirmar a integral como limite de somas de Riemann.

Proposigao 1.3.1. Seja f : [a,b] — R limitada. Entao dado £ > 0 existe
0 > 0 tal que

b

ﬂﬁP%</f@Mm+a

a

dﬂﬂ>/f@%—s

para qualquer particio P de |a,b] com ||P|| < 9.

Demonstragao. Suponha que f(x) > 0 para todo x pertencente a [a, b]. Dado
e > 0 existem uma particdo Py = {a = xo, ..., x, = b} de [a, b] tal que

smgk/jmm+§ (1.3)

Seja M = Supf(x);x € [a,b], e tomemos 0 < 0 < 537-. Se P ¢é qualquer
particao de [a, b] com || P|| < d, identifiquemos com [y;_1—y;| os subintervalos
de P tal que [y;_1—y;| C [xi—1—=;] , onde [z;_1, z;] sAo os subintervalos de I e
[Yk—1,4,] 0s intervalos restante de P. Cada um dos intervalos [yx_1, yx] contém
pelo menos um ponto ;. Assim, ha no méaximo n intervalos do tipo [yx—1, Yx].

Desde que [y;-1,y;] C 151, 2], logo M; < M; e y; —y;1 < (2 — 1)

Além disso, My(yx — yp—1) < MJ. Entao

- 5
S(f,P)= Z Afj(@/j—yj—l)+z My (yr—yr-1) < Z Mi(i—ai—1)+Mdn < S(f, P0)+§
J k

=1

14



por 1.3, temos que

Zf(a:)dw +e¢

Para o caso geral, como [ é limitada, existe ¢ > 0 tal que f(xz) + ¢ > 0,
para todo x € [a, b].
Tome g(x) = f(x) + ¢, pelo o que acabamos de provar, temos:

S(g, P S/ x)dr + €.

LOgO ]\/{](yl — yj—l) < ]\{( — Ti— 1

Para qualquer partigao P de [a, b] tal que ||P]| < J, segue que S(g, P) =
S(f, P)+ c(b— a). Portanto,

7 7 f@)dx + c(b— a);

S(f,P)+c(b—a) </f(x)dx+c(b—a)—l—s

dai,

S(f,P)</f(x)dx+5.

Analogamente prova-se a outra desigualdade.
Observacgao 1.3.1. A proposicio acima significa que :

/f(x)dx: lim S(f, P)

1P|—0

/f dz = lim s(f, P).

[|P||—0

Definicao 8. Seja P = {a = x,,x1,...,x, = b} uma particio de [a,b] es-
colhemos & € [x;_1,x;] e denotamos por & = (&1,&s, ..., &). Considerando
f :la,b] = R, definimos a soma de Riemann de f por

S(f, P.&) = Zf& i — Ti1)

15



Observagao 1.3.2. Quando lim|p|oS(f, P,§) = I € R, temos que para
qualquer € > 0 existe 0 > 0, tal que

|S<f,P7§)—[’<€

Para qualquer parti¢ao P de [a,b] com ||P|| < ¢ e para qualquer que seja
a escolha de & associada a P.

Teorema 1.3.2. Seja f : [a,b] — R limitada. Entao f € integrdvel a Rie-
mann se, e somente se,

lim S(f, P,€) = /f

llP[|—o

No caso afirmativo tem-se [ = fab f(z)dx

Demonstragao. (=) Suponha que f é integravel & Riemann. Dada uma
particao
P={a=x,x1,.., 0, =b}

qualquer que seja & = (&1, &, ..., &) com & € [x;_1, x;] temos

s(f, P) < S(f, P,§) < S(f,P)

Como f é integravel & Riemann em [a,b], entdo pela observacao 1.3.1,
temos

m s(£.P) = / f () = / f(a)d = / fla)ds = lim S(f.P)

Logo ,
lim S(f, P,&) = /f

1P[|—0

(<) Suponha que limyp|-0 S(f, P,&§) = I € R. Dado € > 0 consideremos
uma particao
P={a=x,2,..,0, = b}

de [a,b]. Para cada i = 1,2, ...,n escolhemos &;, N; € [x;_1 ] tais que:

f(&) > M; — ¢

f(Nl) <m;+ ¢,
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onde M; = Supf(x),x € [x;_1, x;], tal que e m; = Inff(x) com x € [x;_1, 74

J(E)(xi — wi1) > Mi(w; — xi-1) — (@ — 2-1) =

Zf(fz)(.%’l — 1’1;1) > Z AL((IJZ — .’L’l;l) — 82(1’1 — '751'71)‘
1 Entao S(f, P,&) > S(f,P)—e(b—a) e S(f,P,N) < s(f,P)+¢<(b—a)
0go
S(f,P,N)—¢e(b—a)<s(f,P)< / f(x)dx

< / f(x)dz < S(f,P) < S(f.P.€) + (b~ a)

Passando o limite ||P]| — 0

[—s(b—a)g/f(m)dmg/f(x)deIJra(b—a)

Como ¢ é arbitrario, concluimos que:

/Lbf(m)d:c . /abf(ac)da:

Portanto, f é integravel e

/abf(x)dx ~ 1.

Exemplo 5. Seja f : [a,b] — R dado por v — f(x) = .

Note que f é integrdavel ja que f € continua no intervalo [a,b]. Considere
uma particao P = {a = xg, x1, ..., x, = b} de [a,b] e para cada i =1,2,...,n

escolha
Ti—1 + ;

G =2

17



Temos que &; € [w;_1,x;] e

S(f,P+§&) = Zf(&)(@“i—%fl)

1
= 5 (x%_xzfl)
i=1
Lo 2 2 2 2 2
= 5@1_$0+$2_m1w-~axn_$n71]
1
= (2} —ag)

= g0 -a)= Im SR
b
— /f(:z:)dx

1.4 Propriedades da Integral de Riemann

Como conhecemos a integral de Riemann, vejamos agora suas propriedades.

Proposicao 1.4.1. Sejam g : [a,b] — R e f : [a,b] — R integrdveis e c € R.
Entao:

i) f+ g € integrdvel em [a,b] e f:((f(x) + g(x))de = f: f(z)de + fabg(x)dx

ii) cf € integrdvel no intervalo [a,b] e fab(cf)(w)dx = cf;f(x)d.r

Demonstragao. i) Dado € > 0 sendo f e g integraveis em [a, b] exitem d; > 0
e 0o > 0 tais que

b
’S(f,P,f)—/ f(l')d.]? <3
sempre que
1Pl <5,
¢ b
(6.2~ [ ataias| < 5
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sempre que
1P]] < 05

e

Como P é particao de [a,b]. Tome § = min{d;,do} tomemos P uma
particao de [a, b], tal que ||P|| < J.

Assim,

S(f+g9.P+¢) - (/f d:c+/ (I)dx)

—‘(fP©+SgJ% (/f /Z

< |S(f.P¢) - /f )|+ |S(g, P.€) — /b
< sHz=c
Isto é,
HPH 0(f+g,P§) = /abf(x)dx+/abg(x)dx
:i'fﬁ (/@) +g@))de = }be<x>dx-+-/§bg<x>dx

ii) Se ¢ = 0, ¢ imediato.

Vamos supor que ¢ # 0. Dado € > 0 sendo f integravel em [a, b] existe
d > 0 tal que ||P|| < ¢ tem-se:

£
< —

s.n.0- [ swas < 5

Assim se || P|| < 4§, temos:

‘ﬂdf@—g[ﬂmw wmﬂa—g[ﬂwm

S@R@—/fmm

ou seja,
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b
lim S(cf, P,§) = c/ f(x)dx

1P[|=0
;s/a cf(x)dx = c/abf(x)dx

Proposigao 1.4.2. Se f : [a,b] — R € integrdvel e [c,d]| C [a,b] entio f é
integrdvel em [c, d].

O

Demonstrag¢ao. Sendo f integravel temos que € > 0, entao existe uma parti-
¢ao P de [a,b] tal que
S(f,P)—S(f,P) <e
Considerando P* = P U {¢,d}. Note que P* refina P. Logo

s(f, P) < s(f, P*) < S(f, P") < S(f, P)

onde
S(f,P*)—S(f,P*) SS(f,P)—S(f,P) <e€
Considere P’ = P* N [c,d]. Entao

Se(f, P) = se(f, P) < S(f, P7) = s(f. P7) <&
Portanto f é integravel no intervalo [c, d O

Proposigao 1.4.3. Se f ¢ integrdvel no intervalo [a,b] e ¢ € (a,b) entdo

/f m—/f m+/f

Demonstracao. Pela proposicao 1.4.2 temos que f é integravel nos intervalos
la, c| e [e,d]. E pela proposigao 1.1.5, segue o resultado.
O

Proposigao 1.4.4. Se f : [a,b] — R € integrdvel e f(x) > 0 para todo

x € [a,b] entdo
b
/ f(z)dz > 0.

Demonstragao. Para cada particao P de [a,b] temos que S(f, P,&) > 0, logo

/bf(x)dx: lim S(f,P,&) >0

IlP[|—0
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Corolario 1.4.5. Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] — R integrdveis tais que
(9(x) < f(x)), para qualquer que seja x € [a,b], entao:

/a ’ (o) < / )

Demonstragao. Sendo f e g integraveis segue da proposi¢ao 1.4.1 que f+(—g)

é integravel e
[ ) = gtaa = / fla

Mas, por hipdtese temos que f(x) — g(x) > 0, para qualquer que seja
x € [a,b]. Logo, pela proposi¢ao 1.4.4

/ (f(x) — g(x))dx > 0.

[ rwaez [ g

Defini¢ao 9. Dada uma funcao qualquer f : [a,b] — R definimos as sequin-
tes funcoes f* :]a,b] > R e f~ :[a,b] = R.

f+(33) _ {f(x)7 sef(x) > 0

Desta forma

O

0, sef(x)<0

—(y = [ @), sef(x) <0
/ (x)_{ 0, sef(x) >0

que sao chamada parte positiva e parte negativa respectivamente de f.

Observacao 1.4.1. Quando f : [a,b] — R € limitada, entao f* e f~ sao
fungoes limitadas nao negativas tais que

fl=f"+fef=f"—1"

Observacgao 1.4.2. Se f : [a,b] — R ¢ limitada e P é uma particao qualquer
de la,b], entao para cada i =1,2,...,n, vamos denotar

M = Sup{f*(x);x € [;—1, 2]}

m; = Inf{f"(z);x € [xi_1,z]}
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Lema 1.4.6. Se f : [a,b] — R é limitada, entio M; —m; > M," —m}, para
1=1,2,...,n

Demonstragao. 1° Caso: Se m; > 0 entdo f(x) > 0, para qualquer x €
[z;_1,x;] e neste caso f*(x) = f(x), para qualquer x € [x;,x;_1]. Logo
M} = M; e mj =m], donde M; — m; = M;" —m;.

2° Caso: Se M; < 0 entdao f(x) < 0 para qualquer que seja x € [x;_1,x;].
Neste caso fT(z) = 0 para qualquer x € [z;_1,z;], logo M;" = m} =

Podemos notar que m; < 0 < M; entdo como f*(x) > 0 temos M, + > 0
logo m;” > m;. Donde —m; > —m; e como neste caso M, = M; temos que

M; —m; > M —mj . 0
Proposigao 1.4.7. Se f : [a,b] — R € integrdvel entao [ e f~ também sao

integrdveis.

Demonstragao. Dado e > 0 existe uma particao P = {a = w0, x1, ..., t, = b},
tal que S(f, P) — s(f,P) < «.
Assim,

n

S(f+,P> - S(f+,P) = Z(]wi—’_ - mj)(zl - xi—l)

SZ(ZLIi—mi)(xi—xi_l) = S(f,P)=s(f,P)<e¢

portanto f* é integravel. Note que f~ = f* — f e da proposi¢ao 1.4.1
que concluimos que f é integravel.
]

Proposicao 1.4.8. Se f : [a,b] — R € integravel entao |f| € integrdvel e

/f )i /|f )ld

Demonstracao. Da proposicao anterior 1.4.7 temos que f1 e f~ sao integra-
veis em [a,b]. Como |f| = f* + f~ e pela proposicao 1.4.1 |f] é integréavel
em [a, b)].

Note que —|f(x)| < f(z) < |f(z)|para qualquer x € [a, b] e pelo corolario

1.4.5 temos:
b b b
- / f()lde < / f(o)de < / f(2)ld



1 [ sl < [ 1w
a a ]

Proposicao 1.4.9. Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] — R € integrdvel entao
fg:la,b] = R dado por (fg)(x) = f(x)g(x) € integrdvel.

Demonstragao. 1° Caso:Vamos supor que, f(z) > 0,g(x) > 0 para qualquer
que seja x € [a,b]. Seja P = {a = xg, x1, ..., x,, = b} uma partigao de [a, b].

Assim denotaremos:

Mpg = Sup{f(x)g(z):x € [wi-1, v}

myg = Inf{f(x)g(x) v € [114,]}
My = Sup{f(x): x € [z 1,2}
my = Inf{f(z): € [zi1,2]}
My, = Sup{g(z): € [z; 1, ]}
mg = Inf{g(x):x € [vi1, 2]}

M = Sup{f(x):x € la,b]}
N = Sup{g(z):

Temos My, < MyM, e mjmgy < my, em [x;_1, x;]. Desta forma,

]\’/[fg — mfg S Aff]\fg — mgmf = ]\[f]\[g — ]\’meg + ]\/ffmg
—mymg = Mg(My—mg) +mg(My—my)
< M(My —mg) + N(M; —my)

O que implica em,

n

Y (Myg=myg)(wimai1) < MY (Myg=my)(wi=x;-1)+N Y (My=my)(zi=a;-1)

iS(fg,P)—S(fg,P)S]\f[S(g,P)—S(gyp)]+N{S(f,P)—S(f,P)]

Mas, por hipotese, dado € > 0 existe uma particao P de [a, b] tal que

SUSP) = (. P) < 50
S(g. P) —s(g, P) < m

23



Portanto,

Me Ne €
S(fq. P) — P =
(f9.P) = s(fg, )<2(1+M)+2(1+N)<2+

£
— =€
2

Mostrando que fg é integravel no intervalo [a, b].
Para o caso geral, note que

fo=U"=fWNo =g )=f"g"—fTg —fg"+fg
e pelo que acabamos de mostrar temos que
fro =g, ~fag" g

sao integraveis e assim fg é integravel.
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Capitulo 2

Teorema Fundamental do Calculo

2.1 Nota Historica

Para realizar uma abordagem sobre o teorema fundamental do calculo, é
necessario acima de tudo explicar alguns fatos sobre o seu surgimento. O cal-
culo surgiu no século XVII, por um desenvolvimento gradativo, podendo esse
processo ser dividido em duas fase. A primeira fase destaca-se pelo trabalho
de Kepler (1571-1630), onde sua linha de pesquisa era calcular o volume dos
tonéis, tendo como apoio o livro de Galileu (1564-1642),intitulado Dialogos
sobre Duas novas Ciéncias, que contém diversas ideias da nova matematica.
No entanto, nao podemos deixar de ressaltar alguns mateméticos que contri-
buiram para a primeira fase, tais como: Pierre de Fermat(1601-1663), René
Descartes(1638-1675), Issac Barrow(1630-1677), James Gregory(1638-1675),
entre outros que tiveram importancia significativa.

Na segunda fase, destaca-se o processo de sistematizacao e unificacao dos
métodos pelo Teorema Fundamental, tendo como principais contribuintes
Newton e Leibniz. Assim cabe expor o teorema fundamental do calculo a
partir das teorias desenvolvidas por Newton.

Primeiro devemos considerar uma curva no primeiro quadrante, que seja
representada por uma fungao y de x. Seguindo as ideias de Newton, imagina-
se que a curva passa pela origem e adota-se z como a area ABC sobre a curva,
seguindo o que esta ilustrado na figura 2.1.

Supondo concretamente que z = 22%2/3. Diante da figura 2.1, AB = ,
BC =y e BE = v é tal que a area do retangulo BEF'G.

Dando a x um acréscimo infinitesimal o = BG, z sofrerd o acréscimo
infinitesimal vy (igual & area do retangulo BEFG). Dai,



Figura 2.1: Area ABC sobre a curva

(z4v9)? = g(:c +0)?

Desta forma despreza-se os termos que contendo o fator infinitesimal o
e igualamos v a y, ji que a diferenga v — y também ¢ infinitesimal. Como
22%/2 /3, o resultado é 2zy = 4/3x%, donde y = x'/2. Utilizando uma lingua-
gem moderna, Newton expoe que a derivada da area z e a ordenada y e que
a integral de y é z. Analogamente usa-se 0 mesmo argumento para aplicar,
a situacio geral em que, y = az™™ e z = [na/(m + n)jxmr/n,

Desta forma Newton amplia esse resultado para funcoes mais gerais,
desenvolvendo-as em séries de poténcias.

Figura 2.2: Imagem de Newton

A partir das teorias de Leibniz sobre o Teorema Fundamental do calculo
pode-se interpretar a area da figura 2.1, com valor igual a z. Como a soma
das areas infinitesimais dz = ydx de uma infinidade de retangulos de base
dz e altura y. Usando como notagao para indicar essa soma, Leibniz no ano
de 1875 utilizou o simbolo [, que simboliza um das formas da letra S usada
naquela época.
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Assim utilizando a notacgao, teremos

/yda::/zdz:z.

Pode-se observar, que a propria notagao e a concepc¢ao intuitiva de area
como somatoria de elementos infinitesimais levam naturalmente & expressao
do teorema fundamental. Adotando y = f(x) e z = F(x), de sorte que
dz/dx = F'(x) = f(x), e subtraindo uma da outra duas aplicagoes da formula
anterior, obtemos o teorema fundamental em sua forma que é bem familiar,
também exposta:

mw—ﬂ@—/fmm

Figura 2.3: Imagem de Leibniz

2.2 O Teorema Fundamental do Calculo e Apli-
cacoes

Nesta seccao encontra-se a parte principal do trabalho, onde serd enunciado e
demostrado o Teorema Fundamental do Céalculo, expondo também algumas
aplicagoes.

Suponha f : [a,b] — R limitada e pela proposi¢ao 1.4.3, se f é continua
em [a, b], entao

%l%mﬁzﬂm
2
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para todo x € [a, b].

Definigao 10. Dizemos que F' : |a,b] — R é uma primitiva ou podemos
chamar de integral indefinida de uma funcao f : |a,b] — R, se I € deri-
vdvel e F' = f.

Exemplo 6. Se f : [a,b] — R € continua entdao a fun¢ao F : [a,b] — R dada,

F(z) = / o

€ uma primitiva de f.

Exemplo 7. Sec € R e F' ¢ a funcao definida no exemplo anterior entao
F + ¢ também é uma primitiva de f.

Teorema 2.2.1. Se f : [a,b] — R € continua e G € uma primitiva de f,
entao

/bf(x)dx = G(b) — G(a).
Demonstragao. Seja I : [a,b] — R dada por
F(x) = /z f(t)dt
Note que F'(z) = f(z) = G'(z), logo G(x) = F(x) + ¢, para alguma

constante ¢. Como F'(a) = 0, logo G(a) = ¢. Isto é, F(x) = G(x) — G(a), ou
seja , F'(b) = G(b) — G(a). Dai,

/ " Ht)dt = C(b) — Cla).

Observagao 2.2.1. Podemos denotar G(b) — G(a) por G(x)|°

Observacgao 2.2.2. Como vimos no inicio dessa sec¢cao sempre que a fungao
f :la,b] = R é continua, tem-se

% / F(O)dt = (), € [a 1]

No entanto, nem sempre podemos integrar toda derivada para retornar a
funcao original. Basta considerar o contra exemplo abaixo.
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Exemplo 8. Considere a funcao f: R — R

a?sen(), ©#0

f(‘”):{ 0, x=0

Note que

(3)cos(zz), @ #0

fl(x‘) _ {2]3 Sen(x—g) 6’ T

Observe que f' nao é limitada em nenhuma vizinhanga de origem e por-
tanto nao € integravel em qualquer intervalo contendo a origem.

Teorema 2.2.2. Seja f : [a,b] — R uma fungao diferencidvel tal que f' é
limitada e integrdvel em [a,b]. Entdo

/ f(@)dz = £(b) — f(a)

Demonstragao. Dada uma particaio P = {a = xg,x1,...,z, = b} de [a,b],

temos
n

F(0) = fla) = D [f(w:) = flwin)] (2.1)

i=1
Pelo Teorema do Valor Médio aplicado em cada [x;_1, ;] existe & €
(i1, x;) tal que

fws) = flrica) = f/(&) (0 — 2i1)

Assim pela equacao 2.1 fica

Fb) = fla) =Y (&) (i — wim1)

i=1

Sendo f’ limitada, considere

M, = sup{f'(2) - & € 1,0}

m; = inf{f'(z):x € [r;—1,x;]}

comi=1,2,...,n e dai,

mi(x; — xiz1) < f1(E) (@i — wiy) < Mi(x; — xi-1).
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Logo

Zm i — i) < f(b) <ZM’ — i),

e assim
S(flvp) < f(b)_f(a) < S(flvp)
para qualquer particao P de [a, b]. Dai

A Pla)de < f(0) — f(a) < ff'mdx

Como f’ é integravel em |[a, b], temos

/ F(@)ds = £(b) — £(a)
]

Teorema 2.2.3. (Mudancga de Varidvel)Sejam f : [a,b] = R continua e
g : [e,d] = R diferencidvel com ¢ integrdvel e g([c,d]) C (a,b). Entao

[ swar= [ staong

Demonstragao. Sendo f continua, ela possui uma primitiva F' : [a,b] — R.
E pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

g(d)

f(@)de = F(g(d)) = Fg(c))

g(c)
Por outro lado, pela regra da cadeia

(Fog)'(t) = F'(g(t)g'(t) = fg(t)g'(t); Vi € |a, b]
Assim F'og : [¢,d] — R é uma primitiva de uma fun¢ao integravel em
t — f(g(t))g'(t) temos portanto

/ Flo®)d Bt = (Fog)d)—(Fog)c)
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Teorema 2.2.4. (Integrag¢do por Partes) Se f : [a,b] > Reg:|a,b] > R
possui derivadas integraveis entao

/f(t)g’(t)dt=f($)g(w)|2—/ f'(t)g(t)dt

Demonstragao. Observe que f.g é uma primitiva de f.g' + g.f isto é

(f(t)g(t)) = f(t)g'(t) + g(t)f'(2)-

/( ) dt = /f dt+/ g(t)f'(t)dt

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:

Dai

F)9b) — faga) = | roged+ [ g
N / fHg Wit = f@)g@) ]2~ [ gt

Teorema 2.2.5. (Férmulas do Valor Médio para Integrais) Sejam
f:la,b) =R ep:la,b] = R, com f continua. Entao

a)Eziste ¢ € (a,b) tal que fabf(x)d:v = f(c)(b—a)
b)Se p é integrdvel e nao muda de sinal, existe ¢ € |a,b] tal que

[ st = g0 [ v

c)Se p € positiva decrescente, com derivada integrdvel, existe ¢ € |a,b| tal

que
b c
[ t@teris = pia [ st
Demonstragao. a) Seja F' uma primitiva de f, isto é, F(x) = f f(t)

Sabemos que F' é continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b). Assim pelo
Teorema do valor médio existe ¢ € (a, b), tal que

F(b) = Fa) = F'(c)(b — a)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos,
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b
[ Fa)de = PO) = Fla) = P~ o) = £~ o
b) Como f é continua em [a, b] entao para todo x € [a, b] temos

m < f(x) < MVx € [a,b]M;Vx € [a,b]

onde m ¢ oinf e M é o sup de f. Sem perda de generalizacao suponha que
p(x) > 0. Entao

mp(x) < f(w)p(x) < Mp(x)

/ da;</f dm<]%/ab()dx

Logo existe d € [m, M] tal que

/ da:—/f xr)dr = p= f;;p—

onde d é chamado de média ponderada da funcao p. Como f é continua, pelo
Teorema do Valor Intermediério existe ¢ € [a, b] tal que d = f(¢), dai

l?wwwmm—ﬂ@LZqu

c) Defina F : [a,b] — R por F(z) = [T f(t)dt. Entdo F' = f e F(a) = 0.
Integrando por partes, obtemos

L?umwm::lymwmm

=ﬂmmmm—/‘mmﬂWMx

Segue-se

~ FOR0) - [ P

Pelo item b, existe £ € [a, b] tal que

F@l%@M—L%@mmm

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

/fwmmsz@mm—ﬂo/pmwx
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Usando novamente o mesmo teorema,

/ f@p()dx) = Fop(b) - FE)p®) + FE)p(a)

= dp(a)

Tomandoa:%eﬁzﬁg)) vemos que o > 0,8>0e a+ = L.

Logo d = aF'(&)+ SF(b) pertence ao intervalo cujos extremos sao F'(&)eF (b).
Pela continuidade de F, existe ¢ entre £ e b (donde ¢ € [a, b]) tal que F'(¢) = d.
Concluimos entao que

/ flx)p(z)dx = pla)F(c) = pla) /Cf(a;)dx

Para algum ¢ € [a, b].
U

Teorema 2.2.6. (Férmula de Taylor com Resto Integral) Considere
f : la,b] = R uma fun¢ao continua juntamente com suas derivadas até ordem
n+ 1. Entao, para x e xo no intervalo [a,b], temos

"1 . .
T) = Z ﬁf(J)(CL’O)(x —x0)” + Ruy1,
j=0

onde

n+1 _/ - nfn+1 )dt
Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo
[ 1wt = 1) - w0 = 1) = o)+ [ r

Escolha p(t) =x —t e g(t) = f'(t) de modo que ¢/(t) = —1e

/ F(tydt = — / o (D)g(t)dt,
dai,

/ "t = - / " — tydt = F(0) (e — OF, + / o — ()

z0
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Onde foi utilizado Integragao por Partes. Logo temos

fu»—f@@+fu@u—x@+/ﬁ¢—wﬂuwt

zo

Suponha que vale para n, isto é,

T)=) ﬁf(])(%)(x — o) + Rnta
=0

Onde | qe
Ry = —,/ (@ — )" 0 (t)dt
n! Ja,
Assim
RN Gl Ol — / (n+1) (¢ x_tnﬂ
N ( _ n+1 _ n+1 )
— -0 m¢+/ﬁ i
iy (@ w0)™ / L"H (n+2)
f o) il ) Tt fr ()t

Pela hipotese de inducao temos que

_ i %f(j)(5C0)($—$0)j+f(n+l)(xo) (x — JJO)(n—H) +/$ (CL‘ — t)(n+1) f("+2)(t)dt

(n+1)! (n+1)!
Logo
n+1 1 .
f(z) = Z; ﬁf(])(%)(x — 7o)’ + Rni2

J:

onde . .
Ryyg = —— — " () 4 2)dt.
=y | @m0 o)

Portanto, por inducao temos o resultado. O

A préxima aplicacao do Teorema Fundamental do Célculo, onde o mesmo
auxilia na demostracao do Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes de
um problema de valor inicial, cujo teorema é um dos mais importantes na
teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias.
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r = f(t7 J;)
$(t0) = Xy
Tendo que (t,x) € R com [ continua. Uma funcio ¢ = I C R — R?
diferencidvel € solucao do PV'I, se e somente, se for solucao da equagao
Integrdvel

Teorema 2.2.7. Considerando o Problema de Valor Inicial {

t
z(t) = xg +/ f(s,x(s))ds
to
Demonstragao. Seja o diferenciavel e solugao do PV I. Entao

{90’ = [(t, ¢(t))

p(to) = o

Integrando a Equagao diferenciavel acima de s = tg a s = ¢, temos

iww@—L}@www

aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

w@—ﬂMz[f@ﬂW%

e dafi, .
:wm—m+lf@ww%

Por outro lado suponha que ¢ diferenciavel é solugao da equagao integral,
isto é,

w@—%+[f@ﬂw%

Novamente utilizando o Teorema Fundamental do Calculo,

() = f(t, o(t))

©o(to) = xo.
E portanto ¢ é solugao do PVI.

{x’ = f(t x(t))

.I(to) = Xy
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2.3 Consideracgoes Finais

Esse trabalho foi de suma relevancia, pois buscou retrata a importancia
do Teorema Fundamental do Célculo para aplicacao em diversos ramos do
conhecimento. Sendo o objetivo principal, enunciar e demostrar o teorema
fundamental do calculo e apresentar algumas de suas aplicagoes. Esse te-
orema estabelece a ligagao entre as operacoes de derivagao e integracao e,
sendo assim ¢é a chave de todo o calculo diferencial e integral.

Desta forma foi possivel enunciar e demonstrar o teorema com aplicacoes
na integracao por partes, assim como, na mudanca de variavel. Desta forma,
foram evidenciadas as aplicacbes também na férmula do valor médio para
integrais e no teorema de existéncia e unicidade de solugoes de um problema
de valor inicial de equacoes diferencias ordinarias e na formula de Taylor com
resto integral.

36



Apéndice

Neste apéndice apresentamos algumas definicoes e resultados que foram de
fundamental importancia para o desenvolvimento deste trabalho. Omitimos
as demostracoes disponibilizamos toda referéncia.

Definigcao 11. Seja f uma fungao definida no intervalo aberto I. Dizemos
que f € derivdavel em xo € I se existe o limite

o @) = f(wo)

T—T0 T — To

(2.2)

Quando o limite 2.2 existe € denotado por f'(xo) € chamado de derivada de
f mo ponto xg. Outras notagoes sao utilizadas para o derivada de um ponto
D f(xo), %(azo) ou j—f;(xgﬂx:xo. Pondo h = x — x9 e x = xo + h, podemos
escrever 2.2 da sequinte maneira

i) — ti T30 1) = F0)

h—0 h

(2.3)

Esta é uma derivada no sentido ordindrio, o ponto xog sendo interior ao
dominio da funcao. Quando em 2.3 nos restringimos a valores positivos de
h, o limite, quando existe, é chamado de derivada lateral a direita de f em
xo e denotado por fi(xo) e quando nos restringimos a valores negativos de
h, o limite, quando existe é chamado de derivada lateral a esquerda de f em
xo €€ denotado por fl(xy). Assim

f(o + h) — f(wo)
h

fé(l’o) _ hhﬁrili f(l’o + h})l B f(x0>

falxo) = limp o+

Euvidentemente que f é derivdvel em xg se, e somente se, existem as derivadas

laterais em o e fi(xo) = fi(xo) = f' (o)
Quando f'(x) existe em todo intervalo xI dizemos que f € derivdvel em I.
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Teorema 2.3.1. Seja uma funcao f satisfazendo as condigoes:

a) f € continua no intervalo [a,b]
b) [ € derivdvel no intervalo (a,b)

Entao existe ¢ € (a,b) tal que:

Teorema 2.3.2. Seja f uma funcgao real de varidvel real continua no inter-
valo fechado [a,b]. Se f(a) < n < f(b) entao existe pelo menos um c € |a, b]
tal que f(c) = s.

Teorema 2.3.3. Suponha que as funcoes f e f' y sao fungoes continuas em
um reténgulo o <t < <y < 0, contendo o ponto (to,yo). Entao em algum
intervalo to—h < t < tog+h contido em o < t < [3, existe uma unica solu¢ao
y = ¢(t) do problema de valor inicial

'!// - f(ta y)7y(t0) = Yo

Teorema 2.3.4. Sejam f e g funcdes reais continuas em [a,b] e derivdvel
em (a,b). Entao existe xy € (a,b) tal que

(f(a) = f(b))g'(x0) = (9(b) — g(a))f'(x0)

Teorema 2.3.5. Seja f : [a,b] — R e continua, entao qualquer ponto d tal
que f(a) < d < f(b) ou f(a) > d > f(b) é da forma f(c), para algum ponto
¢ do intervalo |a, b].

Definicao 12. Se uma funcao f € definida em um intervalo aberto contendo
xo, entao a derivada de f em xq, denotada por f'(xo), é dada por:

oy fl@o+ Az) — f(xo)
f'(w0) = (AlgchEO) Ax

se este limite existir. Ax representa uma pequena varia¢do em x, proximo de
To, ou seja, tomando v = xo+ Ax, onde colocamos Ax = x — xo, a derivada
de f em xg pode também se expressa por

f/(x()> — lim f(CC) B f(x())

(Az—0) T — X
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Teorema 2.3.6. Se f(u) é derivdvel no ponto u = g(x) e g(x) é derivdvel
em x, entao a fung¢do composta (f.g)(x) = f(g(x)) é derivivel em x e

(f.9)(x) = f'(g(x)d (x)
Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x), entao

dy _dy du
dv  du dx

onde % ¢ calculada em u = g(x).
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