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RESUMO

O estudo das propriedades dos ntimeros inteiros positivos é o objetivo central da Teoria dos
Numeros. Sao trés os principais ramos em que ela se divide: Teoria Elementar, Teoria Ana-
litica e Teoria Algébrica. Dentro da Teoria Elementar, tomamos conhecimento dos nimeros
primos, ou seja, aqueles inteiros positivos maiores do que 1 cujos tinicos divisores positivos
sao apenas 1 e eles mesmos. Um dos primeiros e principais resultados envolvendo ntmeros
primos é a famosa infinitude dos primos. Nessa direcao, o objetivo principal do nosso tra-
balho ¢ exibir dez diferentes demonstracoes desse belissimo resultado. Nos convencemos de
que essa quantidade razoavel de demonstracoes da infinitude dos primos, além de ser algo
bastante curioso visto que é muito pouco explorado nos cursos regulares de graduacao, pode
possibilitar o interesse no estudo desta area, Teoria dos Ntiimeros, que ultimamente vem cres-
cendo de maneira exponencial conjuntamente com os avangos computacionais e tecnologicos
em geral.

Palavras Chave: Teoria dos Nimeros; infinitude; demonstracoes; primos.



ABSTRACT

The study of the properties of positive integers is the central goal of Number Theory. There
are three main branches in it which is divided: Elementary Theory, Analytical Theory and
Algebraic Theory. Within the elementary theory we know the prime numbers, that is, those
positive integers bigger than 1 whose only positive divisors are only 1 and themselves. One
of the first and main results involving prime numbers is the famous infinity of primes. In
this direction, the main objective of our work is to show ten different proofs of this beautiful
result. We are convinced that this reasonable amount of proofs from infinity of primes, beside
being something rather curious, since it is little explored in regular undergraduate courses,
may permit interest in the study of this area, Number Theory, which has lately growing
exponentially in conjunction with the computational and technological advances in general.

Keywords: Number Theory; infinity; proofs; primes.
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Introducao

O estudo das propriedades dos niimeros inteiros ¢ o tema central da Teoria dos Nimeros.
Ela se divide em trés principais ramos: A Teoria Analitica, a Teoria Elementar e a Teoria
Algébrica.

Um numero inteiro positivo é dito ser um primo se ele for divisivel apenas por 1 e por
ele mesmo. Essa simples afirmacao define um dos mais essenciais e importantes nimeros
da matematica. Dentre os ramos da Teoria dos Nimeros, o que nos mostra os conceitos de
nimeros primos é a Teoria Elementar, e uma das primeiras coisas que nos ¢ mostrada é que
existem infinitos niimeros desse tipo.

Du Sautoy afirma que “Os primos sao as pérolas que adornam a vastidao infinita do
universo de nimeros que os mateméticos exploram ao longo dos séculos” (DU SAUTOY,
Marcus. 2004). Os ntimeros primos sdo uma das pedras fundamentais da matematica. E
através deles que podemos encontrar todos os outros. Sautoy ainda afirma que, mesmo que
nao conhecéssemos os primos, mesmo que nossa capacidade de raciocinio nao fosse suficiente
para tanto, ainda existiriam nimeros primos, pois a natureza os escolheu.

O objetivo desse trabalho é exibir dez demonstragoes para a infinitude dos ntimeros pri-
mos, fazendo uma conexdo desse resultado com a Analise, a Algebra, a Contagem e a Topo-
logia.

No Capitulo 1, enunciamos e demonstramos alguns resultados preliminares, os quais
serao importantes para compreensao das demonstracoes da infinitude dos primos. Ele é
dividido em trés secoes: a primeira é dedicada aos resultados da Teoria dos Niimeros; na
segunda fazemos uma introducao a Teoria de Grupos e na terceira definimos alguns conceitos
basicos de Topologia Geral.

O Capitulo 2 é dedicado as 10 demonstracoes dos numeros primos. Nas trés primeiras,

devidas a Euclides, Metrod e Kummer, fazemos uso apenas da Teoria Elementar dos Nimeros.
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A primeira demonstracao, devida a Euclides de Alexandria (aproximadamente 300 a.C.), é a
mais conhecida, simples e elegante prova desse fato, a qual utiliza a famosa técnica de reducao
ao absurdo, tao comum nas demonstracoes de diversos resultados em Teoria dos Numeros.
A segunda e a terceira sao demonstracoes semelhantes a de Euclides, e utilizam as mesmas
ferramentas, porém de formas diferentes. Na quarta demonstracao, devida a Thue, usamos
de forma um pouco mais técnica, o Teorema Fundamental da Aritmética e propriedades
dos logaritmos e funcoes. Na quinta demonstracao, devida a Goldbach, sao introduzidos os
nimeros de Fermat, os quais mostraremos serem relativamente primos, acarretando assim
a infinitude dos primos. Na sexta demonstracao, devida a Lagrange, fazemos uso dos tao
procurados primos de Mersenne conjuntamente com o Teorema de Lagrange, o qual diz que
se G ¢ um grupo finito e H é um subgrupo de GG, entao a ordem de H divide a ordem de GG. Na
sétima demonstragao, nao apenas mostramos nosso resultado, mas também outro de grande
importancia, que é a divergéncia da série dos reciprocos dos primos, estudada por Euler e
mais tarde por Clarkson, e cuja prova é devida a Erdds; A oitava demonstracao, devida a
Euler, é um tanto técnica. Definimos inicialmente o conjunto formado por todos os primos
menores ou iguais a um nimero real dado e comparamos a cardinalidade desse conjunto com
o logaritmo desse nimero real definido da sua melhor forma, isto é, por uma integral. A nona
demonstracao devida a Pinasco, faz uso do Principio de Inclusao e Exclusao, muito estudado
no campo da contagem. Apo6s nove provas puramente analiticas e algébricas, é a vez de uma
prova topologica; esse é o teor da décima demonstracao da infinitude dos primos, dada por
Hillel Furstenberg e publicada em 1955, na qual é definida uma topologia sobre o conjunto
dos inteiros.

Por fim, nas Consideracoes Finais, apresentamos outras demonstragoes da infinitude
dos nimeros primos, que faz uso de resultados mais avancados no campo da Teoria dos
Nimeros, como o Teorema de Dirichlet, e o Teorema de Green e Tao. Comentamos alguns
fatos e curiosidades acerca deles e também apresentamos resultados ainda nao demonstrados,

dentro dessa &rea.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria dos Numeros

Aqui, estao enunciados e demonstrados os principais resultados necessarios ao entendi-

mento das demonstragoes do Capitulo [2]

1.1.1 Numeros inteiros e propriedades

O conjunto dos nimeros inteiros, ¢ o conjunto
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Sejam a, b e ¢ numeros inteiros. O conjunto Z munido das operacoes de adicao (+) e

multiplicacao () goza das seguintes propriedades:

Pl:a+b=b+aea-b="0-a (comutativa);
P2:(a+b)+c=a+(b+c)e(a-b)-c=a-(b-c) (associativa);

P3: Existem 0,1 € Z taisquea+0=04+a=aea-1=1-a=a (existéncia de elemento
neutro da adigdo e multiplicagao);

P4: Existe —a € Z, tal que —a = (—1) -a e a+ (—a) = 0 (existéncia de elemento oposto);
P5:a-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c (distributiva);

P6:0-a=0esea-b=0entdo oua=0oub=0 (nio existéncia de divisores de zero);

12
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Além disso, as relagoes “>" e “<” ou seja, “maior que” e “menor que”, gozam das seguintes
propriedades:
PT7: Se a # 0, entdo ou a > 0 ou a < 0 (tricotomia);
P8: Sea <beb<c entdo a < ¢ (transitividade da ordem);
P9: Se a < b, entdo a + ¢ < b+ ¢ (compatibilidade da ordem com a adigao);
P10: Se a <bec>0,entdo a-c < b-c (compatibilidade da ordem com a multiplicacao);

P11: Sea<bec<0,entdo b-c < a-c(compatibilidade da ordem com a multiplicacdo).

Notagao. Se a < b ou a = b, entao denotaremos por a < b. Analogamente, se a > b ou

a = b, entao a > b.

1.1.2 Inducao

Temos nessa secao a discussao de indispenséveis ferramentas na demonstracao de muitos
teoremas: o Principio da Boa Ordenacao e o Principio de Inducao Finita.
Principio da boa ordenacgao (PBO): Seja A um subconjunto nao-vazio dos inteiros nao-

negativos. Nessas condicoes, A possui elemento minimo.

Proposicao 1.1 (Primeira Forma do Principio da Inducao Finita). Seja B um subconjunto
dos inteiros positivos. Se B possui as duas sequintes propriedades:

(i) 1 € B;

(ii) k+1 € B sempre que k € B,

entao B contém todos os inteiros positivos, isto €, B = N.

Proposicao 1.2 (Segunda Forma do Principio da Indugao Finita). Seja B um subconjunto
dos inteiros positivos. Se B possui as duas sequintes propriedades:

(i) 1 € B;

(1) k+1 € B sempre que 1,2,... k € B,

entao B contém todos os inteiros positivos, isto ¢, B = N.

O PBO, a primeira e a segunda forma do principio de inducao sdo equivalentes. A

demonstragao desse fato pode ser encontrado em [3] e em [12].
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1.1.3 Divisibilidade

Dentro do conceito de divisibilidade, serao destacadas algumas propriedades. O resultado
principal dentro desse conceito é o Algoritmo de Euclides, que nos da a forma mais eficiente

de se encontrar o maximo divisor comum entre nimeros inteiros.

Defini¢ao 1.3. Sejam a,b € Z com a # 0. Diz-se que a divide b, denota-se por a | b, se e

somente se, existe k € 7, tal que b =Fk - a.
Observacoes.
i) a1blé-se a nao divide b
i1) A rela¢do a | b denomina-se relagao de divisibilidade em Z.
Teorema 1.4. Dados a,b,c € Z, temos que:
i)al0,1]|aeala;
it) Sea|l, entdo a = £1;
iii) Sea|bec|d, entio ac | bd;
iv) Seal|beb]|c, entioa|c;
v) Seal|beb|a, entdo a = +b;
vi) Seal|beb#0, entio |a| < |b|;
vii) Sea|bealc entio albr+ cy, para todos x,y € Z.
Demonstracdo: i) a|0pois0=0-a,1|aea|apoisa=a-1.

i1) Como a | 1, entdo 0 <| a |[< 1. Como a # 1, entdo 0 <| a |< 1. Assim, pelo PBO,

Ar € Z tal que 0 <z < 1. Porisso, |a|=1<a+1

iii) a| b b=k -aec|d<s d=ky-c, ki,ky € Z. Multiplicando, membro a membro

essas duas ultima equacoes, obtemos

bd = (k’lk'g) ‘ac < bd = k’3 - ac.
~——
=k3€EZ
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w)albesb=k-aeb|cs c=ky- b, ki, ky € Z. Dai, segue-se que

c = (k1ks)-a = c=ks-a.
~——

=k3€Z
Logo, a | c.

v) albes b=k -aeblas a=ky- b, ki,ky € Z. Dai, segue-se que
a=kiky-a= (kiks —1)-a=0.
Se a for diferente de zero, entao
kike=1=k =ky=1= (a=0)
ou
ki =ky=—-1= (a=-D).

Agora, se a for igual a zero, entdao b também é igual a zero, ja que b = k; - a.

vi) Sea|beb#0,entdo b=k-a, k € Z*. Dai, [b| = |k| - |a]. Como k # 0, segue-se que
|k| > 1. Logo, |b| > |a|, ou seja, |a| < |b].

vit) a | b b=k -aeal|cs c=ky-a, ky,ky € Z. Multiplicando a 1* equacao
por x, a 2* por y e logo ap6s somando seus resultados membro a membro, obtemos:

bx + cy = (k1 - x + ko - y) -a. Portanto, a | bx + cy, para todos x,y € Z.

[

~
=k3€Z

]

Definigao 1.5. Chama-se divisor comum de a,b € Z todo inteiro nao-nulo d tal que d | a e

d|b.

Notacao. D(a,b) ={x €Z x| a e x|b}.

1.1.4 Algoritmo da divisao

O algoritmo da divisao ¢ considerado um dos mais familiares resultados sobre os nimeros

inteiros e serd bastante 1util para algumas propriedades desses nimeros, inclusive para se
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demonstrar o Algoritmo de Euclides.

Teorema 1.6. Dados quaisquer inteiros a e b, com a > 0, existem inteiros unicamente

determinados q e r tais queb=a-q+7r, 0 <r <a. Seatb, entdor #0.

Demonstracao: i) Existéncia: Consideremos a sequéncia de inteiros

i)

..,b—2a,b—a,b,b+a,b+ 2a,...

Seja r o menor inteiro nao-negativo dessa sequéncia. Observe que nao ocorre que r > a.
De fato, caso ocorresse, teriamos que r — a seria um elemento da sequéncia e menor
que 7, o que ¢ uma contradicao pela minimalidade de r. Logo, r = b — ¢ - a, ou seja,

b=a-q+7rcom0<r<a.

Unicidade: Supondo b = ¢'a + 7' com 0 < r’ < a, temos que

da+r =qga+r=1r—-r=(q—q¢)a=alr —r

Como 0 < 7' < a, segue-se que —a < —r’ < 0. Logo, —a < —1" < 0e 0 <7r < a.

Combinando ambas as expressoes, obtemos

—a<r'—r<a=|r-rl<a.

Como a | ' —r e |r' —r| < a, s6 pode ocorrer que ' —r = 0, ou seja, 1’ = r e,

consequentemente, ¢’ = ¢. Portanto, ¢) e i7) demonstram o teorema.

1.1.5 O maximo divisor comum

O méaximo divisor comum ¢ bastante 1til para se solucionar algumas questoes da Teoria dos

Nuameros, e é fundamental para conceitos trabalhados posteriormente neste texto, como o

conceito de dois niimeros primos entre si.

Defini¢ao 1.7. O mdzimo divisor comum de dois inteiros (nao simultaneamente nulos) a e

b € o mator inteiro que divide a e b.
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Notagao. (a,b).
Teorema 1.8. Se d = (a,b), entdo existem inteiros ng, my tais que d = nga + mgb.

Demonstracao: Seja A = {na+mb : n,m € Z}. Obviamente, o subconjunto A, C A dos
elementos positivos de A é nao vazio. De fato, basta tomar n = a e m = b. Usando o PBO,
concluimos que existe ¢ € A, o menor elemento positivo de A. Escrevemos ¢ = nga + mgb.
Afirmamos que ¢ = d, ou seja, ¢ € o maximo divisor comum de a e b. Provemos que ¢ | a. De

fato, caso contrario, teriamos: a = c¢q + r com 0 < r < ¢. Dali,

r=a— q(noa+ mob) = (1 — qng)a + (—qmyg)b € A.

Mas isso é uma contradi¢do pela minimalidade de c¢. Entdo ¢ | a, e de forma analoga podemos
mostrar que ¢ | b). Dai, ¢ é divisor comum de a e b, logo ¢ < d. Como d | ¢, temos que d < c.

Logo, ¢ =d. O
Definicao 1.9. Os inteiros a,b sio relativamente primos (ou primos entre si) se (a,b) = 1.
Proposigao 1.10. Para todo inteiro positivo m vale: (ma,mb) = m(a,b).
Demonstracao: De fato, usando a notacao da prova do teorema anterior, temos:

A={za+yb: z,ycZ}
B = {z(ma) +y(mb) : z,y € Z} = m - A.

Logo, o menor inteiro positivo de B, ou seja, (ma, mb), é m vezes o0 menor inteiro positivo

de A, ou seja, (a,b). Portanto, (ma, mb) = m(a,b). O

Encontrar o maximo divisor comum de numeros inteiros “pequenos” é uma tarefa nao
muito trabalhosa. Porém, para niimeros grandes, como por exemplo 23999 e 9138, a tarefa é
algo um pouco mais trabalhosa. Para isso, Euclides criou um algoritmo de divisoes sucessivas
que ajuda consideravelmente a fazer esse célculo de maneira muito mais rapida. O Teorema

a seguir é ferramenta necessaria pra a aplicacao do Algoritmo de Euclides.

Teorema 1.11. Sea e b sdo inteiros e a = gb+r, onde q e r sao inteiros, entao (a,b) = (b,r).
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Demonstracao: Como a = ¢gb + r, segue-se que todo divisor comum de b e r também é
divisor de a. Mas podemos escrever r = a — ¢b, o que nos diz que todo divisor comum de
a e b também ¢ divisor de r. Logo, os conjuntos dos divisores comuns de a e b é igual ao

conjunto dos divisores comuns de b e r. Portanto, (a,b) = (b, 7). O

Teorema 1.12 (Algoritmo de Euclides). Sejam a e b inteiros positivos. Aplicamos o algo-

ritmo da divisao sucessivamente para obtermos as equacoes:

a=0bqg +r, 0<r; <b

b:7‘1QQ+T2, 0<ry <y

Ty =reqz + 13, 0 <13 <o
Tj—QZTj—1Qj+Tja 0<Tj <Tj-1

Tj—1 = Tjqj+1 +0

O mdzimo divisor comum de a e b é r;, ou seja, o uUltimo resto nao nulo do processo de

divisoes sucessivas acima.

Demonstracao: Se d = (a,b) e olhando o processo acima de “cima para baixo”, entdo
d|rm=d|ra=...=d|r; =d<r;. Poroutro lado, olhando de “baixo para cima”,
percebemos que r; | rj_y = 1 | 1j_2 = ... =71 | 1 = r; | b= 1, | a. Logo, r; é divisor

comum de a e b e, por definicao, r; < d. Portanto, r; = d = (a, b). ]

1.1.6 Nutmeros primos e compostos

A classe dos ntimeros primos ¢ uma das mais importantes dentro do conjunto dos ntimeros
inteiros. Eles sao, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, suficientes para gerar todos os

outros inteiros, diferentes de —1,0, 1.

Definicao 1.13. Um inteiro n > 1 € primo se possuir apenas dois divisores positivos, a

saber, 1 en. Sen > 1 nao € primo dizemos que n € composto.

Proposicao 1.14. Se p € primo e p | ab, entdo p | a ou p | b.
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Demonstracao: Se p | a, o resultado estd demonstrado. Se p t a, entdo (p,a) = 1. Mas

entao p | b. O
Proposicao 1.15. O menor divisor positivo maior que 1 de um inteiro a > 1 € primo.

Demonstracao: Seja d o menor divisor maior que 1 de a. Suponhamos, por absurdo, que d
nao seja primo. Sendo assim, d possui um divisor n maior que 1 e menor que d. Esse ntimero

é divisor de a, poisn | d e d| a = n | a, com n maior que 1 e menor que d. Absurdo! ]

1.1.7 Teorema Fundamental da Aritmética

O resultado a seguir sera utilizado durante todo esse trabalho, por se tratar de um dos

resultados mais importantes da matematica.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro maior que 1 pode ser

representado de maneira unica (a menos da ordem) como produto de nimeros primos.

Demonstracao: i) Existéncia: Sejan o inteiro maior que 1. Se n for primo, acabamos.
Caso contrario, existe p; o menor divisor positivo de n maior que 1. Dai, n = p; - nq,
com p; primo. Se n; for primo, acabamos. Caso contrario, existe ps 0 menor divisor
de ny (logo, de n) maior que 1. Dai, ny = py - ny = n = py - p2 - na. Se ny for primo,

acabamos. Caso contrario, repetimos o processo e obtemos:

n=pi-p2:-p3-... Ps-Ns.

Como n > ny > ng > ... > n,, 0 processo acaba e obtemos:

n=pi-p2-pP3-..."Pry

decomposicao em produto de primos.

i1) Unicidade : Suponha

n=p -P2-pPs-..."Ps=4q1°q2°-q43 ... qr

duas decomposicoes de n como produto de primos. Suponhamos que s > r. Como ¢;

é primo e divide py - po - ps - ... - ps, segue-se que existe 1 < j < s tal que ¢; | pj, logo
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¢1 = p;- A menos de uma reordenagao, podemos supor que j = 1. Assim, p; = ¢ e

obtemos py - p3 ... Ps =¢q2-q3 - ... q-. Repetimos o raciocinio r vezes e obtemos:

P1=4aq1, p2 =4q2, ..., Pr = (r
e se s > r, temos
Pri1 - Ds = 1,

o que é um absurdo! Logo, r=sep, =¢q;, Vi=1,...,r.

1.1.8 Conguéncias

Definicao 1.17. Dado m > 0, diremos que os inteiros a e b sao congruentes modulo m se

m | (a —b).

Notagao. a = b(modm). Se m 1 (a — b), entao denotamos por a # b (modm).

Observacao. a = b(modm) < 3k € Z tal que a = b+ km.

Proposicao 1.18. A congruéncia é uma relacao de equivaléncicﬂ em Z, isto €, valem as

sequintes propriedades:
i) a =a(modm) (reflexiva);
it) Se a = b(modm), entao b = a(modm) (simétrica);
i1i) Se a =0b(modm) e b= c(modm), entao a = c(modm) (transitiva).
As provas de ), i7) e iii) seguem diretamente das propriedades de divisibilidade, (c.f. [8]).

Proposicao 1.19. Se a,b,c,d e m > 0 sdo inteiros tais que a = b(modm) e ¢ = d (modm),

entao:
i) a+c=0b+d(modm);

i1) ac = bd (modm).

Ver Secio
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Demonstracao: i) a=b(modm) < m|(a—"b)ec=d(modm) < m|(c—d). Logo,
ml|[(a+c)—(b+d)] < a+c=b+d(modm).
Em particular, tomando ¢ = d, temos que a + ¢ = b+ c(modm), uma vez que ¢ =
c(modm).
i) a =b(modm) < m | (a—0b) < Ik € Z tal que a = b+ km, e ¢ = d(modm) < m

(¢ —d) & 3t € Z tal que ¢ = d + tm. Logo,

ac = (b+ km)(d + tm)
= bd + btm + dkm + ktm®
=bd + sm
< m | (ac — bd)

& ac = bd (modm).

Em particular, ac = be (modm) e a* = b* (modm), supondo, é claro, a = b (modm)

]

Observacao. ac = bc(modm) ndo implica necessariamente que a = b(modm). De fato,

basta considerar o contra-exemplo:
2=4(mod2) # 1 =2(mod?2).

Proposicao 1.20. Se a,b,c e m sao inteiros e ac = be (modm), entao

)

Demonstragao:

ac = be (modm) < m | (a — b)c =
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Mas como ( m , ¢ ) = (m, ) = 1, segue-se que

o |a—b<:)azb(mod (m”?C)).

1.1.9 A fungao maior inteiro
A Funcao Maior Inteiro é definida por
f:R—7Z
onde |z] indica o maior inteiro menor ou igual a .
Proposicao 1.21. A func¢ao |z] tem as segquintes propriedades:
i) l[x+m]=|z|+msemeZ;
it) |x] + |—x] =0 ou —1, conforme x é um inteiro ou nao;
1i1) L%J = L%J, em que n € N;
i) ||+ |y| < |z +y]| para quaisquer x e y reais.
As demonstragoes da proposi¢ao acima sao simples e podem ser encontrada em [8] e [12].

Proposigao 1.22. O ndmero de inteiros do conjunto {1,2,...,n} que sao divisiveis por a é

dado por \_%J .

Demonstracao: Observe que n = [%J ca+r, 0<r<a,oque completa a prova. O

1.2 Estruturas Algébricas

1.2.1 Relacao de equivaléncia e operagoes binarias

Definicao 1.23. Dados dois conjuntos A e B, chamamos de relacao R entre A e B a todo

subconjunto de A x B = {(a,b) :a € A,b € B}.
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Notagao. Dada uma relacdo R entre dois conjuntos, denotamos por xRy, quando (x,y) € R.

Definicao 1.24. Dado um conjunto A, uma relacio R de A em A € uma relacao de

equivaléncia quando as sequintes propriedades sao satisfeitas:
i) xRz, Vx € A;
i) xRy = yRx,Vx,y € A;
iii) xRy e yRz = xRz, Vx,y,z € A.

Definicao 1.25. Seja A um conjunto nao vazio. Uma operagao binaria em A ¢ uma
relacao * tal que:
x: AXA— A
(a,b) — a *b.
w

Notacao. Se G é um conjunto e “x” uma operacao binaria em G, dizemos que G é um

conjunto munido de *, e denotamos por (G, *).

Definicao 1.26. Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto A. Para cada a € A,
o conjunto de todos os elementos v em A, tais que v ~ a, chama-se classe de equivaléncia

de a ¢ indica-se por a. Ou seja,

a={re€eA:x~a}l.

Um elemento b € @ € dito um representante da classe a. O conjunto de todas as classes de
equivaléncia sequndo a relacao ~ chama-se conjunto quociente de A por ~ e indica-se por
A/ ~. Assim,

A/ ~={a:a€ A}

Teorema 1.27. Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto A. Entao,

i) T =7 se, e somente se x ~y,Vr,y € A;

~.
~.
N—
N

eTNY #0, entao T =7,Vr,y € A;
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A demonstracao desse teorema decorre das defini¢coes anteriores e pode ser encontrada

com mais detalhes em [I1].

1.2.2 Grupos e subgrupos

Definicao 1.28. Seja G um conjunto nao vazio, munido de uma operacao bindria x. Dizemos

que (G, %) € um grupo quando as sequintes propriedades sao satisfeitas:
i) ax(bxc)=(axb)*c,Va,bce Gy
i1) Existe um elemento e € G tal que exa =a*e = a,Va € G;

iii) Para todo a € G, existe b € G tal que axb=bxa =e.
Observacoes.

i) O elemento e ¢ unico e ¢ chamado identidade de G;

i1) Se G, além das propriedades acima, satisfizer a x b = b * a,Va,b € G, dizemos que G é

um grupo Abeliano.

Notagoes. O elemento b em iii) ¢ chamado de inverso de a e sera denotado por b = a™!.

Além disso, a partir de agora, utilizaremos G para denotarmos (G, ) e ab para a * b.

Definicao 1.29. Seja G um grupo e x € G. Se n € Z, definimos "™ como segue:

e, sen =20
n —
"= 2"z, sen >0

(x7™)71, sen < 0.

Se um grupo G possui n elementos, dizemos que a ordem de G é n, e denotamos por
| G |=n. Se G possui infinitos elementos, dizemos que a ordem de G é infinita.

Sejam G um grupo e a € GG. Se existe n € N tal que a" = e, diz-se que o elemento a
tem ordem finita, e o menor inteiro m tal que a™ = e chama-se de ordem de a, a qual
denotaremos por O(a). Caso nao exista nenhum n € N satisfazendo tal propriedade, entao o

elemento a é dito de ordem infinita.

Definicao 1.30. Seja G um grupo e H C G nao vazio. Se H munido da operagcao binaria

de G € um grupo, dizemos que H é um subgrupo de G.
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Notacao. H < G
Proposicao 1.31. Sejam G um subgrupo e H um subgrupo de G. Entao,

i) A identidade de H € igual a identidade de G;

it) Para todo a € H, tem-se que h™' é o inverso multiplicativo de h em H, e coincide com

o 1nverso multiplicativo de h em G.

A demonstracao desse fato segue do fato de H também ser um grupo, e pode ser vista

com detalhes em [12].

Proposicao 1.32. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao H é um

subgrupo de G se, e somente se, o menos uma das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
i) ab€ H eb™ € H Va,be H;
it) ab~' € H,Va,b € H.

Demonstracao: Se H é subgrupo de G, entdo ficam claros os itens i) e ii).
Reciprocamente, suponhamos que H satisfaz a condigdo 7). Logo, para qualquer a em H,
temos a~! € H. Assim, e =a-a~' € H, o que nos leva a conclusao que H é subgrupo de G.

Finalmente, se H satisfaz i7), entdo dados a,b € H,

e=b-b'leH=b'=ebteH

Dai,
a-b=a-(b"")teH

Portanto, H é um subgrupo de G. [

1.2.3 Grupos ciclicos

Definicao 1.33. Sejam G um grupo e a € G.

i) O conjunto de todas as potencias de a, dado por
H={d":neZ}

¢ um subgrupo de G, e o chamamos de subgrupo ciclico gerado por a;
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Notacao. H = (a).
i1) Dizemos que G € um grupo ciclico quando eziste a € G, com G = (a).
Proposicao 1.34. Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragao: Seja G um grupo ciclico e a € G tal que

G={(a)={a":n e}

Dados, =1, x5 € G, digamos z1 = a™ e 19 = a™
) ) Y Y

n2 ni+n2 natnL _ gn2 . g™ —

1 T =a"-a" =a =a a™ = x4y - 1.

Ou seja, G é abeliano. O
Teorema 1.35. Seja G um grupo e a € G.

i) Se a" = e para algum n € N, entao O(a) divide n;

ii) Se O(a) = m, entio para qualquer k € 7, entio a* = a”, com r sendo o resto da divisio
de k por m;
iii) O(a) =m se, e somente se, | (a) |= m.
Demonstracao: i) Como a" = e, entdo a tem ordem finita. Seja O(a) = m, pelo

Algoritmo da Divisao, existem ¢,r € Z tais que n = mq +r com 0 < r < m. Logo,

e=a"=(@)?-a"=ela" =d =e.

Pela minimalidade de m, concluimos que » = 0. Portanto, n = mg;

i1) Note que para cada k € Z, k = mq+r, com q,r € Z e 0 < r < m. Portanto, pelo item

i), temos que a* = a’.

2 m

i11) Se O(a) = m, segue que os elementos e, a,a?, ..., a™ ! sdo todos distintos. Com efeito,

sea =a/,para0 <i<j<m-—1entdo &’ =e, e j—i < m, o que é uma



27

contradi¢ao, pois O(a) = m. Agora, seja H = (a). Pelo item ii), sabemos que dado

k€Z,a*=a", sendor €{0,1,...,m — 1}. Por isso,
H={(a)={d"keZ}={a":r=0,1,...,m—1}

tem ordem m.

Reciprocamente, suponhamos que H = (a) tem ordem finita. Isto nos diz que as
poténcias a’, com i € Z, nao podem ser todas distintas. Por isso, existem i, j € Z, com

i < 7, de maneira que a' = @, isto ¢, a’~* = e. Mas isso implica que a tem ordem finita,

digamos O(a) = m. Assim, como dito anteriormente, os elementos e,a,a?, ..., a™ !
sao todos distintos. Pelo item i)
H={a)={d":r=0,1,...,m—1} ={e,a,d® ...,a™ '}
ou seja, a ordem de H é m.
O
1.2.4 Classes laterais e o Teorema de Lagrange
Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Seja a relagdo de equivaléncia “= (mod H)”

dada, para quaisquer a,b € GG, por
a=blmodH) < a'be H.

Proposicao 1.36. A classe de equivaléncia de um elemento g € G, relativa a esta relagao,

é dada por {gh : h € H}.

Demonstracao: Dado g € G, seja g a classe de equivaléncia de g relativa a relacao =. Por

defini¢ao, g = {z € G : g = x(mod H)}. Entao, para z € G,
rege g=a(modH) < g 'z e H,

ouseja, g 'lvr =he€ H=x=ghe {gh:he H}. Portanto, g C {gh:h € H}.
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Se x € {gh : h € H}, entao existe h € H tal que x = gh, ou seja, g-'x = h. O que
implica que g = x(mod H) e assim, x € g. Portanto, {gh: h € H} C 3. O

Vamos denotar a classe de equivaléncia g por gH, e a chamaremos de classe lateral de
g a esquerda. Assim,

gH ={gh:h e Hmod H)}.

O conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H, serd denotado por Hg, ou seja,
Hp ={g9H : g € G}.

Como gH é uma classe de equivaléncia, entao pelo Teorema [1.27], temos:

i) G =] gH;
geG

i1) Se x,y € G, entao tH NyH = ou zH = yH.

Definicao 1.37. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A cardinalidade do conjunto

Hpg chama-se de o indice de H em G e serd denotado por (G : H).

Teorema 1.38. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao, toda classe lateral

a esquerda tem a mesma cardinalidade de H.

Demonstracao: Para cada g € (G, consideremos a fungao

f:H—gH

h — gh.
E claro que f & sobrejetor. Além disso, dados hy, hy € H , obtemos
f(h) = f(h2) = ghi = ghs = h1 = ha.

Logo f ¢ injetoraP} e portanto, bijetora] Assim a cardinalidade de gH é a mesma de H. [

2Dizemos que uma funcdo f qualquer é sobrejetora se a imagem de f for igual ao contradominio de f, ou
seja, se Im(f) = CD(f).

3Dizemos que uma fungao f qualquer ¢ injetora se para todo z,y € D(f), tem-se f(x) = f(y) =z =y.

4Uma funcao é bijetora quando ela é injetora e sobrejetora.
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Teorema 1.39 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.

Entao, a ordem de H divide a ordem de G. FEspecificamente,
Gl =[H] - (G: H).

Demonstracao: Como G é finito, entdo (G : H) também o é, digamos (G : H) = r. Seja

Hg ={a1H,asH, ... ,a,H}. Como Hg é uma parti¢ao de G, entao

- T

Ui:laiH

Desse modo, pela Proposicao temos

G| = |H| + |H| +...+|H| = [H| T,

ou seja, |G| = |H|- (G : H). O

Corolario 1.40. Sejam G um grupo finito e g € G. Entao, a ordem de g divide a ordem de

G. Em particular, ¢'¢ = e.

Demonstragdo: Pelo item 7ii) do Teorema|l.35 temos que O(g) = | (g) |. Logo, aplicando
o Teorema de Lagrange ao subgrupo | (g) |, segue que O(g) = A divide |G|. Portanto existe
k € N tal que |G| = A - k. Assim,

g\G| — g)\-k — (g)\>k — ek = e.

1.3 Alguns conceitos topolbgicos

Vamos definir o que é uma topologia sobre um conjunto e algumas propriedades impor-

tantes. Para mais informacoes consulte [6)].

Definicao 1.41. Seja X um conjunto e T uma colecao de subconjuntos de X. Dizemos que

T ¢ uma topologia em X, se satisfaz as sequintes condicoes
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i) 0 e X estao em T;
1) A unido qualquer de elementos de T ainda pertence a T ;
i1i) A intersegao finita de quaisquer elementos de X pertence a T.

Um espago topolégico, é um par (X,7), onde X é um conjunto e 7 é uma topologia
em X. Desde que nao haja confusdo, chamaremos de X o espaco (X, 7). Cada elemento de

T & chamado de conjunto aberto.

Exemplo 1.42. Seja X um conjunto com 3 elementos X = {a,b,c}, e tome T = {{a,b}, {b},{b,c}, D, X]

E facil ver que T é uma topologia sobre X. Tome agora T = {{a}, {b},0, X}. Observe que
a unido de dois subconjuntos de T nem sempre € aberta, pois {a} U {b} = {a,b} & T.

Exemplo 1.43. Seja X um conjunto qualquer. A colecao de todos os subconjuntos de X
é claramente uma topologia sobre X. Chamamos essa topologia de topologia discreta. A

colecao O e X, € também uma topologia e é chamada de topologia trivial.

Exemplo 1.44. Seja X =R e tome a sequinte coleg¢ao :
T ={0,A CR},

onde A € T se, e somente se para todo v € A existe um intervalo aberto (a,b) tal que
x € (a,b) C A.

Afirmacgao. T € uma topologia sobre R.
i) Claramente ) e R € T;

it) Se tomarmos {A, € T : a € '}, entao

JAceT.

ael

De fato, se x € U A,, entao existe ag € I' tal que x € Ay, € T. Logo existe (a,b) e:
acl’

2 € (a,b) C Ag, C | Ao

acl’
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iii) Sejam By e By € T. Dado x € By N By, temos que v € By € T ex € By € T, logo
existem (ay,by) e (ag, be) tais que x € (a1,b1) C By e x € (ag,by) C Bsy. Se denotarmos

por a = max{ay,as} e b =min{by, bs}, entio x € (a,b) C By N By.

Definicao 1.45. Um subconjunto A de um espaco topologico X é dito um Conjunto Fe-

chado, se X — AP| é um Congunto Aberto.
Teorema 1.46. Seja X um espaco topoldgico. Entao
i) 0 e X sao conjuntos fechados;
i1) Uma interse¢ao qualquer de conjuntos fechados € fechada;
iii) Uma unido finita de conjuntos fechados é fechada.

Demonstragao: i) O complementar de () é X e o complementar de X & (). Ambos sao

conjuntos abertos, portanto, () ¢ X sdo conjuntos fechados;

i1) Dada uma cole¢ao de conjuntos fechados {A;},c\, temos que

X-4=Ux -4

JEA JEA

Como X — A; é aberto para todo j € A, entao U(X — Aj) é aberto e portanto, ﬂ A,

JEA jEX
é fechado;
i1) Sejam Aj, Ay, ..., Ay, com n € N, temos
X_UAJ - m(X_AJ)
j=1 j=1

De forma similar ao item i), como cada A; é fechado, entdao (X — A;) é aberto e

portanto ﬂ(X — Aj) é aberto. Assim, U A; é fechado.

j=1 j=1

5X — A ¢é o complementar de A em relacao a X.



Capitulo 2

Dez demonstracoes da infinitude dos

nimeros primos

O Teorema de Euclides, enunciado a seguir, serd demonstrado de dez formas diferentes ao

decorrer desse capitulo.

Teorema 2.1. O conjunto dos nimeros primos possui infinitos elementos.

2.1 Demonstracoes no campo da teoria dos niimeros

A demonstracao dada por Euclides, é a mais conhecida pelos matemaéticos de todo o

mundo. Na Proposi¢ao 20, do volume 9 de [2], Euclides faz a seguinte demonstragao:

32
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"Os nameros primos sao mais numerosos do que toda
quantidade que tenha sido proposta de ntmeros pri-
mos.

Sejam os nimeros primos que tenham sido propostos
A,B, C; digo que 0s nlimeros primos sejam mais nume-
rosos do que os A,B, C. Fique, pois, tomado o menor
medido pelos A,B, C e seja o DFE, e fique acrescida
a unidade DF ao DE. Entao, o EF ou é primo ou
nao. Primeiramente, seja primo; portanto, os niimeros
primos A,B, C, EF achados sdo mais numerosos do
que os A,B, C. Mas, entdo, ndo seja primo o E'F'; por-
tanto, ¢ medido por algum ntimero primo. Seja medido
pelo primo Gj; digo que o G ndo é o mesmo que algum
dos A,B, C. Pois, se possivel, seja. Mas os A,B, C
medem o DFE; portanto, o G também medird o DE. E
também mede o EF’; e o (G, sendo um ntmero, medird
a unidade DF restante; o que é absurdo. Portanto, o
G néo é o mesmo que algum dos A B, C. E foi suposto
primo. Portanto, os niimeros primos achados, A,B, C,
G sao mais numerosos do que a quantidade que tenha
sido proposta dos A,B, C; o que era preciso provar."

Apresentada dessa forma ela é trabalhosa de se entender, devido & linguagem utilizada.
Assim, a mesma demonstracao pode ter uma releitura de forma mais clara, utilizando uma
linguagem matematica mais atual, como veremos a seguir. Essa demonstracao utiliza ape-
nas os conceitos de divisibilidade da Teoria dos Numeros, vistos na secao [L.1.3, e pode ser

encontrada em [§].
Demonstracdo do Teorema [2.1I} Suponha que ha um nimero finito de elementos no con-
junto P dos nitimeros primos, ou seja, P = {p1, pa, ..., pr}- Tome o namero inteiro

P=pi-py-...-pp+ 1L

Como P # p;,i = 1,2,... k, entdo exite p primo, com p | P. Mas p = p;, para algum
1=1,2,... k. Assim,

pl(P=pi-p2e... pr)
ou seja, p | 1. Absurdo! Portanto, hd uma infinidade de ntimeros primos. n

A segunda demonstracao, semelhante a de Euclides, ¢ atribuida a Métrod (1917) e também

utiliza ferramentas simples da teoria dos niimeros, como o conceito de divisibilidade.

Demonstracdo do Teorema [2.1] Suponha que p; < py < ... < py, é a lista dos k naumeros
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primos existentes. Seja

N=pi-p2-...-px
e para cada i = 1,2, ...,k considere

N
Qi:f:pl'p27'---'pz‘—1'pi+1'---'sz-

)

Observe que p; nao divide @);, mas divide @); para j # ¢.

Seja
k
$=>_Q
=1
Como
S=py-e..Ppt . D1 Pict Pig1 Pt DL D2 D,

entdao S é maior que cada p;, o que implica que S nao é nenhum dos p;. Pelo Teorema [I.16

algum p; divide S, com i =1,2,..., k. Assim,

pil (S=) Q) <= pi| Qi
J#

O que é um absurdo! n

Kummer (1873), utilizou um fato conhecido de simples verificagao, que diz que todo par de
inteiros positivos consecutivos sao primos entre si, para se concluir a infinitude dos niimeros

primos.

Lema 2.2. Para todo n > 2 inteiro positivo, (n,n — 1) = 1. FEm particular se n =

PiD2, - - - Dk > 2, entdo deve existir p # p1, para todo i = 1,... k, tal que p | (n —1).

Demonstragao: Suponhamos que (n,n — 1) =d # 1. Comon = (n—1)-1+ 1, pela
Proposi¢ao [L.11} (n,n — 1) = (n —1,1) Logo, d = 1. Absurdo! Em Particular, para n =
piP2 - .- Pk > 2, temos que, como (n,n—1)=1,sep; |n=p;{(n—1),i=1,... k Entao
temos duas opgoes para n — 1: Ou n — 1 é primo, ou ele é composto. Como garante o

Teorema existe um p primo diferente de todo p;, Vi =1,... ktalquep | (n—1). O
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Demonstracdo do Teorema [2.1] Sejam py, pa, ..., pr todos os primos e n = py-pa-...-pp >
2. Como (n,n—1) =1 e existe p # p; tal que p | (n — 1), entdo pelo Lema [2.2] p ¢ um primo
diferente de todos os p;. Absurdo!

2.2 A demonstracao de Thue

Aqui, temos uma variagdo da demonstragao de Thue (1897), um pouco mais ricas em

detalhes, onde vemos a utilizacao de conceitos de logaritmos, e funcoes.
Lema 2.3. Fizado n € N, existe k suficientemente grande tal que 28 > (k + 1),

Demonstracao: Sejam as fungoes f(z) = 2% e g(z) = (z + 1)". Vamos mostrar que

lim M = +400.
2=+ g(z)

Usando as Regras de l’Hf)pita]F_-]7 temos:

o fl=) 2°
hm —_— = 1 m -——-

z-ln 2

_ lm n2-e
et () (D

~ (lTL Q)nfl . em-ln2

T astee () (24 1)

o (ln 2)n . em-an

= T
(In2)"

— - lim e = 400.
(n)! 2>+

1As Regras de 'Hopital sdo ferramentas do calculo que auxiliam no calculo de limites de funcdes, onde
aparecem indeterminagdes mateméticas do tipo 2 ou %. Elas dizem que se lim f(z) = o0 e lim g(z) = 400,
T—p T—p

entao:

f(z)

A
lim =~ = lim f (ac)
e=p g(z)  2op g'(z)
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Assim, para todo A > 0, existe B > 0 tal que

21‘
r>B=——— > A.
(x+ 1)

Em particular, tome A = 1, logo 2% > (x 4+ 1)™. O

Demonstracdo do Teorema [2.1} Suponha que exista um total de n primos p; = 2, ps, . .., pn.
Tome k suficientemente grande tal que 2¥ > (k+1)". Considere a fungao f : {1,2,...,2*} —
{0,1,...,k}" definida por f(z) := (e1,ea,...,€,), onde z = p{* - p§* - ... - pir. Pelo Te-
orema Fundamental da Aritmética (TFA), todo ntimero natural pode ser escrito na forma
piteps?-. .. -pir. Logo a funcado esta bem definida. Resta-nos saber se f(z) € {0,...k}" para
todo x do dominio.

Como z < 2%, temos que

k =log2" > logx = log (p* - p3* - ... - ")
=ep-logpr +ex-logps +... + e, -logp,
>€1+62+...+€n

> max{e,e,...,€,}

onde o logaritmo acima ¢ tomado na base 2. Logo 0 < e; < k, com 2 = 1,2,..., k.Portanto
f(z) € {0,...k}". Pelo TFA e assumindo a existéncia de apenas n primos, fica clara a
injetividade da funcao, uma vez que se dois nimeros possuem 0s mesmos expoentes em sua
fatoracao, eles sao iguais. Porém, encontramos uma func¢ao injetiva de um conjunto com

cardinalidade 2* em um outro conjunto com cardinalidade (k + 1)". Portanto,
28 < (k+1)™

Absurdo! O]

2.3 A demonstracao de Goldbach

Goldbach, em uma carta a Euler, datada de 20/31 de julho de 1730, fez uma demonstragao

da infinidade de ntimeros primos, encontrando uma sequéncia de nimeros tais que dois a dois
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sao primos entre si. A fim desse objetivo, ele fez uso dos nimeros de Fermat, para mostrar que,
como eles sao dois a dois primos entre si, entao satisfazem a condicao procurada, comprovando

o resultado.
Definicao 2.4. Um nimero da forma F, = 22" + 1 é chamado de nimero de Fermat.
Lema 2.5. FO'FI'---'anl :Fn—2

Demonstracao: Para isso utilizaremos inducao finita na primeira forma Para n = 1, temos:
Fp=2"41=3=44+41-2=22411-2=F —2.
Suponha que Fy - Fy -...- F,_1 = F, — 2. Entao,

Fy-Fy-...-F,_,-F,=(F,—2)-F,
=2 +1-2)- (2" +1)
=2 -1)- (22" +1)
=2% .92 1
— 92"+2" _ ¢
=27 1

2n+1

=2 112

= L'n1 - 2.

m
Lema 2.6. Quaisquer dois niumeros de Fermat distintos, F),, e F,,, sao relativamente primos.

Demonstracao: Com efeito, tome m > n. Assim,
Fo—Fy-F-...-F, 1=2.

Portanto se d divide F,, e F},, entao d divide 2. Mas F, é impar e portanto d = 1 =
(F,, F) =1 m

Demonstracao do Teorema A sequéncia dos numeros Fy, Fy, ..., F,, ... é infinita,

e pelo Lema [2.6] é composta apenas de niimeros naturais relativamente primos. Entao, pelo
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TFA, para cada F; existem primos p;, tais que se p; ¢ um fator primo de Fi, py é um fator
primo de F5,...,p, é um fator primo de F,,, ..., entdao p1,pa,...,Pn,... sa0 todos distintos.

Portanto existem infinitos primos. O

2.4 A demonstracao de Lagrange

A proxima demonstragao utiliza argumentos algébricos, como o Teorema de Lagrange.

Demonstracao: Suponha que o conjunto dos niimeros primos seja finito, com p sendo o
maior primo. Consideremos o Primo de Mersenneﬂ 2P — 1 e mostremos que qualquer fator
primo ¢ de 2P — 1 é maior que p. Para tanto, tome ¢ um divisor primo de 2P — 1 = 2P =
1(mod q). Como p é primo, entdo isso significa que o elemento 2 tem ordem p no grupo

multiplicativo Z, — {0} Como Z, — {0} possui ¢ — 1 elementos, pelo Corolério m,

pll@g—1)=p<aq

2.5 A demonstracao de Erdos

Aqui, veremos um resultado forte sobre os nimeros primos. A divergéncia da série dos
reciprocos primos foi provado inicialmente por Euler. Porém, a demonstracao aqui apresen-
tada se deve a Erdos. Como veremos a seguir, esse fato implica a infinitude dos ntimeros

primos.

Lema 2.7. Para todo n € N, existem a,, e b,, também naturais, com a, livre de quadrados,

tais que n = ay, - (by)?.

Demonstracao: Observe que, pelo Teorema para todo n € N,

a1 a9 a
n=p P2 pnn

20s primos de Mersenne sido ntimeros inteiros da forma 2P — 1, onde p é um primo.
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Como cada «; € N, entdao ou q; é par ou é impar. Seja S ={i € S : a; é impar } e

a;, sei € S

a — 1, sei ¢ S

i =

Assim, escrevemos

n= Hpj : szl

jes ieN

Note que cada f; é par, e 3; = 2 - 7;, assim,

2

jes ieN
Portanto, tomando a, = Hpj e b, = Hp;»“, temos que todo n € N pode ser escrito da
jes ieN

forma n = a, - (b,)?, onde a,,b, € N e a, ¢é livre de quadrados. O

Lema 2.8. A série dos inversos multiplicativos dos nimeros primos diverge, ou seja

p primo D
diverge.
Demonstragao: Seja pi,ps,... a sequéncia dos nimeros primos, e suponha que a série
1
acima convirja. Logo, existe k£ € N tal que E — < 5

i>k 1
Definiremos dois conjuntos de niimeros naturais da seguinte forma: chamaremos de pri-

mos pequenos aos primos com indice menores que k, e de primos grandes a todos os
outros. Para um N € N, tome Ny, como sendo a quantidade de naturais n < N que sao mul-
tiplos de algum miltiplo grande, e IV, a quantidade de naturais n < N que possuem apenas
primos pequenos em sua fatoracao. Dessa forma, ¢ natural esperarmos que N = N, + Ny,
porém chegaremos a uma conclusao diferente, o que terminard a demonstracao. Para isso,
vamos estimar as quantidades IV, e N,.

Para Ny, observe que, pela Proposicao a quantidade de multiplos de um p; menores

ou iguais a N é exatamente {gJ Assim, como os primos grandes sao aqueles em que i > k,

entao:
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N, = PJ gzﬂzn-zl<N-%:%.
i>k

Para estimarmos NN,, temos que, como n < N entao, n pode ser escrito na forma
n = a, - (bn)Q, com a, e b, definidos no Lema . Assim, estimaremos as quantidades
de a, e b,. Como a, ¢ livre de quadrados e possui apenas primos pequenos em sua fato-
racao, a quantidade de nimeros dessa forma é a quantidade de subconjuntos do conjunto
{p1,p2, ..., pr}, que é 28, Note ainda que (b,)> <n < N = b, < /n < +/N. Com isso

vemos que temos no maximo /n escolhas para b,. Logo,
k
N, < 2% /n.
Assim, com os valores estimados para N, e N,, temos:

N:N9+Np<g+2k~\/ﬁ<:>g<2’“-\/ﬁ
@»i<2’“
VN
— VN < 2Ft!

— N < 2%k+2

Tomando N = 2%+2 temos um absurdo! Portanto a série diverge. O

Demonstracdo do Teorema [2.1} Se existisse uma quantidade finita de nimeros primos,
entao a soma acima claramente convergiria. Porém, como a série diverge, entao existem

infinitos primos. O

2.6 A demonstracao de Euler

Nessa demonstracao, Euler usa conceitos da mais alta importancia, e que sao estudados
na Teoria Analitica dos Numeros, como a funcao W(x)ﬂ de contagem de nimeros primos.

Essa fungao foi produto de pesquisas de matematicos como Gauss(1792), Legendre(1808),

3Uma das grandes descobertas do final do século XIX, mais precisamente em 1896, a qual citamos aqui
sem apresentar sua mais profunda demonstragao, é o chamado Teorema dos Numeros Primos e que leva os
nomes dos matematicos Cauchy /Hadamard/de la Valée Poussin. Ele descreve o comportamento assintotico
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Riemman(1859). Eles estudaram o comportamento dessa fun¢ao, comparando-a a fungoes ja

conhecidas.

Lema 2.9. Seja m,p; € N com p; primo. Entao

> T(3 )
i — |
m=1 " 21 \so P

Demonstracao: Para a demonstracao desse fato é s6 vermos que, pelo Teorema Funda-

mental da Aritmética, todo nimero pode ser escrito de maneira tnica como produto de

poténcias de fatores primos. A expansao do produto do segundo membro da igualdade é

11 (550 - () (Z3) - (55)

i=1 \ k>0 k>0 k>0
1 1 1 1 1 1
= 1—|——+—2+...—|——n—|—... . 1—0———|——2+...+—n+...
P1 DI Y4 P2 D3 %)
1 1 1
1+—+—2+...+—n+...
p?’ pr pr
1 1 1 1 1 1
=(14+—+—+.. . +—+. .. |+...+ —n+—n+...+—+...
b1 P2 Dr b V) Dy
1 1 1
ot ot et
P1p2 PrPria Py P2 - D7

Note que os denominadores dos elemento da expansao do segundo membro da igualdade
acima sao todos os nimeros naturais, pois o produto varia em todos os nimeros primos.

Logo, para todo m € N, % estd na expansao do produto do segundo membro. O

Demonstracdo do Teorema [2.1} Seja 7(z) = #{p < z : pé primo positivo} a fun¢ao de

contagem dos niimeros primos e tome o logaritmo natural log z, definido como

1
log:z::/ —dt
1t

da funcdo 7(x). Mais precisamente,
()

lim

Tr—>00

=1

Inx

Isto quer dizer que, se x é grande, a quantidade dos niimeros primos menores do que ou iguais a x é dada,

com aproximagao cada vez melhor, por .
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1 2 n

Figura 2.1: Grafico da funcio f(z) = 1.

Agora, vamos comparar a area sob o grafico de f(z) = %, com a soma das areas dos

retangulos da figura [2.1]
1 1 "1 "1
1+=-4+...+-—2 —dt = —>1 .
+5+ +n//1t nzln/ogn
Assim, paran < x < n + 1, temos:

loge <1+

1 1
++E<ZE

com m € N tendo apenas divisores primos p < z. Pelo Teorema [I.16] todo m pode ser escrito
como
m = H pkp.
pszT
Assim, pelo Lemma [2.9

RN

P
p primo

)

k>0

Observe que as somas de dentro do produto sao séries geométricas de razao p~!. Entdo, elas

convergem para 1_% Assim,
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Claramente p, > k+ 1, ¢

1 1 k+1
Pk _ 14 <14 =tTD
pr—1 pr—1 k k
Dai,
()
k+1 3 4 m(x) 7w(z)+1
gz < JTE=—2.2.2. L : _ |
08T S kr:[l P 3 A =1 n@) @t
Porém, log x ¢ ilimitada, e portanto, 7(z) também é, o que conclui a demonstragao. ]

2.7 A demonstracao de Pinasco

Pinasco, em 2009, publicou uma prova para a infinitude dos niimeros usando o Principio

da Inclusdo e Exclusad] classico resultado do campo da contagem.

Lema 2.10. Para x,t > 0, temos

Demonstragao: Pela definicao de EJ, temos

VJ x<LxJ+1 1 VJ<1 :1:<1 LxJ‘Fl
tl =t T Lt v Ltl T2t T2 Ltd 2
1 1 1 =z 1 =z
t x x Lt r t
. .11 1 i 1 = 1 s
Assim, como lim — — — = —-e lim —-— = —, pelo Teorema do Confrontg’ chegamos ao
resultado desejado. O
Lema 2.11.
N
1 1 1
Z——Z P e —1-TI (-5 ).
o P I PP Z<j<kpi'pj'pk p1-p2-..." PN paie) Di
40 Princ1pio da Incluséo e Exclusdo nos diz que, se A1, A, ..., A, sdo conjuntos, e | A; | é a cardinalidade
de A;, entdo: |UA |fZ|A =D T TANA; [+ ) [AnA;NAL | —. . +(-D)NT | Ain4pn. . .NAy |
=1 1<j 1<j<k

°0 Teorema do Confronto, aqui nao demonstrado, é enunciado da seguinte forma "Sejam f,ge h: R — R
trés funcdes e suponha que exista r > 0 tal que f(z) < g(z) < h(z) para 0 <| z — p |< r. Nestas condigoes,
se lim f(z) = L = lim h(z), entdao lim g(x)”

T—p T—p T—p
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Demonstragao: Vamos expandir ambos os membros da igualdade e comparar os resulta-

dos.
N
1 1 1 1
D B D M
- Pi o PPy 2, PiPiPk pip2...PN
1 1 1 1 1 1
=\l-++..+—)]-"|—+—4+...+
b1 D2 PN bip2  Pip3 PN—-1PN
1 1 1 N4l 1
+ + o)+ (D) —
P1p2p3s  P1P3p4 PN—-2PN-1PN Pip2 ... PN
e
N
1 1 1 1
0202 (-2 (02)
i1 Pi P1 P2 PN
1 1 1 1 1 1
=-1-(1-——-—— e — +— + — 4+ ...+ —
P11 P2 PN D1P2  PiP3 PN-1PN
1 1 1 1
S VAT g
P1P2p3  P1P3P4 PN—2PN-1PN pip2...PN
1 1 1 1 1 1
=l-+4+.. 44— -|—+—4+... +
p1 P2 PN pip2 P1P3 PN-1DPN
1 1 1 N1 1
+ + +..F— )+ + (-] e —
P1P2pP3s  P1pP3p4 PN—2PN-1PN pip2...PN
Como as expansoes sao iguais, a igualdade se verifica.
O

Demonstragdo do Teorema [2.1] Suponha a existéncia de apenas uma quantidade finita
de nimeros primos, 2 <p; < ...<py. Parax >1,ei=1,..., N, defina o conjunto A; dos
inteiros em [1, z] que sdo multiplos de p;. E seja A o conjunto dos inteiros em [1, z] que sao
multiplos de algum primo. Devemos ter A = Uf\il A;.

Pelo Principio da Inclusao e Exclusao, temos:

N
2] = 14> A | =D TANA; |+ > TANANA | —. . A+(=DN [ ANdon.. NAy | .
=1

i<j i<j<k
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Pela Proposicao [1.22 o niimero de elementos de cada A; é L%J Assim,

R e B

i< Pi - Dy i<j<k Pi-DPj - Dk P11 P2 ... DN

Pelo Lema , multiplicando ambos os membros da igualdade acima por %, e tomando o

limite quando x tende a infinito, temos:

N
T D R e

= Dipi 52 Di DDy pLop2-- PN

Pelo Lema podemos escrever a soma acima de forma compactada, pelo produto abaixo:

1:1—ﬂ(1—l>.

i=1 pi

Como o produto é estritamente positivo, temos que 1 > 1, o que é um absurdo. Portanto,

existem infinitos primos. O

2.8 A demonstragao de Furtenberg

Utilizando o conceito de Topologia, visto na Segao[1.3], vamos a demonstragao da infinitude
dos nimeros primos, proposta por Furstenberg.
Definiremos inicialmente uma topologia no conjunto dos nimeros inteiro, da seguinte

forma. Para todo a,b € Z com b > 0, seja
Nop={a+bn:necZ}.

Seja T uma familia de subconjuntos de Z tal que X € T (ou seja, X é aberto) se X ¢é vazio
ou se para todo z € X, existe b > 0 tal que N,;, C X.

Lema 2.12. T definido da forma acima é uma topologia.

Demonstracao: i) 0 e Z claramente estao em T;
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i1) Sejam {X,};ep uma familia qualquer de elementos de 7. Assim, se

jeA

entao x € X;, para algum ¢ € A. Dai, existe b > 0 tal que N,;, C X;, o que implica que

N.s € | X5

JEA
Portanto a unidao de abertos é ainda aberto.

i1) Sejam X, com j =1,...,n conjuntos abertos. Se

n
j=1

entao x € X para todo j =1,...,n. Assim, existem b; > 0 com j = 1,...,n, tais que

Ngp, € Xj. Se tomarmos b= by - by - ... - by, entao

N, C ﬁ X;.

Jj=1

O que mostra que a intersecao de n abertos é um aberto.

Portanto Z é um espago topologico, com a topologia T . O
Lema 2.13. i) Todo conjunto aberto ndo vazio de 7, € infinito.
it) Os conjuntos Ny sao conjuntos fechados.

Demonstracgao: i) Isso é claro, pois os conjuntos abertos nao vazios de Z sao os que

contem N, ;, e cada um deles é infinito por definicao;
i1) Como

b—1
Na,b =7Z— U Na—i,b
=1

Assim, como cada N,_;; é aberto, segue que N, é fechado.
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Demonstracdo do Teorema [2.1] Suponha que existem apenas n niimeros primos. Assim,
pelo Teorema todo numero inteiro diferente de 1 e —1 pode ser escrito como produto
de primos. Assim, Ny, é o conjunto de todos os miltiplos de um primo p;, com ¢ =1,...n.

Assim,
Z—{-1,1} = No,,
=1

Dessa forma, pelo Lema [2.13| a uniao acima é uma uniao finita de conjuntos fechados, e pelo
Teorema ¢ também um conjunto fechado. Logo {—1,1} é um conjunto aberto. Absurdo!

Portanto, existem infinitos niimeros primos. O

2.9 Outras Demonstracoes

H4 ainda outras demonstracoes para esse mesmo resultado, porém utilizando ferramentas
mais avancadas. Uma delas, utiliza um fato aparentemente simples, cuja demonstracao nao

é, que ¢ o Postulado de Bertrand, enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.14 (Postulado de Bertrand). Para todo n € N, eziste algum p primo tal que

n<p<?2n.

A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [8] e em [5]. Mas assumindo sua
veracidade, construimos uma sequéncia n < p; < 2n < ps < 4n < p3 < 8n < ... que implica
na infinidade dos ntimeros primos p;, i € N.

Outro dado interessante é que existem infinitos ntiimeros primos da forma 4n + 1, por

exemplo, como pode ser visto em [§]. Na verdade, e de forma mais geral, Dirichlet diz que:

Teorema 2.15 (Teorema de Dirichlet). Sejam a e b, nimeros naturais primos entre si, entdao

existem infinitos primos da forma an + b, onde n € N.

A demonstracao desse teorema, que nao é simples e nem elementar, porém pode ser
encontrada em [4].

Em 2008, Green e Tao demonstraram que:

Teorema 2.16. Para todo k > 3, existe pelo menos uma progressao aritmética de k inteiros
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Positivos que $a0 NUMEros prz’mos.ﬁ

Tomando esse resultado como verdade, suponha que existem apenas n primos. Se tomas-
semos k = n + 1, entao existiria, pelo Teorema de Green e Tao, pelo menos uma progressao
aritmética, com n + 1 termos primos, o que seria impossivel.

Grandes resultados da teoria dos niimeros, envolvendo os niimeros primos, ainda estao

em aberto. Podemos enunciar as seguintes conjecturas:
e Todo ntimero par maior ou igual a 4 ¢ a soma de dois ntimeros primos?[]

Existem infinitos primos gémeog’| ?

Existem uma infinidade de ntimeros primos de Mersenne?

Existem uma infinidade de nimeros primos do tipo p# + 1, onde p#ﬂ denota o produto

de todos os primos menores ou iguais a p?

Existem uma infinidade de nimeros da forma N2 + 1?

Existem infinitos ntimeros da forma C, = n x 2" + 1O

entre outras afirmacoes, que tem motivado estudiosos do mundo todo na busca por respostas

pra todas elas. Caso haja maior interesse, o leitor interessado pode consultar [9] e [4].

6A demonstragio desse fato rendeu a TAO uma Medalha Fields no Congresso Internacional de Matematica
de 2006.

"Essa é a famosa Conjectura de Goldbach.

8Dizemos que dois primos sdo gémeos se um se distancia do outro por 2 unidades.

9Chamamos tal notacio de "primorial de p".

190s ntimeros da forma C,, = n x 2" + 1 sdo chamados niémeros de Cullen



Consideracoes Finais

Aqui neste trabalho, mostramos de diversas formas que existem infinitos primos, porém, nao
é de conhecimento do ser humano a listagem deles, ou a forma que eles se comportam. Nao
ha uma féormula que me mostre, por exemplo, o 100000° ntimero primo. Para se ter ideia
de como é cadtica essa listagem, existem saltos arbitrariamente grandes na sequéncia dos
nimeros primos.

Ao tomarmos conhecimento das demonstragoes da infinitude dos primos aqui apresenta-
das, vemos que a ligacao da Teoria dos Niimeros com outras areas é muito grande. A forma
como consegue-se demonstrar o teorema sem que se use ferramentas apenas na Teoria do
Nimeros é uma prova desse fato.

A presente monografia traz uma poderosa ferramenta para professores e estudantes se
inteirarem de uma quantidade razoavel de demonstracoes. Além disso, esse trabalho também
se torna ferramenta impulsionadora do interesse de novos estudiosos no campo da Teoria dos
Numeros, por se tratar de demonstracoes pouco conhecidas, mas de pouca complexidade, em
que se faz uso, em sua maioria, de resultados conhecidos por graduandos em sua fase final
de um curso de matematica.

Além disso, da mesma forma que foi feito com a infinitude dos ntimeros primos, também
poderiamos ter feito outras demonstracoes de outros resultados, como por exemplo o tao

importante Algoritmo de Euclides, ou o Teorema Fundamental da Aritmética.
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