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Resumo

Neste trabalho, de inicio, apresentamos a teoria sobre Acdo de um Grupo num Con-
junto, no qual foram fundamentados conceitos, tais como Orbita, Estabilizador, Acdo por
Conjugacdo, Classes de Conjugacdo de um Grupo, p-grupo, além de outros resultados, dando
assim suporte tedrico necessario a abordagem ao nosso foco, Teoremas de Sylow. Neste capi-
tulo, foi necessdrio resultados como o Teorema da Correspondéncia e o Teorema de Cauchy
para podermos enunciar os Teoremas de Sylow com suas respectivas demonstra¢des e, em
seguida, exibirmos algumas aplicacdes.

Palavras-Chave: Grupos, A¢do em um grupo e Teoremas de Sylow.



Abstract

In this work, initially, we present the theory of action of a Set in a group, which
were based concepts, such as Orbit, stabilizer, action by conjugation, conjugation classes
a Group, p-group, and other results, thereby supporting the necessary theoretical approach
to our focus, Sylow Theorems. In this chapter, it was necessary as the results of Theorem
Correspondence and Cauchy’s theorem in order to outline the Sylow theorems with their
respective statements and then exibirmos some applications.

Key words: Groups, Action in a group and Sylow theorems.
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1 Introducao

Sabemos que a ordem de qualquer subgrupo de um grupo finito divide a ordem do
grupo. Este resultado é conhecido como o Teorema de Lagrange. Apesar da reciproca
do Teorema de Lagrange ndo ser verdadeira, os Teoremas de Sylow nos fornecem uma
"quase'"reciproca para este ultimo resultado. Além dessa quase reciproca, os Teoremas de
Sylow nos dao outras informag¢des importantes, como por exemplo sobre 0 nimero de sub-
grupos de uma determinada ordem e outras relagdes existentes entre eles.

Segundo Fraleigh (2002), os teoremas de Sylow sdo devido a0 matematico noruegués
Peter Ludvig Mejdell Sylow, que os publicou em um breve papel em 1872. Sylow declarou
os teoremas em termos de grupos de permutacio (porém a definicdo abstrata de um grupo
ainda nio havia sido dado). Georg Frobenius reprovou os teoremas para grupos abstratos
em 1887, embora ele tenha observado que, de fato, cada grupo pode ser considerado como
um grupo de permutag¢do. Sylow aplicava imediatamente os teoremas para o problema da
resolucdo de equacdes algébricas e mostrou que qualquer equacdo cujo Galois grupo tem
ordem uma poténcia de um primo p € solivel por radicais.

Ainda, de acordo o autor acima, Sylow passou a maior parte de sua vida profissional
como professor de ensino médio em Halden, na Noruega, e s6 foi nomeado para um cargo na
Universidade de Cristiana em 1898. Ele dedicou oito anos de sua vida ao projeto de edi¢do
das obras matematicas de seu compatriota Niels Henrik Abel.

Dessa forma, neste trabalho, fazemos uma apresentacdo dos Teoremas de Sylow e
algumas de suas aplica¢des, 0 qual estd organizado em trés capitulos obedecendo a seguinte
divisdo: No primeiro capitulo alguns conceitos bdsicos, seguido de algumas definicdes e
resultados necessdrios para a apresentacdo dos Teoremas de Sylow; no segundo capitulo
estdo apresentados os Teoremas de Sylow com suas respectivas demonstragdes; no terceiro

capitulo apresentamos algumas importantes aplica¢des dos Teoremas de Sylow.



2 Conceitos Basicos

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos necessdrios para a compreensao

dos proximos capitulos.

2.1 Grupos

Definicdo 2.1 Seja G um conjunto ndo vazio e x uma operagdo em G. Dizemos que (G, ) é
um grupo se valem:

i) (axb)xc=ax(bxc),Ya,b,c € G

ii) Existe e € G tal que axe = exa=a, Yace G

iii) Para cada a € G, existe d' € G tal que axd' =d' xa=e

Se, além disso, a operacdo * for comutativa, ou seja, axb =bx*a Va,b € G, dizemos

que (G, *) é um grupo comutativo ( ou abeliano).

Observacdo 2.1 1) Por simplicidade, usaremos apenas G ao invés de (G,*). para denotar
um grupo, ficando subentendido a operacdo. Também, usaremos ab, ao invés de a b para
denotar a operado com b.

2) O grupo G possui um tinico elemento neutro.

3) Para cada a € G, existe um tinico d’ € G tal que axd' = d' xa = e. O elemento inverso de
a € G é denotado por a™ .
4) Operagoes em um grupo.

29 9

Multiplicativa: Nesta notacdo a operacdo” " é denotada por™.”, o elemento neutro
¢ ¢ denotado por1” e o elemento inverso de a € G por a™\.

Aditiva: Nesta notacdo a operagcdo ” x” é denotada por” +7, o elemento neutro é
denotado por ”0” e o elemento inverso a € G é denotado por —a’.

Usaremos a notacdo multiplicativa. Todavia, tudo pode ser adaptada para a nota¢do

aditiva.

Exemplo 2.1 Sdo exemplos de grupos aditivos abelianos 7, Q, C, R e C, com a adi¢do

usual.
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Exemplo 2.2 Sdo exemplos de grupos multiplicativos abelianos Q*, C*, R* e C*, com a

multiplicacdo usual.

2.2 Subgrupos

Definicao 2.2 Seja G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos que H é um
subgrupo de G, denotado por H < G, se valem:

i)xye H,Vx,yeH,

ii)x ' eH VxeH

Observacao 2.2 Se G é um grupo e H < G. Entdo valem:
1) e € H, onde e ¢ o elemento neutro de G.

2) O subgrupo H com operagdo de G, é por si sO um grupo.

Exemplo 2.3 a) Dado um grupo G temos que {e} e G sdo subgrupos de G. Esses subgrupos
sdo chamados subgrupos triviais de G.

b) Seja G um grupo. Definimos o centro de G denotado por Z(G), com sendo
Z(G) ={x € G| xa =ax,Ya € G}.

Temos que Z(G) é subgrupo de G.
c) Seja G um grupo, H um subgrupo de G e a € G. Definimos o conjugado de H por a,
denotado por H®, como sendo H* = {a~"ha | h € H}. Temos que H* é subgrupo de G.
d) Seja G um grupo, H um subgrupo de G. Definimos o normalizador de H em G, denotado
por Ng(H), como sendo Ng(H) ={a € G | H* = H}. Temos que Ng(H) é subgrupo de G.
e) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a € G. Definimos:
i) O centralizador de a em G, denotado por Cg(a), com Cg(a) = {x € G | xa = ax}.
ii) O centralizador de H em G, denotado por Cg(H), com

Co(H)={xe€G|xh=hx,Yhe H}.

Ademais, temos Cg(a) e Cg(H) sdo subgrupos de G.

2.3 Grupos Ciclicos

Sejam G e a € G. Denotemos por < a>, o subconjunto de G dado por
<a>={d"|neZ}.

Proposicao 2.1 Se G é um grupo e a € G. Entdo < a > é um subgrupo de G.
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Demonstracdo: Sejam x,y €< a >, entdo x =a’ e y = a’, onde r e s sdo inteiros. Dali,
xy=a.a’=d" €<a> Emais,sex€<a>,entiox=a =x'=(d) '=a"e<a>.

Logo, < a > é subgrupo de G. ]
Observacao 2.3 O grupo < a > de G é chamado de subgrupo de G gerado por a € G.

Definicao 2.3 Seja G um grupo. Dizemos que G é ciclico se existir a € G tal que < a >=G.

Quando existir a € G tal que < a >= G o elemento a é chamado um gerador de G.

Exemplo 2.4 1) O grupo (Z,+) é ciclico, pois
<l>={nl|neZ}={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Z.

2) O grupo (Q,+) ndo é ciclico.

Proposicao 2.2 Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragdo: Seja G um grupo ciclico, entdo existe a € Gtalque <a>={d" |n€Z} =
G. Sendo x,y € G, temos que x =a" e y=a’, ,s € Z. Daix.y=da".a* =a' " =a*"" =

a’.a” =y.x. Logo G ¢ abeliano. ]

Observacao 2.4 Todo subgrupo H de um grupo ciclico G, é também ciclico.

2.4 Ordem de um elemento em um grupo

Definicao 2.4 Seja G um grupo e g € G. Definimos a ordem de g, denotada por O(g) como
sendo o menor inteiro positivo n tal que g" = e e, neste caso, O(g) = n. Se ndo existe n

nestas condigoes, dizemos que a ordem de g € infinita e neste caso escrevemos O(g) = oo.

Observaciio 2.5 1) O elemento e € G tem ordem 1,0u seja, O(e) = 1. De fato, ' = e.

2) Se G ¢ finito, entdo todo elemento de G tem ordem finita.
Proposicao 2.3 Seja G um grupo e a € G com ordem O(a) = h. Entdo a" = e < h|m.

Demonstragdo: Usaremos o algoritmo da divisdo, m = hq+r (0 < r < h) Com efeito,
e=a"=d""" =ag¥.a = (d").a" = (e)l.a" =el.d =ea" =a = a" = e. Logo, r = 0.
Do contrdrio terfamos uma contradi¢do com a minimalidade de 4. Logo, m = hq = h|m.
Reciprocamente, suponha que /|m, entdo m = hq, com g € Z. Daf, a" = a"1 = (d")1 = ¢? =e.
]
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2.5 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 2.5 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g € G. Definimos:
i) A classe lateral a esquerda de H contendo g, como sendo o conjunto gH = {gh | h € H}.

ii) A classe lateral a direita de H contendo g, como sendo o conjunto Hg = {hg | h € H}.

Exemplo 2.5 Considere o grupo aditivo Z e seja o subgrupo H = {0,3}. Entdo as classes
laterais a esquerda sdo 0+ H, 1 +H e 2+ H.

Observacgao 2.6 1) Claramente g € Hg e g € gH. Pois, g —eg € Hg e g = ge € gH. Dessa
Jorma, Hg # 0 e gH # 0.
2)As aplicagoes

¢ : H —Hg ¢ : H —gH
e
h  +—  o1(h)=hg h  +—  o1(h)=gh

sdo claramente bijetivas. Logo, H,Hg e gH tem mesma cardinalidade (ou quantidade de
elementos). Ou seja, |Hg| = |H| = |gH|.

3) Sendo H < G e a,b € G, entdo:

i)ouHa=Hb, ou HaNHb = 0.

it) ouaH = bH, ouaHNbH =0

4) A unido das classes laterais a esquerda ou a direita distintas forma o grupo todo.

5) E indiferente usar na prdtica classe lateral a esquerda ou a direita.
6) A quantidade de classes laterais a direita ou a esquerda distintas de H em G é chamada
indice de H em G e denotada por |G : H|.

2.6 Teorema de Lagrange

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo
a ordem de H divide a ordem de G.

Demonstracd@o: Sejam a\H,a;H,...,a,H as n classes laterais distintas de H em G, onde
aiH NbjH = 0. Entdo o indice de H em G é |G : H| = n. Desde que a unido ¢é dis-
junta segue que aH UayH U ...Ua,H = G. Dai, |atHUayH U ...Ua,H| = |G|. Donde
la1H| + |axH| + ... + ]anHl: |G|. Desde que |a1H| = |H|,|axH| = |H|,...,|a,H| = |H|. Ob-

n—parcelas

temos que |H|+|H|+ ...+ |H| = |G| = n.|H| = |G| , ou seja, ordem de H divide ordem de

n—parcelas

G. ]
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2.7 Subgrupo Normal

Definicao 2.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo
normal em G, denotado H < G, se aH = Ha,Va € G.

Observacdo 2.7 1) Sejam G um grupo e H < G, temos que H < G se, e somente se, Ng(H) =
G.
2) Se H* C H, para todo a € G, entdo H < G.

Exemplo 2.6 1 Se G é um grupo abeliano e H é um subgrupo de G, entdo H é normal.
2) Se G é um grupo, entdo {e} 4G e G 4G.

3)Se G é um grupo e H < G, entdo Cg(H) <Ng(H) e HINg(H).

4) Se G é um grupo, entdo Z(G) < G.

Definicao 2.7 Dizemos que um grupo G é simples se os vinicos subgrupos normais de G sdo
{e} eG.

Proposicao 2.4 Seja G um grupo e N e H sdo subgrupos de G entdo:
a) HN < G se, e somente se, HN = NH.

b) Se H C NGg(N) ou N C Ng(H), entdo NH < G.

c)Se H,N <G, entdo NH < G.

2.8 Grupos Quocientes

Sejam G um grupo e N < G. Tomemos G/N = {aN | a € G} é chamado de conjunto
quociente de G por N. Dados aN,bN em G/N defina (aN)(bN) = (ab)N. E possivel mostrar
que essa operacgdo é bem definida e que G/N munido dessa operagdo é um grupo, chamado
de grupo quociente de G por N. Observe que eN = N ¢é o elemento neutro de G/N. Dado
a € G, temos que (aN)~' = a~!N. Por inducio é possivel mostrar que (aN)" = a"N, para

todo a € G e n € Z. Ademais, denotamos aN — a.
Exemplo 2.7 Se G é um grupo, entdo G/G = {e} e G/{e} =G.

Proposicao 2.5 Sejam G um grupo e N 1 G. Entdo:
1- Se G abeliano, entdo G = G /N é abeliano.

2- Se G é ciclico, entdo G = G/N é ciclico.

Demonstragdo: 1) Sejax,y € G=G/N. Entdo, X -y =Xy =y X =y-X.
2)Se G=<x>={x"; m€ Z} entdo paratodoy =Ny € G =G /N temos que y € G =< x >
e assim y = x™ para algum m € Z e daf segue que y =x" =X" €< x >={X'/r € Z}

e assim G =< X > como queriamos demonstrar. ]



17

2.9 Homomorfismo de Grupos

Definicao 2.8 Sejam (Gy,x*) e (Ga,-) grupos. Definimos um homomorfismo de G| em G,
como sendo uma func¢do que satisfaz:

P(xxy) = 0(x) - 9(y)

para quaisquer x,y € Gy.

Quando ¢ : G; — G, for injetora, dizemos que ¢ é um homomorfismo injetor(ou
monomorfismo).

Quando ¢ : G; — G for sobrejetivo, dizemos que ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor
(ou epimorfismo).

Quando @ : G; — G, for um homomorfismo bijetor, dizemos que @ é um isomor-

fismo. Nesse caso dizemos que G e G sdo isomorfos e denotamos por G| ~ G,.

Exemplo 2.8 Sejam
¢o: G — G
x — o(x)=x

Note que dados a,b € G, temos @(a) =a e @(b) = b. Agora, (axb) =a.b = ¢(a).¢(b)

Definicao 2.9 Seja ¢ : G| — G2 um homomorfismo. Definimos:
i) O niicleo de @, denotado por Ker @, como sendo Ker @ = {x € G| | (x) = e2}
ii) A imagem de @, denotada por Im@, como sendo Im@ = {@(x)| x € G }.

Proposicao 2.6 Sejam @ : G\ — G2 um homomorfismo. Entdo:
a) Imo < G.

b) Kerg < Gj.

c) Se H < Gy, entdo ¢(H) < G».

d) @ é um homomorfismo injetor se e somente se, Ker@ = {e}.

Teorema 2.2 ( Primeiro Teorema dos Isomorfismos) Seja © : G| — G2 um homomorfismo e

seja N = Ker@. Entdo Kfrl(p = Im@

Demonstragd@o: Considere a aplicacdo y : % — Im@ dada por y(g) = ¢(g) onde g = gN.
Sendo @,b € G1/N, entio

y(a.b) = y(ab) =a.b = aN.bN = ab = @(ab) = ¢(a).¢(b) = ¥(a).w(b)

Logo, ¥ é homomorfismo de G /N em Im@®. Mostremos que € injetora. De fato suponha
a € Gy tal que a € Kery. Entido y(a) = e, = @(a). E dai,

¢(a)=er=acKerg=a€cN.
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Logo, a = . Portanto, Kery = {e7}. Portanto, y injetora. Pela constru¢do de Wy, conclui-

mos que ela € sobrejetora. LLogo, ¥ € um isomorfismo. ]

Teorema 2.3 Sejam Gy e Gy grupos e ©: Gy — G um homomorfismo injetivo. Entdo
Gl ma@.

Teorema 2.4 (Segundo Teorema dos Isomorfismos) Seja G um grupoe N,H < G com N 1 G.

~ HN _. H
Entdo N Zgan-

Demonstracdo: Dica da demonstragio: defina ¢ : H — % dada por @(h) = h. Mostre

que @ € homomorfismo sobrejetivo e que Ker @ = HNN. Conclua que HNN < H e que
HN . _H

N = HAN u

Teorema 2.5 (Terceiro Teorema dos Isomorfismos) Sejam G um grupo e N,H I G com
N C H Entdo

= e
S
T Q

Demonstracdo: Dica da demonstragdo: defina

¢: G/N — G/H
Ng +— ©(Ng)=Hg

Mostre que ¢ estd definida e é um homomorfismo sobrejetivo e Ker = H/N. [ ]

Teorema 2.6 (Teorema da Representagcdo) Sejam G um grupo finito H < G com indice de
H finito, digamos |G : H| = n. Entdo, existe N < G, com N C H, tal que % € um grupo finito
e || divide n!.

Demonstragdo: Considere o conjunto E = {xH | x € G}. Temos que E é um conjunto finito
com n elementos. Para cada g € G, considere a aplicagdo @, : E — E dada por @, (xH) = gxH.
Temos que @, ¢ uma bijegdo e assim ¢y € S = {f : E — E | f bijetora} . Defina entio
¢ : G — Sg dada por ¢(g) = @,. Note que ¢ é um homomorfismo de grupos, onde Ker¢ =N
e claro que N < G. Suponha agora g € N, temos que @, = Idg e daf ¢,(H) = H. Logo,
¢gH = H, ouseja, g € H. Dai, N C H. Além disso, % “Im@e |g| = |Im@|. Pelo Teorema de
Lagrange temos que| ]%| divide n!. [ |



3 Teoremas de Sylow

Neste capitulo apresentamos os teoremas de Sylow com suas respectivas

demonstracdes.

3.1 Acao de um grupo em um conjunto

Definicao 3.1 Sejam G um grupo e X um conjunto ndo vazio. Definimos uma a¢d@o de G em

X como sendo uma aplicacdo

p: GxX —X
(g:x) +— plgx)=gx
que satisfaz:
i) e-x = x para todo x € X.

ii) g1+ (82-x) = (81-82) -x para quaisquer 1,82 € Ge x € X.
Observacao 3.1 Sendo

p: GxX —X
(gx) +— g-x

uma agdo de G em X. Considere g € G e x1,x3 € X, temos x| = g-X» Se, e somente se,

-1
Xy =g -X|.

Exemplo 3.1 1) Se G é um grupo e X é um conjunto ndo vazio. Defina a aplicagdo

po: GxX —X
(g.x) +—— po(g.x)=x
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po € uma acgdo de G em X, chamada de agio trivial.

2) Considere um conjunto A ndo vazio e o grupo simétrico Sa. A aplicagdo

0: SyxA —A
(f.a) +— fra=f(a)

€ uma agdo de Sy em A.
Definicao 3.2 Sejam G um grupo, X um conjunto ndo vazio e

p: GxX —X
(gx) > plgx)=g=x

uma ac¢do de G em X. Dado x € X, definimos:

i) A orbita de x por p (ou p-orbita de x), denotado por Oy, como sendo
Or={g-x|geG}
ii) O estabilizador de x com respeito a p, denotada por
Ex={g€G|gx=x},

note que Oy é um subconjunto de X e Ex um subconjunto de G.

Observacao 3.2 Para x € X, temos que Oy C X. Temos também que E, é um subgrupo de
G.

Exemplo 3.2 1)Considere a agdo trivial

po: GxX —X
(8x) = gx=x

Dado x € X, temos que o estabilizador e a orbita de x com respeito a acdo trivial sdo dados,
respectivamente, porEx={g€ G| g-x=x}=Ge Or={g-x| g€ G} = {x}.

2) Considere G um grupo e S o conjunto de todos os subgrupos de G. A aplicagdo

p: GxSg — Sg
(g,H) +— p(g.H)=g-H=gHg !
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V'={ghg=! | h€ H}, é uma agédo de G em Sg, chamada de agdo por conjugag@o.

onde gHg™
Observe que dado H subgrupo de G, temos que a orbita e o estabilizador de H com rela¢do

a agdo por conjugagcdo sdo, respectivamente,
On={gHg '|g€G} ¢ En—={gcG|gHg ' =H}.

Ademais, note que Ey = Ng(H).

3) Considere um grupo G e a aplica¢do

0: GXG —G

(gx) +— gx=gxg !

Esta aplicagcdo é uma agdo de G em G, chamada de ag¢do por conjugacdo. Dado x € G,
temos Oy = {g-x| g € G} = {gxg~' | g € G}. Este conjunto é chamado de classe de conju-
gacdo de x em G e denotado por Clg(x). Ademais, observe que Ex = {g€ G | g-x =x} =
{¢eG|gxg™!
4- Sejam H um subgrupo de um grupo G, X um conjunto ndo vazioe p : G x X — X uma

=x} = {g € G| gx = xg}. Note também que Ex = Cg(x).

acdo de G em X. Definimos a restri¢do de p a H como sendo a agdo

o : HxX —X
(l’l,X) — pH(hax) - p(h,X)

Observe que, dadox € X, Ox ={h-x |h€ H} e Ex={h€H | h-x =x} = HNE,.

Proposicao 3.1 Sejam G um grupo finito e
p: GxX —X

uma agdo de G em X. Para todo x € X, tem-se Oy ¢ finita e |Ox|||G|.

Demonstragd@o: Fixemos x € X, arbitrario. Claramente O, = {g-x | g € G} ¢ finito. Consi-
dere Eg.r, = {gEx | g € G} o conjunto das todas as classes laterais a esquerda de Ey em G.
Defina a aplicacdo
p: EG:Ex — OX
gky  —  p(gEy) =g-x

Supondo g1,g2 € G tais que g1 E, = g2E,, entdo gz_lgl € E, e dai (gz_lgl) -x = x. Logo,
g [(g51g1) -X] = g2+ x, ou seja, g1 -x = g2 -x e assim p € bem definida. Além disso, p é
sobrejetiva. Suponha g1Ey, g2E, € Eg-g, tais que p(g1Ex) = p(g2Ex), entdo g -x =gz -x ¢
dai (gz_lgl) X = X, OU seja, gz_lgl € Ey, isto é, g1 E, = goEx. Temos entdo que p € injetora.
Sendo assim, p é bijetora. Logo, |Ox| = |Eg:g,| = |G : Ex|.
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Sejam G um grupo e

p: GxX —X
(gx) +— g-x

uma a¢do de G em X. Definimos em X a relagdo ~ da seguinte forma:

x| ~p X seexiste g€ G, talque x; =g x2

para xi,x € X.
E fécil ver que ~p € uma relagdo de equivaléncia. Além disso, dado x € X, a classe
de equivaléncia de x com relagdo a ~p € exatamente Oy.

Temos entdo:

[ J X — U)CEX Ox.
e Sexi,x € X e Oy # Oy,, entdo. Oy, NOy, = 0.
e Parax;,x; € X, valem: x| ~p x2 < X2 € Oy, & X1 € Oy, & Oy = Oy,.

Definicdo 3.3 Dizemos que uma agdo

p: GxX —X
(8x) +— gx

¢ transitiva se ela determina uma tinica orbita em X. Ou seja, se dados x1,xy € X, existe
g € Gral que g-x1 = x».
Sendo
p: GxX —X
(8x) — g-x

uma acio de um grupo G em um conjunto X e g € G. Definimos
Fix (g) ={xeX; g-x=x}.

Definimos também
Fix (G)={x€X; g-x=x VYgeG}.

Observacao 3.3 Observe que dados g € G e xo € X vale xy € Fix (g) se, e somente se,
g EEy,.

Além disso, observe que Fix(G) = N, Fix(g). Dado xp € X, valem:

xo € Fix(G) & E(x0) = G < Op(x9) = {x0}.
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Logo, Fix(G) é a unido das p-Orbitas unitdrias. Suponha agora X finito e O1,03,...,0, as

distintas p-6rbitas. Temos:
1X] = [O1] +[02| + ... + |On]

Suponha que Oy, ...,Oy sdo as p-Orbitas unitdrias temos que |Fix(G)| = r. Dai,
n
IX| = [O1]+ ... +[O¢| + |Ors 1]+ ... +[On] = [Fix(G)|+ Y O]
J=r+1
Exemplo 3.3 1) Considere a agdo trivial
po: GxX —X
(%) +— gx=x
Temos, Fix(g) = X,Vg € G e Fix(G) = X. Assim O(x) = {x} e E(x) = G,Vx € X.
2) Considere o conjunto R* e o grupo aditivo dos reais (R,+). Considere também a a¢do
¢: RxR>? —R?
(t,(x,)  +—  1-(xy)=(+xi+y)

Dado (x,y) € R?, temos
E(x,y) = {0}

O(x,y) ={r-(x,y);t e R} ={(t +x,1 +y);t € R}.

3) Seja G um grupo finito e considere a acdo por conjugagcdo

p: GXG —G

(gx) r— gx=gxg !

Dado x € G temos E; = Cg(x) e O = {gxg™! | g € G} = Clg(x). Além disso |Clg(x)| =
|G : Cg(x)| e assim |Clg(x)| divide |G|. Temos também

Fix(G)={x€G; g-x=xVgeG}={x€G; gxg~ =x;Vg € G}

={xeG; gx=xg;Vg e G} =Z(G)
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Observacao 3.4 Sendo Cly,...,Cl, as distintas classes de conjugacdo de G e Cly,...,Cl,

classes unitdrias, temos

n
Gl =12(G)[+ ) ICli
i=r+1

a qual é chamada de equagdo das classes de conjugacao do grupo G.

Definicao 3.4 Seja p € Z um niimero primo . Definimos um p-grupo finito como sendo um

grupo finito cuja ordem é uma poténcia de p.

Proposicao 3.2 Sejam G um grupo finito de ordem p", com p primo e n > 1 e X um conjunto

finito e

p: GxX —X
(8x) +— gx

uma ac¢do em X. Entdo |X| = |Fix(G)| (mod p).

Demonstracdo: Sendo Oy, ...,0,,0,41,...,0, as distintas p-6rbitas, com Oy, ..., O, unitdrias

e Oy41,...,0y, ndo unitérias, temos

n
X|=[Fix(G)|+ ) o],
J=r+1

ou seja
n

X|=|Fix(G)| = ). |O/]

J=r+1
como |Oy| > 1 e |Oy| divide p", para J=r+1,...,n. Temos que p divide |O;|. Dai
IX| = |Fix(G)| (mod p). [

Corolario 3.1 Se G é um grupo finito de ordem p" com p primo e n > 1, entdo |Z(G)| > 1.

Demonstracdo: Considere a a¢do por conjugacio:

p: GxXG —G

(gx) +— gx=gxg !

Note que Fix(G) = Z(G). Sendo assim, pelo resultado anterior temos |G| = |Z(G)| (mod p)
e daf p divide |Z(G)]. [

Corolario 3.2 Se G é um grupo de ordem p* com p primo. Entdo G é abeliano.

Demonstragdo: Pelo coroldrio anterior, temos |Z(G)| > 1, logo |Z(G)| = p ou |Z(G)|

Suponha por contradi¢io que seja p = |Z(G)|. Entéo | % |= %

é
Z(G)| = p*. n

I
S
[3%]

I

=

esl]

(oW

&?\

‘Q I

ciclico. Logo G € abeliano, daf
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Teorema 3.1 ( Teorema da correspondéncia) Sejam G e G' grupos e ¥ : G — G’ um homo-
morfismo sobrejetivo tal que N = Ker(Vy) . Entdo:

a)Se H <G, entdo H =y(H) ={y(h):h€ H} <G'. Mais ainda, se H 1 G, entdo H 1G'.
b) Se H' < G', entdo existe vinico H =y ' (H') = {g€ G ; y(g) € H'} DN,H < G tal que
y(H) =H"

Demonstragdo: a) Dado K subgrupo de Gy, temos H =y~ ! (K). Claramente, H é subgrupo
de G e Ker y < H. Além disso, W(H) = y(y~!(K)) = K. Suponha agora H; e H> subgrupos
de G, ambos contendo Ker y, com Y(H;) = y(Hz). Suponha h € H;, existe entdo
I € Hy tal que w(h) = y(K') e assim h~'i' € Ker ¢ C H,. Logo, h € H e portanto H; C H,.
Analogamente,H, C Hj.

b) Suponha WH < Gy, como H =y '(y(H)), temos H < G. Supondo H <I G, temos
y(H) < Imy = Gj. u

Corolario 3.3 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo valem:

a) Todo subgrupo de 1% é da forma % onde H é subgrupo de G contendo N (onde

B — {hN | h € H}). Ademais, se H e H, sdo subgrupos de G, ambos contendo N, tais que

H _ H ~
~ = ¥ entdo Hy = H,.
b) Se H é subgrupo de G, com N C H, valem H < G se, e somente se, % <

ZIQ

Lema 3.2 Sejam G um grupo abeliano finito e p um divisor primo de |G|. Entdo, G possui

algum elemento de ordem p.

Demonstragdo: Inducdo em |G|. Se |G| = p, é imediato!

Suponha entdo |G| > p e suponha que o resultado vale para os grupos de ordem menor
que |G|. Considere N um subgrupo de G, com {e} # N # G. Observe que |N|, | % |<|G|e
que |G| = |N| | % |. Logo, p divide |N| ou p divide | % |. Se p | |N|, entdo existe x € N, com
O(x) = p e acabou. Se p || % |, entdo 1% possui algum elemento de ordem p, digamos gN.
Logo (gN)? = gPN = N, entdo g € N, dai (g")/N = ¢ = gPINl = ¢. Dai, 0(g") = p, 0 que

conclui a demonstragao. [ ]

Teorema 3.3 (Teorema de Cauchy) Se G é um grupo finito e p é um divisor primo de |G

1

entdo G possui algum elemento de ordem p.

Demonstragdo: Inducio em |G|. E imediato!
Suponha |G| > p e suponha que esse resultado vale para todo grupo de ordem menor
|G|. Se p | |Z(G)|, temos que existe x € Z(G) tal que O(x) = p(lema).
Suponha entdo que p ndo divide |Z(G)|. Sejam Cly,...,Cl, as classes de conjugagdo nio
n
unitdrias de G. Como |G| = |Z(G)| + Z |Cl;| e p ndo divide |Z(G)|, existe i € {1,...,n} tal
i=1

|G|
ICa(8)]

que p ndo divide |Cl;|. Tomando g € G tal que Cl; = Cl;(g), temos |Cl;| = |Clg(g)| =
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e dai

G| = [ClLil|Ca(g)| e |Cs(8)| < |G,
Como p divide |Cs(g)| < |G|, existe x € Cg(g) tal que O(x) = p. |

Lema 3.4 Seja G um grupo finito, p um divisor primo de |G| e H um p-subgrupo de G.
Entdo |G :H| =|Ng(H) : H| (mod p).

Demonstracdo: Considere a acdo

p: HxEgny — EgH
(h,gH) —  h-(gH) =hgH

Observe que |Eg.z| = |G : H|. Vamos agora analisar o conjunto

Fix(H) = {gH € Eg.y | h- (gH) = gH ,h € H}.

Temos que
Fix(H) = {gH € Eg.;y /| hgH = gH, Vh € H}
={8H € Equr | g 'hg € H, Vh € H} = {gH € Eg | HS C H)
No(H
={gH € Egn |H* =H} ={gH € EG.n | § € N6(H)} = GP(I )
e dai [Fix(H)| = |Ng(H) : H|. Logo, |G : H| = [Ng(H) : H| (mod p). u

3.2 Primeiro Teorema de Sylow

Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|, sendo p" a maior poténcia de
p que divide |G].
a)Se 1 < i <n,entdo G possui subgrupo de ordem p'.
b)Se 1 < i <neH éum subgrupo de G de ordem p’, entiio existe algum subgrupo K de G,
de ordem p't!, tal que H < K.
Demonstragdo: Pelo teorema de Cauchy, G possui subgrupo de ordem p. Suponha agora H
um subgrupo de G de ordem p’,com 1 < i <n— 1. Temos que |G| = |H||G : H| = p'|G : H|
e dai p divide |G : H|. Logo, p divide [Ng(H) : H|, ou seja pelo Lema 2.4 p divide |%|
Dai % possui subgrupos de ordem p, ou seja, existe K subgrupo de Ng(H), com H C K,
tal que || = p. Logo |K| = |[H|p = p'p = p"™' e H <K. m
Sejam G um grupo finito, p um divisor primo de |G| e p" a maior poténcia de p
que divide |G|, ou seja, |G| = p" -m, onde mdc(p,m) = 1. Definimos S,-subgrupos (ou

p-subgrupo de Sylow) de G como sendo um subgrupo de ordem p”.

Se H € um p-subgrupo de G, entdo H estd contido em algum S,-subgrupo de G.
Denotamos por Sy/,(G) o conjunto de todos os S,-subgrupos de G.
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3.3 Segundo Teorema de Sylow

Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Entdo quaisquer dois S,-
subgrupos de G siao conjugados.
Demonstragdo: Se Py € P, sdo S,-subgrupos de G. Defina

p: PixEgp, — Ecp,
(x,8P2) —  x-(gP) =xgP

Temos que p é uma agéo de P; em Eg.p, e que |Eg.p,| = |G : P2| = %. Assim, p
ndo divide |Eg.p,|. Ou seja, G é p-grupo finito e p primo e X conjunto finito. ~ Sendo
p: P X Eg.p, — Eg:p, ago, segue que |X| = |Fix(P;)| (mod p) X é um conjunto finito e

p ndo divide |X|. Temos
Fix(P\) ={gP> € Eg.p, | x- (gP>) = gP>,Vx € P}
={gP, € EG.p, | xgP» = gPy,Vx € Py }
—{gP, €Egp, | g xg e P, Vx e P}
={gP, € Egp, | P{ C P,}
={gP, €Eg.p, | P} = P}

Como |P;| = |P,|, observe que |G : P,| = |Fix(Py)| (mod p) e dai Fix(P;) # 0. Logo, existe
g € Gtal que P{ = P;. n

3.4 Terceiro Teorema de Sylow

Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Sendo n, o nimero de S,-
subgrupos de G, temos n,, divide |G : P| onde P € Syl,Gen, =1 (mod p).
Demonstracdo: Consideremos P € Syl,G. Temos que P € Syl,G = {P*/x € G}. Denotemos

por Sg conjunto dos subgrupos de G,

0: GxS¢ — S¢
(gh) +— g-H=gHg '=HS

-1

-1
E(Hyo) ={g€ G |gHg ' =Ho} ={g € G| Hi =Ho}=Ng(Ho). Temos que O(Hp) =
{gHg™! | g € G} = conjunto dos conjugados de H, em G. Mas,

|G| = [E(Ho)| |O(Ho)| = |G : N (Ho)|
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e assim |Syl,G| = |G : Ng(P)|. Sabemos que |G : P| = |G : Ng(P)| |[NG(P) : P| = |G : P| =
ny|Ng(P) : P| e que |G : P| = [Ng(P) : P| (mod p). Logo, n,|Ng(P) : P| = |[Ng(P) : P|
(mod p). como p nio divide [Ng(P) : P|, temos n, =1 (mod p). |



4 Aplicacoes dos Teoremas de Sylow

Neste capitulo apresentamos algumas aplica¢des dos teoremas de Sylow, as quais sdo

muito importantes para o estudo mais aprofundado de dlgebra abstrata.

Aplicacao 1.Sejam G um grupo abeliano finito e n € N um divisor de |G|. Entdo G
possui, subgrupo de ordem n.
Demonstracdo: Seja n = plll plzz...p,lc", onde pi,p2,..., pr, Sdo primos distintos e [; > 1.
Pelo 1° teorema de Sylow, existe H; subgrupo de G, com |H;| = p? , para todo i = 1,...,k.
Como G ¢ abeliano, temos que H = H, - H,...H; é um subgrupo de G. Ademais, |H| =
|Hi||Hz|...|Hi| = n.

Aplicacao 2. Se G € um grupo de ordem 100, entdo G possui um tnico subgrupo de
ordem 25.
Demonstracdo: Se G é um grupo de ordem 100, entdo o(s) seu(s) S5-subgrupo(s) tem ordem
25. Seja ns o nimero de S5-subgrupos de G. Pelo 3° teorema de Sylow, temos
ns =1 (mod 5)
ns|4. Logo, ns = 1. [ ]

Aplicacao 3. Sejam p,q € N primos tais que p < g e p ndo divide ¢ — 1. Entdo, todo
grupo de ordem pq € ciclico.
Demonstracdo: Seja |G| = pg. Tomando n,= nimero de S,-subgrupo e n,= nimero de S,-
subgrupo, temos
n,=1 (mod p)
nplq
e
ng=1 (mod g)
nglp
Logo n, =1 ou g. Mas por hipdtese temos que p { g — 1 daf g ndo € congruente a 1 (mod p)

e assim n,, = 1. Da mesma maneira temos n, = 1 ou p. Note p < g e assim p — 1 < g. Dai
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g1p—1 o0 queimplica p ndo é congruente 1 (mod ¢), logo n, = 1. E assim n, =n, = 1.
Seja H o tinico subgrupo de ordem p e N o tnico subgrupo de ordem g de G. Logo H,N < G.
Além disso, G =HN e HNN = {e}. Logo G ~ H x N. E assim, G ¢ ciclico. u

Aplicacao 4. Se G é um grupo de ordem 24, entdo G ndo € simples.

Demonstragdo: Seja |G| =23 -3. Pelo 1° teorema de Sylow temos que G possui um sub-

grupo H de ordem 8.
3 .
Como |G: H| = % = 28—'3 = 3 entdo pelo teorema da representacdo temos que existe N <G

com N C H tal que | % | divide 3! .
Possibilidades para |N|
Se |N| =8 temos | ¢ |=3 e 3|3!
Se |N| =4 temos | ¢ |=6 ¢ 6|3!
Se |N| =2temos | ¢ |=12¢ 123!
Logo, as possibildades para |[N| é [N| = 8 ou |N| =4 e assim G ndo € simples. u
Aplicaciio 5. Seja G um grupo abeliano finito, com |G| = p|' p5*...p}* com py, pa, ..., pi
nimeros primos dois a dois distintos. Para cada i = 1,2, ...,k tome H; um S,-subgrupo de G.
Entéo,
G ~H| xH) x...x Hy.

Demonstragdo: De fato, para cada i = 1,2,...,k sejam H; e H;, S,,-subgrupo de G. Pelo
Segundo Teorema de Sylow temos que existe g; € G tal que ngli = H;,. Portanto, para cada

i=1,...,k, temos que existe um dnico S),-subgrupo de G. Logo, para cada i = 1,...,k, temos
H;N (H]...Hl',lHl'Jr]...Hk) = {e}

e G =H|H,...H;. Portanto, G ~ Hy Xx Hy X ... X Hy. [ |

Aplicacdo 6. Um grupo de ordem 182 possui no mdximo 91 elementos de ordem 2.
Demonstragdo: |G| =2-91=2-7-13

ny = n° de subgrupos de ordem 2

npy =1 (mod 2)
ny|91
ny =91 ounp = 1. Dai s6 tem no maximo 91 elementos de ordem 2. [ ]

Aplicacdo 7. Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Suponha N < G
€ P um S,-subgrupo. Mostre que:
a) Se p divide |N|, entdo NN P é um S,- subgrupo de N.

b) % € um S,-subgrupo de ]%
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Demonstragd@o: Temos que |PNN| divide |P| e assim |[PNN| é poténcia de p. Como N < G,
temos que PN ¢é subgrupo de G. Dai, segue que p ndo divide |PN : P|, pois se p dividisse
|PN : P|teriamos que p|P| dividiria |PN| e dai p|P| dividiria |G

% = % e assim p ndo divide [N : NN P|.

, 0 que € um absurdo. Mas,

Logo, [NNP| é a maior poténcia de p que divide |N|.
n
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