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- Eu sei como ele conseguiu.
Todos perguntaram:

- Pode nos dizer como?

-E simples, respondeu o
Einstein.

- Ndo havia ninguém ao seu
redonpara lhe dizer que ndo

seria capaz.

Albert Einstein



Resumo

O presente trabalho tem por objetivo demonstrar o Teorema de Liouville e como aplicacio o
Teorema Fundamental da Algebra. Inicialmente tratamos um pouco de His toia dos Ntme-
ros Complexos e Histéria de Liouville, em seguida temos a fundamentacdo tedrica, onde se
encontram toda a teoria utilizada para demonstracdo de tais teoremas. No desenvolvimento
do trabalho adotamos uma metodologia na qual foram coletadas obras bibliograficas. Apds a
sondagem, efetuamos uma pesquisa exploratéria sobre o objeto a ser estudado, a fim de sele-
cionarmos as que mais se adequavam a realizacdo da monografia, que serviram como alicerce
para concretiza¢do da mesma. Ao término do trabalho, concluimos que através do Teorema de

Liouville demonstramos facilmente o Teorema Fundamental da Algebra.

Palavras-Chave: Funcdo de Uma Varidvel Complexa; Teorema de Liouville; Teorema Funda-

mental da Algebra.



Abstract

The present work aims to demonstrate the Liouville theorem and as applying the Fundamental
Theorem of Algebra. Initially treat each little His’toia Complex Numbers and History Liouville
then have a theoretical basis, where are all the theory used to demonstration of such theorems.
In developing this work we adopt a methodology in which were collected bibliographical works.
After the survey, we performed an exploratory research about the object be studied, so we se-
lect those best suited to achieving the monograph, which served as the foundation for achieving
thereof. At the end of the work, we conclude that by Liouville’s Theorem easily demonstrate
the Fundamental Theorem of Algebra.

Keywords: Key words: Function of a complex variable; Liouville’s Theorem; Fundamental
Theorem of Algebra.
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Introducao

Este trabalho tem o foco voltado as Fungdes de um Varidvel complexa e algumas de
suas Aplicacdes. O tema do nosso trabalho surgiu a partir de um projeto de extensdo com
titulo "Estudo de Fung¢des de uma Varidvel Complexa"coordenado pelos professores Luiz Lima
e Luciano dos Santos. Foi quando surgiu o interesse de fazermos o trabalho de conclusdo de
curso a partir do tema tratado no projeto.

O objetivo geral da pesquisa é demonstrar o Teorema de Liouville e como aplicac¢io o
Teorema Fundamental da Algebra. E a principal finalidade deste é estudarmos toda a teoria
necessdria para tais demonstragdes.

A importancia deste trabalho se reflete no Teorema de Liouville que é um teorema de
andlise complexa e uma terceira consequéncia do Teorema Integral de Cauchy. O Teorema de
Liouville afirma que uma fun¢do complexa inteira e limitada é constante.

A relevancia do trabalho pode ser considerada de irrefutdvel indispensabilidade, pois
este teorema permite demonstrar o teorema fundamental da dlgebra de forma simples.

Metodologicamente, este trabalho adotou o tipo de pesquisa bibliogréfica. Foi realizados
resumos dos livros e TCCs lidos. E oportuno citarmos os principais autores que fundamentaram
esse trabalho, Geraldo Avila e Artur A. Hauser JR.

O trabalho esta dividido em trés capitulos, no primeiro tratamos um pouco da Histéria
dos Nuimeros Complexos e Histéria de Liouvile, no segundo temos a fundamentacio tedrica,
contendo um resumo dos contetidos: de Topologia, Limites e Fun¢des Analiticas, e no terceiro e
ultimo capitulo encontra-se a Teoria da Integral, tratamos neste o estudo de Integrais, o Teorema
Formula Integral de Cauchy, dentre outras teorias e enfim o teorema de Liouville e o Teorema

F undamental da Algebra.



1 Fatos Historicos

Neste capitulo trataremos um pouco da histéria dos nimeros complexos e Histéria de

Joseph Leouville.

1.1 A Histéria dos Numeros complexos

Quando falamos em histéria, nos remetemos a alguns fatos que aconteceram no passado,
mas mesmo assim, sdo dignos de grande importincia para o nosso presente. E o que acontece
com os Numeros Complexos. Por volta do século XVI o interesse pelo estudo da matematica
ressurgiu na Europa, mas especificamente na Itdlia. Dois grandes matemadticos Cardano e Tar-
taglia disputavam a resolu¢do da equacio do 3° grau. De Girolamo Cardano, nascido em Pavia
em 1501 e falecido em Roma em 1576. O que se pode ser dito de Cardano é que sua vida foi
marcada por grandes embates. Cientista e Astrélogo, protegido do Papa Gregdrio XIII, sendo
acusado de (heresia) ir contra os principios e dogmas de uma religido contrdria aos preceitos
estabelecidos pela Igreja, por ter divulgado o horéscopo de Jesus Cristo.

E Nicold Fontana, apelidado de Tartaglia, nascido em Bréscia, em 1501 e falecido em
1557. Sua infancia foi marcada por infortinio, lutas e por toda a sorte de dificuldades. Aos
11 anos sofreu grandes atritos quando a Brévia foi tomada por tropas francesas, 0 menino
foi gravemente ferido diante de sua mae, do incidente ocorrido Tartaglia levou por o resto de
sua vida uma profunda cicatriz na boca, donde se originou o seu apelido. Scipione Del Ferro
professor de Matemdtica da Universidade de Bolonha, por volta de 1510 encontrou uma forma

geral de se resolver as equagdes de terceiro grau da forma,

x3+px+q:O
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morreu sem publicar sua valiosa descoberta, ele havia revelado para seu aluno, Antonio Maria
Fior, que tentou adquirir fama com a descoberta de seu professor.

Naquela época era comum, matemadtico lancarem desafios entre si, e Fior desafiou Tar-
taglia, sendo bastante conhecido por seu talento. O desafio consistiu em solucionar diversos
problemas que estes deveriam propor entre si, € Fior naturalmente pretendia apresentar ques-
tdes que envolviam as equagdes de 3° grau, a qual apenas ele detinha da solu¢do deixada por
seu mestre. Tartaglia aceitou o desafio, pois ndo considerava Fior um desafio, mas pouco antes
da data marcada Tartaglia descobriu que Fior estava armando, e iria utilizar um método deixado
por Scipione Del Ferro.

Tartaglia relatou "mobilizei todo o entusiasmo, a aplicacdo e a arte de que fui capaz,
objetivando encontrar uma regra para a solucdo daquelas equagdes, o que consegui a 10 de
fevereiro de 1535". Além de resolver as equagdes proposta ainda resolveu as o tipo x> + px+g =
0, e também achou a forma geral para as do tipo x> — px? + ¢ = 0, a qual Fior nfo conhecia.

O resultado do desafio proposto por Fior foi, que Tartaglia resolveu todos os problemas
propostos por Fior, enquanto este ndo conseguiu solucionar nenhum dos problemas propostos
a ele, saindo humilhado "e hoje s6 € lembrado como alguém que recebeu o merecido castigo
ai pretender adquirir fama a custa de outrem"(GARBI, 2010, p. 37). Nesta mesma época
Cardano estava escrevendo a Pratica Arithmeticae Generalis, reunindo Algebra, Aritmética e
Geometria. Cardano nem pretendia Tocar no assunto das equagdes do terceiro grau em seu
livro, acreditando no que dissera Luca Pacioli sobre a impossibilidae de uma solucao geral para
estas equagdes. Porém ficou sabendo que Tartaglia conhecia esta solu¢do, e decidiu pedir para
que ele a revelasse para que ele mesmo a publicasse na Pratica. Tartaglia negou, alegando que
ele mesmo iria publicar em um livro a ser escrito no futuro.

Depois de muitos contra tempos entre estes dois homens, Tartaglia recebeu uma carta de
um nobre italiano, convidando-o a visita-lo em Mildo. L4 chegando ao invés do nobre italiano
se encontrava Cardano, que o implorou pela resolu¢do, sob juramento de segredo. Depois de
muita insisténcia Tartaglia decidiu confia em Cardano. Tartaglia mandou a férmula em forma de
um poema que, de forma cifrada e misteriosa, que Cardano ndo conseguiu entender. Com mais
conversagdes e mais juras feitas, Tartaglia finalmente revelou tudo. Cardano no ano de 1545 fez
publicar Ars Magna, a férmula revelada por Tartaglia. "Embora tenha feito rasgados elogios
a ele, acrescentou que, independentemente e trinta anos antes, Scipione Del Ferro chegara aos
mesmos resultados."(GARBI 2010, p. 37).

A reacdo de Tartaglia todos ja havia de esperar, ficou com muita raiva e publicou sua
versdo dos fatos e denunciou Cardano por haver traido um sagrado juramento sobre a biblia.
E no final acontecera o que todos esperdvamos, houve uma grande injustica com Tartaglia, a
férmula que deduzira e que ensinou ao desleal amigo, ao invés de receber o seu nome, hoje
propagar-se como Férmula de Cardano.

Vejamos a seguir a chamada de Cardano,
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DO DO

Vejamos a seguir como funciona na prética a férmula de Cardano (Tartaglia!). Seja a
equacio x> —6x—9 =0, sendo p = —6 e g = —9.

ABHVEE AR

x_39+349+349
“V2"Va Vg
\/9+7 3/9-7 7

x=v8+V1
x=24+1=3

Basta verificarmos que realmente 3 é solu¢do da equacgdo, e a férmula como esperado
funcionou. Imaginou-se que as equacdes de 3° estavam solucionadas, e ndo demorou muito para
surgirem as duvidas ao respeito da formula. Com relacdo a formula de Bhaskara, encontra-se
duas raizes facilmente para a equacio do 2° grau, a questio é, por que a de Cardano s6 apresenta
uma soluc@o para uma equagdo de 3° grau?

A aplicacdo da férmula de Cardano, logo comecou a apresentar problemas que desafia-
vam o conhecimento dos matematicos da época.

Vamos tomar, como exemplo: x> — 15x — 4 = 0, por simples verificacio conta-se que
x = 4 é uma de suas raizes e as outras duas sio —2 ++/3 e —2 — /3.

Se tentarmos resolver pela férmula de Cardano

x—\/2+\/j+\/2 Vv-121

Dé-se para vé que nao apenas caimos em uma resolucao que envolve nimeros negativos,
como também na extragdo de raizes ctibicas de valores ndo conhecidos. Se a aplicacdo da
formula de Bhaskara, nas equacdes de 2° grau levava a raizes negativas, bastava dizer que nio
tinha solu¢do. Diante das equagdes de 3° grau com solucgdes evidentes, mas que se tratava da
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extracdo de raizes quadradas de nimeros negativos. O que ocorria com as equacdes do 3° grau
x3 —15x — 4 = 0, pode ser generalizado.
Se o produto:

(x—a)(x—b)(x—c) (1.1)

E facil de se v€ que leva a uma equacio do 3° grau em X, se igualarmos a zero, temos
uma equacdo do 3° grau cujas raizes sdo x = a,x = b e x = ¢, pois para qualquer um desses

valores o produto se anula. Desenvolvendo 1.1:

(x—a)(x—b)(x—c) = x> — (a+b+c)x* + (ab + bc + ac)x — abe

Com isso desenvolvemos uma relagdo para que o produto cujo o desenvolvimento do
produto conduza a um a equacio do tipo x> + px+ ¢ = 0, sendo esta valida para a férmula de
Cardano. Queremos anular o termo do 2° grau € suficiente e necessario que a+b+c¢ =0 ou
¢ = —(a+D). Portanto a equacdo (x —a)(x+b)(x+ (a+b)) = 0 tem por raizes a,be — (a+b)
é equivalente a equacio x> + [ab — (a+b)]x+ab(a+b) = 0.

x=1 <—m> +\/<w>2+<w>3+
(=5 (25 ()

Esta expressdo nos levara as raizes a,b e c = —(a+b), ja conhecidas de antemio. Estu-

demos a expressao que se encontra sobre o radical quadratico e chamaremos de A.

ab(a+b)\* [ab—(a+Db)\’
A= —2) 4+ ——M=~
2 3
Fica a cargo do leitor, efetuar as operagdes e simplificar o polindmio decorrente.
A —4d® —12a°b +a'b? +26a°D° + 3a’b* — 12ab’ — 4b°
B 108

E possivel mostrar que o numerador acima € igual ao produto

—(a—b)*(2a+b)*(a+2b)*

Portanto

(a—b)?(2a+Db)*(a+2b)?

A== 108
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Ora se a e b sdo reais, A nunca serd positivo. Este € um achado surpreendente, pois, para
que achemos a e b reais e distintos, teremos que trabalhar com raizes quadradas de niimeros
negativos, coisa que por muito tempo pensou-se ser impossivel. Ainda mais surpreendente €
quando as equagdes do 2° grau s6 possuem raizes reais quando A > 0, e as equagdes do 3° grau,
sO possuem 3 raizes reais quando A < 0. Estava claro que os nimeros que a Matemdtica vinha
trabalhando 2 séculos ndo era mais suficiente para o estudo da Algebra. Tartaglia encontrara
uma verdadeira caixa de supressas, estava diante de um novo tipo de nimero, diferente de tudo

que se conhecia.
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1.2 Quem foi Joseph Liouville

Figura 1: Joseph Liouville

Liouville nasceu em 24 de marco de 1809 em Saint-Omer na Fran¢a. E morreu em 08
de setembro de 1882.

Seus primeiros anos viveu com seu tio, pois seu pai era um oficial do exército de Na-
poledo. Somente quando Napoledo foi derrotado, seu pai retornou a familia e viveram juntos e
Toul na Francga.

Liouville estudou matemadtica na Faculdade de St. Louis, Paris. Nesta época ja de-
monstrava interesse e habilidades em tépicos avancados de matemdtica. Ele entrou na Ecole
Polytechnique , quando tinha 16 anos. Nesta Universidade ele assistiu as palestras de André
Marie e Francois Jean Dominique Arago. Ele foi muito influenciado por Augustin Louis Cau-
chy, mesmo ndo assistindo nenhuma palestra deste. Podemos citar Gaspard de Ponei e Simeon
Denis Poisson dentre seus examinadores de sua graduacao.

Liouville se formou em 1827 e entrou na Ecole des Ponts et Chaussées, com interesse
de se tornar um engenheiro. Sua satide encontrava-se seriamente afetada, ele teve algum tempo
de folga e retornou a Toul, onde casou-se com Marie-Louise Balland e decidiu pedir demissdo
em 1830 da Ecole des Ponts et Chaussées. Ele aceitou uma posi¢io académica na Escola Poli-
técnica em 1831, foi assistente de Claude Louis Mathieu. Com isso desenvolveu uma reputa¢ao
enfocada em temas avangados.

Na Franca, em 1836, comecou sua propria revista matematica, Jornal Mathematiques
Pures et Appliquées que era conhecido como Journal de Liouville, a revista foi um sucesso e
publicou muitos trabalhos significativos de matematicos franceses. Em 1838, tornou-se pro-
fessor de Andlise e Mecanica da Escola politécnica, e em 1840 foi eleito para a Académie des
Sciences em Astronomia e ele também foi eleito para o Bureau des Longitudes.

Liouville foi chefe do Partido Republicano na Franga e amigo intimo de Arago, ele foi
encorajado a concorrer a um cargo € em 1848 foi eleito para a Assembléia de Organizagdo, sua
carreira ndo durou muito tempo. Ele teve uma grande producdo matemdtica escreveu mais de
400 trabalhos, sendo mais de 200 sobre a teoria dos nlimeros, outros trabalhos abrangeram uma
série de topicos, incluindo a fisica, matematica e a matematica pura.

Liouville introduziu o cdlculo fracionado como parte de sua andlise do eletromagne-

tismo, foi o primeiro a provar a existéncia de nimeros transcedentes, isto é, nimeros que ndo
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sdo algébricos e ndo pode ser uma solu¢do para uma equagdo polinomial ndo constante com
coeficientes racionais. Teve outros trabalhos importantes sendo um sobre os problemas de va-
lor de contorno com equacdes diferenciais, hoje chamado de Teoria de Sturm-Liouville e em
mecdanica estatistica e teoria da medida.

Em 1843, ele aunciou a Academia de Paris que tinha descoberto muito insights (Psi-
cologia Descoberta subitamente da solu¢do de um problema) brilhante por Galois. Talvez seu
impacto mais importante na matemadtica foi a descoberta das memorias por Evariste Galois.

Muitos historiadores o consideram o maior matemdtico de seu tempo, e a cratera de

Liouville na lua € nomeado em sua honra.



2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Os numeros complexos

Definicao 2.1. O Conjunto dos niimeros complexos, indicado por C, é o conjuntos de todos os

pares ordenados de niimeros reais em que estdo definidas:
1 ) Igualdade: (a,b) = (c,d) <= a=c e b=d.

2 ) Adigao: (a,b)+(c,d) = (a+b,c+d).

3 ) Multiplicagdo: (a,b)-(c,d) = (ac —bd,ad + bc).

Desta forma ¢ importante notar que, estamos definindo o conjunto dos nimeros comple-

x0s como o produto Cartesiano do conjunto dos nimeros reais por ele mesmo, isto é,
C=RxR
. E usual reprensentar cada elemento (x,y) € C com o simbolo z, portanto:

7€ C<=z=(x,y), com x,y€R.

Exemplo 2.1. Dado z; = (4,1), e 22 = (3,0), calcular z; + 22,21 - 22 € 2.

2.1.1 Unidade Imaginaria

A igualdade (1,0) = 1 define, em C, o nimero complexo (1,0) como unidade real.

O par (0,1) define a unidade imagindria, indicada por i.

(0,1) =i
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No qual satisfaz a seguinte propriedade
i =(0,1)(0,1)=(0-0—1-1,0-140-1) = (—1.0) = —1

e desta maneira podemos escrever
i=v-—1
No niimero complexo z = (x,y), os nimeros reais x, y sdo, respectivamente, a parte real
e imagindria de z sendo indicado por

R(z)=x e Im(z) =y.

2.1.2 Poténcias de i

Consideremos as poténcias do tipo "*, onde n € natural . Vejamos alguns exemplos:

P=i=—li=—i {=fi=—1i=-i

Comecamos entdo a perceber que, a medida que n cresce, os resultados de " vao se

repetindo periodicamente, assumindo sempre um dos valores da sequéncia:

1,—1,i,—i.

Assim, para calcular o valor i", basta elevar i ao resto da divisao euclidiana de n por
)

4, isto é:

€, portanto:

Exemplo 2.2. Calcule:

a) i53;
b) i*®;

c l'l() . l'12;
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2.1.3 Forma Algebrica

Note que sempre podemos escrever
z=(x,y) = (x,0) +(0,y) = x+iy
onde

(x,0) =x e (0,y) = (5,0)(0,1) = yi.

Assim, para

z=(x,y) =x+iy
¢ dita da forma algebrica de z.

Exemplo 2.3. Coloque na forma dlgebrica os seguintes niimeros complexos (a+bi):
a) (37 _2)2

Exemplo 2.4. Resolva

a) (1 +i)/(3 +4i)
b) (2+3i)(3-5i)

2.1.4 O Plano Complexo - (Plano de Argand-Gauss)

O plano Cartesiano este chamado: de plano complexo ou plano z € o conjunto das repre-
sentagdes de todos os nimeros complexos z = x + yi pelos pontos P = (x,y), do plano. Assim,
para o complexo z = x + yi = (x,y), x é a proje¢do de z sobre o eixo das abscissas (eixo real ) e
y é a projecdo de z sobre o eixo das ordenadas (eixo imagindrio). Veja figura abaixo.

€IX0 _imagmirio

u o :
ol 4  eixo_red

Figura 1: Plano de Argand-Gauss

Observacao 2.1. Chamaremos o ponto P de afixo do complexo z.
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Definicao 2.2. O conjugado de um niimero complexo 7 = a+ib é definido por
Z=a—Dbi.
Conjugar um niimero complexo, corresponde geometricamente a refleti-lo com relacdo ao eixo

real,

-7l ypxty

~

(X,-y)=x-yi

Figura 2: Representacdo do conjugado

Observacao 2.2. Geometricamente, 0 modulo de um niimero complexo z representa a distancia

de z a origem do plano cartesiano. Argumento de um niimero Complexo: Sejam z = a+ bi um

niimero complexo ndo nulo e r o segmento de reta que liga 0 a z e 0 ¢ o dngulo que r faz com o
eixo x no sentido anti-hordrio.

Veja a figura abaixo:

b=|z| sing

a=|z|cosé

Figura 3: Representacdo do mddulo e argumento

A medida 0 ¢ chamado de argumento de z e € indicado por
0 = arg(z).
Observe que o argumento de um nimero complexo 6 = arg(z) nio é dnico, pois,

arg(z) = 0 = 0+ 2km.
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Para obtermos arg(z) = 6 de maneira dnica, basta considerar por exemplo que
0<0<2n

ou

—m<0<m.

O argumento de z assim definido € chamado de argumento principal.

No entanto, é frequente nos referirmos ao argumento principal 8 simplesmente como
argumento de z.

Exemplo 2.5. Para o complexo z = —5, temos que, o ponto P(—3,0) estd no semi-eixo negativo

0x. Portanto:

0=m
Exemplo 2.6. Para o complexo 7= —3i, temos que, o ponto P(0,—3) estd no semi-eixo negativo
0y. Portanto:
3n
0=—.
2

2.2 Representacao Polar

Utilizando as defini¢des de argumento e médulo de z # 0 podemos escrevé-lo em coor-

denadas polares da seguinte forma
z=x+iy=(x,y) =| z| (coso.+ isenc)
, onde
x=|z|cosa
y =| z| seno.

Sejam os nimeros complexos (ndo nulos):

z=|z| (coso+ isenar)
w =| w | (cosG + isenc)

w = [|z|(coso+isend)]-[|w|(cosc +isenc)]
= |z|-|w]||[(cosa-cosc — sena.- senc) + i(cosOsenc + sen.- coso)]
= |z-w|[cos(o+G)+isen(o+G)]



26

Assim, para multiplicar dois nlimeros complexos na forma trigonométrica, basta multi-

plicar seus modulos e somar seus argumentos.

Para divisio, temos

<1
2

| z1 | -(cosa+ iseno.
| 22 | -(coso + isenc

( )
( )
| 21 | (cosau+ isenat) (cosc — isens)
( )
(

cosG +isenG) (cosG — isenc)

coso+ isenQl) - (cosG — isene)

|22 |
| z1 |

| 22 | -(cos?c +isen®o)
:Z—1= -cos(0— o) +isen(o. — o)
22

Portanto, para dividir dois nlimeros complexos na forma trigonométrica, basta dividir

seus modulos e subtrair seus argumentos.

Exemplo 2.7. Sejam z1 = 6(cos% +isenn4) e 2o = 2(c0s377t +isen3m2).

4|
Calcule: 71 -z0 e —
Z

2
Para calcularmos z1 -7, fazemos:

e escrevemos .

lzi] |22 = 62=12
ato  — T 3n Tn
4 2 4

m T
71-20 =12 <COS— +isen—) .

4 4

<1
Para calcularmos — fazemos:

2

e escrevemos.

2.3 Os complexos C como espaco Topologico

2.3.1 Conjuntos abertos e fechados

Qualquer colecao de pontos no plano ¢ chamada de conjunto de pontos, e cada ponto é

chamado um membro ou elemento do conjunto.
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Definicao 2.3. Sejam zo = (x0,y0) um ponto do plano complexo C e r um niimero real positivo.

O conjunto D(zo,r) formado pelos pontos z do plano satisfazendo

lz—z0| <r

é chamado disco aberto ou simplesmente disco de raio r e centro zg.

Jd o disco fechado é o conjunto D(zg,r)

D(z0,r) ={z€C||z—2]| < r}.

Definicao 2.4. Chama- se vizinhanga de um ponto 7y a todo conjunto V que contém um disco de
centro zo. Em particular um disco D,(zo) € uma vizinhanga de zo. Usaremos a notagdo V/(zo)

. . . . . /
para indicar uma vizinhanga sem o ponto zo. Ou seja, V' (z0) — 20.

Defini¢ao 2.5. Um circulo de raio r e centro em 7y, é denotado por oD(zg,r) tal que:

dD(zo,r) ={z€C||z—z0| =1}

Defini¢ao 2.6. Dizemos que 7 é ponto interior de um conjunto A se A é vizihancga de 7, isto é,

se existe um disco de centro zg todo contido em A.

int(A) ={z€A|3r>0 tal que D(z,r) C A}.

Definicao 2.7. Um subconjunto A do plano chama-se aberto se todos os seus pontos sdo in-
teriores, quando todo ponto 7 € A é centro de um disco aberto inteiramente contido em A, ou
seja, se A é vizinhanca de cada um de seus pontos. E dito fechado quando seu complementar é

aberto.

Intuitivamente sempre que A contém um ponto z, deve conter todos os pontos de C

suficientemente proximos de z.

Definicao 2.8. Chama-se fronteira de um conjunto C ao conjunto dos pontos z tais que qualquer

vizinhanga de 7 contém pontos de C e do seu complementar, que iremos representar por C’.

Defini¢ao 2.9. Um ponto de A é dito ponto de acumulacdo se qualquer r > 0, o disco D(z,r)

contém pelo menos um ponto de A diferente de z. Um ponto que ndo é de acumulacdo é dito

isolado.

Definicao 2.10. Um conjunto A é dito conexo quando quaisquer dos pontos de A puderem ser

unidos por uma poligonal (curva continua) inteiramente contida em A.

Um conjunto aberto e conexo diz-se uma regido. Uma regido pode ser simples ou mul-

tiplamente conexa. Uma regido é simplesmente conexa se o "interior"de qualquer contorno
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fechado contido na regido, ainda pertence a regido. Isto € equivalente a dizer que qualquer con-
torno fechado pertencente a regido pode ser deformado até se reduzir a um ponto sem que deixe
de pertencer a regido. Por exemplo, um circulo é simplesmente conexo; uma coroa circular é

duplamente conexa.

----------\

| 9
\J EJ
r---\

1

‘-------------J

Figura 4: Regido tripamente conexa

2.4 Limites

Nos cursos de cdlculo aprendemos a definicdo de limite e continuidade para varidvel

real. Para uma varidvel complexa estas definicdes sdo semelhantes.

Definicdo 2.11. Um disco furado é um disco aberto D(z¢,0) cujo centro zo estd removido.

Portanto, um disco furado de raio delta é

D'(20,8) :={z€C|0<]|z—1z |< 8}.

Definicao 2.12. Seja zo um ponto de acumula¢do do dominio R C C de uma funcdo complexa

f. Diz-se que f tem limite wy com z tendendo a zq se dado qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que
z€D'(20,8), 0<|z—20|<d=]f(2)— f(20) |[< &.

Exemplo 2.8. Usando a definicdo de limite mostre que o li%n 3z+1i) =6i+ 1 quando 7z — 2i
Solucao:

Devemos mostrar que dado qualquer € > 0, existe 8 > 0 tal que

7€ D'(20,8), 0<|z—20|< 8= f(z) —wo |< €
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| f(z) —wo | < €
1324+1—(6i+1)| < ¢
| 3x 4 3yi — 61 | < €
| 3x+3(y—2)i | < €
3|x+(y—2)i| < €
€
|x+(y—2)i| < 3
€
Portanto, basta tomar 6 = 3

Dado € > 0, tome & = g Seja
0<|z—z0) [=|x+(y—2y)i|<38,
entdo
| f(z2)—wo |=|3z+1—=6i—1|=|3x+3(y—2)i|=3|x+(y—2)i|<35=¢.

Exemplo 2.9. Mostre que 0 lim(z> 4 1) = 2i + 1 quando z — (i +1).

Teorema 2.1. Se limf(z) = B # 0, prove que existe & > 0 tal que

1
| /(@) [> 5B, para 0 <|z=2 |< 8.

Demonstragdo: Desde que limf(z) = B, existe, podemos determinar § tal que | f(z) — B |< % |
Bl,se|z—20|< 0
Tomando, B =B — f(z) + f(z), temos que

|BI=|B=f(2) +f(2) [<| B=f(2) [+ ] f(2) |

1
isto é, | B |< 3 | B|+ | f(z) | - Portanto,

/@ 1> 5 1B,

Teorema 2.2. Se limg(z) = B # 0, entdo

1
lim — =
=% g(2)

w | —

Demonstra¢do: Devemos mostra que, dado qualquer € > 0, existe & > 0 tal que se 0 <| z—zp |<

d
11 ls@-B
('g<z> B') Blle@]
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Por hipdtese, dado € > 0, existe 8; > 0 tal que

1
8(2)-BI< 5 |B[e

se 0 <|z—2z0 |< d1.
Pelo teorema 2.1, desde que limg(z) = B # 0, podemos encontrar &, > 0 tal que |
1

g(z) |> 3 | B|.se0<|z—z0|< 8. Entdo, se 8 = min(3;,0;), temos

| R

I 1\ _ls-B|_3lBIE
1) - < ~e

< gz) B > | B g(2) | |B|1|B|

quando 0 <| z—zp |< d. Portanto

11
lim— = — #£0.
gz) B

2.5 Propriedades do limite

As propriedades do limite, relativas aos limites da soma, do produto, do quociente etc., ja
conhecidas no caso de fungdes de varidveis reais, permanecem validas para func¢des de variavel

complexa, e sdo estabelicidas como no caso de varidvel real.

Teorema 2.3. Sejam f e g fungoes de varidvel complexa. Se

lim fz)=F
e

h_m g(Z) = G7
entdo:
a) Jim [f(2) % &(2)] = Jim /(2) % lim g(z)
b) ZIEIZIOU(Z) -g(2)] zzlggof(z) limg(z)

o Amf (2)

c) selimg(z) # 0 entdo lim gz 215;: 8(2)

d) lim;_; z = 2.

Demonstracao:

a) Devemos mostrar que para € > 0, existe & > 0 tal que se 0 <| z—z |< d entdo | [f(z) —
g(2)|—(F+G)|<e.
Temos
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|1/ (z) —g(@)] = (F+G) |=[ f(2) = F +8(2) =G |<[ f(2) = F [ + | 4(2) = G |

€ €
Mas, por hipétese, dado €, existe &; = 3 >0edy = 3 > ( tais que

€
0<|z—z0|< 8 entio | f(z)—F |< 7

€
0<|z—z0|< & entio |g(z)—G|< 7
Assim,

|[f(2) —g(@)] - (F+G) |< §+5 —e.

Desde que 0 <|z—zo |< 8, onde § = min{d;,0,}.
b) Devemos mostrar que para € > 0, existe d > 0 tal que se

0<|z—z0|<d entdo | f(z) -g(z)—FG|<e.

| f(z) 8(z) =FG| = |f(z)-g(z) = f(z2)G+ f(z)G—FG|
= | f(2)[g(z) =Gl +G[f(z) - F ]
< [f@@) ] g@)=G|+ |G| f(z) - F| (2.1)

Mas, por hipétese, temos:
lim, ., f(z) = F = 38; > O tal que
0<|z—2z0|< 81 =] f(z) — F |< 1 e pela proposi¢do, temos que

SR = IF|< [fe)-F|<1
0 que implica que
| f@) |[<1+]|F|.
Como lim,_,;, g(z) = G, isto é, dado € > 0 existe &, > 0 tal que

€

|g(z) -G < AF 1]

Mas, por outro lado, como lim,,,, f(z) = F dado € > 0 existe d3 > 0 tal que
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| f(z) —F |< 26T

Tomando, & = min{d;,d,,83}, e utilizando as hipéteses, a desigualdade 2.1, fica:

€ €
0<|lz—z0|<d=]f(2)g(z) —FG|<(|F|+1) —=———+|G]|- =g
|22 8= f2)8)~ FG 1< (F | 41) - gt |Gl g
COmO queriamos provar.
¢) Do teorema 2.3 item b) e do teorema 2.2, temos que
. f(z) . ( 1 )
lim “—< = lim 7)) ——
Z—20 g(Z) Z—20 f( ) g(Z)
= limz:zo (f (Z) limgz @
- F._—
G
d) Bastatomard=¢€e|z—zp |<dentdo |z—2z |<E.
Exemplo 2.10. Calcule cada um dos limites, utilizandos o teorema 2.3.
a) lim(z?> — 5z +10) quando 7 — (i + 1
solucao:
limz? —lim5z+1im10 = limzlimz—5limz+10

= ((+1)(i+1)=5(i+1)+10
— —1-2i+1-5i—5+10
5—3i.

(2z+43)(z—1)

72 —2z+4
Solucao:

c) lim

quando 7 — 2i

32
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(2z4+3)(z—1)  1lim(2z+3)-lim(z—1)

?2—2z+4 lim(z2 —2z+4)
(lim2z+1im3) - (limz—1lim1)

(lim22 — lim 2z + lim4)

(2limz+1im3) - (limz—1lim1)

(limz-limz—2limz+1lim4)
(4i+3)-(2i—1)

“4_4i+4
—8—4i+6i—3
—4i

—1142i
—a
-1 11

i

2 4

(2z+3)(z—1)

d) li
. 22 —2z+4

quando 7 — —2i

Existe uma importante relacio entre o limite de uma funcdo complexa e os limites de
suas partes real e imagindria, que consideremos a seguir.
Teorema 2.4. Sejam f(z) =w = u+iv uma fun¢do com dominio D, e wo = ug + ivy. Entdo
lim f(z) = wo se, e somente, se

7—20

lim  u(x,y)=up e lim  v(x,y) =vg.
(x,y)—>(xo,y0) ( y) 0 (X7Y)—>(x07)’0) ( y) 0

Demonstracao: Suponha que lim f(z) = wg. Entdo para cada € > 0, dado existe um 6 > 0 tal

z€ DNVy(z0) =| f(z) —wo |< €. (2.2)

Como
| u(x,y) —uo |[=| R[f(2) —wo] |<| f(z) —wo | (2.3)
| v(x,y) = vo [=[Im[f(z) — wol [<] f(2) —wo | (2.4)

De 2.2, 2.4 e ?? segue-se que, se

z € DNVg(z0) implica que

| u(x,y) —up |< €
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| V()C,y) — V0 |< €.

isto é, limu(x,y) = up e limv(x,y) = vo quando (x,y) — (x0,Y0)-

Reciprocamente que limu(x,y) = ug e limv(x,y) = yo. quando (x,y) — (xo,yo) entdo,
para cada € > 0 existem J; e &, tais que | U(x,y) — up |< ; para todo (x,y) tal que z = x + yi
estd em D'(z0,61).

| v(x,y) —vo |< ; para todo(x, y) tal que

z=x+yiestdiem D'(z0,8,).

Se & = min{d;,8,}, ambas as desigualdades valem para todo (x,y) tal que z estd em
D'(z0,90). Logo, empregando a desigualdade triangular

| f(z) —wo | = | u(x,y) —uo+v(x,y) —vo |
< \u(x,y)—u0|+\\/(x,y)—vo|
1 1
SEtpE=¢

para todo z € D'(zp,8). Portanto, lim,_,, f(z) existe e € igual wy.

2.5.1 Limites no Infinito

Para termos uma idéia de limite de uma funcido de uma varidvel complexa no infinito é
necessario observar que no plano C néo esta definida uma dire¢do, como por exemplo na reta,
onde temos a no¢do de positivo e negativo ou direita e esquerda. Para conseguirmos dar uma
definicdo satisfatéria de limite no infinito vamos colocar o "infinito"nos complexos C. Dentro
da terminologia moderna de topologia isso quer dizer que devemos "compactifcar "o conjunto
C. Portanto, vamos definir o simbolo e de modo que para um nimero complexo z as seguintes

operacdes sejam verdadeiras:

7400 =00, z-00=00 quando z# 0,

Z
m+m:oo, 0000 = 00, — =0.
)

e nao estdo definidas :

Vamos agora definir o conjunto
C?:=CU{}

chamado de plano complexo estendido ou esfera de Riemann da seguinte forma:
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Considere uma esfera S com pélo sul na origem do plano. A cada ponto P da superficie
dessa esfera podemos associar unicamente um ponto do plano. Para fazer isso usamos uma
reta que une o polo norte N da esfera ao ponto P. Essa reta intecpta o plano somente num
unico ponto. Mas ao pélo norte N estdo associados infinitos pontos do plano, que podem ser
considerados como pontos de uma circunferéncia de raio infinito. A esfera considerada assim é
a compactificagdo de C por adicionar o simbolo . Essa esfera é entdo C = CU {e} € 0 polo

norte da esfera pode ser identificado com 0. Veja figura abaixo (wikipedia)!.

Figura 5: Esfera de Riemann

Agora podemos definir limite no infinito.

Definicao 2.13. Diz-se que uma fungdo f(z) com dominio D tem limite finito L com 7 — o se,
dado qualquer € > 0, existir M > 0 tal que | f(z) — L |< € para todo z € D,| z |> M.

Diz-se que f(z) tende a infinito com z tendendo a zy se, dado qualquer k > 0, existe
8> 01al que | f(z) |> K para todo z € D'(z9,9).

Diz-se que f(z) tende a infinito com z tendendo a infinito se, dado qualquer K > 0, existe
M >0 tal que | f(z) |> K paratodo z€ D',| z|> M.

1
Exemplo 2.11. lim —— = oo, pois se d < M,
z—=—iZ+1

— > <> M.
|z+i| = o

|z4+i|l<d=

2.6 Continuidade

Definicao 2.14. Uma funcdo de uma varidvel complexa [ : A — C é continua num ponto 7y

quando

lim f(z) = f(z0),

Z—20
e f é continua no conjunto A quando ela é continua em todos os pontos de A. Uma fungdo que

ndo é continua em um ponto ela é dita descontinua neste ponto.

! http://pt.wikipedia.org/wiki/Es feragegiemann
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Trés condicdes estdo estabelecidas nesta defini¢ao:
1. f(z) deve estar definida em zp;

2. lim f(z), deve existir.
720

3. Zlggof(Z) = [(z0),

Exemplo 2.12. A fungdo f(z) = z é continua em todo C. Para provar esse fato basta mostrar

que 1i_>rn f(2) = z0 para qualquer zo € C. Agora suponha que € > 0. Queremos achar 6 > 0 tal
720

que

7€ D'(20,8) =| f(2) — 20 |< €.

Mas

| f(2) =20 |=|z—20]-

Entdo podemos escolher & = €, pois entdo

z€ D'(20,8) =D'(20,8) = 0 <| f(z) —z20 |< €
pela difinicdo de D'(z,€).

Teorema 2.5. A soma e o produto de duas fungdes continuas f(z) e g(z) num conjunto A C C

f(2)

sdo fungdes continuas. Se g(z) # 0 no A, a fungdo ——= € continua em A.

g(2)

Demonstracao: Aplicacdo direta do teorema 2.3.

Teorema 2.6. Seja g uma funcdo cujo dominio contenha um ponto 7y e cuja imagem esteja
contida no dominio de uma fungdo f. Se g é continua num ponto zo e [ € continua em g(z9) =

wo, entdo a fung¢do composta f(g(z0)) serd continua no ponto zp.

2.7 Descontinuidade removivel e essencial

Se a fun¢do f ndo é continua em um ponto zy mas ZILI% f(z) = f(z0), existe, a desconti-
nuidade é dita removivel. Neste caso podemos obter uma fun¢do f* continua em zg, definindo
Jf de modo que sejam satisfeitas as trés condi¢des da definicdo. Quando a fun¢do ndo é continua
porque o limite da fun¢do em um dado ponto ndo existe, a descontinuidade neste ponto € dita

essencial.

2
Exemplo 2.13. A funcdo f(z) = M possui uma descontinuidade removivel em zo = i, pois

(z—1i)
. (Z+1) . o : : .
lim =) = 2i, mas a fung¢do ndo estd definida para 7 = i. Neste caso, definimos uma nova
=20 (Z—1

Jungdo [* do seguinte modo:

[ (@) =f(2) se z#i
f(z) =2i se z=1.
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Esta nova funcdo f* é continua em todos os pontos do plano complexo.

Exemplo 2.14. A funcdo definida por f(z) = |i possui uma descontinuidade essencial em
Z
20 = 0, porque o limite lim f(z), ndo existe.
720
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2.8 Diferenciacao

Sejam uma fun¢@o complexa f definida num aberto R C C e z um ponto de R, entdo a

derivada f7(z0) ou Z—f, de f(z) no ponto zg é
z

Fz) = lim £ (z) — /(z0)

Z—20 Z—20

se o limite existir.

Exemplo 2.15. A derivada da fungdo complexa f : C — C tal que f(z) = 7> é

2 2
X Z)— J\Z . =7 .
lim M = lim L0 lim z 4+ zp = 2zo.
770 Z—20 7Z—720 Z—20 =720

Teorema 2.7. Se f e g sdo fungoes derivdveis em 7, entdo

a) (wf) (z0) =wf'(20), comw € C,
b) (f+g)(z0) = f'(20) +& (20)
c) (fg)'(z0) = f(z0)&'(z0) + f'(20)g(20)

1 ~ J(=0)
I <f> @)= T

Demonstracao: Semelhante ao caso real.

Teorema 2.8. Sejam f:A — Ce f:B— C com f(A) CB. Se f ¢ derivdvel em 79 e g é

derivdvel em f(z9), entdo go f € derivdvel em zp e

(80./) (20) = &'(f(20)) /' (20)-

Demonstracao: Semelhante ao caso real.

ndo ser analitica.

Definicao 2.15. Uma funcdo complexa é analitica, ou regular ou holomorfa, em um ponto z
se, e somente se, é definida e diferencidvel no ponto zo e numa vizinhanca de zo. Uma funcdo é

analitica num conjunto S se é derivdvel em todo ponto de S. Se S = C a fun¢do é dita inteira
Exemplo 2.16. A fun¢do f(z) = z é analitica em C.
Contra-Exemplo 2.1. A funcdo f(z) = |z|* néo é analitica em C.

Teorema 2.9. Se f(z) =w = u(x,y) +iv(x,y) é uma fun¢do analitica numa regido R, entdo,

du(x,y) _ 9v(x,y)

o 3 2.5)
du(x,y)  dv(x,y)
= (2.6)

As equagoes acima sdo chamadas equacoes de Cauchy-Riemann .
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Teorema 2.10. Sejam u(x,y) e v(x,y) fungdes reais com derivadas parciais continuas numa
regido R. Se u(x,y) e v(x,y) satisfazem as equagoes

du(x,y)  dv(x,y)

ox dy

du(x,y)  ov(x,y)
dy ox

entdo [(z) =w =u(x,y)+iv(x,y) é uma fungdo analitica em R.

2.8.1 Singularidade

Um ponto zp é ponto singular, ou uma singularidade, de uma fungio f(z), se f(z) é
analitica em algum ponto de cada vizinhanga de zg, exceto no proprio zp.

Um ponto singular zg de uma fun¢do f é um ponto singular isolado, ou uma singulari-
dade isolada se, existe uma vizinhanga perfurada de zg, onde f(z) seja analitica. Caso contrario,
diremos que zp é ponto ndo singular ndo isolado de f. Qualquer vizinhan¢a de uma singulari-
dade ndo-isolada de f contém outras singularidades de f. Uma singularidade de f é portanto
um ponto de acumula¢do de seu conjunto de singularidades.

Exemplo 2.17. A funcgdo f(z) = z—% possui uma singularidade em z = 1.

As singularidades isoladas se classificam como segue;

1. - Uma ponto singular isolado zo de uma funcdo f(z) € dito singularidade evitavel (ou
removivel) de f(z) em zg, 0 que é responsével pelo fato de f ndo ser regular em zg se
existe Zlgg) f(2).

2. Uma ponto singular, isolado zo de uma funcdo f(z), que néo é definido em zp num
conjunto S, é chamado pélo de ordem n de f(z) se

lim (z—2z))"f(z) = M.

7—70)

M sendo um ndmero finito, diferente de zero, e n um inteiro positivo, um pélo de

ordem 1 € chamado po6lo simples.

Exemplo 2.18. A fungdo f(z) =

3
tém um polo de ordem 2 em 7 = 3.
(z—3)
3

(2=2)*(z—1)(z+5)
z="2 e polos simplesem z=1e z7=>5.

Exemplo 2.19. A fungdo g(z) = tém um pdlo de ordem 3 em

3. - Uma ponto singular isolado zyp de uma funcéo f(z) é chamado uma singularidades

essencial de f(z) se lim (z—z))" f(z) no existe para nenhum inteiro positivo .
7—20
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2

Exemplo 2.20. A funcio f(z) = eZ— 3 possui uma singularidade essencial em z = 2.

2.8.2 A Funcao Exponencial

Definicao 2.16. A funcdo exponencial e* é definida para todo 7 = x + iy por

el = eWcos(y) +isin(y).

Propriedades da Exponencial

c) et =z

d) &&= et = e

¢) Je| = kel

f) (e8P

g) (ez)é :e%(z-i-l?ﬂ:k);
h) (ez)g _ eg(ZJriQTtk)’

l) el .2 = eZl+Zz;
J) € é uma funcdo inteira e d%(ez) = e

Observacao 2.3. Como notagdo exponencial, a representacdo polar de um niimero complexo

assume a forma polar compacta 7 = re'®, onde r = |z| e © = arg(z).



3 Teorema de Liouville e Aplicacoes

3.1 Integrais

Definicao 3.1. Definimos arco continuo ou simplismente arco como um conjunto C de pontos,

dados parametricamente
C = {zlt) = x(1) +iv(t) :a <1 < b},

onde 7(t) € continua em t ou equivalente, x(t) e y(t) sd@o continuas.

Observacao 3.1. Consideraremos t € [a,b] com valores crescentes de t, de forma que C é um

conjunto orientado.

z(a) C

z(b)

Figura 1: Curva C Figura 2: Curva -C

Considerando w(t) = z(—t), —b <1t < —a, obtemos a curva —C, oposta a orienta¢do

da curva C.

Defini¢ao 3.2. Chama-se arco de Jordan ou arco simples aquele em que cada ponto z(t) corres-

ponde a um valor de t.

Quando o arco ndo é simples ele contém ao menos um ponto multiplo.
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Observacio 3.2. Neste caso, temos z(t1) = z(t2) com 11 # 1.

Definicao 3.3. Chama-se curva fechada simples ou curva de Jordan a toda curva fechada cu-

Jjos pontos, com exce¢do das extremidades, sejam todos simples.

Na figura abaixo estdo representadas as curvas simples ndo fechada, curva fechada nio

simples e curva fechada simples (Curva de Jordan).

Figura 3 Figura 4: CNSF Figura 5: CSF

Definicao 3.4. (Arco regular)Um arco é dito regular se
() =xX)+iy(t),a<t<b

existe, é continua e 7 (t) # 0, Vt € [a,b].

Exemplo 3.1. O arco z(t) = 1> +it, —oo < 1 < o0 é regular, pois
Z()=2+ied (1) #0, Vi

Definicao 3.5. Chamamos contorno ou caminho a todo arco continuo formado por um niimero

finito de arcos regulares.

n
Temos z(t) € continua em |a,b] = U laj,bj]
j=1
(i) Z() é continua em (aj,bj)
(i) 2(1) # 0 em (a1, b;)

(iii) lim 7(t) =7 (aj") #0e lim Z(t) =7 (aj") #0.

t—ajt t—aj~

Exemplo 3.2. Considere z(t) dado por:

t+ir, 0<r<1
(1) = 5
t+ire, 1<r<?2

z(t) é um contorno.
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Definicao 3.6. (Integral de Contorno)

Seja
F : [a,b] — C

t — F)=U(t)+iV(r)

Definimos

/abF(t)dt = /abU(t)dtJri/abV(t)dt

b b
Observacio 3.3. (i) Re / F(t)dt = / ReF (t)dt
a a

ll Im/ dt / ImF

Exemplo 3.3. Seja
F: [0,1] — C
t — F(1) =1+

Logo,

1 1 1 1 1 i
/F(z)dt—/ tdl+i/ 2dr = — +z—’ =—+_.
0 0 0 2 3

Propriedades

(i) / "R ()dt + G(1)]di — / " F i+ / " Gloyde
(i )/ch( dt—c/ Flt
/F 1)dt| < /|F )|dt.

Vamos provar (iii), os itens (i) e (if) ficam como exercicio.

b b
Se / F(t)dt =0, entdo a desigualdade é 6bvia, pois |F(r)| > 0 e portanto / |F(r)|dt >
a a

lll

b b
Suponhamos que / F(t)dr # 0. Sendo / F(t)dr € C, entdo escrevendo sua represen-
a a

b .
/ F(t)dt =re®,r > 0.
a

tacdo polar, temos:
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Agora, usando (ii), temos:

’/abF(t)dt

= /b e ®F (1)dr = /hRe[eieF(l)]dt <

b
a

< / " |Refe®F (1)|dr < / e OF (1)) — / " P dr.

Definicao 3.7. (Integral Curvilinea ou de Contorno)Seja C um contorno qualquer e f = u—+iv

uma fungdo continua em C, onde
C={z=z()=x()+iy(t) :a <t <b}.
Definimos
b
/C F(2)dz— / Fl2(0)Z (). (3.1)
a
Observacao 3.4. A integral do segundo membro de (3.1) é uma integral do tipo:
b b b
/ Sf()dr = / U(t)dt+i/ V(r)dr.
a a a

De fato,

Observacao 3.5. A integral de linha (3.1) pode ser escrita em termos de integrais curvilineas

redais.

/Cf(z)dZ:/C(udx—vdy)nLi/C(udervdx). (3.2)
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De fato, escrevendo = u-+iv, dz = dx+idy, temos:

/Cf(z)dZZ/C(u+iv)(dx+idy) :/C(udx—vdy)+i/c(udy+vdx).

Exemplo 3.4. Calcular o valor da integral

/ zzdz,
C

onde Cy é o segmento de reta OBde z=0az=2+1.

B oy

r
=

0 O |

Figura 6: Plano 1

Vamos considerar 'y = y(t) =t e x = x(t) = 2t, logo as equagdes paramétricas de Cy

reduzem x =2y, 0 <y < 1. Temos:

7= (x+ iy)2 = x? +y2 + 2xyi = (2y)2 —y2 +2(2y)yi = 3y2 +4y2i

(1) =x() +i (1) =2+i.

Logo

1
/C1 f(2)dz = /C1 zde—/O By* +4%) (2 +i)dy =

! 231 1yt 2 11
— [ (221 11y%0)d :l‘ —‘ 4
/o(y+y’)y 3l 3 373

Seja Cy o caminho OAB da figura acima. Neste caso, temos:

/zdeZ/ Zdz+ 2dz.
G OA AB

e Sobre 0 arco OA, 7 = x. As equagdes paramétricas deste arco sdo x =x(t) =t,y=y(t) =0e
0<x<2.
Logo,

2 3.2 8
2 2 X
/OAZ ¢ ox * 310 3
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e Sobre AB temos z =241y, dz=idy, 0 <y < 1.

Logo,
1 1 1
/Azzdz—/ (4—y? +dyi)idy = A —4ydy+l/ (4—y*)dy =
B
4 1y 1 11
=il L = —2tif4—2) =2 4im
2+l{y 3‘0] +’( 3) '3
Portanto,

8 11 2 11
2 . .
dz=-+|-24+i—|=z+i—..
/C2Z ¢ 3 < l3> 3 l3

Observe que a integral sobre o caminho C é igual a integral sobre o caminho C;.

Definicao 3.8. (Cumprimento de Arco) Seja 7y : [a,b] — C com equagdo parametrica Y(t) =

x(t) +iy(t). Define-se o comprimento de Y de a e b, pela integral
b b
L=L) = [ WOld = [ /2 +yyar
a a

y: [0,2n] — C

Exemplo 3.5. Seja

t > Y(t)=cost+isent.

Entdo,

21

L(y) = /Ozn \/(—sent)2 + (cost)2dt = A dt =2m..

Definicao 3.9. (Caminhos Equivalentes) Dois caminhos Cy e C, dados por vy, : [o,B] — C e

Y2 : [&,n] — C, respectivamente, sdo ditos equivalentes se existe uma bijecdo crescente @ :
[, B] — [E,M] (ver figura abaixo) a qual é continua e continuamente diferencidvel juntamente

com sua inversa (p_l, tal que

Y1(1) = (Y200)(1) = v2(9(2)), 1 € [a, B].

Exemplo 3.6. Os caminhos Cy e C, dados pelas curvas

Ti: [0,4n] — C
t = vi(r) = cost + isent = obi
nir) = cos3 5=
Y2: [0,2w] — C
t —  Ya(t) = cost +isent = €',
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b

2,
() \/\
Y, \ (B
0 ) \ ™
L = L
o B g M

Figura 7: Caminhos equivalentes

sdo equivalentes, pois a fung¢do

¢ : [0,4nr] — [0,27]
4
o o)==
2
¢ uma bijecdo crescente continuamente diferencidvel e sua inverva

L. ]0,2n] —  [0,4x]

t o o (1) =2

¢

¢ continuamente diferencidvel.

Além disso,

(1200)(1) =12(9(t)) = € = D =y (1).

Teorema 3.1. Se C| e C; sdo duas curvas equivalentes, entdo
f(@)dz= [ [f(z)dz.
C C

Prova: Considere © a bijecdo entre os dois caminhos. Por denigcdo e pela Regra da Cadeia,

obtemos:

B / B /
| r@di= [ <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>