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ANALOGO ACUSTICO DO BURACO NEGRO
Ronaldo Marcelino Felix de Andrade!

RESUMO

Os Buracos Negros sao regioes em que, dentro, a gravidade é extremamente forte, de
modo que nao conseguimos obter nenhuma informacao de “objetos”que estejam dentro
dessa regiao. Nesta regiao, as estrela colapsam, cada vez mais, até que toda a sua matéria
fica concentrada em uma regiao tao pequena, mas tao pequena, que as leis da fisica
como conhecemos, nao valem mais. Dizemos entao que foi criada uma singularidade no
espago-tempo. As delimitagoes dessas regioes sao chamadas de horizontes de eventos. Os
buracos negro sao solugoes das Equagoes de campo de Einstein, Karl Schwarzschild Foi
quem obteve em 1915 a primeira solugao exata dessas equagoes para o caso limite de
uma massa esférica sem rotacao. Essa solucao nos levou ao conhecido conceito de Raio
de Schwarzchild que é o tamanho do horizonte de eventos de buraco negro sem rotacao.
Quando um fluido, perturbado por ondas sonoras, atinge uma velocidade maior do que
a velocidade do som, as equacoes fundamentais que descrevem o comportamento desses
fluidos, comportam-se de uma forma andloga a de um buraco negro, o que chamamos de

buracos negros actsticos.

PALAVRAS-CHAVE: Buraco Negro, Fluidos, Buraco Negro Acistico.

1 Introducao

No inicio do século XX, com a Relatividade Geral de Einstein, a gravidade passa a
ser entendida como uma deformacao da geometria do espaco-tempo, de forma que seria

associada uma curvatura que influenciaria na trajetéria de qualquer particula.

I'Graduando em Licenciatura em Fisica pela Universidade Estadual da Paraiba



Alguns meses depois da publicacao dos trabalhos de Einstein, a respeito da
Relatividade Geral, o fisico alemao Schwarzschild obteve a primeira solucao para as
equagoes da Relatividade Geral, essa solu¢ao assumia um objeto massivo na origem das
coordenadas. Ele demonstrou a existéncia de uma singularidade na sua métrica, onde toda
a matéria se concentraria em um unico ponto, criando assim uma regiao de volume nulo e
densidade infinita. A solucao de Schwarzschild delimita uma regiao, onde é perdida toda
a informacao que esté contida nela, dai vem o nome buraco negro, pois dentro desta regiao
nem mesmo a luz torna-se visivel para um observador situado fora dela. A delimitacao do
buraco negro é chamada de horizonte de evento, em que qualquer matéria que aproxime-se
muito dessa regiao sera sugada para o seu interior e as informacoes sobre essa matéria
fica retida em seu interior de forma irrecuperavel (CARMELI, 1982).

Quando uma onda sonora se propaga através de um fluido em movimento a uma
velocidade acima da velocidade do som, forma-se uma regiao conhecida como horizonte
de eventos acustico, onde, a partir dela, o som nao é capaz de escapar. Dessa forma, surge
o que chamamos de buracos negros acusticos. Quando isto acontece, observa-se que estas
ondas sonoras se comportam no fluido, como a luz se comporta sob a influéncia do campo
gravitacional (VISSER, 1997; TONIATO, 2010).

Neste trabalho, estudaremos esta analogia, considerando um fluido ideal, irrotacional
e barotropico. Antes porém, faremos uma breve revisao sobre as equagoes que descrevem
a dinamica de um fluido ideal. Vale salientar que o presente artigo trata-se de uma revisao

bibliografica de um estudo realizado por Junior Diniz Toniato (2010).

2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Equacao de continuidade

A cinematica dos fluidos é o estudo sobre o movimento dos fluidos. Uma das formas
de dar seguimento a esse estudo é seguir a trajetéria de “objetos”individuais, ou seja,

analisar como os vetores posicao e velocidade, de cada elemento do fluido, evoluem com



o tempo. Este método é denominado Descri¢ao Lagrangiana do Momento do Fluido, em
homenagem ao matematico italiano Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Do ponto de vista macroscépico, o fluido é considerado como algo continuo. Porém,
uma analise microscépica mostra que ele é constituido por bilhoes de moléculas que se
chocam continuamente. Assim, a tarefa de acompanhar cada molécula torna-se muito
dificil, até mesmo para computadores muito rdpidos (CENGEL e CIMBALA, 2007).

Diante disso, para descrevermos o escoamento dos fluidos, utilizaremos um método
denominado Descricao Euleriana do Movimento do Fluido, em homenagem ao matematico
suico Leonhard Euler (1707 - 1783). Este método consiste em especificar a densidade
p(x,y, z,t) e a velocidade do fluido em cada ponto do espago e em cada instante de tempo,
U(z,y,2,t), ao invés de seguir o movimento de cada particula. Contudo, vale salientar
que, embora esse método se dedique a analisar o que acontece em um ponto do espaco e
nao em uma particula do fluido, é impossivel deixarmos de acompanhar as particulas do
fluido, pelo menos em um pequeno intervalo dt, pois é em relacao as particulas e nao aos
pontos que aplicamos as leis da mecéanica. (SYMON, 1996)

Qualquer grandeza que for usada para descrever o estado do fluido, por exemplo, a
pressao p, sera funcao das coordenadas espaciais x, ¥y, z e do tempo t. Desse modo, havera
um valor especifico da funcao para cada ponto no espaco em cada instante de tempo. A
taxa com que a pressao varia em um ponto fixo no espaco é dp/0t. Por outro lado, a taxa

de variacao da pressao, em relacao a um ponto que se move junto com o fluido, é

dp_op  Opdr  Opdy  opd:

= - -1
dt Ot Oxdt Oydt 0Ozdt’ (2-1)
ou ainda
dp Op _ =
oy _Zr ) 2-2

onde v é a velocidade do fluido.
E importante destacarmos que uma relagdo similar a equagao (2-2) é valida entre

derivadas parciais e derivadas totais de qualquer grandeza, de modo que podemos escrever,



simbolicamente,

d Jd . =
a—a'f‘v'v,

onde as derivadas total e parcial tem o mesmo significado que o anterior.

Figura 1: Movimento de um elemento do fluido em expansao.
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Se considerarmos, agora, um pequeno volume de fluido, V', em forma retangular, com

dimensoes dz, oy e dz [Fig. (1)], temos:

oV = dxdydz ,

(2-4)

O componente = da velocidade do fluido v, pode ser diferente nas faces da caixa a

esqueda e a direita. Se isso acontecer, dx variard com o tempo a uma taxa igual a diferenca

entre estas duas velocidades (SIMON, 1996):

d 5y 00

%51' = ox,
e, similarmente,
d v d ov
—0, = 2§ —0z=—2§
dt "’ Oy bO w9

Assim, usando (2-5) e (2-6), a taxa de variacdo com o tempo de 6V sera:

iavzﬁmv.
dt

(2-5)

(2-6)

(2-7)



Esta demonstracao nao é muito rigorosa, mas nos da uma ideia do significado da
divergéncia V-7 Na verdade, para tornarmos a demonstragao rigorosa, deveriamos
considerar que v, também depende das coordenadas y e z, e obter a equacao (2-7) no
limite em que 6V — 0. Porém, existe um método mais simples para demonstrarmos
a equagao (2-7) de forma rigorosa. Consideremos que um volume V' de um fluido é

constituido por elementos 0V, de tal modo que

V=Y 6V. (2-8)

Somando o primeiro membro da Eq. (2-7), teremos:

d d av
S5V = — . 2
dt oV dt Z oV dt (2-9)

Neste caso, o simbolo da soma representa uma integracao, pois pretendemos tomar o
limite de 6V — 0. Entao, somando segundo membro, aplicando o limite e usando o

teorema da divergéncia de Gauss, encontramos:

Zﬁ-wvz// ﬁadvz//ﬁ-ads, (2-10)
\% S

onde S é a superficie que limita o volume V' e n é o vetor normal a superficie e orientado
para fora. Como n - ¥ é a componente da velocidade apontada para fora da superficie
dS, o volume adicional devido ao movimento de V' é n - vdSdt. Logo, o ultimo termo da

equacao acima ¢ a expessao apropriada para a taxa de crescimento do volume, isto é,

av
Y — || q-wds . 211
7 //Sn vdS (2-11)

Diante disso, podemos afirmar que a equacao (2-7) é a expressao correta para a taxa de
crescimento do volume, pois ela fornece a expressao correta para a taxa de crescimento
de qualquer volume V', quando somada em relacao a 6V

Se o fluido for incompressivel, o volume de cada elemento deve permanecer constante:

d
OV =0 (2-12)



10

Com isso, de acordo com a Eq. (2-7):
V-7=0. (2-13)

Nenhum fluido é absolutamente incompressivel, mas em alguns casos podemos considerar
essa hipotese.

A massa de um elemento de um fluido é:
om = poV | (2-14)

e permanecera constante, mesmo que a pressao e o volume nao permanecgam:

iém _4 (pdV) =0 (2-15)

Do segundo membro da Eq. (2-15), temos:

dp oV

v, g 2-16
dzf+ dt ( )

Logo, substituindo resultado apresentado em (2-7) na equacdo (2-16) e dividindo o

resultado por §V, chegamos a:

dp -
s 0=0. 2-1
i +pV-7=0 (2-17)

Utilizando a Eq. (2-3), reescrevemos esta equagao em termos de derivadas parciais em

relacao a um ponto fixo no espaco :

9 .
8—';+U-V,0+pv~17:0. (2-18)

Usando a propriedade V- <goff> = ﬁap A+ goﬁ . ff, podemos ainda escrever a equagao

(2-18) como

P& ,
— 4+ V- (pv)=0. 2-19
L (1) (2:19)
Esta é a equacao da continuidade para o modelo de matéria continua, que estabelece,

essencialmente, que a matéria nao é criada nem destruida; a massa dm, em qualquer

volume 0V, que se mova com o fluido, permanece constante.
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2.2 Equacoes do movimento para um fluido ideal

Nesta sec¢ao, consideraremos o movimento de um fluido ideal, ou seja, um fluido com
tensdo de cisalhamento inexistente, mesmo estando em movimento. E importante salientar
que um fluido, por definicao, nao suporta tensoes de cisalhamento quando se encontra em
equilibrio. Entretanto, todos os fluidos tém viscosidade e, portanto, sempre havera tensoes
de cisalhamento entre suas camadas com movimento relativo. Em um fluido ideal nao ha
viscosidade, entao so serao considerados fluidos ideais, onde a viscosidade for considerada
desprezivel.

Supondo que, além da pressao, o fluido esteja sob a acao de uma densidade de forca
por unidade de volume ﬁ ha uma forga adicional que age no volume ¢V dada por f 0V. Na
sequéncia, calcularemos a densidade de forca devido a pressao exercida sobro o elemento
de volume.

Considerando o elemento de volume em forma de uma caixa retangular, sendo 0V =dx
0y dz. A pressao exercida sobre a face esquerda da caixa provoca uma forca igual a pdydz
e age na direcao x. A pressao exercida sobre a face direita também provoca uma forca
igual a pdydz, mas age na diregao oposta. Como veremos, isso faz com que a componente
da forca resultante na direcao =, 515’;, exercida sobre a caixa, dependa da diferenca de
pressao entre as faixas direita e esquerda [Fig. (2)].

Sendo Fi, = p(z,y,2)0ydzt e Fy, = —p(x + dz,y, 2)0ydzz, temos:
0F, = {p(x,y, 2)0ydz — p(a + 6z, y, 2)0ydz} & . (2-20)

Expandindo p (x 4 dz,y, z) em série de Taylor e descartando termos de ordem superior a

dx, encontramos
0
p(iL‘—i-(SiL’,y, Z) :p(xvya Z)_'_%p(xaya Z) 0T . (2_21>
Levando isso em conta, a equacao (2-20) torna-se:

OF, = (—%&I) Yoz . (2-22)
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Figura 2: Na figura, as forcas Fi, e Fy, sao, respectivamente, aquelas que atuam nas faces
localizadas nas posigoes x e x + dx, ao longo do eixo x. O mesmo raciocinio serve para as
forcas Fiy, Foy, F1. e Fy,.

| =
R}
I
: ﬁlz
ﬁlx : ﬁZx
| —
Sy |
/ 1
> B
FZz Pra - -
Phe - Flyf 6z
ox

Expressoes semelhantes sao obtidas para os componentes da forca nas direcoes y e z,
seguindo os passos utilizados para se chegar a equagao (2-22). Diante disso, podemos

definir a forca total como:

= Op Op Op
— —_—— — -
OF = ( z z ) oV (2-23)

ou
§F = —VpdV . (2-24)

Portanto, concluimos que a densidade de for¢a por unidade de volume, devido a pressao,
serd -Vp.
De posse das informagoes obtidas, podemos escrever a equacao de movimento para

um elemento 6V do fluido, como

pdV — = f6V — VpdV (2-25)

p— +Vp= f (2-26)

Utilizando a equagao (2-3) e dividindo a equagado acima por p, obtemos uma expressao,
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em termos das derivadas, em relacao a um ponto fixo:

o (=N, 1o f
E-l—(v-V)v-i—;Vp—;, (2-27)

onde % é a forca por unidade de massa. Esta expressao é denominada equacao do

movimento de um fluido, de Euler.

3 Buraco negro acustico

A Relatividade Geral, determinada em sua forma definitiva em 1915 por Albert
Einstein, pode ser resumida dizendo-se que o espago e o tempo, que ja tinham sido
unificados como espago-tempo pelo proprio Einstein dez anos antes, tém suas propriedades
modificadas pelo conteido subjacente de matéria e energia. Assim, a matéria e a energia
determinam a forma como as propriedades do espago-tempo se organizam tanto no espaco
como no tempo (MATSAS, 2005). Esta relagdo entre matéria e energia é descrita pela

equacao de campo de Einstein:

1
R, — §QWR = KT, , (3-28)

onde T}, é o tensor energia momento, R é o escalar de curvatura de Ricci, R, ¢ o tensor
de Ricci e k = 87G/c* é uma constante. Os buracos negros sao solugoes dessa equagao,

sendo o buraco negro de Schwarzschild, o qual é descrito pelo elemento de linha

2GM 2GM\
ds® = — (1 — G > Adi? + (1 — %) dr? + r2dr? + r?sen®0dy? | (3-29)

cr

a solucao mais simples, por ser estatico e nao possuir carga. Na fronteira r = ry existe
o que chamamos de horizonte de eventos, na qual a componente g,, tende ao infinito.
Acontece que, a partir r = ry, a curvatura é tao grande, que nem mesmo a luz conseguiria
escapar para o infinito. Desta forma, seria impossivel se observar o que acontece além
dessa fronteira. Devido a esse fato, a métrica ficou conhecida como a solucao para Buraco
Negro.

Os sistemas analogos para a Relatividade Geral comecaram a ser desenvolvidos no

inicio da década de 80 com o fisico canadense Willian G. Unruh. Unruh demonstrou
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que ondas sonoras se propagando em um fluido em movimento é fenomeno semelhante
ao da luz quando viaja em um espaco-tempo curvo. As ondas sonoras também sofrerao
uma variacao de frequéncia a medida que se propagam, contra ou a favor, da direcao de
escoamento do fluido. Em especial, se o fluido atinge velocidades supersonicas, em um
determinado ponto se formard uma barreira sonora tal como o horizonte de eventos de um
buraco negro gravitacional. Assim, as ondas sonoras que estiverem dentro da regiao onde
o fluido se movimenta mais rapido que a velocidade do som, nunca conseguirao escapar,
definindo assim o buraco negro acistico (TONIATO, 2010). Podemos observar o relatado,

na figura 3.

Figura 3: Buraco Negro Actstico

Horizonte s6nico ")

Regi&o supersonica /\/ﬁ /\/\_*_
S

= 50 V—C=0 Vst 2D

Um buraco negro acustico, como o citado acima, pode ser criado usando um bocal
convergente-divergente, mais comumente chamado de bocal de Laval [Fig. 4]. O bocal é
um instrumento que acelera o escoamento de velocidades subsonicas para supersonicas no
ponto mais estreito sem alterar as propriedades do fluido (JACOBSON E PARENTANTI,
2015). Observando a figura, podemos fazer uma comparacao entre o buraco negro actstico
e o gravitacional. Sendo a regiao interior do buraco negro acustico, a regiao supersonica,
a regiao exterior a subsonica e a parte que separa essas duas partes o horizonte sonico.
Quando ondas eletromagnéticas se aproximam da regiao de horizonte, que delimita o
buraco negro, estas sao sugadas para seu interior. O mesmo acontece quando as ondas

sonoras passam préximas ao horizonte de eventos sonicos.
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Figura 4: Bocal de Laval.

LAVAL NOZZLE

3
/

Waves swept downstream
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"\..‘

Horizon

Subsonic Supersonic

BLACK HOLE

Fonte: Jacobison e Parentani (2005, p.73)

3.1 Buraco negro nao-relativistico

Nesta secao, descreveremos o buraco negro acustico a partir da propagacao de uma
onda sonora nao relativistica em um fluido ideal, livre da acao de uma densidade de forca,
irrotacional e barotrépico. Para isso, utilizaremos as equagoes da continuidade (2-19) e
a de Euler (2-27), onde a primeira trata do estudo do movimento de matéria continua,
enquanto que a segunda ¢ utilizada para descrever o movimento de fluidos ideais.

O fato do fluido ser irrotacional, V X 7= 0, nos permite escrever a velocidade como
sendo o gradiente de um potencial velocidade v = —ﬁ(ﬁ. Além disso, por ser barotrépico,
o que significa que a densidade do fluido, p, depende apenas da pressao, p, podemos

escrever a entalpia como:

h(p) = /0 4 : (3-30)

ou

. 1=
Vh=-_Vp. (3-31)

Primeiramente, obteremos uma equacao de onda para o potencial velocidade. Para

tanto, partiremos da equacao de Euler, admitindo que v = —ﬁqﬁ. Seguindo esse
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procedimento e utilizando a propriedade:

— — —

V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax (VxB)+Bx (VxA), (3-32)

temos que a equacao de Euler, torna-se:

09
ot

ht - (W)) —0. (3-33)

As ondas sonoras produzem alteracgoes nas caracteristicas do meio no qual se propagam.
Em outras palavras, a onda provoca variacoes nas densidade, pressao e velocidade das
particulas que constituem o fluido que preenche o meio de propagacao. Formalmente,

a propagacao das ondas sonoras sao descritas como sendo uma perturbagao linear das

variaveis dinamicas, (p, p, @), isto é,

p=po+ep + (%), (3-34)
pP=po+eEpr+ 19(52) (3-35)

(§]
¢ = o +ed1 + V(%) , (3-36)

onde o indice 0 indica as quantidades sem perturbacao e o indice 1, as quantidades com
perturbacao em primeira ordem em e. Naturalmente, as quantidades com o indice 0
devem satisfazer as equagoes (2-19) e (2-27). Por outro lado, para obtermos as equagoes
descritas pelas quantidades rotuladas pelo indice 1, devemos efetuar uma perturbacao
linear em (2-19) e (2-27).

Fazendo uma perturbacao na equacao da continuidade, isto é, substituindo (3-34) em

(2-19), obtemos:

9
920 4T (poti) = 0 (3-37)
ot
(§
L4V (10 — poVie1) =0 . (3-38)

825



17

Utilizando (3-35), fazendo uma expansao em serie de Taylor e levando em conta a

condicao barotropica, a entalpia assume a seguinte forma:

h(p) = h(po + epr + V(%)) = ho + e% () (3-39)

Sabendo desses resultados, ao realizarmos a perturbacao linear na equagao de Kuler,

encontramos:
Do 1o \2
e
dpr | p LS.
W—F%_UO'V(él—O. (3_41>

Usando (3-35) na condigao barotrépica, p = p(p), e fazendo uma expansdo em série

de Taylor, chegamos a expressao

p(p) = p(po + ep1 + 9(e?)) = po + j—z(epl) +9(e?) . (3-42)

que comparada com (3-34), nos fornece

dp
- -4
P1 dppl ) (3 3>
ou ainda, segundo a equagao (3-41),
0 L o=
p1 = ¢, po (% + g V¢1) , (3-44)

onde c;? = dp/dp.

Substituindo (3-44) em (3-38) podemos reescrever a equagao da continuidade como

0 0 L o= - - _ 0 a3 .
ot [C;2P0 (% + v - V¢1)] +V. [POV¢1 — G 2P0 <% + vo - V¢1) Uo} =0,

(3-45)

A equacao de onda encontrada acima descreve a propagacgao do potencial velocidade. E,

como essa possui as equagoes (3-41) e (3-43), que determinam p; e pp, respectivamente,



18

descreve completamente a propagagao das perturbagoes acisticas (TONIATO, 2010). A

compararmos (3-45) com a equagao de onda,

1 9%0(&,1)  9*6(&,1)
2 o o (3-46)

identificamos que ¢ é a velocidade local do som.

A equacao descrita pelo potencial velocidade, numa perturbacao acustica, pode ser

escrita como

Du(f"0u1) =0, (3-47)
onde
-1 —vé
J= % (3-48)
Sl @)

e d, = (0/0t,0/0x,0/0y,0/0%), sendo que os indices gregos variam de 0 a 3 e os latinos

de 1 a 3.

Fazendo
V—99"" =", (3-49)
onde g é o determinante da matriz g, (inversa de g"), a equacao (3-47) torna-se

V%—gaww—_gg%m 0, (3-50)

a qual é semelhante a equacao de Kein-Gordon de um campo escalar sem massa, no espaco

curvo quadrimensional descrito pela métrica g, .

Usando a relagao (3-47), obtemos:

det(f") = (V=9)'g"' =g . (3-51)
Por outro lado, ao calcularmos o determinante em (3-48), temos:
4
Ao (3-52)

det(fr) = =20 .

Cs
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Entao, comparando a tltima equagao com (3-51), chegamos a:

4 2
Po Po

= —— = /—g=—. 3-53

g=—"2=Vg=" (3-53)

S S

Assim, encontramos a matriz dos coeficientes da métrica contravariante:

-1 —vé
wo_ L

PoCs o
i 25ij i
vy o (20" —viv))

(3-54)

para obter a matriz covariante, basta calcular a inversa da matriz anterior. Para isso,

precisamos escreve-la na forma (4x4), assim:

—1 —Voz —Voy —Voz
wyo__ 1 —Vog Cg - (UO:L’)2 _UOxUOy —Voz V02 (3_55>
gy = PoCs | —Voy —V0y Vg 2 — (voy)? Yoy Vo2
—~Vo;  —U0:V0x —vovoy €5 — (Vo)

Dai, temos que a inversa é dada por:

@) P
gqu@ U (3-56)

Cs i : i
—v}) )

Consequentemente, o elemento de linha acustico pode ser escrito como:

ds® = g datda” = ? [—c2dt? + (da’ — vjdt)d;;(da? — vidt)] . (3-57)

Esse resultado mostra que o som se propaga como se o espaco fosse curvo. Porém,
para entendermos isso, devemos lembrar que, para obtermos essa equacao, partimos das
equacoes que descrevem a dinamica dos fluidos em um espaco plano. Sendo assim,
podemos afirmar que o fluido estd se movendo em uma espaco plano, mas o fluido, quando
o som interage com ele, sente os efeitos de um espaco curvo.

Fazendo a transformacao de coordenadas

(v - dr)
dr = dt + H N (3—58)
o elemento de linha (3-57) toma a forma
a2
ds? =0 —(c2 —v2)d* + —<UO . dﬂ?) 4 da? (3-59)
- ] 0 2 .

Cs (c2 —vg)
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Podemos observar que, ao fazermos essa mudanca de coordenadas, transformamos
a métrica acustica encontrada em (3-57) em uma métrica estacionéria, ja que os termos
cruzados entre as coordenadas temporais e espaciais foram eliminados (TONIATO, 2010).

Por fim, assumindo que a velocidade do fluido é radial, isto é, vy = v,7, chegamos a

2 2\ 1
ds? =2 [—cz (1 - v—g) dr? + <1 — U—g) dr? + r?d6® + r*sen®*0dp* | . (3-60)
Cs c2 c2

O “espago curvo”descrito por essa métrica é semelhante ao de Schwarzschild. Nela,
podemos ver que havera um horizonte de eventos quando a velocidade de fluido se tornar
igual a do som. Neste caso, assim como a luz, que se propaga no espaco-tempo de
Schwarschild, nao escapara da regiao delimitada pelo horizonte de eventos, as ondas
sonoras que estiverem se propagando na regiao em que v, > ¢, nao conseguirao escapar,

caracterizando, assim, o que chamamos de buraco negro acustico.

3.2 Calculo da métrica acustica a partir da Lagrangiana

Na subsecao anterior, descrevemos um buraco negro acustico a partir da propagacao
sonora em um fluido ideal. Agora, obteremos a métrica (3-57) de uma outra forma,
partiremos da densidade lagrangiana nao relativistica, que tem por solucao a equacao de
Schrodinger, escrevendo o potencial escalar em termos de quantidade hidrodinamicas.
assim, obteremos as equacgoes de movimentos e, consequentemente, a métrica. A

lagrangeana nao relativistica utilizada, sera:
1 )
L= %000 — 20,6706+ b(oo™)* (3-61)

Como se trata de um modelo acustico, o potencial ¢ serd descrito em funcao de
variaveis hidrodinamicas, essa aproximacao é conhecida como aproximacgao de Madelung

(PASHAEV E LEE, 2001). dessa forma, o potencial é descrito como:

¢ = /p(Z, 1) (3-62)
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sendo S a fase e ¢ a densidade. Assim, substituindo esse campo escalar na lagrangeana

(3-61), obteremos:

1 1 1 . )
_ _ _ -y .QHJ 2 _
L 280p p00S o (4/)8],03 p + p0; SO S) + bp~ . (3-63)

A partir da equacao de Euler-Lagrange, obteremos as equagoes do movimento para S e

p, utilizando a equacgao acima. dessa forma, temos:

2, (%afs) —Bp=0 (3-64)

11 1 .
_ _—N.0V . ) Q — _
o \/ﬁaja VP S + 5-0;50"S — 2bp = 0. (3-65)

Porém, o primeiro termo da ultima equacao, que descreve a hidrodinamica dos
fluidos, é um termo de potencial quantico 1/,/p(9,0",/p) que é negligenciado na regiao
hidrodinamica. assim, devemos desconsidera-lo (XIAN-RUI GE E SANG-JIN SIN, 2010).

Por outro lado, vimos na subsecao anterior que, matematicamente, uma onda sonora
pode ser representada a partir de uma perturbacao das equagoes que descrevem a onda
em um meio. Assim, as equacoes de movimento, descritas por S e p, seguem da seguinte

forma:

S = Sp+ S +I(e?) (3-66)

p=po+epr +0(e?), (3-67)

Substituindo (3-67) em (3-64) e (3-65), obtemos as equagoes perturbadas para a fase e

para a densidade, dadas respectivamente por:

1 , .
Eaj (pod S1 + p10” S1) — Gop1 = 0 (3-68)

1 .
8051 = E(Oj&)@]&) — prl =0. (3—69)
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Ao isolarmos p; na equagao (3-69) e substituirmos em (3-68), obteremos uma equagao
semelhante a (3-45). De modo andlogo ao que foi feito na subse¢do anterior, vamos
comparar a equacgao obtida com a equacao de Klein-Gordon para encontrar a métrica.

assim, segue que:

1 1 .
P1 = 2_b (0051 + EajSOajsl) s (3—70)

como foi dito, substituindo esta ultima equagao em (3-68), chegamos a:

1

1 . ,
—30 {—[8051 + 11030]51]} + 8j {%8]51 — Vg |:2[)

5 (DoS1 + UOkaksl)} } =0, (3-71)

onde vy; = 0;S0/m ¢é a velocidade. colocando 1/2b em evidéncia, temos que a velocidade
do som é dada por ¢? = 2bpy (redefinindo po/m = p). Assim, a equagio de onda acima
pode ser reescrita da seguinte forma:

—80 {%[8051 + voj(?jSl]} + 8]- {% [cic‘?jSl — Ué(@oSl + U()kaksl)] } = O s (3—72)
ao escrevermos as derivadas em termos do operador V, temos:

— {% [8051 - 651} } LV {% [cgﬁsl — v (3051 e 651)] } —0, (3-73)

S S
como previsto, obtemos uma equac¢do de onda semelhante a (3-45), que foi obtida
considerando a propagacao de uma onda sonora em um fluido e que apds alguns calculos,

foi obtida a métrica (3-56). Dai, podemos perceber que partindo de (3-73) chegaremos a

mesma métrica, ja que os passos a serem seguidos serao os mesmos.

4 Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos a analogia que pode ser feita entre um som que propaga-se
em um fluido e um buraco negro gravitacional.

Observamos que quando um fuido em movimento interage, com o som a uma velocidade
supersonica, uma regiao de buraco negro acustico é criada. Para tanto, inserimos

perturbacoes de primeira ordem nas equagoes que descrevem a dinamica de um fluido



ideal e, como consequéncia, obtivemos a métrica semelhante a do buraco negro de
Schwarzschild. Também conseguimos descrever essa analogia partindo de uma lagrangiana
que, quando perturbada, nos leva a uma métrica efetiva idéntica a que foi obtida a partir
das equagoes do fluido.

Vale salientar que fizemos todo tratamento considerando um fluido nao-relativistico.

Uma anélise posterior seria fazer toda a discussao admitindo um fluido relativistico.

ANALOG ACOUSTIC BLACK HOLE

Ronaldo Marcelino Felix de Andrade!

ABSTRACT

The Black holes are regions where, inside, gravity is extremely strong, so we could not

¢

get any information from “ objects’ that are within that region. In this region, the star
collapses, more and more, until all its matter is concentrated in such a small area, but so
small that the laws of physics as we know, are not worth more. We say that a singularity
in space-time was created. The boundaries of these regions are called event horizon.
The black holes are solutions of the Einstein field equations, Karl Schwarzschild was the
one who developed in 1915 the first exact solution of these equations for the limiting
case of a spherical mass without rotation. This solution led us to the concept known
Schwarzschild’s radius which is the size horizon black hole event without rotation. When
a fluid disturbed by sound waves reaches a speed greater than the speed of sound, the

fundamental equations which describe the behavior of these fluids behave in a manner

analogous to a black hole, what we call acoustic black holes.

Keywords: Black Holes, Fluids, Acoustic Black Holes.

Undergraduate Degree in Physics from the State University of Parafba
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