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Resumo

A analise de sobrevivéncia ¢é utilizada em diversas areas do conhecimento, e fundamenta-se
em técnicas estatisticas que estuda dados de tempo de vida de um individuo. E importante
que o banco de dados retina condi¢des necessarias pra que a analise de sobrevivéncia possa
ser realizada e assim poder fazer estimativas cabiveis da funcao de sobrevivéncia e de
risco. Este trabalho tem como objetivo utilizar conceitos do modelo semi-paramétrico de
sobrevivéncia, em especial o modelo de Cox, para modelar o tempo de vida medido em
quilometros rodados do pneu 11.00R22. O Modelo de Cox estima a funcao de risco e muitas
vezes é interessante estimar o efeito das covariaveis. Desta forma, Cox propds o modelo
semi-paramétrico de riscos proporcionais, que permite a analise de dados resultantes de
estudos do tempo de vida, onde a variavel resposta é o tempo de ocorréncia de um evento
de interesse ajustado por covaridveis. O estudo foi realizado com caminhoes que utilizaram
pneus 11.00R22, e o tempo em quilometros rodados foi calculado através de um computador
de bordo. Os dados sao constituidos de um total de 552 pneus, os quais apresentaram
diferenca entre os trés tipos de tempo de vida. Na execuc¢ao deste trabalho, aplicou-se os
métodos nao paramétricos de Kaplan-Meier para os trés grupos de vida, e o teste log-rank
para verificar a existéncia de diferenca significativa entre as curvas de sobrevivéncia, e em
sequéncia, aplicamos o modelo de Cox para constatar os pressupostos de proporcionalidade.
Na aplicacao dos métodos foi utilizado o software R por meio do pacote survival. Os
resultados encontrados para modelagem do tempo de vida dos pneus 11.00R22 indicam
que o modelo de Cox estratificado é o mais adequado para modelar os dados, uma vez que

foram encontradas evidéncias de violagao da suposi¢ao de proporcionalidade.

Palavras-chaves: Modelos semi-paramétricos. Modelo de Cox. Suposi¢ao dos riscos

proporcionais.



Abstract

Survival analysis is used in many areas of knowledge, and is based in statistical techniques
that study data of an individual’s life time. It’s important that the database possesses
necessary conditions for the survival analysis can be performed and so be able to make
reasonable estimates of the survival function and risk. This work aims to use concepts of
semi-parametric model survival, especially the Cox model to model the lifetime measured
in kilometers traveled the 11.00R22 tires. The Cox model estimates the hazard function
and it is interesting to estimate the effect of covariates. So Cox proposed the model
semi-parametric proportional hazards, which allows the analysis of data resulting lifetime
studies, where the variable answer is the time of occurrence of a event of interest adjusted
for covariates. The study was carried out with trucks that used 11.00R22 tires, and the
time in kilometers traveled was calculated by an onboard computer. The database consists
of a total of 552 tires, which showed the difference between the three types of life time.
Implementing this work, its was applied the non-parametric methods of Kaplan-Meier
for the three groups, and the log-rank test to verify the existence of significant difference
between the survival curves, and in sequence, we apply the Cox model to find out the
assumptions proportionality. We utilized the software R with survival package in the
applications. The results, indicate that the stratified Cox model is the most suitable
for modeling the data, once that were found evidence of violation of the supposition

proportionality.

Key-words: Semi-parametric models. Cox model. Assumption of risk Proportional.
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1 Introducao

A analise de sobrevivéncia caracteriza-se em estudar o tempo de vida do individuo,
desde o momento que ele entra no estudo, até o momento da ocorréncia do evento de
interesse, denominado falha. Uma particularidade é a possibilidade da presenca de censura,
que nada mais é, que a observacao parcial da resposta de interesse, ou seja, quando o
individuo nao sofre o evento (falha) durante o periodo do estudo, onde o tempo exato de
sobrevivéncia nao é conhecido. E justamente nas observacoes censuradas que a analise
de sobrevivéncia se diferencia. O uso de covariaveis pode afetar o tempo de vida dos

individuos, dai surge a necessidade de fazer uso da andlise de regressao.

Em meados do século XX, o uso da analise de sobrevivéncia foi implantado com
maior frequéncia, e obteve maior utilidade por volta da década de oitenta, ainda no mesmo
século. Mesmo podendo ser aplicado em diversas areas do conhecimento, foi na medicina
que a analise de sobrevivéncia chegou a sua grande popularizacao, porém, possui grande
aplicacao em diversas areas do conhecimento humano, ou seja, nao se restringe apenas
a medicina. Um exemplo disso sdo os estudos de confiabilidade aplicados pela industria
(transportes, elétrica, etc.), onde se mede o tempo, a durabilidade de cada individuo em

estudo.

O transporte rodoviério se intensificou no século XX, superando o transporte ferro-
viario no deslocamento de pessoas. E apesar de sua importancia, os custos de manutencgao
sao elevados, em comparacao com os demais transportes, ja que transitam com maior
frequéncia e com cargas pesadas pelos mais diversos tipos de rodovias. Em consequéncia
disso, a banda de rodagem (t¢read) se desgasta e fica abaixo do limite de uso recomendado,
isso quer dizer que ja estd na hora de fazer a reforma do pneu. Dai o interesse em fazer o
estudo acerca da vida til dos pneus 11.00R22, ja que o custo da producao de um pneu

reformado é consideravelmente inferior ao custo de um pneu novo.

Segundo a Associagdo Brasileira do Segmento de Reforma de Pneus (ABR), no
setor de transportes, o Brasil é o pals que mais reforma pneus no mundo, devido ao seu
baixo custo, reduzindo em até 57% o custo/km, podendo reformar cada pneu em média

duas vezes, desta forma aumentando sua vida ttil.

O presente trabalho tem por objetivo utilizar modelos semi-paramétricos de so-
brevivéncia para modelar o tempo de vida do pneu 11.00R22, medidos em quilometros

rodados.

Neste trabalho, iremos apresentar conceitos basicos de analise de sobrevivéncia.
Apresentaremos os modelos de regressao que dependendo da distribuicao do tempo de

vida dos individuos, pode ser paramétrico ou semiparamétrico, utilizados para modelar
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a influéncia das covariaveis no tempo de sobrevida. Veremos defini¢oes e suposigoes de

violagao do modelo de riscos proporcionais e qual método é o mais indicado para o estudo

dos pneus 11.00R22.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Analise de Sobrevivéncia

A analise de sobrevivéncia é uma técnica na qual a variavel resposta é determinada
pelo tempo até a ocorréncia do evento de interesse (falha) que ocorre depois de um tempo
pré-definido (tempo de falha). Num estudo de sobrevivéncia, podem ocorrer observagoes
parciais da resposta, chamada de censura. Segundo Carvalho et al. (2011) entende-se como
censura, a observagao incompleta do estudo por nao ter observado a data de ocorréncia do

desfecho (falha). Podemos citar como tipos de censura:

e Censura a direita: Sendo a mais comum, pois o tempo entre o inicio da observacao e

o evento de interesse é maior que o tempo observado.

Figura 1 — Representacao grafica de censura a direita

Final do
Individuos Estudo

3

(]

0 >
Tempos

Fonte: Pascoa (2014)

Ha trés tipos de censura a direita, em ensaios de confiabilidade que ocorrem com
mais frequéncia (LAWLESS, 2011), sao elas: censura tipo I, existe um tempo pré-
estabelecido para o acompanhamento das observacoes em estudo; censura tipo II,
o acompanhamento das observacoes ocorre por um nimero pré-definido de falhas;
censura aleatoria, quando o individuo é retirado do estudo sem que houvesse ocorrido

a falha, ou em caso de morte, em que o motivo nao esteja relacionado ao estudo.

e Censura a esquerda: Quando o desfecho ocorre antes do tempo observado, e nao

conhecemos 0 momento em que o desfecho ocorreu.
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Figura 2 — Representacao gréafica de censura a esquerda
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.
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0

Fonte: Pascoa (2014)

e Censura intervalar: O tempo de sobrevivéncia nao necessariamente deve ser conhecido,

mas sabe-se que ocorre dentro de um intervalo.

Figura 3 — Representacao grafica de censura a aleatéria
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Fonte: Pascoa (2014)

Sendo T" uma variavel aleatéria nao negativa, que representa o tempo de falha
de um determinado individuo, é indicada na analise de sobrevivéncia o uso da funcao
de sobrevivéncia ou fungao de taxa de falha (ou risco). A probabilidade de uma obser-

vagao sobreviver até um determinado tempo ¢, é definida como fun¢ao de sobrevivéncia

(COLOSIMO; GIOLO, 2006), dada por:

S(t) = P(T > t) = 1 — F(t) = /Otf(u)du, £>0,

em que F'(t) é a fungdo de distribuigdo acumulada. Neste caso F'(t) representa a proba-
bilidade de morte até o tempo ¢. Temos que S(t) é uma funcdo continua e monétona
decrescente, sendo S(0) =1 e limy_,o, S(t) = 0.
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Na pratica, se houver auséncia de censura, a func¢do de sobrevivéncia é estimada

da seguinte maneira:

Numero de pacientes que sobrevivem apos ¢

S(t) =

)

Numero total de pacientes
isto ¢, a proporcao de individuos com o tempo de falha maior que ¢, portanto, uma

sobrevivéncia empirica. Na presenca de censura, S(t) ndo é um bom estimador para o

verdadeiro S(t).

A funcao de densidade de probabilidade é interpretada como a probabilidade de
um individuo sofrer um evento em um intervalo instantaneo de tempo (CARVALHO et
al., 2011).

Plt<T <t+A)
At‘)o At

Na prética, se ndo houver censura, a funcao f(¢) é estimada a partir dos tempos

€In que ocorrem o evento:

A Numero de pacientes que morreram no intervalo de 0 a ¢

ft) =

(Ntmero total de pacientes)(Comprimento intervalo)

A funcao de risco A(t), caracteriza-se pela taxa instantéanea de falha que ocorre no

tempo t, dado que o individuo sobreviveu até o inicio do intervalo, e é dada por:

PL<T <t+A)T >1)

Alt) = Alfrilo A
_ oy FEHA) - (F(R) 1
A0 Ay S(t)
__hml—F@+AJ—u—F@)1
Ay—0 At S(t)
_ gy 24— (S(1) 1
Ar—0 Ay S t)
_ =5
S
=~ Clog {S(1)}

Na auséncia de censura a funcao de risco pode ser estimada da seguinte maneira:

Numero de falhas em cada intervalo de tempo

A = — cada nt .
Numero de pessoas em risco no intervalo de tempo
Outra fungao de sobrevivéncia que é de grande importancia é a fungao de risco

acumulado. De acordo com Carvalho et al. (2011) a funcao de risco acumulado A(t) mede

o risco de ocorréncia do evento até um determinado tempo ¢. E definida como:
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A = [ Mu)d(u) = ~log {S()}

Para realizar estimacao existem métodos nao paramétricos e paramétricos, a citar: o
estimador de Kaplan-Meier, tabela de vida e estimador de Nelson-Aalen e os paramétricos:
o uso das distribui¢oes densidade de probabilidade. Para melhor entender os métodos nao
paramétricos ver Klein e Moeschberger (2005), Lee e Wang (2003) e Kalbfleisch e Prentice
(2011).

2.2 Processo de Contagem

Através do processo de contagem é possivel provar resultados relevantes na anélise
de sobrevivéncia, permitindo acomodar censuras, truncamentos e eventos miltiplos. De
maneira simples podemos compreender a andlise de sobrevivéncia observando o par (7}, ;)
com i = 1,...,n, substituido por (N;(t),Y;(t)) , sendo T; = min(7;,C}) , onde T} é o
tempo de falha e C; representa o tempo até que ocorra a censura, e

5 1, se ocorrer a falha,
i p—
0, se ocorrer a censura.

E sabido que N;(t) representa o nimero de eventos observados em [0,t] para o

individuo i, e

1, se o individuo 7 esta sob observacao e em risco no instante t;

Yi(t) =
0, se o individuo 7 ndo esta em risco.

Segundo Carvalho et al. (2011), define-se o processo de contagem como sendo um

processo estocdstico N(t) com ¢ > 0, em que N(0) =0 e N(t) < oo.

2.3 Modelos de Regressao

Em uma populacao homogénea ¢ necessaria a utilizacao das distribui¢oes continuas
univariadas, de modo que seja possivel modelar o tempo de vida. Supondo que exista
heterogeneidade entre os individuos podendo afetar o tempo de vida, devemos entao utilizar
um modelo de regressao, tendo como variavel resposta o tempo de vida e como variaveis
independentes as covariaveis. Uma vez que se estuda os dados de sobrevivéncia utilizando-se
uma distribuicao paramétrica, pode-se ter interesse em conhecer o relacionamento entre o
tempo de sobrevivéncia e variaveis explanatorias, neste tipo de abordagem citamos duas
classes de modelos de regressao: Modelos de riscos proporcionais e o modelo de tempo de

vida acelerado.
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2.3.1 Modelo de riscos proporcionais: Caso Semi-paramétrico

Havendo a presenca de covariaveis nos dados de sobrevivéncia, uma maneira de
modelar esses dados é utilizando o modelo semi-paramétrico desenvolvido por Cox (1972),
que é comumente utilizado em pesquisas médicas para analises de dados em tempo de
sobrevivéncia. Este modelo descreve a relagao existente entre a ocorréncia de eventos. O
risco é a probabilidade de um individuo experimentar o evento em um periodo mediano em
torno desse ponto no tempo. O modelo de Cox ajusta a fungdo de risco A(¢) considerando

um risco basal A\y(t), e o vetor de covaridveis x.

Seja T', o tempo de vida de um individuo e num instante ¢, temos

At|z) = No(t) exp (211 + z2f2 + ... + ,8,) = Ao(t) exp (x5),

em que a funcdo de risco A(¢|z) é dependente de um conjunto de covariaveis (z1, za, ..., T,),
X ¢ o vetor das varidveis explicativas, em que os coeficientes de regressao sao desconhecidas
e corresponde o efeito das covariaveis na sobrevivéncia, determinado por um vetor de

componentes dos parametros ajustaveis 3, cujo impacto é medido por seus respectivos
coeficientes (51, Bz, ..., Bp).

Dizemos riscos proporcionais devido a razao entre as taxas de risco para os indi-
viduos com diferentes valores ou categorias das varidveis explicativas x por serem ditas
independentes do tempo. Também podemos escrever o modelo de riscos proporcionais em
forma de funcao de risco acumulado ou de sobrevivéncia (CARVALHO et al., 2011).

Ao(t) = Ao(t) exp(xf);

S(t) = [So(1)]C,

e a funcao de sobrevivencia de base sendo:

So(t) = exp{—Ao(t)} .

Breslow (1972) propds uma estimativa acessivel, formada por uma func¢ao escada

com saltos nos tempos distintos de falha, com risco acumulado basal representado por:

Aot = 30 =0

it <t ZjeR(ti) exp(ij) .

As fungoes de sobrevivéncia Sy(t) e S(t) estimadas sdo respectivamente:

3t) = [Soln)] "



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 18

A A

So(t) = exp(—Ao(t)).

2.3.2 Modelo de tempo de vida acelerado

Esse modelo é muito utilizado quando se deseja estimar o tempo de vida de
equipamentos, para isso, o teste de vida ajusta o desempenho do produto a ser testado
em grandes niveis de estresse de tal forma que o produto seja obrigado a operar fora dos
niveis padroes de referéncia, levando os resultados a apresentarem valores de tempo de
vida distintos das condi¢oes normais. Para Colosimo e Giolo (2006) o tempo 1" obedece a

seguinte expressao:
In(T) = p+ oW,

em que W é distribuicao de probabilidade que ajusta 7', u representa a locacao determinada
pelo pardmetro de média In(T") e o também chamado de escala, representa o pardmetro
de dispersao de In(7"). H4 uma necessidade em utilizar esse teste para grandes amostras
sob de estresse, em que o prazo a se produzir poucas ou até mesmo nenhum tipo de falha
é razoavel. A finalidade desse teste, como o préprio nome diz, é acelerar o evento de
interesse (falha) para que se obtenha com mais rapidez as informagdes sobe o produto
com a perspectiva de longevidade. As covariaveis agem multiplicativamente na escala do
tempo, e sua fungao é acelerar ou retardar o tempo de vida (COLOSIMO; GIOLO, 2006).
O teste de vida acelerado é comumente utilizado em industrias eletronicas, pois permite
mostrar onde e como ocorrem falhas e usar esta informacao para fazer melhores sele¢oes

dos componentes.

2.4 Modelo de Cox

Colosimo e Giolo (2006) explicam que o modelo de Cox é procedente a partir de
dados que estudam o tempo de vida em que a resposta é o tempo até a ocorréncia do evento
de interesse, ajustado por covariaveis. Sendo o mais utilizado devido sua versatilidade, o
modelo sugerido por Cox (1972), apresenta um modelo de regressdo em que as observagoes
sao censuradas, ganha destaque devido a relacao existente entre a funcao de risco e as
covariaveis, e sua aplicacao é possivel nas mais variadas areas, por isso a existéncia de um
acervo significativo de artigos publicados. O modelo de Cox também pode ser utilizado para
estudos relacionados a adopc¢ao de politica, entre outros tipos de estudos. Para maiores
informagoes ver (JONES; BRANTON, 2005).

Diferentemente de outros modelos, no modelo de Cox, os tempos de sobrevivéncia
nao necessitam seguir uma distribuicao estatistica particular, sendo uma func¢ao de risco

com uma linha basal estimada nao parametricamente. A razao entre os riscos de ocorréncias
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do evento de dois individuos 7 e j nao varia ao longo do tempo, com covaridveis x; =

(i1, Tig, ...y Tip) € xj = (z,1,%j2, ..., %), temos que:

Ai (txi) _ exp (@)
Aj (tl;)  exp(z;8)

Logo, podemos afirmar que ambas as fungoes descritas na expressao (2.1) para dois

(2.1)

individuos quaisquer, as fungoes de riscos sao proporcionais devido ao fato desse modelo
ser considerado um modelo de riscos proporcionais, sabendo que as covaridveis apresentam
na func¢ao de risco um efeito multiplicativo. Para a analise do tempo, usualmente o vetor
de covariaveis nao é nulo para a identificacao da situagao padrao. A regressao de Cox
poOe em pratica os modelos de risco proporcionais em um ou mais preditores, e por ser
semi-paramétrico, a taxa de risco de base ou a estimativa do risco absoluto nao requer
especificagdoes (MARUBINI; VALSECCHI, 2004).

Tendo todos os pressupostos atendidos, o modelo de Cox possibilita melhores
estimativas tanto de risco acumulado como também de probabilidades de sobrevivéncia, do
que as da funcao de Kaplan-Meier. Em casos da ocorréncia de variaveis continuas, nao faz
sentido admitir que a covaridvel seja nula numa situacao padrao, estipula-se assim, a média
dessa covariavel. Ha possibilidades de manipular as covariaveis nao transformadas como
também a funcao de risco usual, tendo em vista que a modificagao feita nao influencia as
covaridveis no risco de morte. Considere a covariavel z;, a funcao de risco para o i-ésimo

individuo é descrita como:
h(t; .CI?Z) = )\o(t) exp(ﬁlxil + 62.171‘2 + ...+ ﬁpxip).

2.5 Estimacao no Modelo de Cox

Colosimo e Giolo (2006) conceituam que os coeficientes /3's caracterizam o modelo

de Cox, este mede os efeitos das covariaveis sobre a funcao de taxa de falha.

Para fazer inferéncia quanto aos parametros 5 do modelo, é preciso fazer uso de
uma técnica de estimagao, ou seja, o método da maxima verossimilhanca parcial, que
estima o vetor de parametros 5. Devido a presenga do componente ndo paramétrico \o(t),

nao ¢é viavel o método da maxima verossimilhanca. Dado,

L(8) = TTLf (i) [S il

=1

= TIN5 01 (2:2)
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Como no modelo de Cox,

S(ti|z;) = exp {— /Oti Xo(u)exp{z.B} du} = [So(ti)]emp{xéﬁ}.

Prosseguindo a aplicagao deste resultado em (2.2), obtém-se a fungao do componente nao

paramétrico Ag(t). Portanto temos:

n

L(8) = TT 1ot exp {35))" So(ta)] ")

i=1

A partir dai, para que o componente nido paramétrico \o(t) seja eliminado, é
utilizado o método da méaxima verossimilhanga parcial proposto por Cox (1972) que
condiciona a construcao da fungao de verossimilhanca ao conhecimento prévio de falhas e

censuras.

2.5.1 Método da Maxima verossimilhanca Parcial

Na maéaxima verossimilhanca, os parametros de um modelo sao estimados, as
estimativas utilizadas serao as que tornarem o valor da funcao de verossimilhanca o maximo
possivel. De maneira inversa, também é possivel estimar os parametros encontrando o

ponto que tornar minima a funcdo log-verossimilhanca negativa.

Para a méxima verossimilhanga parcial Carvalho et al. (2011) explica que a mesma
estima o vetor de parametros 3, eliminando-se a funcao de risco basal, e apenas cada
tempo ¢, a informacao dos individuos sob risco é considerada. Semelhante a Kaplan-Meier,

porém os efeitos das covariaveis podem ser estimados.

Considere que num estudo com uma amostra de n individuos observados em r
tempos de vida distintos com k < n, e t; < ty--- < t., de maneira que n — r tempos de

censura a direita e ¢; representa o j-ésimo tempo de vida ordenado.

Carvalho et al. (2011) explica como entender a verossimilhanga parcial, considerando
que cada individuo contribui para o tempo de sobrevivéncia t;, onde as observagoes sob
risco em t; sao conhecidas, sendo a razao entre risco do individuo ¢ vir a apresentar o
evento em t; e a soma dos riscos até a ocorréncia do evento em todos os individuos em

risco,

DJER(t)  DojeR(t) exp(z;83)’

com \;(t;) sendo o risco do individuo i apresentar o evento em t;, R(¢;) representa o

L(p) =

conjunto de individuos em risco no instante t; e &; como sendo o vetor de covariaveis

agregados ao individuo que morreu no instante ¢;
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A inferéncia dos parametros do modelo é determinado por:

L) = 1:1( cxp {wi3} )5 (2.3)

2 jeR(t;) €XP {z;8}

com 9; sendo o indicador de falha. Apenas foram consideradas observacoes distintas uma
vez que observacgoes empatadas tém probabilidade nula e os tempos de sobrevivéncia sao
continuos. Colosimo e Giolo (2006) acrescentam que em casos de ocorrer empate de falha ou
censura devido a escala de medida utilizada, isto é, se utilizado uma escala discreta (horas,
dias, semanas, meses ou anos) e os tempos de sobrevivéncia para dois ou mais individuos
¢é frequente no estudo. Considera-se que a censura ocorreu apds a falha, determinando
portanto, quais observagoes devem ser incluidas no conjunto de risco em cada tempo de
falha. Diante disso usa-se a aproximagao proposta por Breslow (1972) e Peto (1972) para
(2.3), quando o nimero de observagdes empatadas for pequeno para qualquer tempo. Seja
s; o vetor gerado pela soma das p covariaveis para os individuos que falharam no tempo t;

e d; sendo o nimero de falhas nesses tempos com i = 1,2, ..., n, dai teremos:

, exp {sif}
- H d;’
i=1 [ZjeR(ti) exrp {%’5}}

em caso contrario o indicado é utilizar o modelo de Cox para dados agrupados (LAWLESS,
1982). Utilizando a fungdo de maxima verossimilhanga, a inferéncia acerca dos parametros
do modelo de Cox, é feita aplicando as estatisticas de Wald, Razao de verossimilhanca e
Escore. A fungao L(f) considerada por Cox, ndo é uma verossimilhanga usual, em casos

de censura nao informativa,

- f[l[hm)ri S(t).

que para o modelo de Cox tomaria a forma:

—6;

L[5, \o(t) ﬁ { Deap(B'z)So(t )ea:p(ﬁ 2; } {SO( )ewp (s zl)}

SIS ] (ho(t) Y- (') TT Sule) ™7,

B i€eD 2 ieR; exp(f'z) i€D IER; i=1
sendo D o conjunto de individuos da qual a morte foi observada. A partir do momento
que L(p) corresponde com o primeiro fator de L[f3, ho(t)], representa uma verossimilhanga
parcial. Nao hé necessidade de especificar \o(t) para que haja inferéncia sobre o vetor de

parametros (3 tendo em vista que L(f) nao depende de hy(t). Sob situagoes de regularidade
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gerais, Andersen e Gill (1982) determinaram que o estimador de maxima verossimilhanga
parcial 3 sdo consistentes e assintoticamente normais, com matriz de covariancias ()™,

A B 0logL

2.6 Selecdo de Modelos

Utilizam-se os mesmos métodos aplicados aos modelos lineares generalizados,
podendo assim fazer comparagoes aos diferentes modelos de regressao de Cox. Os testes
utilizados sao o Teste de Wald e o teste da razao de probabilidade ou de verossimilhanca.
O conjunto de testes baseados na verossimilhanca, sao dados pela hipotese nula simples
Hy : B = By. Estas estatisticas podem ser usadas para testar outras hipéteses. Quando o
modelo de Cox nao se ajusta a uma situacao clinica, o ideal é utilizar técnicas que avaliem
sua adequagao. Deste modo, a violacao da suposicao bésica, que é a de taxas de falha
proporcionais, pode acarretar em sérios vicios na estimagao dos coeficientes do modelo
(STRUTHERS; KALBFLEISCH, 1986). Podem utilizar coeficientes que variam com o
tempo, ou melhor, como o risco se modificam com o tempo, algumas covariaveis podem
nao presumir os riscos proporcionais. Assim sendo, o modelo de Cox estratificado é um
forte candidato, quando a suposicao de riscos proporcionais nao estiver satisfeita dentro

de cada estrato.

2.6.1 Teste de Wald

O teste de Wald é fundamentado em amostra grandes dos estimadores de maxima

verossimilhanca B que tém distribuicao normal multivariada, e é definida por:

X%/v = (@ - 50)t](3)(3 — o).

Para quando Hj é verdadeira, com distribuicao qui-quadrado e p graus de liberdade

para amostras grandes.

2.6.2 Teste da Razao de Verossimilhanca

O teste da razao de probabilidades é baseada na estatistica assintotica qui-quadrada
com p graus de liberdade sob hipdtese nula. Definida pela diferenca entre os logaritmos da

funcao de verossimilhanca:

X2r = 2[InL(By) — InL(B)].

De acordo com Carvalho et al. (2011) o teste da razao de verossimilhanga faz uma

comparacao nos modelos aninhados, verificando se, quando houver inclusdo de uma ou
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mais covariaveis no modelo, a verossimilhanca de um modelo aumenta significativamente,
em relacao ao modelo parcimonioso. Os autores ainda complementam que a razao de
verossimilhanca ¢ assintoticamente semelhante a estatistica de Wald quando o ntimero de

observagoes for grande.

2.7 Residuos de Schoenfeld

Os residuos sao definidos apenas para falhas e sao importantes para testar se o
modelo de regressao ¢ adequado ou nao. Os residuos de Schoenfeld (1982) averiguam a

proporcionalidade de cada covariavel z;, definidos para cada i-ésimo individuo como:

i = 0i(25i — aji),

em que;

7

1, set; é ndo censurado,
5@' == ,
0, set; ¢ censurado.

Para esse individuo, tem-se um vetor de residuos r;=(r;1,7j2, ..., 7jp) €4 (i = 1, ..., p),
indicando os tempos observados de eventos, R; sendo o conjunto dos individuos em risco

no instante ¢ e z;; o valor da covaridvel [ do individuo j, dado por:

_ 2IcR; Zﬂewj(ﬁlzl)
ZlERz‘ 6.1'})(5/21)

Por defini¢ao, quando uma observacao ¢é censurada, o residuo tem o valor zero. De

CL]‘Z'

acordo com Colosimo e Giolo (2006), o conjunto de residuos de Schoenfeld é uma matriz
com d numero de falhas que representam as linhas e p covariaveis consideradas no modelo,

representando portanto as colunas.
A verosimilhanga parcial L(J) verifica a igualdade:

dlog L(B) L Z .
aﬁ] pt ji = 7

em que 3’ com j = 1,...,p, sao as estimativas de maxima verosimilhanca dos coeficientes
B; das covariaveis, desta forma, para cada covaridvel, a soma dos residuos de todos os

individuos em estudo é sempre nula.

Segundo Carvalho et al. (2011), supondo que um coeficiente § varia com o tempo t,

com (3 podendo ser dividido em duas partes: uma média constante com variancia V() e
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uma fungao U(t) que varia no tempo. Desta forma, os residuos padronizados de Schoenfeld

em t; sao representados por:

= ()
V()

O valor esperado de 1 para cada grupo em R(t;) é aproximadamente igual a

parte de 5 que varia no tempo. Grambsch e Therneau (1994) apresentam uma versao
padronizada destes residuos para avaliar proporcionalidade dos riscos apds os ajustes do

modelo de Cox:

A(t) = Xo(t)exp{2'B(t)},

restrigindo [(t) = (3, acarretando na proporcionalidade dos riscos.

Para analise do grafico dos residuos de Schoenfeld versus o tempo de vida, verifica-
se se os dados estao distribuidos igualmente ao longo do tempo e dispostos numa nuvem de
pontos aleatérios, centrados em zero, numa linha horizontal. Sendo assim, a suposicao de
riscos proporcionais permite um modelo adequado para os dados, nao havendo tendéncias

sistemdticas no grafico r} contra o tempo de sobrevivéncia.

H4 possiveis evidéncias de proporcionalidade quando houver inclinagao zero, uma
curva suavizada é adicionada com bandas de confianca, facilitando a identificacao de
possiveis falhas da suposicao de riscos proporcionais (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Analisando o valor p, se préximo a zero, configura-se possivelmente que nao ha
rejeicao da suposi¢ao dos riscos proporcionais. Em caso contrario, existem evidéncias
sugestivas de nao proporcionalidade, neste caso, possiveis solugoes sao acionadas, como
por exemplo, particionar o eixo do tempo, estratificacdo pela covariavel tempo-dependente,

ou o uso de outro tipo de modelo.

2.8 Modelo de Cox Estratificado

Utilizado quando a suposicao de riscos proporcionais for violada em todos os
individuos. Em casos de nao haver evidéncias que o risco basal A\y(t) seja igual para todos
os individuos, a separagao em diferentes grupos com Ag4(t) # Aop(t) # Xoc(t), que define
diferentes estratos (CARVALHO et al., 2011). Vale ressaltar que o efeito da variavel para

a qual se estratifica o risco basal, nao sera estimado.

O modelo de Cox estratificado, fundamenta-se de acordo com a indicacao de

violacao da suposicao, que consiste em fragmentar os dados de sobrevivéncia em m
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estratos, representado por:
Aij(t) = Aoj(t)exp(X};5),

dado que i=1,...,n; e j= 1,...,m, com n; representando o niimero de observacoes no j-ésimo

estrato.

O vetor  é comum em todos os estratos e o risco basal nao se relacionam e
varia para cada estrato. Calcula-se a verossimilhanca individual da mesma maneira que a
verossimilhanca parcial do modelo de Cox, restringindo apenas os individuos que pertencem
a0 mesmo estrato. A verossimilhanga parcial total para o risco é baseado no produto das

verossimilhancgas parciais para cada estrato (CARVALHO et al., 2011), ou seja:

Carvalho et al. (2011), acrescenta que, no modelo de Cox estratificado, os efeitos
estao controlados pela variacao no risco basal atribuivel aos estratos. Caso o modelo de
Cox estratificado seja usado sem que haja necessidade, acarretara na eliminacao da eficacia

das estimativas obtidas.
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3 Material e Métodos

Nesta secao serao apresentados os dados e os métodos estatisticos para o desenvol-

vimento neste trabalho.

3.1 Material em Estudo

O material utilizado para elaborar o estudo, foi baseado no banco de dados utilizado
no trabalho de Santos (2016), cuja populagao em estudo, foram 552 pneus do tipo 11.00R22
de caminhoes transportadores de safras, afim de compreender a aplicagdo do modelo de
Cox quando h& violagao na suposicao dos riscos, onde foi feito uma revisao tedrica com

suas principais defini¢oes.

Para os dados em estudo, o tempo de vida do pneu foi medido em quilémetros
rodados, com interesse de avaliar o tempo de cada vida 1til, j& que o pneu passava por um

processo de reforma quando ocorria a falha ou censura, podendo ter até trés vidas tteis.

3.2 Métodos Estatisticos

Utilizou-se modelos basicos de sobrevivéncia, o estimador de Kaplan-Meier e o teste
de log-rank, com propédsito de verificar se existiam diferencas estatisticas do tempo de
vida por grupos. Foram utilizados modelos de Cox de riscos proporcionais e para verificar
indicios de violacao utilizou-se os residuos schoenfeld, e por fim foi aplicado o modelo de
Cox estratificado. O procedimento realizado para analisar a sobrevivéncia de um total de
552 pneus 11.00R22 foi o seguinte:

1. Construgao do grafico de Kaplan-meier, permitindo observar o comportamento dos
dados ao longo do tempo em relacao a sobrevivéncia.

2. Aplicacao do teste de log-rank para verificar a possivel existéncia de diferenca

significativa entre os grupos de vida 1, 2 e 3.

3. Verificacao os pressupostos de proporcionalidade de cada grupo através do ajuste do

modelo de Cox e dos residuos de Schoenfeld.

4. Estratificagdo da fungao de risco por meio do modelo de Cox estratificado, devido a

violagao dos riscos proporcionais.
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Todas as andlises aqui apresentadas, foram feitas com o auxilio do software R
versao 3.3.1 (R Core Team, 2014) através do pacote survival versao 2.39-5 (THERNEAU;
LUMLEY, 2016).
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4 Aplicacao

A base de dados é composta por 552 pneus 11.00R22, que foram classificados em
trés grupos (Vida 1, Vida 2, Vida 3). Baseado no trabalho de Santos (2016), aplicou-se o
método de Kaplan-Meier e o teste de log-rank, para estimar a funcao de sobrevivéncia. A
seguir serao apresentados os principais resultados das analises realizadas com os dados dos
pneus 11.00R22. A Tabela 1 apresenta as estatisticas descritivas estimadas para cada um

dos grupos através do estimador de Kaplan-Meier.

Tabela 1 — Estimativas do Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia para o tempo de
rodagem dos pneus 11.00R22

Grupo n  Evento/falha Tempo mediano

Vida 1 552 449 25953
Vida 2 416 195 36781
Vida 3 138 5 NA

Total 1106 649 32229

De acordo com a Tabela 1 nota-se que o grupo 1 (Vida 1) possui 552 pneus dos
quais 449 falharam durante o estudo, o mesmo apresentou um tempo mediano de 25953
km. No grupo 2 (Vida 2) é composto por 416 pneus sendo que 195 deles sofreram o evento
de interesse durante o estudo, com um tempo mediano de 36781, e por fim o grupo 3
(Vida 3) é formado por 138 pneus que estavam aptos, e 5 deles experimentaram falha, o
software nao calculou oa estimativa do tempo mediano do grupo 3. Totalizando assim,
em um tempo mediano das trés vidas uteis em aproximadamente 32000 km, na qual, 649
(58,67 %) dos pneus avaliados apresentaram alguma falha em algum periodo. As curvas de
sobrevivéncia estimadas por meio do estimador de Kaplan-Meier estao mostradas para as

trés vidas na Figura 4.

conseguimos ver através da funcao escada o comportamento dos dados ao longo
do tempo em relagao a sobrevivéncia. Podemos observar na Figura 4 que, aos 10.000
km nao houve diferenca entre os trés grupos estudados, diferentemente do que acontece
ap0s, através do prolongamento do tempo de vida de cada grupo. Aos 30.000 km, 50 %
dos individuos ja falharam. O grupo vida 1, aos 20.000 km apresenta menor valor de
sobrevivéncia em relacao aos demais grupos. O grupo vida 2 obteve maior tempo de vida
mediano,e o grupo vida 3 apresentou maior sobrevivéncia, porém tem menor quantidade
de pneus, nao se aproxima de zero e nao ha evidéncias de falha aos 50.000 km, seguindo

constante apods os 20.000 km.

A estatistica de log-rank mostra que sob hipdétese de igualdade das curvas de



Capitulo 4. Aplicagdo 29

«© s

@ O e ey

= =

L] ==

E 7

o = "Sa

— o e B

= 255555

= e vida 1 i
o | -0t vida2 o :
o \1ir19 3 I I I - I :

0 10000 20000 30000 40000 50000

tempo(km)

Figura 4 — Representacao grafica das estimativas de Kaplan-Meier para a func¢ao de sobre-
vivéncia para cada um dos grupos

sobrevivéncia, tem-se distribuicao qui-quadrado com 2 graus de liberdade e resultou em

x?=133 gerando um p-valor=0.

Em conformidade com a Tabela 2, foi constatado a existéncia de diferenca signifi-
cativa entre os grupos 1, 2 e 3, ou seja, ha uma diferenca no tempo de vida entre os pneus
desses grupos. Pneus do grupo vida 1, apresentam tempo médio de falha menor que os
demais grupos. Sendo assim, o teste de log-rank apenas confirma o que foi verificado o

grafico da Figura 4.

Tabela 2 — Representacao tabular do teste de log-rank aplicados aos grupos analisados

Log-Rank N Informacao  Valor numérico
grupo 1 552  Qui-quadrado 73,84
grupo 2 416 P-valor 0

Log-Rank N Informacao  Valor numérico
grupo 2 416 Qui-quadrado 34,79
grupo 3 138 P-valor 3,66x107%

Log-Rank N Informagao  Valor numérico
grupo 1 552 Qui-quadrado 72,73
grupo 3 138 P-valor 0

Verifica-se que Vida é uma varidvel significante, indicando que ela contribui para a
explicagdo da funcao de risco. A Tabela 3, afirma que uma vez ajustado o modelo de Cox,
deve-se verificar se os pressupostos de proporcionalidade ao longo do tempo sao razoaveis.
Para isso, usaremos os residuos padronizados de Schoenfeld, que verifica de forma mais

precisa a proporcionalidade da fun¢ao de risco.

A andlise para o modelo de Cox foi realizado sem iteragdo, mostrados na Tabela
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Tabela 3 — Resultado do ajuste do modelo de regressao de Cox

Covaridvel Estimativas FErro padrao Valor p RR
Vida 2 -0,732 0,088 2e-16 0,480
Vida 3 -2,794 0,449 5,28e-10 0,061

4, de acordo com o p-valor encontrado (p< 0,05), a um nivel de 5 % de significdncia, ha

evidéncias de violagao em todas as variaveis, como o p-valor global é menor que 0,05, o

fator vida nao foi proporcional, ou seja, ¢ uma variavel tempo-dependente.

Tabela 4 — Teste de proporcionalidade das fungoes de risco no modelo ajustado.

Covaridveis rho(p)  x?  P-valor
Vida 2 -0,1754 21,02 4,55e-06
Vida3  -0,0492 156 211c-01
Global NA 22,00 1,67e-05

Para confirmagao, pode-se perceber a partir da Figura 5, que os residuos nao tem

um padrao aleatorio em torno de zero, os residuos situados aproximadamente a 38.000 km,

apresentam um padrao decrescente, sugerindo violacao do principio de proporcionalidade

da funcao de risco.

Beta(t) for factor(Vida)2

Beta(t) for factor(Vida)3

2

2 0

4

40 80 120

0

12000 15000 20000 24000 32000

Time

38000 41000

T T T T T
12000 15000 20000 24000 32000

Time

T T T
38000 41000 46000

Figura 5 — Suposicao de riscos proporcionais fazendo uso dos residuos padronizados de

Schoenfeld

Apos a verificagdo da nao proporcionalidade, procedeu-se para a estratificagao da

funcao de risco por meio do modelo de Cox estratificado. Como s6 dispomos de uma

covariavel e esta é a covariavel de estratificagdo, o modelo de Cox estratificado sera

apresentado apenas através da funcao de base em cada grupo. A Figura 6 mostra as curvas

obtidas pelo ajuste da fungao de risco via modelo de Cox.
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Figura 6 — Curvas de risco acumulado de base dos estratos obtidas por meio do modelo
de Cox estratificado.

Cada linha representa um fator, que por sua vez representa um estrato. A partir
de 20.000 km rodados, nota-se um crescimento no risco acumulado, onde os estratos com
vida inicial (vida 1), evidencia risco de falha maior. Esse aumento aps um pequeno
intervalo de tempo inicial tende a aparecer constante. A fungoes de risco acumulado de
base obtidas para o estrato se cruzam, reforcando pois, o indicio de violagao da suposi¢ao
de riscos proporcionais. Os resultados mostram que o modelo de Cox estratificado para a
analise dos pneus 11.00R22 parece ser o mais indicado, ja que os riscos nao apresentaram

proporcionalidade entre os estratos.

Em estudo de confiabilidade de pneus 295/80R22.5 sucateados de frotas de trans-
porte rodovidrio de carga apresentado por Haviaras (2005), verifica-se que as falhas com
maiores percentuais de perda sao responsaveis pela redugao da vida média dos pneus, isto

¢é caracterizado por taxa de falhas crescentes que indicam o fim da vida 1til dos pneus.
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5 Conclusao

O estudo realizado com pneus 11.00R22, teve como objetivo fazer uso do modelo
de Cox tradicional e Cox estratificado, devido ao fato de haver violacao na suposi¢ao dos
riscos proporcionais. Foram aplicados os métodos basicos e introdutérios de analise de

sobrevivéncia.

Apés a aplicacao das estatisticas descritivas, observou-se o comportamento das
covariaveis em estudo. A tabela de frequéncia constatou que o tempo de vida mediano
para a troca dos pneus foi de aproximadamente 32000 Km, para um conjunto com 552

pneus.

A curva de Kaplan-Meier foi ajustada aos dados, indicando a existéncia de diferenca
entre os grupos, para comprovagao, o teste log-rank confirmou haver realmente a existéncia

significativa entre os trés grupos.

No modelo de Cox de riscos proporcionais, a variavel grupo foi significativa ao
nivel de 5% de significAncia. Apos o modelo de Cox ter sido ajustado, fez-se a andlise
dos pressupostos de proporcionalidade ao longo do tempo e os residuos de Schoenfeld

evidenciaram a existéncia de violagao desta em todos os grupos.

Em contrapartida, o modelo de Cox estratificado foi utilizado e os resultados
reforcaram a evidéncia de violagdo da suposicao dos riscos proporcionais. O ajuste do
modelo estratificado no periodo de uso dos pneus, mostrou que o fator Vida influencia no
tempo até que o pneu atinja a quilometragem maxima. Concluimos que o modelo de Cox
estratificado é o mais indicado que o modelo de Cox para modelagem no tempo de vida
dos pneus 11.00R22.

5.1 Pesquisas Futuras

Tendo em vista os resultados obtidos neste trabalho, é possivel com a obtencao de
outras covariaveis referentes a este experimento, analisar modelos de regressao dentro do

modelo de cox estratificado e assim usar a razao de riscos.
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6 APENDICE A

Programa em linguagem R utilizado

para analise
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# # Estimativas de Sobrevivéncia

ekm=survfit (Surv(PeriodoUso,Censura) factor(Vida))

ekm

par (mfrow=c(1,1))

# # # Grafico de Kaplan-Meier

plot(ekm, 1ty=c(3,2,1), col=c("black","blue", "red"),
xlab="tempo (km)",ylab="S(t) estimada")
legend(1,0.34,1ty=3:1,col=c("black","blue", "red"),

c("vida 1","Vida 2","Vida 3"),lwd=1,bty="n")

survdiff (Surv(PeriodoUso,Censura) factor(Vida),rho=0)

# # # Modelo de Cox

# # # £fit0 = intercepto e fitl = com covriavel vida
fitO=coxph(Surv(PeriodoUso,Censura) 1,data=analise,x=T,method="breslow")
summary (£it0)

fit0$loglik

fitl=coxph(Surv(PeriodoUso,Censura) factor(Vida),data=analise,
x=T,method="breslow")

summary (fit1)

fit1$loglik

anova(fitl,fit0, test = "Chisq")

# # # modelo de Cox sem iteracgdo

mresid <- resid(fitl, type="scaledsch")
cox.zph(fitl,transform="identity")

par (mfrow=c(2,1))

plot(cox.zph(fitl))

fit2 = com estratificagdo (violagdo de proporcionalidade)
fit2=coxph(Surv(PeriodoUso,Censura) strata(Vida),data=analise,
x=T ,method="breslow")

summary (fit2)

fit2%loglik
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anova(fit2,fit1)

# # # modelos separados por Vidas

res.separate <- lapply(split(analise, analise$Vida),

FUN = function(DF) coxph(Surv(PeriodoUso,Censura) 1, DF))
res.separate

# # # Plot por vidas

plot(survfit(fit2),

log = "x", fun = function(S) -log(S),

1ty = rep(1:3, 1), col = rep(c("black","blue","red"), each =1),
xlab = "Tempos", ylab = "Risco Acumulado")
legend("topleft",legend=c("vida 1", "vida 2","vida 3"),

1ty=1,col = c("black","blue","red"),lwd=1, bty="n")
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