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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta para o Ensino-Aprendizagem
de Trigonometria através de Resolu¢cdo de Problemas, buscando analisar possibilidades para
aplicagdo futura em sala de aula. Além disso, a proposta apresentada podera contribuir para o
debate tedrico de futuras pesquisas sobre o ensino de trigonometria através de Resolugdo de
Problemas. Esta pesquisa ¢ de carater bibliografico, pois visa apresentar um texto muito mais
narrativo que descritivo e foram utilizados, como procedimentos metodologicos, leituras sobre
Resolugdo de Problemas (ONUCHIC, 1999; ONUCHIC & ALLEVATO, 2005; VAN DE
WALLE, 2009; ONUCHIC & ALLEVATO, 2011; ONUCHIC & HUANCA, 2013;
ALLEVATO & ONUCHIC, 2014). Em relagdo a Trigonometria discutimos, brevemente a
historia da Trigonometria e como os Pardmetros Curriculares Nacionais apresentam o ensino
da Trigonometria. Analisamos dois livros didaticos, além de termos verificado como os
conhecimentos trigonométricos estdo sendo avaliados no Exame Nacional do Ensino Médio.
As atividades propostas foram desenvolvidas para sala de aula, por meio da Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolu¢do de Problemas, que tem
o problema como ponto de partida e orientacdo para a aprendizagem de novos conceitos € novos
conteudos matematicos, € aqui levamos em consideragdo o nosso entendimento sobre a
aprendizagem da trigonometria, tratado no primeiro momento do trabalho. Com essa pesquisa
esperamos que professores possam utilizar essa metodologia nas suas aulas.

Palavras-chave: Resolucao de Problemas. Trigonometria. Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This study aims to present a proposal for Trigonometry of Teaching and Learning through
Problem Solving, trying to analyze possibilities for future application in the classroom. In
addition, the proposal presented may contribute to the theoretical discussion of future research
on Trigonometry teaching through Troubleshooting. This research is bibliographical, it aims to
present a more narrative text descriptive and were used as methodological procedures, readings
on Troubleshooting (Onuchic, 1999; Onuchic & ALLEVATO, 2005; Van de Walle, 2009;
Onuchic & ALLEVATO 2011; Onuchic & HUANCA, 2013; ALLEVATO & Onuchic, 2014).
Regarding Trigonometry discussed briefly the history of trigonometry and how the National
Curriculum Parameters present teaching trigonometry. We analyzed two textbooks as well as
see how the trigonometric knowledge are being evaluated at the National High School Exam.
The activities proposed were developed for classroom through the Mathematics Teaching and
Learning Assessment methodology through the Problem Solving, that has the problem as a
starting point and guidance for learning new concepts and new mathematical content, and here
we take into account our understanding of learning trigonometry, treated the first moment of
the work. With this research we hope that teachers can use this methodology in their classes.

Keywords: Troubleshooting. Trigonometry. Mathematics Teaching.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Com o presente trabalho pretendemos aprofundar um pouco mais os conhecimentos na
area da Educagdo Matematica, pois acreditamos que o Ensino da Trigonometria através da
Resolugdo de Problemas podera suprir uma deficiéncia da formagao inicial que, muitas vezes,
ndo da énfase a Trigonometria, além da Geometria € nem a Resolu¢do de Problemas como
metodologia de ensino. Ao mesmo tempo, esta pesquisa bibliografica podera propiciar melhor
compreensdo de como ensinar Matemadtica sem enfatizar a repeticdo e a mecanizagao,
estimulando atitudes de pensar, refletir, analisar e, efetivamente, compreender os conteudos e
saber usa-los.

A pesquisa que realizamos sobre Resolugdo de Problemas mostra que, embora este seja
um tema muito frequente na Educa¢do Matematica, ainda hd muitas questdes sobre ele a serem
discutidas e analisadas. (ONUCHIC, 1999; ONUCHIC & ALLEVATO, 2005; VAN DE
WALLE, 2009; ONUCHIC & ALLEVATO, 2011; ONUCHIC & HUANCA, 2013;
ALLEVATO & ONUCHIC, 2014).

Nossa pesquisa trata de um estudo sobre Resolu¢do de Problemas no ensino da
Trigonometria. J4 ha varios trabalhos referindo-se a Resolucdo de Problemas e ao ensino da
Trigonometria. O que ocorre ¢ que, considerando a Resolu¢ao de Problemas como metodologia
de ensino, ndo ha muitos estudos no Brasil.

Os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) dizem que:

Em contrapartida a simples reprodugdo de procedimentos e ao acimulo de
informagdes, educadores matematicos apontam a Resolugdo de Problemas como
ponto de partida da atividade matematica. Essa opgdo traz implicita a convicgdo de
que o conhecimento matematico ganha significado quando os alunos tém situacdes
desafiadoras para resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolugéo.
Todavia, tradicionalmente, os problemas ndo t€ém desempenhado seu verdadeiro papel
no ensino, pois, na melhor das hipdteses, sdo utilizados apenas como forma de
aplicagdo de conhecimentos adquiridos anteriormente pelos alunos.

A pratica mais frequente consiste em ensinar um conceito, procedimento ou técnica e
depois apresentar um problema para avaliar se os alunos sdo capazes de empregar o
que lhes foi ensinado. Para a grande maioria dos alunos, resolver um problema
significa fazer calculos com os nimeros do enunciado ou aplicar algo que aprenderam
nas aulas. Desse modo, o que o professor explora na atividade matematica nao ¢ mais
a atividade, ela mesma, mas seus resultados, defini¢cdes, técnicas e demonstragdes
(BRASIL, 1998, p. 39).

Nesse sentido, consideramos que esta citagdo ¢ importante, pois destaca o papel da
Resolugdo de Problemas na implementacdo de um ensino que possibilite que o aluno construa
seu proprio conhecimento e ndo, simplesmente, reproduza e o mesmo que foi aplicado pelo

professor.
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Infelizmente, grande nimero de futuros professores ndo leem esses documentos oficiais
e, entre aqueles que t€ém contato com esse material, muitos ndo entendem ou optam por nao o
seguirem nas suas profissdes, principalmente para ndo terem que mudar o método. Essas
orientacdes oficiais sugerem que a Resolucdo de Problemas deve ser utilizada como
metodologia e trabalhada em sala de aula, mas para isso precisa, também, ser melhor
compreendida.

Apoiados nessas ideias € que consideramos relevante apresentar uma proposta do TCC,
de modo mais fundamentada, as experiéncias de ensino e, em nosso caso, a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas,
particularmente em Trigonometria.

No que se refere a trigonometria, ¢ uma das inquietagdes que tenho como futura
professora. Durante as minhas experiéncias como estudante no Ensino Bdsico e no Curso
Superior, tive muitas dificuldades na aprendizagem em relagdo a esse tema, muitas vezes nao
compreendia os contetdos trigonométricos que eram desenvolvidos, nem a linguagem
simbdlica utilizada nesse conteudo. Além disso, ndo conseguia entender a Trigonometria como
uma ferramenta matematica capaz de resolver problemas contextualizados.

As minhas vivéncias com o Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia -
PIBID evidenciaram também que as dificuldades de aprendizagem dos alunos do Ensino Basico
eram iguais as minhas. Ao participar do PIBID percebi que a Trigonometria ¢ vista tanto por
alunos do Ensino Médio quanto por alunos integrantes no Ensino Superior como um contetdo
dificil, sem sentido ou com poucas aplicagdes praticas e que requer o conhecimento de um
extenso formuldrio para a utilizacdo na resolucdo dos exercicios. Nas minhas experiéncias com
o PIBID ouvi diversas vezes dos alunos que nas provas as questdes de Trigonometria eram as
mais dificeis e, muitas vezes, eles as deixavam em branco.

Ao longo das minhas intervencdes com o PIBID e Estagio Supervisionado no Ensino
Meédio pude perceber diversas dificuldades apresentadas por muitos alunos, por exemplo: a)
frequentemente muitos ndo conseguiam aplicar as razdes trigonométricas na resolugdo de
problemas, ou seja, em uma situagdo simples como calcular a altura de um prédio, sabendo a
distancia até¢ um certo ponto no solo ¢ o angulo sob o qual se avista o topo de um prédio, a partir
desse ponto, os alunos utilizavam seno ou cosseno ao invés da tangente, ou ainda, substituiam
a tangente pelo valor do angulo (tg 30° =30); b) decoravam os sinais de seno ¢ de cosseno nos
quadrantes do circulo trigonométrico, sem conseguir entender porque o seno ¢ positivo no 2°
quadrante, negativo no 3° e assim por diante; ¢) ndo compreendiam o que era radiano,

frequentemente escreviam igualdades parecidas com sen 1 = 1 ou sen 0,5 = 30°% d) tentavam
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decorar as formulas de reducdo ao 1° quadrante para cada razio, ou seja, um total de nove
formulas diferentes; €) ndo conseguiam estabelecer as principais diferencas ou semelhangas
entre os graficos de seno e cosseno; f) na resolugdo de equagdes trigonométricas, na maioria
das vezes, esqueciam os valores de arcos simétricos que também eram solugdes da equagao.

Desse modo, optei por desenvolver um estudo sobre o ensino da Trigonometria, pois
considero a Trigonometria um conteudo rico e importante por abranger conhecimentos relativos
a Algebra e & Geometria, unindo esses dois ramos da Matematica: por exemplo, uma equagio
trigonométrica pode ser resolvida através da representacdo de suas possiveis solu¢des no circulo
trigonométrico. Também ¢é importante quanto as suas aplicagdes.

Ainda em relagdo a utilizagao da trigonometria, esta o calculo de distancias inacessiveis,
como altura de prédios, de montanhas, de satélites ¢ de avides, largura de rios e comprimentos
de pontes. Na Fisica, algumas aplicagdes estdo no calculo do trabalho de uma forga atuante no
deslocamento de um corpo e no estudo de fendmenos ondulatorios. Na Medicina, o estudo da
respiragdo humana, que ¢ um fenémeno ciclico, pode ser feito através da modelagem com
funcdes trigonométricas, assim como o estudo da pressdo sanguinea e do ciclo menstrual. Pode-
se citar ainda outros fendmenos ciclicos que podem ser estudados através de fungdes
trigonométricas, como a oscilagao periddica das marés e a variacdo das temperaturas anuais em
determinada regido.

Tendo como referéncia essas percepcdes e convicgdes, fizemos uma pesquisa
bibliografica e apresentamos uma proposta alternativa de ensino da Trigonometria com o
objetivo de promover uma aprendizagem que envolvesse a compreensdo dos conteudos € a
utilizagdo correta do simbolismo matemadtico envolvido na questdo, promovendo assim o
raciocinio e a autonomia dos alunos na realizagdo de tarefas e desenvolvendo sua capacidade
de resolver situacdes-problema.

Assim, desenvolvemos um conjunto de atividades que compdem a proposta do Trabalho
de Conclusdo de Curso - TCC, a op¢ao pela elaboracdo desta proposta, serd embasada pela
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugdo de
Problemas, tendo dois objetivos principais: testar uma alternativa didatica que contribua para a
melhoria do ensino, e auxilie futuras pesquisas referentes a este tema. Portanto, ndo foi nossa
intengdo elaborar apenas problemas relativos a aprendizagem e ao ensino, mas construir uma
alternativa didatica como uma sugestdo de material para outros professores utilizarem com seus
alunos, adaptando e alterando o que for preciso de acordo com suas necessidades.

A estrutura deste Trabalho de Conclusdo de Curso compreende quatro capitulos. No

capitulo 1 (Introdugdo), escrevemos a respeito das inquietagdes da pesquisadora, do interesse e
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da justificativa pelo documento oficial, além de apresentar brevemente a Resolu¢do de
Problemas e a Trigonometria.

No capitulo 2, desenvolvemos algumas consideracgdes tedricas mais aprofundadas sobre
Resolucdo de Problemas, sua importancia e algumas concepgdes sobre seu ensino.

No capitulo 3, apresentamos um estudo do tema: o ensino da Trigonometria. Sao
discutidas questdes relativas ao ensino da Trigonometria no Ensino Bdsico, com o foco na
abordagem do tema seguindo-os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN -
EM) e a maneira como a Trigonometria ¢ abordada no Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM). Em seguida, apresentamos a analise de dois livros didaticos do Ensino Médio.

Apresentamos no capitulo 4 uma proposta do TCC utilizando a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas em sala de aula,
visando a Trigonometria. Esperamos que esta proposta apresente reflexdes sobre a experiéncia
de ensino: os beneficios que consideramos que a experiéncia pode trazer para a aprendizagem
dos alunos, as dificuldades que podem surgir e o que poderia ser melhorado, tendo em vista a
aplicagdo das atividades planejadas para 11 encontros.

Finalmente, elaboramos as consideragcdes, esbocando algumas conclusdes que
construimos a partir da pesquisa bibliografica e indicamos novos estudos que podem ser
realizados para ampliar e aprofundar o que obtivemos com a investiga¢do que relatamos no

presente TCC.
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CAPITULO 2
RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre Resolucdo de Problemas focando sua
importancia para o ensino de Matematica, em especial para o ensino de Trigonometria e
algumas concepgdes que evidenciam o ensino de Matematica sobre, para e através da Resolucao

de Problemas.

2.1. Definicoes sobre o que é Problema

Procurando a palavra problema, no dicionario (HOUAISS, 2009) vimos que algumas
defini¢des para problemas sdo: assunto controverso, que pode ser objeto de pesquisas cientificas
ou discussdes académicas; questdo social que traz transtornos e que exige grande esforco e
determinagdo para ser solucionado; obstaculo, dificuldade que desafia a capacidade de
solucionar de alguém, entre outros.

Vianna (2002) diz que, alguém esta diante de um problema quando defronta-se com
uma questdo para a qual ndo sabe dar resposta ou quando estd diante de uma situagdo que nao
sabe resolver usando os conhecimentos de que ja dispde; quando tem uma questdo para resolver;
quando quer ter uma resposta para essa questao, mas nao tem, previamente, essa resposta. Nesse
sentido, o autor considera que um problema ¢ uma situagdo em que um sujeito ¢ solicitado a
realizar uma tarefa para a qual ndo possui um método de resolu¢do determinado. Vianna diz,
ainda, que se a realiza¢do da tarefa ndo for desejada pelo sujeito a situagdo ndo pode ser
considerada um problema e que ¢ problema tudo o que, de uma maneira ou de outra, implica
da parte do sujeito a construgdo de uma resposta ou de uma a¢do que produza certo efeito.

Também o autor diferencia problema de exercicio, considerando que:

[...] questdes rotineiras ndo podem ser consideradas como problemas... tais questdes
sd0 meros exercicios, como os que proliferam na maioria dos livros didaticos. H4 um
aspecto muito importante que ¢ comum a todas as “defini¢cdes”, e que nada tem a ver
com o contetido de uma determinada disciplina; trata-se do “desejo”: o sujeito precisa
ter interesse, precisa estar seduzido pela questdo, precisa ter necessidade de chegar a
uma resposta (VIANNA, 2002, p. 403).

Nesse mesmo sentido, Vale e Pimentel (2004, p. 12) definem problema “como uma
situacdo para a qual ndo se dispde, a partida, de um procedimento que nos permita determinar
a solugdo e coloca a Resolucdo de Problemas como um conjunto de agdes tomadas para resolver
essa situacdo”. Assim compreendemos, que sO temos problemas se ndo sabemos como chegar

até a solugdo, pois um exercicio resolve-se por processos mecanizados e repetitivos, mas que
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essa classifica¢do problema/exercicio depende de quem a resolve, pois problema para um pode
ser exercicio para outro.

Concordando com os autores, consideramos que um exercicio nem sempre ¢ um
problema. Para que uma tarefa se constitua de fato, num problema ¢ necessario que o aluno
busque informagdes e meios de que ainda ndo dispdem para chegar ao objetivo pretendido e
responder ao problema. Por outro lado, no exercicio, ele apenas aplica o que ja aprendeu, fixa
um conhecimento ou treina algum procedimento. Também, percebemos que o que
essencialmente precisa acontecer para que uma atividade possa ser qualificada como um
problema ¢ que o aluno tenha que buscar elementos para resolvé-lo e que tenha interesse em
fazer isso.

Ja Onuchic (1999, p. 215) explicita sua compreensao sobre o que ¢ um problema: “[...]
¢ tudo aquilo que ndo se sabe fazer, mas que se estd interessado em resolver”.

Embora usualmente se faga relacdo entre um problema e uma situacdo pratica do
cotidiano ou de outras areas do conhecimento, a Resolu¢ao de Problemas ¢ vista como uma
atividade realizada a partir de uma situacdo desafiadora, ndo necessariamente ligada a
problemas ou a questdes do mundo real. Nesse sentido, esse tipo de questao pode ser eficiente
para despertar o interesse e dotar de sentido os contetidos a serem aprendidos pelos alunos.

Ressaltando que os jovens e adultos reconhecem que a Matematica ¢ importante, mas
poucos a compreendem, Van de Walle (2009) disse que, normalmente, o ensino se da de uma
maneira tradicional onde o professor comega com uma explicacdo de um tema que esteja em
um livro didatico e, logo apos, propde os exercicios referentes aquele contetido, oferecendo um
ensino de Matematica que recompensa a aprendizagem de regras e favorece poucas
oportunidades para a constru¢do do conhecimento dos alunos.

Esse autor, contrapondo-se a esse processo tradicional de ensinar Matemadtica, analisa
que o papel do professor ¢ criar um ambiente onde haja um espirito de investigacdo, de
confianga e de expectativa para que os alunos sejam apresentados a problemas de fato, ou seja,
a questdes que ndo se constitutam em meras aplicagdes de conhecimentos previamente
determinados, mas situa¢des que exijam a busca de solugdes por eles mesmos, para que possam
testar suas ideias, fazer conjecturas, desenvolver raciocinios ¢ apresentar explicagdes. Nesse
sentido, os alunos devem resolver problemas ndo para aplicar Matematica, mas para aprender
Matematica.

Vila e Callejo (2006), destacando o papel da Resolu¢do de Problemas na Matematica
escolar e considerando-a como um meio de auxiliar os alunos a aprender a pensar, consideram

trés elementos essenciais envolvidos na resolugdo de problemas: a tarefa, o destinatério (aluno)
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e o professor. (1) A tarefa ndo pode ser, simplesmente, uma atividade que exige a identificagao
de uma estrutura Matematica supostamente aprendida; (2) Quanto ao aluno, pode-se perceber
a diferenca de dificuldade que tal tarefa pode representar para um ou outro resolvedor, de modo
que uma tarefa pode ser um problema para um aluno e ndo ser para outro; e (3) Finalmente a
configuracdo da tarefa como problema, depende do objetivo que o professor tem com a sua

proposicao, levando-a a ser inserida numa escala exercicio-problema.

2.2. A Resolucio de Problemas no contexto da Educaciao Matematica

No Brasil, varios estudos voltados a Resolu¢ao de Problemas no contexto da Educagao
Matematica, em todos os niveis de ensino, vém sendo desenvolvidos e orientados ha varios
anos pela Profa. Dra. Lourdes de la Rosa Onuchic. Onuchic (1999), Onuchic e Allevato (2005),
Onuchic e Allevato (2011), Onuchic e Huanca (2013), Onuchic e Huanca (2014), Allevato e
Onuchic (2014) assim como outros trabalhos publicados pelos autores, destacam que a
necessidade e a forma de trabalhar com Resolucao de Problemas modificaram-se de modo que,
para caracteriza-la, é preciso situd-la historicamente. Em uma publica¢@o mais recente, Onuchic

e Huanca dizem que:

[...] discussdes na Educacdo Matematica mostram necessidade de adequar o trabalho
escolar a novas tendéncias que levem a uma melhor maneira de ensinar [...]
Investigacdes sistematicas sobre Resolugdo de Problemas e suas implicacdes
curriculares tiveram inicio na década de 1970. Esses anos marcaram uma preocupagao
com um curriculo de matemadtica projetado, inicialmente, para produzir um aumento
no escore de testes de habilidades basicas. No fim dessa década, a Resolugdo de
Problemas na Educacdo Matematica emerge, ganhando espagco no mundo inteiro,
refletindo uma tendéncia de reagdo a caracterizagdes anteriores que a viam como um
conjunto de fatos, um dominio de procedimentos algoritmicos ou um conhecimento a
ser obtido por rotina ou por exercicio mental. Hoje, a tendéncia ¢ caracterizar esse
trabalho considerando os estudantes como participantes ativos, os problemas como
instrumentos precisos e bem definidos ¢ a atividade de resolucao de problemas como
uma coordenacdo complexa e simultdnea de varios niveis (ONUCHIC; HUANCA,
2014, p.11).

Por outro lado, os PCN (BRASIL,1998) indicam a Resolugdo de Problemas como ponto
de partida da atividade Matematica e discutem caminhos para fazer Matematica na sala de aula.
Também tornam claro o papel da Matematica no Ensino Bésico pela sugestio de objetivos que
evidenciam a importancia de o aluno valoriza-la como instrumento para compreender o mundo
a sua volta ¢ de vé-la como area do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o
espirito de investigacdo ¢ o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas.

O mesmo documento destaca que, mesmo no ensino atual, a abordagem de conceitos,
ideias ¢ métodos sob a perspectiva de Resolugdo de Problemas, quando ¢ incorporada no

programa, aparece como um item isolado. Costuma ser desenvolvido paralelamente como
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aplicagdo da aprendizagem, a partir de listagens de problemas cuja resolucdo depende
basicamente da escolha de técnicas ou formas de resolugdo memorizadas pelos alunos e que

tradicionalmente.

A pratica mais frequente no ensino de Matematica tem sido aquela em que o professor
apresenta o conteido oralmente, partindo de defini¢des, exemplos, demonstracdo de
propriedades, seguidos de exercicios de aprendizagem, fixacdo e aplicagdo, e
pressupde que o aluno aprenda pela reprodugdo. Assim, considera-se que uma
reprodugdo correta é evidéncia de que ocorreu a aprendizagem. Essa pratica de ensino
tem se mostrado ineficaz, pois a reprodugdo correta pode ser apenas uma simples
indicagd@o de que o aluno aprendeu a reproduzir alguns procedimentos mecanicos, mas
ndo apreendeu o contetido e ndo sabe utiliza-lo em outros contextos (BRASIL, 1998,
p.37).

Deste modo, este documento rejeita a reprodu¢do de procedimentos e o acimulo de
informagdes e aponta, como fazem alguns pesquisadores (ONUCHIC, 1999; ALLEVATO e
ONUCHIC, 2011; VAN de WALLE, 2009; ONUCHIC e HUANCA, 2014), a resolucdo de
problemas como ponto de partida da atividade Matematica. Essas ideias apoiam-se na
convic¢do de que o conhecimento matematico ganha significado quando os alunos deparam-se
com situacdes desafiadoras para resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolugao
e constru¢cdo de um novo conhecimento matematico.

As orientacdes curriculares, Brasil (2006), considera que € necessario aperfeicoar o uso
da Resolu¢do de Problemas e das investigagdes nas aulas de Matemadtica, como eixos
metodologicos que possibilitam envolvimento efetivo dos estudantes na construgdo de
conceitos, insercao equilibrada de momentos de contextualizacdo e descontextualiza¢do. Nessa
perspectiva, ¢ inegavel a importancia da intervengdo e mediagdo do professor e a troca entre os
estudantes, para que cada um va realizando tarefas e resolvendo problemas, que criem
condi¢des para desenvolverem suas capacidades e seus conhecimentos.

Como a Resolugdo de Problemas é o tema central deste Trabalho de Conclusdo de
Curso, faz-se necessario que analisemos diferentes concepgdes sobre esse tema, pois, segundo
Huanca (2014) essa abordagem conduz a reflexdes sobre o que ¢ um problema e qual ¢ a funcao
da Resolucao de Problemas na Educagao Matematica. O autor analisou a literatura relativa a
Resolucdo de Problemas e indica que, além de analisar as diferentes concepgdes sobre o que ¢

um problema, também ¢ preciso refletir sobre o objetivo da Resolugdo de Problemas no ensino

de Matematica.
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2.3. Concepcoes de ensino da Matematica baseadas em Resolucio de Problemas

Em sintese, tendo discutido algumas definicdes de problema e a Resolugdo de
Problemas no contexto da Educacdo Matematica, passamos, entdo, a enfocar algumas
concepgoes de pesquisadores matematicos sobre a Resolucdo de Problemas. Considerando a
historia da Resolucao de Problemas, encontramos denominacdes diferenciadas por preposigoes
que determinam as caracteristicas de trés tipos de concepgdes de ensino baseadas em Resolucao
de Problemas: (1) ensinar sobre Resolu¢do de Problemas, (2) ensinar para a Resolucao de

Problemas e (3) ensinar através da Resolugdo de Problemas.

2.3.1. Ensinar sobre Resolucio de Problemas

O principal representante dessa concepgdo ¢ George Polya (1994) que, em agosto de
1944, apresentou uma série de orientagcdes para o trabalho com Resolucdo de Problemas no
ensino de Matematica. Segundo ele, a resolugdo de um problema exige uma compreensao da
tarefa, uma concepcao de um plano que leve a uma meta pretendida, & execugdo desse plano e
a uma andlise para determinar se alcancamos nossa meta, ou seja, nosso objetivo.

Esses procedimentos foram organizados por Polya em quatro etapas que deveriam ser
seguidas na resolucdo de qualquer problema. Essas etapas s3o muito conhecidas e, ainda hoje,
citadas na literatura e nos trabalhos sobre Resolu¢do de Problemas. Essas etapas citadas serdo
um pouco mais detalhadas a seguir:

« 1? etapa - Compreensdo do problema - O primeiro passo ¢ entender o problema. E
importante fazer perguntas. Qual € a incognita? Quais sdo os dados? Construir figuras
para esquematizar a situagdo proposta no exercicio pode ser muito Util, sobretudo
introduzindo-se notacdo adequada.

o 2% etapa - Estabelecimento de um plano - E preciso encontrar conexdes entre os dados e
a incognita. Talvez seja conveniente considerar problemas auxiliares ou particulares
caso uma conexdo nio seja encontrada em tempo razoavel. E importante fazer perguntas
como por exemplo, se ja& encontrou este problema ou um parecido, se conhece um
problema semelhante, se conhece teoremas ou formulas que possam ajudar.

e 3% ectapa - execugdo do plano - Ao executar o plano, deve-se verificar cada passo e se ¢
possivel mostrar que cada um deles esta correto.

e 4% etapa - Retrospecto - Nesta etapa deve-se revisar ¢ examinar a solucdo obtida,

verificando os resultados ¢ os argumentos utilizados. Verificar se ha solugdo a ser obtida
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de algum outro modo e qual é a esséncia do problema e do método de resolucio

aplicado. E importante pensar se ¢ possivel usar o resultado - ou o método - em algum

outro problema e qual ¢ a utilidade deste resultado.

O trabalho de George Polya, ndo somente no contexto de Resolu¢do de Problemas mas
no Ambito mais amplo da Educacdo Matematica, foi e ainda ¢ muito importante e ainda hoje
bastante considerado. Entretanto a concep¢do de ensinar sobre Resolucdo de Problemas, em
que se insere seu trabalho e que foi apresentada nessa se¢do € limitada e ndo € a que melhor se
aplica ao que acreditamos, pois essas etapas para resolu¢do de problemas visam procurar dados
expostos no problema apresentado e empregar procedimentos previamente escolhidos para a
resolugdo de um problema, ou seja, a Resolugdo de um Problema envolve aspectos relacionados
ao conteudo matemdtico especifico envolvido, exigindo fazer conjecturas, testar
procedimentos, aprender conteidos, desenvolver raciocinios e apresentar explicagdes, que nem

sempre podem ser previstas.

2.3.2. Ensinar Matematica para a Resolucio de Problemas

Nesta concepg¢do os professores costumam utilizar os problemas para apresentar
aplicacdes de certos contelidos matematicos. Primeiro apresentam uma parte tedrica dos
contelidos matematicos e depois propdem problemas sobre aquele contetido. Embora,
usualmente, a expressdo “ensinar para” ndo seja conhecida pelos professores como uma
concepgao de trabalho com Resolucdo de Problemas, essa ¢ a forma como a grande maioria dos
professores realiza seu ensino nas aulas de Matematica.

Encontramos este tipo de abordagem, também, na maioria dos livros didaticos utilizados
nas escolas, com alguns exercicios de fixacdo e problemas contextualizados, devendo ser
resolvidos com o topico estudado.

E importante enfatizar que, certamente pode-se conceber a Matematica como
instrumento para a resolu¢do de problemas praticos, entretanto a Matematica se desenvolve
para muito além deles, ganhando a dimensdo de ideias gerais para novas aplicagdes fora do
contexto que deu origem a elas.

Onuchic (1999) diz que, essa ¢ a visdo que considera a Matematica como utilitaria de
modo que, embora a aquisi¢do de conhecimento matematico seja de primordial importancia, o
proposito principal do ensino € ser capaz de utilizd-lo. Nessa concepgao o professor concentra-
se no modo como a Matematica que esta sendo ensinada pode ser aplicada na resolucdo de

problemas. A autora, ainda diz que, o professor se preocupa com a habilidade dos alunos de
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transferirem o que aprenderam num contexto para problemas em outros contextos, ou seja, ele
ensina para a resolucdo de problemas.

Concordamos com essa autora quando considera que esse tipo de ensino pode dar a
impressao de que a Matematica tem aplicagdo imediata, ou seja, que ¢ utilitaria e também que
as limitacdes desta visdo podem limitar a atividade do aluno a resolu¢do de problemas
rotineiros. Além disso, ignora o potencial formador da Matematica, no tocante ao
desenvolvimento do raciocinio, da capacidade de abstrair, relacionar, representar, tomar

decisdes € criar.

Uma das dificuldades com esse tipo de ensino ¢ que,

[...] a resolugio de problemas estd separada do processo de aprendizagem. E
improvavel que as criangas que ficam esperando que o professor lhes apresente as
regras, resolvam problemas para os quais ndo foram fornecidos os métodos de
solucdo. Ao separar o ensino da resolucao de problemas e do confronto com as ideias,
a aprendizagem matematica fica separada do fazer matematica. Isso simplesmente ndo
faz sentido algum (VAN DE WALLE, 2009, p. 58).

Nossa vivéncia na formacdo inicial e as de outros professores indicam que essa
metodologia ainda ¢ a mais utilizada em sala de aula, algumas vezes por acreditarmos ser o
modo mais facil para a aprendizagem do aluno e outras por nos possibilitar seguirmos o ensino
como “copia fiel” do livro didatico. Percebemos que o aluno tem tomado como exemplo esse
método de ensino, o que ndo ¢ mais condizente com o seu papel de construir seu proprio
conhecimento.

Essa metodologia, no nosso modo de ver, ¢ deficiente por ndo levar a constru¢do de um
novo conhecimento matematico pelos alunos, que podem resolver problemas nio apenas para
aplicar Matematica, mas sim para aprender Matematica. No presente trabalho nos dedicaremos
a concepgao de ensinar Matematica através da Resolugdo de Problemas, uma vez que um dos

objetivos desta pesquisa foi esse.

2.3.3. Ensinar Matematica através da Resolucao de Problemas

Uma concepgdo que surgiu posteriormente as duas concepgdes que ja discutimos, € que
apresenta maior sintonia com as orientagdes oficiais atuais ¢ a que considera o ensino de
Matematica através da Resolugdo de Problemas.

Onuchic e Allevato (2005) dizem que, os conceitos matematicos que os alunos criam,
num processo de construcdo, nao sao as ideias bem formadas concebidas pelos adultos. Novas
ideias sdo formadas pouco a pouco, ao longo do tempo, quando os alunos refletem ativamente

sobre elas e as testam através dos muitos diferentes caminhos que o professor pode lhes
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oferecer. Ai estd o mérito das discussdes entre os estudantes em grupos de trabalho. Quanto
mais condi¢des se deem aos alunos para pensar e testar uma ideia emergente, maior ¢ a chance
de essa ideia ser formada corretamente e integrada numa rica teia de ideias e de compreensao
relacional.

Nesse sentido, Huanca (2006) disse que, a metodologia de “Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas™ se constitui num caminho para
se ensinar Matematica através da Resolugcdao de Problemas e ndo apenas para se ensinar a
resolver problemas.

Assim, essa ¢ uma forma de ensinar Matematica onde habilidades e conceitos devem
ser aprendidos no contexto da resolugdo de problemas, ou seja, o problema ¢ o ponto de partida.
Vale ressaltar que ensinar matematica através da Resolu¢do de Problemas engloba as outras
duas concepg¢des, que podem ocorrer em conjunto.

E importante enfatizar que, segundo Onuchic e Allevato (2011), o Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matemadtica através da Resolucdo de Problemas ¢ diferente
daquele em que regras de “como fazer” sdo privilegiadas. As autoras, ainda dizem que, trata-se
de um trabalho onde um problema ¢ o ponto de partida e orientagdo para a aprendizagem, e a
construcdo do conhecimento far-se-4 através de sua resolucdo. Professor e alunos, juntos,
desenvolvem esse trabalho e a aprendizagem se realiza de modo colaborativo em sala de aula.

Nesse sentido, o ensino de Matematica deva ocorrer em um ambiente caracterizado pela
investigacdo, e que essa deve ser orientada pela resolucao de problemas. Segundo esse enfoque,
o ponto de partida das atividades matematicas deixa de ser a defini¢do e passa a ser o problema,
de forma que “a resolu¢do de problemas nao € uma atividade para ser desenvolvida em paralelo
ou como aplica¢do da aprendizagem, mas como orientacao para a aprendizagem” (ONUCHIC,
1999, p. 215).

Em nossa proposta de investigagdes trigonométricas, em particular, irdo contribuir para
que os alunos possam perceber aspectos essenciais da atividade Matematica, tais como a
formulagao e teste de conjecturas e a procura e demonstragdo de generalizagdes. Abordando os
contetdos a partir de problemas de interesse do aluno, a atividade ira despertar a vontade de
aprender a Trigonometria. Esse tipo de aprendizagem tem a inten¢do de levar ao aluno uma
forma diferente de trabalho, deixando-o usar o seu raciocinio logico, os conhecimentos prévios
de que dispde e estimulando a sua criatividade.

Assim, acreditamos que conhecimentos prévios sejam concepcdes, representacdes €
conhecimentos adquiridos em suas experiéncias anteriores, que aconteceram dentro e fora da

escola. Esses conhecimentos prévios determinam boa parte das informagdes que ele
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selecionard, organizard e as relacdes que estabelecera entre elas.

Sem duvida, acreditamos pelos nossos estudos bibliograficos e a nossa vivéncia na
pratica que o ensino através da Resolu¢do de Problemas atende a uma condi¢do fundamental
para o ensino e aprendizagem da Matematica, que ¢ o de desenvolver a capacidade de aprender,
oferecendo um conjunto mais rico de materiais, técnicas e sistemas que visem a contribuir
significativamente para a incorporagdo de habilidades, para aprendizagem de contetidos e para
a compreensao de conceitos.

Portanto, dentro dessa concepcao de Resolugdo de Problemas, para desempenhar seu
papel de mediador entre o conhecimento matematico e o aluno, o professor precisa ter um solido
conhecimento dos conceitos € procedimentos dessa area, e uma concepcao de Matematica como
ciéncia que ndo trata de verdades infaliveis e imutdveis, mas como uma ciéncia dinamica,
sempre aberta a incorporacdo de novos conhecimentos.

Transformar o saber matematico em saberes escolares passiveis de serem ensinados e
aprendidos exige que esse conhecimento seja transformado, pois a obra e o pensamento do
matematico abstrato geralmente sdo dificeis de serem comunicados diretamente aos alunos.
Essa consideracdo implica rever a ideia, que persiste na escola, de ver os objetos de ensino
como copias fiéis dos objetos da ciéncia. O significado da atividade Matematica para o aluno
também resulta das conexdes que ele estabelece entre os diferentes temas matematicos e
também entre estes ¢ as demais dreas do conhecimento e as situagcdes do cotidiano (BRASIL,
1998).

De acordo com Van de Walle (2009), o professor deve selecionar problemas e tarefas
cuidadosamente, pois elas s6 sdo eficazes se ajudam os alunos a aprenderem os conteudos
propostos. Tarefa, aqui, ¢ entendida como qualquer trabalho proposto pelo professor aos alunos,
a qual pode constituir-se, ou ndo, em um problema. Ele sugere que o professor siga algumas
etapas para desenvolver o trabalho com resolucao de problemas com seus alunos:

o Fase antes - preparar os alunos para verificar se o enunciado do problema foi
compreendido; ativar os conhecimentos, ou seja, criar oportunidades para que o aluno
relembre e recorra aos conhecimentos que ja possui a fim de resolver os problemas e
construir novos conhecimentos; estabelecer expectativas claras para o que se espera
deles (como os alunos vao trabalhar e qual ¢ o material que eles vao preparar para a
discussao na terceira fase);

e Fase durante - deixar os alunos trabalharem, de modo a construirem seu conhecimento
evitando antecipagdes desnecessarias. Escutar cuidadosamente, fornecer sugestdes

adequadas, observar e avaliar;
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o Fase depois - ¢ a fase do debate, onde se deve encorajar a formagao de uma comunidade
de alunos, escutar e aceitar as sugestdes dos alunos sem julga-las e sintetizar as
principais ideias identificando futuros problemas.

Por outro lado, também essas autoras sugerem etapas que possibilitam colocar em
pratica a metodologia de ensinar através da resolugdo de problemas em sala de aula:
- Preparagdo do problema - Selecionar um problema, visando a constru¢do de um novo
conceito, principio ou procedimento. Esse problema sera chamado problema gerador. E bom
ressaltar que o contetdo matematico necessario para a resolucao do problema nao tenha, ainda,
sido trabalhado em sala de aula.
- Leitura individual - Entregar uma copia do problema para cada aluno e solicitar que seja feita
sua leitura.
- Leitura em conjunto - Formar grupos e solicitar nova leitura do problema, agora nos grupos.
= Se houver dificuldade na leitura do texto, o proprio professor pode auxiliar os alunos,
lendo o problema.
= Se houver, no texto do problema, palavras desconhecidas para os alunos, surge um
problema secundario. Busca-se uma forma de poder esclarecer as duvidas e, se
necessario, pode-se, com os alunos, consultar um dicionario.
- Resolugdo do problema - A partir da compreensdo do problema, sem duvidas quanto ao
enunciado, os alunos, em seus grupos, em um trabalho cooperativo ¢ colaborativo, buscam
resolvé-lo. Considerando os alunos como co-construtores da matematica nova que se quer
abordar, o problema gerador ¢ aquele que, ao longo de sua resolucdo, conduzira os alunos para
a construcdo do contetido planejado pelo professor para aquela aula.
- Observar e incentivar - Nessa etapa, o professor ndo tem mais o papel de transmissor do
conhecimento. Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o problema, o professor
observa, analisa o comportamento dos alunos e estimula o trabalho colaborativo. Ainda, o
professor, como mediador, leva os alunos a pensar, dando-lhes tempo e incentivando a troca de
ideias entre eles.
= O professor incentiva os alunos a utilizarem seus conhecimentos prévios ¢ técnicas
operatorias ja conhecidas, necessarias a resolugao do problema proposto. Estimula-os
a escolher diferentes caminhos (métodos) a partir dos proprios recursos de que
dispdem. Entretanto, ¢ necessario que o professor atenda os alunos em suas
dificuldades, colocando-se como interventor e questionador. Acompanha suas
exploragdes e as ajuda, quando necessdrio, a resolver problemas secundarios que

podem surgir no decurso da resolugdo: notacdo; passagem da linguagem vernacula
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para a linguagem matematica; conceitos relacionados e técnicas operatorias; a fim de
possibilitar a continuacdo do trabalho.
- Registro das resolugoes na lousa - Representantes dos grupos sdo convidados a registrar, na
lousa, suas resolugdes. Resolucdes certas, erradas ou feitas por diferentes processos devem ser
apresentadas para que todos os alunos as analisem e discutam.
- Plenaria - Para esta etapa sdo convidados todos os alunos, a fim de discutirem as diferentes
resolugdes registradas na lousa pelos colegas, para defenderem seus pontos de vista e
esclarecerem suas duvidas. O professor se coloca como guia e mediador das discussoes,
incentivando a participagdo ativa e efetiva de todos os alunos. Este ¢ um momento bastante rico
para a aprendizagem.
- Busca do consenso - Depois de sanadas as duvidas, e analisadas as resolucdes e solugdes
obtidas para o problema, o professor tenta, com toda a classe, chegar a um consenso sobre o
resultado correto.
- Formalizagdo do conteudo - Neste momento, denominado formalizagdo, o professor registra
na lousa uma apresentacdo formal — organizada e estruturada em linguagem matematica —
padronizando os conceitos, os principios e os procedimentos construidos através da resolugao
do problema, destacando as diferentes técnicas operatorias e as demonstragdes das propriedades
qualificadas sobre o assunto.

Consideramos que esse roteiro ¢ importante porque organiza as atividades em sala de
aula, orienta o professor sobre como proceder com os alunos, ¢ viabiliza a aplicagdo dessa
metodologia de ensino na sala de aula. Destaca nas primeiras etapas o papel do aluno, deixando-
o no centro das atividades de ensino, diferenciando-se do ensino tradicional em que o professor
¢ o Unico responsavel por possibilitar a aprendizagem dos contetdos.

Varios estudiosos tém apresentado sugestdes de como preparar € encaminhar o ensino
através da Resolucdo de Problemas nas aulas de Matematica. Em uma delas Vale e Pimentel
(2004) dizem que muitas vezes o aluno tem o conhecimento, mas ndo consegue mobiliza-lo
para solucionar os problemas. Para que isso ocorra, os problemas devem ser elaborados a partir
de algo que faz sentido para o aluno, mesmo que o conhecimento para resolvé-lo ndo esteja
completamente visivel. Devem ser desafiadores a partir de uma perspectiva Matematica ¢
devem ser, também, adequados, de modo a respeitar os conhecimentos ¢ a capacidade dos
alunos.

De um modo geral, Vale ¢ Pimentel (2004) apresentam uma lista de estratégias
eficientes que podem ser utilizadas na resolug@o de problemas:

e Descobrir um padrdo ou regra de formagao;
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o Fazer tentativas ou levantar conjecturas;

e Trabalhar do fim para o comego (0 que se quer provar);

e Usar deducdo logica;

e Reduzir a um problema mais simples;

o Fazer uma experimenta¢do (modelo);

e Fazer um desenho ou diagrama;

o Fazer uma lista organizada ou uma tabela (representar, organizar e guardar informagao).

Acreditando que o ensino através da Resolucdo de Problemas inclui as demais

concepgoes e que os alunos podem também aprender estratégias por meio dessa metodologia.
Portanto, assumimos, a partir dessas leituras realizadas, que a Resolugdo de Problemas ¢ de
muita importancia para o ensino de Matematica. Esse estudo muito contribuiu para a formagao
da futura professora que optou, assim, por propor situacdes de aprendizagem aos alunos com a

Trigonometria. Esse serd o tema desenvolvido no préoximo capitulo.
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CAPITULO 3
TRIGONOMETRIA

Neste capitulo apresentaremos um estudo realizado sobre a Trigonometria. A se¢do 3.1
aborda questdes referentes a historia da trigonometria. A se¢do 3.2 trata das Relacdes entre as
fases historicas da trigonometria e o ensino. A sec¢do 3.3 ¢ dedicado a Trigonometria no Ensino
Bésico. Considerou-se nesse estudo o que os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Meédio (PCN - EM) apresentam sobre o tema; como os conhecimentos trigonométricos estao
sendo avaliados no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM); e a anélise de dois livros

didaticos.

3.1. Uma Breve Historia da Trigonometria

A trigonometria, como a maioria dos conteidos da matematica, sdo estudadas na
educacdo basica e foi das necessidades praticas que surgiu a trigonometria. Como 0s outros
ramos da matematica nao foi obra de um s6 homem ou nacao.

E na Grécia que vamos situar o nascimento desse campo da matematica, principalmente
com os trabalhos de Hiparco de Niceia (190-120 a.C.) foi quem empregou pela primeira vez
relacdes entre os lados e os angulos de um triangulo retdngulo. Com suas observagdes do céu
feitas pelos babilonios elaborou um catilogo de estrelas e construiu suas tabelas
trigonométricas.

Ptolomeu (100-178 d.C.) escreveu no Museu de Alexandria uma das mais influentes
obra sobre a trigonometria da antiguidade, uma colec¢do de treze livros que foram chamados de
Sintese Matemadtica. Essa colecao contém uma descrigdo matematica do modelo grego.

Um pouco mais tarde, os arabes passaram a chamar os livros de Ptolomeu de Almagesto,
que significa “o maior”. Ptolomeu tinha como objetivo determinar as estagdes, prever eclipses
e o estabelecimento do més lunar. Os gregos, os hindus e os darabes usaram linhas
trigonométricas em forma de cordas num circulo, ou seja, precisava apenas associar valores
numéricos as cordas.

Os mateméticos da India escolheram um caminho diferente para a trigonometria. Apesar
do amplo dominio do Almagesto, no final do século IV comegaram a utilizar um conjunto de
textos mateméticos surgidos na india ¢ tinha como titulo Siddantha, que significa Sistema de
Astronomia.

Siddantha usava uma trigonometria baseada na relacdo entre metade da corda e metade

do angulo central de uma circunferéncia.
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O periodo historico que vai dos trabalhos de Hiparco até Euler (1707-1783) durou mais
de 1.500 anos e nesse intervalo de tempo a trigonometria estudava as relacdes entre os lados e
os angulos de tridngulos e suas aplicagdes para calculos de distincias, construgdes, navegacao
e astronomia, etc. A palavra trigonometria derivada dos termos gregos trigonom (triangulo) e
metria (medida), considerada como a area da matematica que trabalha as relagdes entre as
medidas de angulos.

Leonhard Euler escreveu mais de quinhentos livros e artigos sobre varios assuntos da
matematica. Em 1748 passou a usar a trigonometria como circunferéncia de raio unitario.

Com a astronomia, agrimensura ¢ a geodesia, a trigonometria passa a ter uma maior
gama de aplicagdes, ampliando-se também para o estudo de outros campos matematicos e
cientificos. Atualmente, desempenha um papel importante em &areas como Calculo e
Matematica Aplicada (PEREIRA, 2012, p.32).

Hoje, a trigonometria € pensada como o estudo das fungdes que apresentam graficos
com comportamentos periddicos e que representem fendomenos de padrdes repetitivos.

Este estudo das fungdes ¢ feito no Ensino Médio e avanca para os estudos dos
fendmenos que apresentam natureza ondulatoria, que envolve os estudos de vibracdes, calor,
corrente elétrica, entre outras que podem ser estudadas nas séries infinitas que sdo chamadas de
séries de Fourier desenvolvidas por ele em 1807, mas Euler foi o primeiro a expandir algumas
funcdes especiais em uma série infinita de senos e cossenos.

No trabalho de Fourier foi sugerido que qualquer fungdo peridodica possa ser
representada pelas séries de Fourier e foi muito aceito pela comunidade matematica e No século
XIX representou uma importante ferramenta para o desenvolvimento da matematica e suas
aplicacdes. A partir desse fato, a trigonometria ¢ considerada como sendo o estudo dos
fendmenos que apresentem padrdes periddicos.

Na contramdo desse desenvolvimento estd o ensino de trigonometria baseado em
formulas e regras, feito de forma estatica com a utilizagdo de um exagerado algebrismo, sem
levar em conta a sua contextualizacdo e o desenvolvimento historico vivenciado por este campo,
nem tendo a preocupagdo de associd-lo na forma contemporanea aos fendmenos periodicos,

conforme a tendéncia atual (PEREIRA, 2012, p.33).

3.1.1. Seno e Cosseno

Segundo Lima (2006), o segmento de reta que une dois pontos extremos de um arco de

circulo foi estudado por alguns gregos antes da era Crista. Essa corda (do latim chorda.) “corda
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de arco”, por sua vez vem do grego chorde, que significa intestino de um animal. Deste modo,
corda de um arco pode também ser associada ao angulo central que intercepta a corda. Embora
a corda de um arco ndo seja um seno, metade da corda dividida pelo raio do circulo € o seno da
metade do arco (ou da metade do angulo central correspondente a todo o arco).

O autor afirma que, por volta do ano 500 d.C., o matematico hindu Arybhata ja calculava
semicordas. Algum tempo depois, matematicos hindus calculavam tdbuas de seno e seno
reverso (isto €, 1 —cos 0). O seno era chamado jya, uma das varias grafias das palavras “corda”
em hindu. Posteriormente os drabes a transliteraram para jyb, que depois foi incorretamente lida
como jayb (que em darabe significa “bolso”, “golfo” ou “seio”), pelo tradutor Gerardo de
Cremona. Traduzindo do 4rabe para o latim ele usou o equipamento latino sinus, o que hoje
usamos como seno.

J& o termo cosseno para seno do comprimento de um angulo. Edmund Gunter sugeriu
combinar os termos “complemento” e “sinus” em ‘“co-sinus”, que logo foi modificado para

“cosinus”, em portugués “cosseno’.

3.1.2. Tangente e Cotangente

Enquanto os conceitos de seno e cosseno tiveram sua origem no contexto da astronomia,
tangente e cotangente emergiram das necessidades mais modestas da medi¢do de alturas e
distancias.

Embora os termos tangente e cotangente s6 tenham sido conhecidos mais tarde, em 1551
o matematico europeu Rheticus definiu explicitamente cada uma dessas duas fung¢des como
sendo uma razdo. Thomes Fincke contribuiu com o nome “tangente”, talvez porque a sombra
vertical V seja situada ao longo da tangente ao circulo de raio G.

Em 1620 Edmund Gunter estabeleceu o equivalente latino “cotangente de A” para
“complement tangent of A”, que significa “tangente do complementar de A”. Em 1674 Jonas

Moore criou a abreviagdo “cot” para cotangente.

3.2. Relagdes entre as fases historicas da trigonometria e o ensino

A trigonometria surge desde a antiguidade para suprir necessidades praticas,
principalmente relacionadas com a demarcacdo de terra, construgao de prédios e monumentos,
tracado de mapas e de rotas, tanto terrestres como maritimas e para a elaboracdo de calendario

na astronomia. Atualmente, ¢ utilizada para o estudo de todos os fendmenos que envolvem
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padrdes periddicos. Nesse sentido, utilizando as fungdes trigonométricas e outras fungdes,
como por exemplo, séries de Fourier nos fenomenos da natureza.
Segundo Lima (2006), em uma determinada fase do desenvolvimento matematico em

um grupo social:

os conceitos matematicos sdo introduzidos mediante percepgdes intuitivas de fatos
que apresentam caracteristicas proprias e possuem intima relagdio com objetos
materiais e com suas a criagdo dos padrdes e assim todos os objetos que tinham que
as possuem passam a ser classificados em uma determinada categoria. Por exemplo,
todos os objetos que tinham a caracteristica de ter como lado trés segmentos de retas,
tendo como ponto comum as extremidades e contendo uma certa regido de um plano
passou a ser denominado de tridngulo. O tridngulo € entdo um padrio que permite
classificar as figuras que satisfazem suas caracteristicas. Veja o tridngulo matematico
¢ um objeto abstrato, usado ndo somente para classificar os tridngulos da natureza,
como também permitindo efetuar determinadas operagdes matematicas (LIMA, 2006,

p- 12).

Nesse sentido, o autor diz que, a medida que o pensamento matematico foi caminhando
no sentido da abstracdo, cada vez mais temos um afastamento das figuras concretas. Dessa
maneira, as ideias que apareciam vagas e confusas foram adquirindo precisdo e os métodos da
andlise matematica, livres de qualquer intuicdo geométrica que permitiram o gradativo
refinamento dos conceitos basicos € uma concatenagdo mais rigorosa entre as proposi¢cdes
fundamentais.

Em nosso entendimento, esta busca de rigor que caracteriza a matematica ¢ muito
negativa quando aplicada inadequadamente no ensino. Dependendo do objetivo de cada
atividade a ser executada e dos alunos a quem se destina, o professor deve utilizar como ponto
de partida os conhecimentos prévios dos alunos e como ponto de chegada os objetivos a serem
atingidos.

Assim, ¢ errdneo pensar que temos que cumprir apenas os contetidos previstos. E dever
da escola fazer com que os alunos aprendam e ndo cumprir apenas os conteudos previstos.
Nesse sentido, a escola deve complementar inclusive as aulas disponiveis para o professor
trabalhar nesta perspectiva: o mais importante para a aprendizagem ¢ aquilo que o aluno traz
de conhecimentos prévios. E neste ponto, as representagdes geométricas ¢ o uso de materiais
concretos sdo importantes para auxiliar os alunos que ainda ndo desenvolveram a capacidade
de abstracdo e de dominio da representacdo algébrica.

A palavra Matematica originou-se na Grécia derivada do grego “mathematike” onde
“mathema” significa compreensdo e “tike” arte. Assim, no inicio a palavra matematica
significava a arte da compreensdo. Para completar esta ideia, ¢ atribuido aos pitagoricos, que
procuravam uma maneira de explicar todos os fendmenos utilizando uma justificativa racional.

Desta forma, queriam contrapor a razdo, a visdo mitica e a visdo religiosa predominante. A
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visdo mitica procurava explicar o mundo por meio de mitos e a visdo religiosa atribuia o

(3

conhecimento as divindades consideradas oniscientes “tudo sabem”, onipresentes ‘“‘sem
limitagdo de tempo e espaco” e onipotentes “tudo podem” (LIMA, 2006, p. 13).

Nesse caso, a Matematica foi entdo desenvolvida pelos gregos como a primeira tentativa
de explicar racionalmente o universo e podemos defini-la em nivel do Ensino Bésico como
sendo a ciéncia que estuda por meio de padrdes abstratos fendmenos como: contagem
(aritmética); espago (topologia); formas e medidas (geometria); fenomenos periddicos
(trigonometria); variagdo entre grandezas (calculo diferencial); areas e volumes (céalculo
integral); estruturas abstratas (algebra); validade de argumentos (logica); levantamento,
organizagao e interpretacao de dados, e fendmenos aleatorios (estatistica).

Desde a antiguidade até hoje, o mundo em que vivemos depende fundamentalmente da
Matematica, embora ndo nos apercebamos. Por exemplos, as ondas eletromagnéticas, que sao
responsaveis pela informagdo que chega ao nosso televisor, a informagdo telefonica que via
satélite ligam pontos distantes do nosso planeta etc., tiveram a sua existéncia primeiramente
descoberta na Matematica, sendo ela essencial para o desenvolvimento das ciéncias.

Neste ponto, até o século XVII a trigonometria era basicamente o estudo das relagdes
nos tridngulos retangulos, das razdes trigonométricas e de suas tabelas. Seria equivalente ao
que era coberto nas nossas escolas no 9° ano do Ensino Fundamental como primeira fase.

Na segunda fase, a época contemporanea caracterizou-se principalmente na Franga —
centro de cultura da matemdtica — pelo desenvolvimento da Teoria das Fungdes e
particularmente das Fungdes da Variavel Complexa, da Geometria Projetiva e do Calculo das
Probabilidades, empreendendo-se um exaustivo trabalho de critica que terminou promovendo
uma completa reconstru¢do da geometria e da aritmética. Foi nesta época que surgiram as
funcdes trigonométricas, suas tabelas e os graficos. Esta fase vai até o periodo de Euler e seus
contetudos sdo abordados em nivel de Ensino Médio.

A terceira fase da trigonometria surge com os estudos realizados por Fourier sobre a
transmissdo de calor, utilizando para isto as séries infinitas de senos ¢ de cossenos, denominadas
de séries de Fourier. Este trabalho foi um dos que tiveram um grande impacto no mundo atual
¢ deu origem ao desenvolvimento de varios campos do conhecimento, entre eles o

eletromagnetismo, os movimentos ondulatérios, 0 movimento pendular ¢ outros.
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3.3. A Trigonometria no Ensino Basico

A Trigonometria ¢ abordada no Brasil no Ensino Baésico, usualmente, em dois
momentos principais: no final do Ensino Fundamental, quando se introduzem os conceitos de
seno, cosseno e tangente no tridngulo retdngulo; e no Ensino Médio, quando sdo abordados os
conceitos de arcos, angulos e suas unidades de medida (graus e radianos), a caracteriza¢do do
circulo trigonométrico, a identificacdo das razdes trigonométricas no circulo trigonométrico, a
resolugdo de equagdes trigonomeétricas, as funcdes trigonométricas, a representacdo grafica das
funcdes e a Resolugdo de Problemas que envolvem a Trigonometria.

Nesse sentido, os conceitos trigonométricos sdo abordados ou retomados em outros
momentos na disciplina Matemadtica, como por exemplo, no estudo do coeficiente angular de
uma reta, com a construcdo de graficos de fungdes lineares afins ou no estudo da Geometria
Analitica. A Trigonometria também pode aparecer no estudo dos nimeros complexos, de sua
representacdo na forma trigonométrica e das operacdes com esses numeros nessa forma. A
Trigonometria também pode ser abordada na disciplina de Fisica, por exemplo, com o estudo

das ondas que envolve classificagdo, comprimento, periodo, frequéncia, fase e velocidade.

3.3.1. A Trigonometria nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio — PCNEM (Brasil, 2000)
destacam a importancia do ensino da Trigonometria e a utiliza¢do de recursos pedagdgicos com
vistas ao aprimoramento do aprendizado matematico e das outras disciplinas. E necessério
destacar que um dos objetivos principais dos PCNEM ¢ orientar as institui¢des de Ensino
Bésico quanto as competéncias, as habilidades e aos conhecimentos fundamentais que se espera
que os alunos desenvolvam durante a vida escolar.

Sendo assim, consideramos que esse ¢ um dos documentos oficiais mais importantes
que devem ser considerados na constru¢do dos curriculos das instituicdes de Ensino Basico do

pais. Especificamente sobre o ensino da Trigonometria, o documento ressalta a importancia de,

outro tema que exemplifica a relagdo da aprendizagem de matematica com o
desenvolvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria, desde que seu
estudo esteja ligado as aplicagdes, evitando-se o investimento excessivo no calculo
algébrico das identidades e equacdes para enfatizar os aspectos importantes das
fungdes trigonométricas e da andlise de seus graficos. Especialmente para o individuo
que ndo prosseguird seus estudos nas carreiras ditas exatas, o que se deve ser
assegurado sdo as aplicagcdes da Trigonometria na resolucdo de problemas que
envolvem medi¢Oes, em especial o calculo de distancias inacessiveis € na construgéo
de modelos que correspondem a fendmenos periddicos (BRASIL, 2000, p.44).
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Nesse sentido, o trecho citado acima embasa a ideia de que os estudantes devem estudar
os conhecimentos trigonométricos necessarios para que desenvolvam habilidades e
competéncias voltadas para a Resolucdo de Problemas aplicados. Destaca-se ainda o
comentario de que os cdalculos algébricos das identidades e as resolugdes de equacdes
continuam sendo importantes, o que nao se recomenda ¢ unicamente focar no ensino neste
aspecto da Trigonometria.

Assim, as habilidades e competéncias que os PCN - EM consideram necessarias serem

desenvolvidas no estudo da Matematica, estdo em:

Representac¢io e comunicagio

e Ler, interpretar e utilizar representacdes matemadticas (tabelas, graficos,
expressoes, etc).

Investigacio e compreensio

e Interpretar e criticar resultados numa situagdo concreta.

o Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos,
fatos conhecidos, relagGes e propriedades.

e Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualizacao socio-cultural

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacdo e intervengao
no real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagdes reais, em especial
em outras areas do conhecimento.

e Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas
limitagdes e potencialidades (BRASIL, 2000, p.46).

3.3.2. A Trigonometria no Exame Nacional do Ensino Médio

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) ¢ um instrumento que deve ser
considerado, pois pode influenciar na organiza¢do e planejamento do curriculo escolar: O
(ENEM) ¢é promovido pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira — INEP, desde 2009 o exame passou a ser ndo s6 uma ferramenta de avaliacdo da
qualidade do ensino das escolas de Ensino Médio brasileiras, mas uma alternativa de ingresso
em uma institui¢do de Ensino Superior.

Com o objetivo de conhecer a forma como os conteudos trigonométricos sao avaliados
no ENEM, consultou-se a Matriz de Referéncia de Matemética e suas Tecnologias', um dos
quatro grandes eixos do exame, e as provas que encontramos no site foi a dos anos de 2009 e
2010. A matriz de referéncia ndo esta organizada por contetidos, mas sim por competéncias que
se considera que os alunos devem ter desenvolvido em 7 dreas da Matemadtica. Essas dreas sdo:

o Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais ¢ reais;

! Disponivel em:http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/edital/2011/edital n07 18 05 2011 2.pdf.
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o Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da realidade
e agir sobre ela;
e Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensdo da realidade e a solucao
de problemas do cotidiano;
o Construir nogdes de variacdo de grandezas para a compreensdo da realidade e a solucao
de problemas do cotidiano;
e Modelar e Resolver Problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-
cientificas, usando representagdes algébricas;
o Interpretar informagdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e
tabelas, realizando previsdes de tendéncia, extrapolagdo, interpolacdo e interpretacdo;
o Compreender o carater aleatorio e ndo deterministico dos fenOmenos naturais e sociais
e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacdo de amostras e calculos
de probabilidade para interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma
distribuicao estatistica.
Ao analisarmos uma das questdes da prova realizada em 2010, ver na figura 1 abaixo.
Esta questdo ¢ um exemplo de como a Trigonometria pode ser abordada na prova. O aluno
podera resolver a questdo se conhecer uma das caracteristicas principais da fung¢do cosseno: que
seus valores maximo e minimo sdo 1 e -1, respectivamente.

Figura 1 — Questdo 152

Questao 152

Um satélite de telecomunicagdes.  minuios apds ter
atingido sua drbhila, esta a r guilbmetros de distancia
do cantro da Terra., Ouando -~ assume seus wvalores
MAaxinmeo @ minemo, diz-se que o satélite atingiu o S0 oge s
e O perdged. respectivamente. Suponha gue, para asse
satélite. o valor de rem luncao de  seja dado por

5 865

i =
'S 310 75 = cos(0, 060

Um cientista monitora o movimento desse satelite para
controlar o sewu afastamento do centro da Terra. FPara
isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r no
apogel e No paerigel, reprasantada por S

O cientista deweria oconcluir que,. pericdicamente, S
atinge o walor ode

o 12 TES kam
12 000 km.
= 11 T30 kmi.
o= 10 955 kam.
= 5 865 k.

Fonte: Extraido da prova ENEM 2010

A figura 2 da questdo 164 da prova do ENEM 2009, envolve conhecimentos de
Trigonometria, especificamente relativos a razdo trigonométrica tangente, de Geometria
(célculo de area de triangulo) e célculo de porcentagem. Nesse sentido, detalhando um pouco

mais a parte da Trigonometria, o estudante precisa ser capaz de identificar que deve encontrar
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a medida do cateto oposto ao angulo de 30° para calcular a 4rea do triangulo. A figura informa
a medida do cateto adjacente, logo o estudante deve ser capaz de identificar e utilizar a razdo

trigonométrica para solucionar o problema.

Figura 2 — Questao 164

Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e Jose deixou como  Em relagio & pariilha proposta, constata-se que @
heranga um terreno retangular de 3 km x 2 km que contém  porcentagem da érea do temeno que coube a Jodo
uma area de extracho de ouro delimitada por um quarto d8  comesponde, aproximadamente, a
cireulo de raio 1 km a partir do canto inferior eaquerdo da ) \,-3 .,
propriedade. Dado o maior valor da drea de exfragio de {considere =0,58 )
ouro, 0s iIMaos acordaram em repartir a propredade de £
p 9 50%
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Fonte: Extraido da prova ENEM 2009

Ja a figura 3 mostra a questdo 174 também da prova do ENEM 2009. Para a resolugdo
da questdo, € necessario que o aluno compreenda que a variagdo horizontal, correspondente ao
movimento de Q sobre o eixo x, informa a variagdo do cosseno do angulo e que se a distancia
d, sobre o circulo, deve ser menor ou igual ao raio r, isso significa que a distincia percorrida
pelo ponto P deve ser menor do que 1 radiano. Nessa linha, esse raciocinio conduz a informagao
de que o argumento da fun¢do estd medido em radianos, que € obtido pela razdo d/r, logo a

distancia que P percorre sobre o eixo ¢ dada pela expressdo do item b.
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Figura 3 — Questdo 174

Considere um ponto P em uma circunferéncia de raio r no
plano cartesiano. Seja Q a projecac ortogonal de P sobre o
eixo X, como mosfra a figura, e suponha que o ponto P
percorra, no sentido anti-horario, uma distancia d <r sobre
a circunferéncia.
A
¥
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Fonte: Extraido da prova ENEM 2009

Entende-se que a partir do que foi observado sobre os conhecimentos citados na matriz
de referéncia do ENEM e pela analise das questdes podemos perceber que o ENEM ndo tende
a exigir dos alunos memoriza¢des de formulas, de regras e de valores para as razdes
trigonométricas, ou seja, 0 ENEM pretende verificar a capacidade de analisar, de relacionar, de
interpretar informag¢des matematicamente a partir do dominio de conhecimentos basicos ou
fundamentais da Trigonometria.

Na elaborag@o da nossa proposta do TCC, pretendemos ou gostariamos que fosse levado
em consideracdo essa caracteristica do ENEM. Assim, quem vai aplicar a proposta buscara o
desenvolvimento dos conhecimentos basicos da Trigonometria a partir da compreensao desses

conhecimentos e ndo pela memorizagdo de formulas trigonomeétricas.

3.3.3. Analise dos livros didaticos da Trigonometria

Consideramos importante para o desenvolvimento da nossa proposta do TCC, a analise
dos livros didéaticos da Trigonometria, pois estes livros sdo uma importante ferramenta de apoio
para os professores em sala de aula e uma fonte alternativa de estudo para os estudantes. Nesse

sentido, para a realizacdo deste trabalho optou-se pela andlise de dois livros para ter-se uma
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ideia de como a Trigonometria ¢ abordada.

Livro 1: Matematica — Contexto e Aplicacoes de Luiz Roberto Dante

O capitulo referente a Trigonometria no livro Matematica — Contexto e Aplicacdes, de
Luiz Roberto Dante, 2006 inicia com uma breve introducdo que aborda o significado da palavra
Trigonometria e, em seguida, passa a comparar rampas que aparecem em figuras, questionando
qual € a mais ingreme. Conclui essa introdu¢do dizendo que situacdes que envolvem angulos e
lados podem ser resolvidas através da Trigonometria.

A segunda parte do capitulo do livro 1 ¢ intitulada “indice de subida”. Uma rampa em
forma de triangulo retdngulo como segue na figura 4, ¢ apresentada com as denominagdes:
percurso, afastamento e altura. Também, com base em alguns tridngulos semelhantes ao
triangulo dado ¢ feita uma listagem das razdes entre altura e afastamento para cada tridngulo e
conclui-se que essa razdo € sempre uma constante para a mesma subida e que essa constante ¢
o indice de subida. Outra figura ¢ apresentada com indice de subida diferente. Pede-se ao
estudante, no item “para refletir”, como devem ser o afastamento e a altura para se ter um indice
de subida igual a 1 (um) e maior do que 1 (um).

Nessa segunda parte, por fim, cinco exercicios sdo apresentados e neles pede-se para
calcular o indice de subida ou ¢ dado o indice e pede-se para calcular o afastamento ou a altura.
Uma das questdes pede que o estudante desenhe uma rampa com um indice dado. Ainda dentro

desse segundo topico ¢ estabelecida uma comparagao entre angulo de subida e indice de subida.

Figura 4 — Triangulo com lados denominados percurso, afastamento e altura

Percurso
altura

.

afastamento

Fonte: Extraido de Dante (2006, p. 200)

Ainda nesse livro 1, os topicos trés, quatro e cinco abordam, respectivamente, as ideias
de tangente, seno e cosseno. A figura da rampa aparece novamente e diz que a palavra tangente
ird representar a razao entre a altura e o afastamento: “Usaremos a palavra tangente para

associar a medida do angulo de subida e o indice na mesma subida. A tangente do angulo de
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subida ¢ igual ao indice de subida associado e o indicaremos por ki” (DANTE, 2006, p.200).

Em seguida, Dante (2006) volta ao problema inicial citado na introducdo que era saber
qual rampa era mais ingreme, sem conhecer as medidas dos angulos. Nesse caso, comparam-se
as tangentes de cada angulo e responde-se a questdo. Os topicos quatro e cinco sao
desenvolvidos de maneira semelhante ao da tangente. Em cada um desses topicos aparece o
quadro intitulado “para refletir”. As questdes envolvem fixar o percurso, pensar em um angulo
o maior do que B e responder qual tera a maior altura, qual valor de seno/cosseno serd maior e
qual das subidas ¢ mais ingreme.

Ja no sexto tdpico, intitulado “O tridngulo retangulo” sdo dadas as defini¢des do que ¢
um tridngulo retangulo, o que é hipotenusa, cateto oposto e cateto adjacente e também sdo
reescritas as razdes trigonométricas utilizando essa nomenclatura. O quadro “para refletir” pede
que o estudante justifique a afirmag¢do de que “em todo tridngulo retdngulo um angulo € reto e
os outros dois sdo agudos e complementares” (DANTE, 2006, p. 201).

Em seguida, ¢ dado um exercicio que pede que o estudante, utilizando um transferidor,
construa um tridngulo retangulo com um angulo de 40° e calcule as trés razdes vistas com uma
precisdo de trés casas decimais, pede ainda que confira suas respostas na tabela de razdes
trigonométricas dada no final do capitulo do livro 1. Ainda no sexto topico sdo feitas simples
manipulacdes algébricas para isolar, nas razdes trigonométricas, ora a medida do cateto oposto,
ora a da hipotenusa, ora a do cateto adjacente, isso para mostrar que em um tridngulo retangulo
em que sdo conhecidos um angulo ¢ um lado pode-se obter todas as medidas dos lados e dos
angulos consultando na tabela trigonométrica os valores de seno, cosseno ou tangente do angulo
conhecido.

No quadro “para refletir” do livro 1, afirma-se que os valores de seno e cosseno de um
angulo agudo variam entre 0 e 1 e que a tangente desse mesmo angulo ¢ sempre maior do que
0. Em seguida, mostra-se: que o seno e o cosseno de angulos complementares sdo iguais, a
relagdo fundamental da Trigonometria, obtida a partir do Teorema de Pitdgoras (sen®x +
cos?x = 1) e que a tangente de a pode ser escrita em fungio de seno e cosseno a.

O autor do livro 1 finalizando esse capitulo inicial apresenta um quadro resumo de tudo
o que foi visto até¢ o momento. Isto ¢, sdo mostradas quatro exercicios resolvidos que envolvem
calculos diretos das razdes trigonométricas, ou das medidas dos lados, ou das medidas dos
angulos e sdo dados exercicios para os estudantes resolverem, parecidos com os exemplificados.

Dante (2006), em um item a parte, apresenta as aplicagdes que envolvem Resolugdo de
Problemas. Nesse sentido sdo apresentados como exemplos os contextos: descobrir a altura que

uma pessoa atingiu, com relagao ao solo, ao subir por uma rampa; descobrir o comprimento de
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um cabo que liga o pé de uma arvore ao topo de uma encosta reta; calcular a distancia de um
barco até uma plataforma maritima; calcular a altura de uma montanha utilizando-se duas
medi¢des de angulos e a distdncia entre os pontos em que foram feitas essas duas medicdes;
calcular a medida do raio da Terra.

O autor ainda referindo-se aos contextos, apresenta alguns problemas propostos como:
calcular a altura atingida por um caminhdo, em relacdo ao solo, ao subir uma rampa; calcular a
largura de um rio; calcular a altura maxima atingida por uma moeda lan¢ada por um cowboy
que a atinge com dois tiros quando seu braco faz determinado dngulo com a horizontal; calcular
a distancia de uma ilha até a praia, sendo conhecido o angulo de depressdo do topo de uma torre
nessa ilha e a altura dessa torre; calcular a altura atingida por um avido no instante em que ele
passa por uma torre distante 2km do ponto de levantamento de voo; calcular a altura de um
telhado; calcular o modulo dos vetores horizontal e vertical que sdo a decomposi¢do de um
vetor de inclinagdo igual a 30°; calcular a altura do Pao de Acgucar, quando informadas duas
medigdes de angulos e a distancia entre os pontos de medi¢do; calcular a medida do raio da
Terra, sabendo a altura da montanha em que estd o Cristo Redentor € o angulo que um
observador obtém com a linha do horizonte; aplicacdes a Fisica: céalculo de trabalho, forca e
mais vetores.

Desses contextos, considero um exemplo de aplicagdo sem sentido o exercicio do
cowboy atirando em uma moeda. Uma vez que, se o cowboy atinge a moeda com um tiro, ela
mudara sua trajetoria, portanto ndo se poderd imaginar a representa¢ao da situagdo como um
triangulo retangulo. O enunciado do exercicio diz para considerar que ndo ha mudanga nessa
trajetdria, ou seja, a moeda continua caindo perpendicularmente ao solo depois do tiro. Nesse
caso, ndo ha sentido no contexto. O capitulo termina com trés textos sobre a historia da
Trigonometria que sdo apenas informativos, ou seja, ndo € proposta nenhuma atividade a partir

dele.

Livro 2: A Série Matematica - FTD de Giovanni, Bonjorno e Giovanni Jr.

A Série Matematica, de autoria de Giovanni, Bonjorno ¢ Giovanni Jr. do ano de 2007,
¢ composta por trés livros, um para cada ano do Ensino Médio. No primeiro livro, ¢ feita uma
revisdo da Trigonometria no tridngulo retangulo. Primeiro explica o que sdo cateto oposto,
cateto adjacente e hipotenusa, depois sdo dadas as defini¢des das razdes. Basicamente os
exercicios de aplicagdes sdo: calcular altura de prédio, de torres, de arvores, largura de rio, entre
outras.

Uma diferenca significativa entre esse livro e o outro € que no primeiro héd uma pequena
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explana¢do sobre o significado da Trigonometria € comenta-se um pouco de sua historia, seja
no inicio ou no fim do capitulo. Ja nesse, ndo ¢ citado em nenhum momento o significado da
palavra Trigonometria e nem sdo feitas referéncias a parte historica.

O proximo conteudo desenvolvido ¢ o das relagdes trigonométricas em um tridngulo
qualquer. Os autores comecam dando a defini¢do de angulos suplementares e ja definem que o
seno de um angulo x ¢ igual ao seno de seu suplemento 180° — x e que o cosseno de um angulo
x ¢ igual ao oposto do cosseno de seu suplemento.

Percebemos aqui uma precipitagdo no tratamento dessas informacdes, pois nao ha
justificativa dada aos alunos para essas igualdades, principalmente com relacdo ao cosseno,
pois essas razdes foram vistas, até esse momento, como o quociente de duas medidas, portanto
com resultados positivos. Agora, como aparece esse resultado negativo? Em seguida, seguem
as demonstragdes das leis dos cossenos, em tridngulos acutangulos e obtusangulos, e dos senos
em um triangulo acutdngulo. A parte tedrica ¢ finalizada com a demonstragdo da féormula da
area de um triangulo qualquer. Seguem entdo exercicios resolvidos como exemplos e outros,
ha um contexto, como calcular a distdncia de um barco até certo ponto, calcular o comprimento

de um tunel e o comprimento de uma ponte sobre um rio.

Comparando os dois livros

Até esta parte da analise, percebemos que em ambos os livros ha uma preocupagdo com
a apresentacdo de exercicios que mostram basicamente uma das aplica¢des da Trigonometria:
calculo de distancias inacessiveis. As explicagdes em geral apresentam informagdes que alunos
do Ensino Médio ja devem ter condigdes de acompanhar, porém percebemos alguns aspectos
que poderiam ser modificados.

O livro 1 dedica um tempo significativo ao trabalho com os termos: percurso,
afastamento, altura, indice de subida como podemos ver na figura 5 (a). Em seguida, define as
razdes trigonométricas em funcdo desses termos. Somente apds esse estudo inicial é
apresentada a defini¢do do que sdo cateto adjacente, cateto oposto e hipotenusa. Por fim, sdo
retomadas as definicdes das razdes com a linguagem formalizada. Acreditamos que esse
excesso de informagao pode causar mais confusdo aos alunos do que ajuda-los. Basta observar
o seguinte: a palavra altura, como esta colocada no texto ¢ valida como altura de uma rampa,
portanto o tridngulo retdngulo teria que estar em uma posi¢ao fixa; as palavras percurso (usada
no lugar de hipotenusa) e afastamento (usada no lugar de cateto adjacente) poderiam muito bem
ser trocadas, ver figura 5 (b), pois o que impede o aluno de pensar que afastamento ¢ a distancia

percorrida pela pessoa do ponto inicial até o ponto em que ela subiu na rampa? Por que o
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percurso nao pode ser entendido como a distancia do ponto inicial até a posi¢ao da pessoa vista
na horizontal? E se o tridngulo retangulo em um exercicio estiver posicionado de uma forma
diferente, por exemplo, com a hipotenusa na horizontal, ver na figura 5 (c), e o aluno tiver
memorizado as razdes trigonométricas utilizando as palavras percurso, altura e afastamento,
sera que ele conseguira calcular as razdes identificando corretamente a altura, o percurso € o

afastamento?

Figura 5 — Possiveis utilizagdes dos termos percurso, afastamento e altura

Percurso afastamento
altura altura

afastamento

Percurso

(a) (®) ic)

Fonte: Extraido de Dante (2006, p. 200)

Também, o livro 1 de Dante (2006), um dos capitulos trata do seno e cosseno de angulos
obtusos ¢ das leis de seno e cosseno para triangulos quaisquer de forma muito semelhante ao
que foi feito no livro 2 de Giovanni et al. (2007). Inclusive, o0 mesmo comentario feito
anteriormente sobre o tratamento de cos x = - cos (180° - x) aplica-se aqui.

Tanto o livro 1 e 2 analisados tratam o estudo sobre arcos e angulos: estudo de arcos e
angulos e suas unidades de medidas (radiano e grau), circulo trigonométrico, arcos congruos,
simetrias, seno e cosseno no circulo trigonométrico, reducdes ao primeiro quadrante, fungao
seno, funcdo cosseno, tangente e func¢do tangente, fungdes secante, cossecante e cotangente,
relacdes trigonométricas, equacdes trigonométricas, inequagdes trigonométricas, formulas de
adi¢do subtracdo de arcos, formulas de arcos duplo, formulas de transformacdo em produto,
formulas de divisdo de arcos e técnicas para demonstragdo de identidades.

Algumas consideragdes devem ser feitas comparando-se os dois livros: em ambos, na
parte relativa ao estudo dos graficos das fungdes seno ¢ cosseno (com transformagdes), ¢
enfocada a construcdo de tabelas com os valores de seno dos chamados dngulos notaveis (0°,
30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° e 360°) para a obteng¢do dos graficos, ou seja, ndo se destacam as
construcdes pelas transformagdes. Por exemplo ao invés de se construir uma tabela de valores
para, a partir dela, esbogar o grafico da fun¢dof (x) = 1 + senx, poderiamos obté-lo pensando

no deslocamento vertical do grafico de sen x.
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O livro 1 sugere apenas uma comparacdo em um exemplo resolvido através do quadro
“para refletir”: “Verifique que mudancas ocorreram nos graficos de f(x) = 3:senx com
relagdo a f(x) =senx e f(x) =1+ cosx com relagdo a f(x) = cosx” (DANTE, 2006,
p-250). Desse modo, a estratégia de construir graficos com base em alguns pontos ndo enfatiza
as propriedades das fungdes seno e cosseno, como crescimento e periodicidade que sao
conservadas pelas transformagdes que geram as fungdes do tipoy = a + b - sen(cx + d).

O livro 2 ndo aborda exercicios de célculo de seno, de cosseno e de tangente que nao
sejam dos angulos mais comumente utilizados (adotados como referéncia): 0°, 30°, 45°, 60°,
90°, 180°, 270° e 360° e de seus simétricos e/ou congruos. Desse modo, sobre angulos diferentes
desses aparecem alguns exercicios de andlise de sinal, nos quais ndo ¢ necessario a
determinagdo de valores. J4 no livro 1 aparecem alguns exercicios em que os alunos devem
consultar a tabela com valores de seno, cosseno e tangente para angulos de 0° a 90°, com
variagdo de 1 em 1 grau.

Nesse sentido, esses tratamentos enfocando os angulos adotados como referéncia,
passam para o aluno a ideia de angulos fixos, elementos estiticos sem varia¢do, logo seno,
cosseno e tangente também parecem sempre ter os mesmos valores. Assim, até mesmo o modo
como sdo construidos os graficos, por tabelas, induz os alunos a pensarem sempre 0s mesmos
valores.

Entende-se entdo, outro aspecto que deve ser considerado ¢ que no inicio do estudo de
arcos e angulos ¢ feito, em ambos os livros, o estudo da unidade radiano, trabalham exercicios
que envolvem comprimento de circulos, comprimento de arcos etc. Porém, no decorrer das

secdes a unidade radianos torna-se “m radianos”, ou seja, nos exercicios e explicacdes aparecem

. T T TTT
os arcos de medidas o —, T, entre outros, em que os estudantes apenas trocam @ por 180°.

4’372
Assim, esse procedimento os induz a entenderem “m radianos” ndo como um arco de,
aproximadamente, 3,14 radianos, mas unicamente como o angulo de 180°, que ¢ tomado como
referéncia para a conversdo entre graus e radianos. Os alunos ndo sdo levados a pensar, por
exemplo, no significado de sen 2, ou cos (- 1).

Entendemos que a quantidade de exercicios propostos aos alunos ¢ grande nos dois
livros. O livro 2, além dos diversos blocos com cerca de 10 a 20 exercicios ¢/ou problemas ao
longo das secdes, no final do capitulo, apresenta um caderno de atividades com 178 exercicios
e/ou problemas extras. Em ambos, aparecem problemas que envolvem fungdes trigonométricas

como: estudo de variagdo de temperatura e variagdo de marés, no livro 1, ¢ movimento de roda-

gigante, variagdo de marés, variagao do custo de determinado produto, variagdo da distancia
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atingida por um objeto lancado obliquamente, variacdo da quantidade mensal de produtos
vendidos e variagdo de ar nos pulmdes.

Um dos objetivos da nossa proposta do TCC foi suprir as falhas apresentadas nos livros
analisados e reorganizar os contetidos como acreditamos ser mais coerente para o aprendizado
dos alunos: de forma mais dindmica, mais interessante, com menor quantidade de exercicios,
mas com situagcdes-problema significativos, levando os alunos a refletirem, testarem

possibilidades, experimentarem e construirem conceitos de forma mais significativa para eles.
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CAPITULO 4

O ENSINO DA TRIGONOMETRIA: UMA PROPOSTA DO TCC

Apbs ter terminado o Ensino Médio e ter ingressado no Curso Superior, sempre tive
dificuldade de compreender a importancia e aplicacdo da Trigonometria nas disciplinas como:
Matematica Basica II, Célculo Diferencial e Integral, Fisica I e Il e na Geometria. Nesse sentido,

sentimos a necessidade de elaborar esta proposta, que € o objetivo geral do nosso trabalho.

4.1. Os Objetivos e a Organizacao da Proposta

A Trigonometria ¢ um conteiido com o qual conseguimos trabalhar com um modo de
pensar diferenciado, buscando nos conceitos de geometria a resolugdo de problemas. Assim, a
maneira como propomos as atividades busca compreensdo das defini¢des e conceitos de
trigonometria e também o desenvolvimento de habitos de pensamento pelos alunos.

Nesse sentido, nosso objetivo geral ¢ que a partir desta proposta, os professores ou
pesquisadores possam trabalhar com a Trigonometria no Ensino Bésico ou no Curso Superior,
de forma a desenvolver um novo conhecimento de trigonometria através da Resolugdo de
Problemas.

Outro objetivo desta proposta ¢ a aprendizagem de Trigonometria, o foco ndo esta nos
conteudos de Geometria. A abordagem destes topicos € fundamental para explicar as resolugdes
dos problemas geradores e motivadores. Nesta proposta ¢ importante que os alunos saibam
justificar matematicamente suas solucdes, quase que demonstragdes sem formalidade. Por tras
deste pensamento matemadtico existirdo as ideias de coeréncia e coesdo, mostrando clareza nos

argumentos que serdo construidos.

4.2. Aplicacoes para sala de aula por encontros

Nesta sec¢do as atividades serdo divididas em encontros, os quais estardo agrupados de
acordo com o contetido a ser desenvolvido através de problemas. Cada periodo de aula devera
ter 50 minutos pelo menos. Em todas as aulas o uso da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas pelo professor/pesquisador ou
professora/pesquisadora deve ser essencial. “Nessa metodologia, o problema ¢ o ponto de
partida e orientagdo para a aprendizagem de novos conceitos € novos contetidos matematicos”

(ALLEVATO; ONUCHIC, 2014, p. 44).
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4.2.1. Proposta para os Encontros 1,2 e 3

Objetivos: motivar e introduzir o conteido de Trigonometria através da Geometria
utilizando semelhanca de tridngulos e a proporcionalidade entre as medidas dos lados.

Metodologia: a abordagem ao contetido de Trigonometria sera através da resolucao de
um problema motivador que exige modelagem da situagdo. As resolugdes serdo justificadas
através de defini¢des e conceitos de Geometria.

Situacdo-Problema 1: Como medir a altura de um poste?

Possiveis estratégias para a resolucdo do problema:

Na solugdo 1, por exemplo, utilizando um instrumento de medida de distancia (teodolito
caseiro) e outro de angulo de visada. Conhecendo a distdncia do observador ao poste, o qual
visualiza a extremidade a um angulo de visada especial.

Inicialmente, pode-se desenhar o poste em um lugar plano, para visualizar a situacdo.

Observamos que entre o poste € o chdo hd um angulo de 90°, ou seja, sdo perpendiculares.

Figura 6 — Variagao do angulo de visada

Fonte: Elaborada pela autora

Partindo do poste, caminhamos contando os passos até encontrar um angulo de visada
de 45° em relagdo a extremidade do poste. Assim, obtemos um tridngulo retangulo ¢ isésceles.
Somando a distdncia caminhada ¢ a altura da pessoa, temos a altura do poste. Deste modo, ao

encontrarmos um angulo de visada de 45° conseguiremos a primeira versao da solugao.



47

Figura 7 — Modelagem angulo de visada de 45°

| f'f_ﬁ \"

Fonte: Elaborada pela autora

Os conhecimentos necessarios nesta solucao sao:

e A defini¢do de angulo: duas semi-retas com mesma origem;

o Perpendicularidade entre retas ou segmentos;

e Medida de angulo em graus, utilizando um transferidor ou um teodolito: ¢ a abertura
entre duas semi-retas;

« Angulo de visada;

e Quadrado: poligono de 4 lados que possui os angulos internos retos e os lados
congruentes;

e Triangulo isosceles: possui dois lados congruentes, e consequentemente, os angulos
opostos a estes lados tém a mesma medida;

e Soma dos angulos internos de um tridngulo: ¢ um angulo raso (180°).

Esta atividade serd conduzida pelo(a) professor(a)/pesquisador(a) de acordo com a
metodologia proposta por Allevato ¢ Onuchic (2014), a maior intervengdo do(a)
professor(a)/pesquisador(a) serd acerca dos contetdos de geometria tomados como pré-
requisitos.

A solugdo seguinte também esta enquadrada na Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas, criado para a sala de aula visando
um ambiente de investigagdo. Outra possivel solucdo 2 seria utilizando apenas um instrumento

de medida de comprimento (trena). Do mesmo modo, com a medida da sombra constrdi-se uma
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maquete. Assim, teriamos dois tridngulos semelhantes conhecendo a razdo de semelhanga
obtida através da medida dos comprimentos dos lados.

Para a segunda solug¢do, a Situacdo-Problema 1 traz, além da precisdo na identificagdo
dos triangulos semelhantes, a analise de acordo com diferentes posi¢des do sol, por exemplo,
criando diferentes tamanhos de sombra. Isto mostraria que o tamanho do poste nao depende dos
tamanhos dos tridngulos identificados, e sim da razdo de semelhanca escolhida. Na figura 8§, o
observador ndo seria construido propositalmente, pois assim enfatizamos que o observador
estaria fazendo as medigdes.

Figura 8 — Maquete

»

-
-
(e
1
.
~

Fonte: Elaborada pela autora

Os conhecimentos necessarios exigidos nesta resolugao sao:

e Tridngulo retdngulo;

¢ Semelhanga de tridngulos (dois tridngulos sdo semelhantes se seus lados estio em
propor¢do ou se os angulos internos tém a mesma amplitude);

e Teorema de Tales (versdo para tridngulos): uma reta r ¢ paralela a um dos lados de um
triangulo qualquer se, e somente se, » divide os outros dois lados em partes
proporcionais.

Observamos que, em tridngulos retangulos semelhantes, as razdes entre os lados ndo
mudam. J& em triangulos retdngulos com angulos diferentes as razdes se alteram, dependendo
dos angulos.

Os exercicios para os encontros 2 ¢ 3 destina-se a problemas secundarios. Problemas
que exijam raciocinio  semelhante  serdo  propostos aos  alunos  pelo(a)

professor(a)/pesquisador(a).
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Problema Secundario 1: Vocé esta na margem de um rio e quer calcular a largura deste. Crie
duas versdes de resolucdo inspiradas nas anteriores. Considere um rio com as margens
paralelas. Faga as escolhas convenientes e escreva seus raciocinios detalhadamente.
Problema Secundario 2: Uma rampa A provoca um deslocamento horizontal de 4 metros e
deslocamento vertical de 3 metros. Outra rampa B provoca deslocamento horizontal e vertical
de 7 metros e 5 metros, respectivamente.

Como saber qual das duas rampas ¢ a mais ingreme? Escreva seu raciocinio.

Problema Secundario 3: Vocé tem as seguintes informagdes sobre uma determinada rampa:

a) Como voceé entende a tabela? Ponto | Deslocamento Horizontal | Deslocamento Vertical
A fm 4m
b) Complete a tabela. = e
C 1 m
D 6m
E 5m
F | I 1 m

c) Desenhe a rampa e faga as demarcacdes das posi¢des dos pontos.

d) Observe o comportamento da razdo entre o deslocamento vertical e o deslocamento
horizontal. Esta razdo ¢ chamada de inclinacdo da rampa. Usando transferidor estime o

angulo de inclinagdo da rama. Calcule a inclinagdo da rampa.
- . o3
Problema Secundario 4: Desenhe uma rampa de inclinagdo " Descreva os deslocamentos

horizontais e verticais desta rampa.
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Problema Secundario 5: Segundo as normas da ABNT para acessibilidade de cadeirantes,

rampas curvas devem ter inclinacdo maxima de 8,33%. D& um exemplo de medidas possiveis

para uma rampa destas.

O Problema 1 dos Problemas Secundarios: “Como medir a largura de um rio?” Pede-se
aos alunos que realizem duas versdes de solugdo inspirados no Encontro 1, um desenho ¢
necessario para que eles identifiquem a mesma estratégia de solug¢do nos diferentes contextos.
O problema traz hipdtese das margens serem paralelas e algumas escolhas de como deveriam

ser feitas, como por exemplo, um ponto fixo para construcdo do tridngulo retangulo.

Figura 9 — Modelagem largura do rio

Fonte: Elaborada pela autora

Ja no Problema 5, varios exemplos podem aparecer ja que encontramos varias rampas
de acessibilidade para cadeirantes no nosso cotidiano. Podemos também discutir a necessidade

de curvas na rampa devido ao espaco disponivel para construgao.
4.2.2. Proposta para os Encontros 4 e 5

Objetivos: definir as razdes seno, cosseno ¢ tangente.

Metodologia: os encontros 4 ¢ 5 dedicam-se as formaliza¢des do conteido, uma vez que
foram trabalhadas a Situagdo-Problema 1 “Como medir a altura de um poste?”. Uma terceira
resolugdo do problema utilizando a tangente servird de motivacdo para a definicdo das razoes

especiais. O objetivo principal ¢ que os alunos entendam que as razdes no tridngulo retangulo

estdo relacionadas com o angulo.
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Possivelis estratégias para a resolucdo do problema:

Solugdo 3: Conhecendo a distancia do observador ao poste e um angulo de visada

qualquer? Para resolu¢do deste problema, precisamos definir algumas razdes importantes.

Razdes importantes:

Consideremos um angulo agudo o, formado a partir das semi-retas 04 e 0B, com
origem em O. Sejam os pontos A;, A, pertencentes d semi-reta 04 e os pontos By, B,
pertencentes a semi-reta OB tais que os segmentos A;B;, A;B, sejam perpendiculares a OB e

. g MY n
o segmento A,B, perpendicular a OA. Observamos que os triangulos retangulos formados,
OA.B4, OB;A; e OA,B, sdo semelhantes, pois t€ém os mesmos angulos internos. Assim, as
razdes entre seus lados correspondentes se mantém, dependendo apenas do angulo a, e ndo dos

comprimentos. Estas razdes recebem nomes especiais, sdo elas:

Figura 10 — Construcdo de triangulos semelhantes

Fonte: Elaborada pela autora

A1B;  A4B;  A;B;

= =Sena
04, OB, O0A,
0B, 04, OB,
= = =Cos
04, OB, 04,
A,B, A,B, A,B,

0B, 04, OB,
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Desse modo, voltando a resolugdo do item da solucdo 3, encontraremos através da
tangente do angulo, a medida da altura do poste. Os elementos conhecidos estdo destacados em

azul, ver na figura 11.

Figura 11 — Tridngulo Retangulo

Fonte: Elaborada pela autora

4.2.3. Proposta para os Encontros 6,7 ¢ 8

Objetivos: resolver problemas usando as razdes trigonométricas e calculo das razdes
trigonométricas correspondentes aos angulos de 30° 45° e 60° através da Resolugdo de
Problemas.

Metodologia: Selecionamos um problema para resolver em conjunto com os alunos para
mostrar a importancia de se conhecer alguns valores das razdes trigonométricas. No sexto
encontro, sera resolvido um problema. Ja nos dois encontros seguintes serd a determinacdo das
razdes trigonométricas dos angulos 30°, 60° e 45°.

Situagdo-Problema 2: Do alto de um prédio de 10 andares, um observador mede um

angulo de 88° entre o prédio e a linha do horizonte. Sabe-se que cada andar tem 3 metros de
altura. Inspirado na figura 12, vocé consegue uma estratégia para calcular o raio da terra?

Explique seu raciocinio.
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Figura 12 — Modelagem para calcular o raio da Terra

Fonte: Elaborada pela autora

Possivelis estratégias para a resolucdo do problema:

Através deste problema podemos mostrar a importancia de se conhecer alguns valores
das razdes especiais para calcular o raio da terra. Este problema serd discutido em conjunto com
a turma. Quais as vantagens de se conhecer os valores de seno, cosseno e tangente de alguns
angulos?

Possivel solucdo para um caso geral:

Inicialmente, chamamos atengdo para a falta de propor¢do entre o prédio e a terra na
figura 13. Nesse sentido, para medir o raio R da terra, sobe-se em um prédio de altura conhecida

h e mede-se o angulo S do prédio com a linha horizonte.

R —
Reh- Semp

Dessa forma, se conhecermos as medidas de 4 e £, que sdo acessiveis, e o valor do senf

consegue-se aproximar a medida do raio da terra. Isolando R:
_ senf
" 1—senp .

Assim, com essas informagdes do enunciado e utilizando que sen 88°= 0,999 chegamos
que R =29,970 km. Em uma pesquisa rapida na internet, encontramos a medida aproximada do
raio da terra de 6378,1 km, ou seja, o erro sera muito expressivo. Para obtermos precisdo maior
na resposta, o angulo deve ser de aproximadamente 89,82° e com sen 89,82°=0,999995065201.
A proposta ¢ que os alunos se sintam intrigados ¢ motivados a investigar qual seria o angulo
correto para que o erro na resposta seja menor ¢ compreendam que quando se tratam de medidas
muito grandes, as precisdes nas casas decimais diminuem o erro cometido nos célculos.

Para os encontros 7 e 8 serd feito o calculo para valores das razdes trigonométricas de
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angulos especiais através da Resolucao de Problemas.

Poderia ser iniciado fazendo a seguinte pergunta: — Por que alguns angulos sdo
especiais?

Os angulos de 30° 45° e 60° sdo considerados especiais, pois conseguimos calcular
precisamente os valores do seno, cosseno e tangente através de construgdes do tridngulo
equilatero ou quadrado. Assim, podemos observar que com outras relagdes trigonométricas e
um pouco mais de célculo se pode ampliar esta tabela de valores.

Nesse caso, se dard a construg¢do para calculo dos valores das razdes trigonométricas

para o angulo de 30°:

Figura 13 — Construcdo dos angulos de 30° e 60°

Fonte: Elaborada pela autora

Desse modo, construimos primeiro um angulo de 30°, reflete-o em torno de uma das
semirretas e obtém-se um angulo de 60°. Nesta mesma semirreta, construimos uma reta
perpendicular e marcamos os pontos de intersecdo com as outras semirretas. Assim, obtemos
dois tridngulos retdngulos que formam um triangulo equilatero. Observe que o cateto menor de

cada tridngulo retangulo mede metade da hipotenusa. Se a hipotenusa mede x, o cateto oposto

ao angulo de 30° mede g Assim,

N R

sen30° =

R [Nrx
Ll
N =

Em seguida, para o calculo do cosseno de 30°, precisamos da medida do cateto maior c.

Nesse caso, aplicaremos o Teorema de Pitagoras e obtemos:
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XN 2
2 _ (* 2
x2=(3) +c
xV3
c==
Com isto,
xV3
3
c0s30° = 2 = —
X 2
Para a tangente de 30°:
X
9300 =2 =03
33
2

Entao, para um angulo de 60°, como ja temos um tridngulo retangulo com um angulo de
p gu J gu gu g

60° na construcdo anterior, deduzimos os valores de seno, cosseno e tangente para 60°.

V3
5 V3

sen60° = — = —
x
X
> X
60° =2 ="
cos > =3

tg60° = —%-=+3
2

Com relagdo ao angulo de 45°, como construir?
Partimos da constru¢do de um quadrado e tragcamos uma das diagonais, dividindo o

quadrado em dois triangulos que sdo retangulos e isdsceles simultaneamente conforme a figura.

Figura 14 — Construcao do angulo de 45°

e

Fonte: Elaborada pela autora

Entdo, com o lado do quadrado medindo a, a diagonal d mede:
d? = a? + a?

d=aV2
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Assim, a deducdo dos valores de seno, cosseno e tangente para o angulo de 45° é:

a V2
sen45% = _\/f == cos45°
a
a
50=2=1
tg4 -

Finalmente completaremos uma tabela com os valores de seno, cosseno e tangente para

os angulos de 30° 45° e 60°.

4.2.4. Proposta para os Encontros 9,10 e 11

Objetivos: Resolver 11 problemas, visando a construgdo de um novo conceito, principio
ou procedimento. Esses onze problemas serdo chamados de problemas geradores para a
construgdo de conhecimento.

Metodologia: Utilizar a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de

Matematica através da Resolucdo de Problemas.

Possivelis estratégias para a resolucdo dos problemas:

Quanto aos problemas, propomos atividades parecidas com as trabalhadas em aula e
alguns problemas que precisam ser resolvidos com as razdes trigonométricas. Os encontros 9 e
10 serdo dedicados a resolucdo da lista de problemas pelos alunos com o auxilio do(a)
professor(a)/pesquisador(a). J4 no encontro 11 serdo resolvidos os problemas elencados pelos

alunos como os mais dificeis.

Sugestio: Lista de Problemas sobre Trigonometria

Problema 1: Descreva uma solugdo para calcular a altura de uma arvore.

Problema 2: Encontre o valor que falta na tabela utilizando o tridngulo equilatero abaixo.

30° | 45" | 60°
san ]
2
Ccos ]
2
tg 1
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Problema 3: Sabe-se que a colina mais alta de Marte mede 100 metros. Do alto desta colina,
um astronauta mede o dngulo de 89,56° indicado na figura abaixo. Calcule uma estimativa do

raio de Marte.

Problema 4: Para permitir o acesso a um monumento que esta em um pedestal de 2m de altura,
vai ser construida uma rampa com inclinagdo de 30° com o solo, conforme a ilustra¢do. O

comprimento da rampa serd igual a:

a) 'JE m
b) ﬁ I
gy 2 m
2m
di 4 m
e 42 m

Problema 5: Um avido decola, percorrendo uma trajetoria retilinea, formado com o solo, um
angulo de 30° (suponha que a regido sobrevoada pelo avido seja plana). Depois de percorrer

1000 metros, qual a altura atingida pelo avido?

Problema 6: Um avido levanta voo sob um angulo constante de 20°. Apds percorrer 2000 metros
em linha reta, qual serd a altura atingida pelo avido, aproximadamente? (Utilize: sen 20° =

0,342; cos 20° = 0,94 e tg 20° = 0,364)

Problema 7: A rua Tenorio Quadros ¢ a avenida Teofilo Silva, ambas retilinea, cruzam-se
conforme um angulo de 30°. O posto de gasolina Estrela do Sul encontra-se na avenida Teofilo
Silva a 4000 m do citado cruzamento. Portanto, determine em quilometros, a distdncia entre o

posto de gasolina Estrela do Sul ¢ a rua Tendrio Quadros?

Tenério Quadros —

i
—

i 4000m
Tedfilo Silva

posto




58

Problema 8: Ao empinar uma pipa, Jodo percebeu que estava a uma distancia de 6 m do poste
onde a pipa engatou. Renata notou que o angulo a formado entre a linha da pipa e a rua era 60°,

como mostra a figura abaixo. Calcule a altura do poste.

Problema 9: Um avido estd a 600 m de altura quando se vé a cabeceira da pista sob um angulo

de declive de 30°. A que distancia o avido estd da cabeceira da pista?

Problema 10: Um turista vé€ o topo de uma torre construida em um terreno plano, sob um angulo
de 30°. Aproximando-se da torre mais 374 m, passa a vé-la sob um angulo de 60°. Considerando

que a base da torre estad no mesmo nivel do olho do turista, calcule a altura da torre.

Problema 11: Uma pessoa encontra-se num ponto A, localizado na base de um prédio, conforme
mostra a figura 1 abaixo. Se ela caminhar 120 m em linha reta, chegara num ponto B, de onde
podera ver o ponto C do prédio, sob um angulo de 60°. Quantos metros ela devera se afastar do
ponto A, andando em linha reta no sentido de A para B (ver figura 2 abaixo), para que possa

enxergar o topo de prédio sob um angulo de 30°.

c C

/| e | A

& il i |

Pl 1
f_.-' il | ._,.//:j/ '
— -
rd ] ; :| -__,__/

Fd i _'ﬂ‘ A 0* gl
As0® {FH | ; B 120m A

B 120 m A e e LR T -

Figura 1 Figura 2
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A fim de encerrar esta se¢do, de uma forma geral, nesta proposta de trabalho para o
longo dos encontros pretendidos, além de ensinar trigonometria através da Resolucdo de
Problemas, seria bom mostrar aos alunos formas diferentes de pensar matematica através do
uso da geometria dindmica e das intervencdes do(a) professor(a)/pesquisador(a) na forma de
conduzir as atividades, buscando levar os habitos de pensamento critico em matematica para a

sala de aula.
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CONSIDERACOES

Salientamos que esta pesquisa bibliogréafica significou muito para nossa pratica como
futura professora de matematica. Foi um desafio, pois ndo imagindvamos propor um problema
como ponto de origem do conhecimento matematico em sala de aula. Sempre pensdvamos que
poderiamos propor exercicios para os alunos depois de formalizar um determinado conteudo
matematico, ou seja, o ensino de matematica para a Resolu¢do de Problemas.

Pelos conhecimentos obtidos durante o estudo da metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucao de Problemas acreditamos que
a metodologia estudada por nds possa ser aprimorada. Estamos convencidos que esta
metodologia ¢ uma boa alternativa para a pratica docente, e aos alunos, € uma oportunidade de
construir um novo conhecimento matematico valendo-se de seu potencial.

Neste sentido, a Resolucdo de Problemas se torna um recurso ndo s6 para aplicar, mas
para aprender matematica. Assim, este trabalho se propds a contribuir no ensino da
trigonometria fundamentando-se na pesquisa bibliografica. Para tanto, tomamos como eixo de
acdo uma proposta de aplicacdo de uma sequéncia didatica com problemas até chegarmos a
Trigonometria, sempre utilizando a pesquisa bibliografica.

No desenvolvimento deste trabalho pudemos perceber que utilizando a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matemadtica através da Resolu¢do de Problemas, o
professor podera aprimorar e refletir sobre o conhecimento que os alunos tém, ou seja, seu
conhecimento prévio sobre a sala de aula e o programa que esta sendo desenvolvido o contetido
¢ as razdes para ensina-lo e aprendé-lo.

As primeiras resolugdes dos problemas que apresentamos na proposta para os alunos
tem um nivel de dificuldade menor devido a diferentes estratégias de solu¢do que podem ser
utilizadas. A ideia ¢ que os alunos percebam que saber trigonometria é importante para a
resolugdo dos problemas com menos informagdes. Sendo assim, a maior dificuldade ¢ entender
a necessidade do contetdo.

Com as sequéncias de atividades propostas pretendemos que os alunos consigam
resolver os problemas de acordo com o raciocinio trabalhado em aula na abordagem do
conteudo. Esperamos que usando pensamento ldgico eles desenvolvam o raciocinio
argumentativo e produzam solugdes para as questoes, desenvolvendo héabitos de pensar através
da resolugao de problemas.

Também esperamos, com essas atividades, que os alunos tenham clareza no raciocinio,

no passo a passo a ser utilizado, que identifiquem qual razdo trigonométrica ¢ adequada de
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acordo com as informag¢des dadas ou que utilizem o Teorema de Pitagoras relacionando as
medidas dos lados do tridngulo retingulo. Nesse sentido, os alunos construiriam seu
conhecimento sobre Trigonometria através da Resolucao de Problemas quando forem propostas
situacdes desafiadoras, situacdes essas que os alunos deveriam analisar e resolver, edificando
seu conhecimento matematico a partir desses problemas.

Este trabalho foi de grande importincia para a minha formacao profissional, mas devido
o tempo nao foi possivel desenvolvé-lo em sala de aula, desse modo deixamos para que outras
pessoas possam aplica-lo ou quem sabe eu possa futuramente transforma-lo em um projeto para
o mestrado.

Por fim, apresentamos como proposta de estudos futuros a aplicacdo ¢ a avaliagdo da

pesquisa em uma sala de aula.
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