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Resumo

A teoria dos nimeros € a ciéncia na qual se estudam propriedades e relacdes entre os
numeros. Esta € uma drea da matematica muito antiga, cujo desenvolvimento como todas as
outras partes da ciéncia, segundo Gauss € rainha da matematica. O objetivo deste trabalho é
fazer um breve relato histérico da "Teoria dos Numeros"e "Numeros Primos"com um estudo in-
trodutdrio sobre alguns topicos de nimeros primos e divisibilidade. Mostraremos propriedades
dos inteiros, bem como critérios de divisibilidade, propriedades de maximo divisor comum e
minimo multiplo comum e demonstracdes dos mesmos. Apresentaremos o algoritmo da divisao
(Teorema 1.3) que é um dos resultados relevantes sobre a existéncia e unicidade do quociente
e do resto na divis@o de inteiros. Usamos o principio de indu¢do matemética para estabelecer
um resultado sobre os nimeros inteiros. Destacamos as equagdes Diofantina, nimeros primos
e o importantissimo algoritimo "Crivo de Eratéstenes". Introduzimos os primos gémeos e a
conjectura de Goldbach e por fim trabalhamos alguns tipos especiais de nimeros primos com
respectivo exemplos e tabelas. A metodologia utilizada na realizacdo deste trabalho tem como

referencial a compreensao e a apresentacdo de resultados tedricos e demonstracgoes.

Palavras-Chave: Numeros Primos, Equacdes Diofantinas, Tipos de Niimeros Primos.



Abstract

The theory of numbers is the science where the properties and relations between num-
bers is studied. It’s a very old area of mathematics and, since it’s related to all other parts of
the science, Gauss calls it "the queen of mathematics". The objective of this study is to make a
brief history of "Theory of Numbers"and "Prime numbers", with an introductory study of some
aspects of prime numbers and their ability to divide. It shows the properties of the whole num-
bers, the criteria for division, properties of the greatest common divisor and the least common
multiple and demonstrations of these. Furthermore, this study presents the algorithm of division
(Theorem 1.3) which is one of the relevant results related to the existence and oneness of the
quotient and the rest in division of whole numbers. It uses the principle of mathematic induction
to establish a result on whole numbers. It emphasizes the Diofantina equation, prime numbers
and the very important algorithm "Sieve of Eratosthenes". It introduces the twin primes and the
Goldbach hypothesis and, finally, it works on some special types of prime numbers with their
respective examples and boards. The methodology used in this study has its reference in the

comprehension and presentation of theoretical results and demonstrations.

Keywords:Prime numbers, Diofantina equations, types of prime numbers.
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Introducao

A teoria dos niimeros € uma ciéncia que t€m como objetivo explicar a origem dos nime-
ros, as relacdes entre eles e suas propriedades. O estudo das propriedades dos niimeros inteiros
positivos € o objetivo central da teoria dos ndmeros. Este trabalho é resultado de estudos rea-
lizados sobre "Numeros Primos". Os resultados aqui apresentados limita-se a parte elementar,
onde estdo apresentadas provas elementares de alguns teoremas e proposi¢des.

Introduziremos os conceitos atrdves de um significativo nimero de exemplos, procu-
rando, desta forma, motivar estudos na drea de teoria dos nimeros. Vale mencionar aqui que,
em teoria dos nimeros, esta tarefa ndo € intrigante, pois € grande o nimero de problemas inte-
ressantes que ndo requerem ferramentas sofisticadas para sua compreencgao.

Fornecemos, a seguir, uma breve descri¢ao de cada capitulo.

No capitulo I, uma breve histéria da teoria do niimeros e dos nimeros primos. Estuda-
mos propriedades elementares sobre divisibilidade no conjunto dos inteiros, sendo o algoritimo
da divisdo (teorema 1.3) resultado mais importante, sobre a existéncia e a unicidade do quoci-
ente e do resto na divisdo de inteiros. Também usamos o principio de indu¢do matemadtica para
determinar resultado sobre os ndmeros inteiros, dentre elas o estudo de maximo divisor comum
e minimo multiplo comum entre inteiros nao nulos.

Apresentaremos o importantissimo conceito das equacdes diofantinas do célebre mate-
matico grego Diofanto de Alexandria (-250d.C) e exemplos.

No capitulo II, forneceremos alguns resultados cldssicos sobre os nlimeros primos € o
Teorema Fundamental da Aritmétrica (teorema 2.2) sobre a unicidade da representacdo de um
inteiro como produto de poténcias de primos.

Uma das vdrias provas da existéncia de infinitos primos € apresentado no teorema (2.5)
(Euclides).

Mostraremos um resultado que tem uma importante aplicacdo prética, para tentarmos
provar se um ndmero € primo. Este processo é chamado "CRIVO DE ERATOSTENES", hoje
chamado de algoritmo.

Relembraremos no capitulo II, a importantissima "CONJECTURA DE GOLDBACH",
do século XVIII.

Terminaremos este capitulo com um estudo de tipos especiais de nimeros primos que

sd0 0s seguintes:



I) Niimeros Primos Primordial

II) Ntimeros Primos Fatoriais

IIT) Numeros Primos Titanicos
IV)Numeros Primos Mersenne

V) Nimeros Primos Fermat
VI)Numeros Primos Wilson
VII)Numeros Primos Wall-Sun-Sun
VIII)Nimeros Primos Smarandache-Well
IX)Nuimeros Primos Wieferich
X)Numeros Primos Truncaveis
XI)Ntumeros Primos Sphie Germain

XII)Nimeros primos de Fibonacci.
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1 Contexto Historico sobre a Teoria dos Numeros

1.1 Historia da Teoria dos Numeros

A teoria dos nimeros € uma drea da matematica que estuda as propriedades dos intei-
ros € a mesma € atestada nas civilizagdes mais antigas. Entretanto, é na Grécia que primeiro
identificamos a teoria dos nimeros, como assim entendemos até hoje. No que diz respeito aos
inteiros, os gregos diferenciavam com a arte de calcular e a aritmética, ou estudo das proprieda-
des fundamentais dos inteiros. A teoria dos nimeros € herdeira da aritmética dos gregos. Entre

os problemas da teoria dos nimeros abordados pelos gregos antigos estao:

e O calculo do maximo divisor comum entre dois nimeros;
e A determinacdo dos nimeros primos menores que um inteiro dado;

e A demonstrag¢do de que hd uma infinidade de nimeros primos.

Estes problemas sdo discutidos em detalhes num dos mais famosos livros de matemitica,
"Os Elementos"escrito pelo matemético Euclides, que viveu em Alexandria por volta de 300
a.C.

Virios outros matematicos gregos estudaram os problemas da teoria dos ndmeros. Des-
tes um dos mais importantes foi sem divida Diofante. Sua aritmética, escrita por volta de 250
d.C, trata principalmente da resolucdo de equagdes indeterminadas com coeficiente inteiros.

Embora a matemadtica tenha sido intensamente estudada por outros autores gregos, e,
posteriormente, por drabes, indianos e europeus, a teoria dos nimeros caiu em esquecimento
até o século X VIIL.

Bachet, em 1612, publicou o texto original em grego da Aritmética de Diofante, in-
cluindo uma traducdo latina, que era a lingua usada pelos europeus da época. Em algum mo-
mento entre 1621 e 1636, o francés Pierre de Fermat, magistrado da corte de Toulouse, adquiriu
uma copia desse livro. Fermat leu o texto de Diofante, anotando na margem as idéias que lhe
ocorriam. Isso marcou o inicio de seu interesse pela teoria dos nimeros, que posteriormente,
expressou uma torrente de resultados importantes.

Na verdade, poucas pessoas exerciam a mateméatica como profissdo naquela época. Pois,

a comunicacdo entre os matematicos também era precdria, ndo havia revistas especializadas.
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A comunicag¢do era conduzida, principalmente, através de cartas e por algumas pessoas que
serviam de “centros divisores” dos novos resultados. A primeira revista dedicada a matematica
s6 foi criada em 1794.

Os mais famoso divulgador dos resultados obtidos da matematica foi o frade francés
Marin Mersenne. Muito amigo de alguns dos maiores matemdticos da época, como Descartes,
Pascal e o préprio Fermat. Foi na forma de cartas enviadas a Mersenne e a outros matematicos
contemporaneos que boa parte da obra de Fermat ficou conhecida. Depois de sua morte, em
1665, coube a Samuel Fermat seu filho, coletar e publicar a obra de seu pai, dispersa em cartas a
anotacgdes. Ele comegou com a publicagc@o da Aritmética de Diofante, incluindo todas anotagcdes
feitas por Fermat. Dessas anotagdes, a mais famosa é chamado o Ultimo Teorema de Fermat:
nao existe solucdo nao nula para equacdo x" 4 y" = 7", onde n é maior ou igual a3 e x,y, z
nimeros inteiros. Esse resultado s6 foi provado em 1995, pelo inglés Andrew Wiles, mais de
300 anos ap0s ser enunciado por Fermat. O verdadeiro sucessor de Fermat foi o sui¢o Leonhard
Euler, que nasceu em 1707, quarenta e dois dias ap6s o falecimento de Fermat. Euler publicou
uma obra imensa, tendo contribuido para quase todas as dreas da matemdtica pura e aplicada
existentes no século XVIIIL. O interesse de Euler em Teoria dos Numeros teve inicio em sua
correspondéncia com Cristian Goldbach, foi através dele que ele chegou a obra de Fermat.

A famosa conjectura de Goldbach que afirma, "Todo nimero par, maior que dois pode
ser descomposto na soma de dois nimeros primos". Esse resultado ndo foi provado até os dias
de hoje. Porém, o desenvolvimento sistematico da teoria dos nimeros, s6 iniciou com a obra as
Disguisitiones Arithméticx, do alemao C.F.Gauss publicado em 1801. Em Teoria dos nimeros
€ possivel enumerar diversos resultados importantes (€ usados até hoje) atribuidos a ele, como

os nimeros primos, nimeros de Fibonnaci e congruéncia.

1.2 Historia dos Numeros Primos

Os primeiros nimeros primos, bem como suas propriedades, foram pela primeira vez
estudados intensamente pelos antigos matemdticos gregos. No papiro de Rhindi, por exemplo,
ha indicios de que o antigo povo egipcio tinha algum conhecimento sobre 0s nimeros primos.
No entanto, o registro mais antigo de um estudo explicito sobre nimeros primos ¢ devido aos
gregos.

Pitagoras de Samos foi um dos percussores desse estudo, embora o seu interesse mais
direcionado para o mistico, chegando a criar a escola Pitagérica (500 a 300 a.c). Os grandes
seguidores da época entendiam a idéia de primalidade, revelavam interesses em nimeros per-
feitos e amigdveis. A escola dava uma grande importancia ao nimero 17, que era chamado de
unidade. Os outros nimeros tinham uma importancia reduzida, pois todos eles representavam

apenas multiplicidades da unidade e por isso eram chamados de niimeros.
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A partir dessas denominagdes, 0s pitagdricos comegaram a perceber que existiam dois
tipos de nimero: Numeros primos: sdo nimeros que ndo podem ser gerados pela multiplicagdo,
a partir de outros nimeros, como 2,3,5,7,11, e etc.

Numeros compostos ou secunddrios: sdo nimeros que podem ser gerados a partir de
outros numeros, como o 6 =2.3;9=3.3, ... .

NO livro "Os elementos", Euclides prova que existem infinitos nimeros primos. Est4 é
uma das primeiras demonstracdes conhecidas a usar o método da contradicdo, com a obtencao
de um resultado. Os elementos de Euclides (cerca de 300 a.C), contém teoremas importan-
tissimos sobre os nimeros primos, incluindo a demonstracdo de sua infinitude e o teorema
fundamental da aritmética. Euclides também mostrou como construir um nimero perfeito a
partir de um primo de Mersenne. Ao grego Eratéstenes, atribuiu-se um método simples para o
célculo de ndmeros primos, conhecido atualmente como crivo de Eratéstenes. Por outro lado,
nos tempos atuais, os grandes nimeros primos sdo encontrados por computadores, através de
testes de primalidade mais complexos, como por exemplo o teste de primalidade AKS.

Fermat no inicio do século XVII, provocando a conjectura de Albert Girard, cria alguns
teoremas que mais tarde seriam usados como base de muitos resultados em Teoria dos Numeros
e de métodos para testes de primalidade que sdo utilizados até hoje. Fermat correspondeu-se
com outros matemaéticos do seu tempo, como Marim Mersenne, que junto com Fermat, formu-
laram os numeros de Mersenne (nimero da forma 2" —1).

Provar que um nimero é primo (para nimeros com vdarios digitos) ndo € feito pela di-
visdo trivial. Vdrios matemdticos trabalharam em vérios testes de primalidade para grandes
numeros, ou seja, foi trabalhado especificamente alguns testes de primalidade como: AKS, Fer-
mat, Lucas-Lehmer e outros, mesmo com a existéncia de varios testes de primalidade, nenhum
deles funciona de forma ripida e eficaz.

Na era dos computadores e intensas pesquisas realizadas em busca de numeros primos,

0 maior primo conhecido é um primo de Mersenne.

1.3 Conceitos Fundamentais da Teoria dos Numeros

Veremos alguns conceitos bésicos da Teoria dos Nimeros necessarios para o proximo

capitulo.

1.3.1 Principio de Inducao Matematica

O principio de indu¢do matematica serve para provar proposi¢des que dependem de 7,
um inteiro ndo negativo, que varia num subconjunto de Z.
Esse principio estd baseado no seguinte axioma.

Principio da Boa Ordenacdo
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Todo subconjunto ndo vazio A de inteiros ndo negativos possui um elemento minimo (
isto €, existe ng € A tal que no < n, paratodon € A).

Principio 1.1.1 ( Inducdo Matematica - 12 forma) Seja N = {ng, ny, n2, ...} um conjunto de
inteiros ndo negativos (suponha também ng < n; < ny < ...) e seja S(n) uma proposi¢do que
depende de n € N, tal que:

(i) S(n) é verdadeiro;

(ii) Se m € N e S(n) é verdadeiro para qualquer n € N tal que n < m , entdo S(m) é
verdadeiro.

Entdo S(n) é verdadeiro para todo n € N.

Prova.

Considere F = {I € N : S(I) ndo é verdadeiro}. Suponha por absurdo que F # @.
Entdo, pelo principio da boa ordenacdo existe Iy € F', Iy > no, tal que [y <[, paratodo ! € F
(isto €, lp € um elemento minimo de F). Isto nos diz que S(n) é verdadeiro para todo n € N tal
que n < ly. Pela hipétese (b) temos que S(Ip) é verdadeiro, uma contradi¢do. Assim devemos
ter F = @ e S(n) verdadeiro para todo n € N. [
Principio 1.1.2 (Inducé@o Matematica - 22 forma) Sejam Ny = NU{0} e S(n) uma proposi¢do
que depende de n € Ny, tal que:

(i) S(0) é verdadeira;

(if) Para cada n € Ny, o fato de S(n) ser verdadeiro implica S(n + 1) também ser verda-
deira.

Portanto, S(n) é verdadeira para qualquer n € Np.

Prova. A demonstracido é completamente andloga a do principio 1.1.1. |

Exemplo 1.1. Seja S(n) a soma dos n primeiros inteiros positivos, entdo

I
1—|—2+...+n=n(n+ )

Vamos utilizar o principio 1.1.2. Note que o fato S(1) é verdadeiro, pois 1 = w

Iremos mostrar que o fato de S(n) ser verdadeiro faz com que S(n+ 1), também o seja.

Com efeito
1424+...4+n+(n+1)=(1+24...4n)+(n+1)

D | ey

~n(n+1)+2(n+1)
B 2

(n+1)(n+2)
—
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Logo, S(n+ 1), é verdadeiro.

1.3.2 Teoria de Divisibilidade nos Numeros Inteiros

Um dos conceitos mais basicos da teoria dos nimeros € o conceito da divisibilidade.
Diz-se que a divide b, ou a é um divisor de b, ou ainda que b é multiplo a se existe algum

inteiro m no qual b = am. Na notagdo ultiliza-se a | b. Se a ndo divide b, entdo se escreve: atb.

Proposicdo 1.1. Se a, b e ¢ sdo inteirosa | b e b

¢, entdo a | c.

Prova. Como a | b e b | ¢, existem inteiros K| e K, com b = Kja e ¢ = K»b. Logo

¢ = K>Kja o que implica a | c. [
Exemplo 1.2. Como 3 |12 e 12 | 48, entdo 3 | 48.
Proposicao 1.2. Se a,b,c,m e n sdo inteiros, ¢ divide a e c divide b entdo c¢ divide (ma+ nb).

Prova. Se ¢ |ae c| b entdo a = K|c e b = Kpc. Multiplicando-se estas duas equacdes
respectivamente por m e n teremos ma = mKjc e nb = nKc. Somando-se membro a membro

obtemos ma +nb = (mK; +nkj)c, o que nos afirma que c | (ma + nb). [
Exemplo 1.3. Como 3|15 e 3|42, entdo 3| (8.15—7.42).

Teorema 1.3. A divisdo tem as seguintes propriedades: Para todos os niimeros a,d e n € 7
valem

i) n|n

ii) dln = ad|an

iii) adlan e a # 0 = d|n.

v) 1|n

v) n|0.

vi)dlnen#0=1|d| <|n|.

vii) d|n e n|d = |d| = |n|.

(
(
(
(
(
(
(
(viii)dlned # 0= (n/d)|n.

Prova. (i) Como n = n- 1 segue da defini¢cao que n|n, inclusive para n = 0.
(ii) Se d|n entdo n = cd para algum inteiro c. Logo, an = cad o que conclui a prova.
(iii) Se d|n entdo n = K;d e portanto n/d € um inteiro. Como (n/d) - d = n segue da definicao

que (n/d)|n. Os outros itens sdo consequéncia imediata da defini¢do. |

1.4 Algoritmo da Divisao

O algoritmo da divisdo define precisamente o quociente e o resto da divisdo de dois

inteiros, mostra também que eles existem e sdo Unicos.
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Teorema 1.4. Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um tinico par de inteiros q e r tais que
a=q.b+r, onde 0 < r <b. O inteiro q é chamado quociente e r é o resto da divisdo de a por

b. Observe que se b é divisor de a, entdo o resto é 0 e a = q.b

Prova. Pelo teorema de Eudoxius com b > 0, existe ¢ tal que ¢.b < a < (¢+1).b.
Subtraindo g.b, temos
gb—gb<a—qgb<(q+1).b—q.b

0<a—qgb<b

fazendo r = a — q.b, entdo:

0<r<ber=a—qb=a=gqb+r

Assim foi demonstrada a existéncia do quociente e do resto.Veja agora a demonstragcdo da uni-

cidade de g e r: Suponhamos que existe 7| € g1 sdo inteiros tais que

a=qi.b+r,
temos
(gb+7r)—(q1.-b+r1)=0
(g—q1)b=(r1—r).
Entao

b|(ri—r) (b divide (ry —r))
Como r| < b e r < b, segue que |r; — r| < b. Concluimos que
ri—r=0=r=r e (g—q1).b=0
Logo, gb =q1b=qg=qi L

Exemplo 1.4. 34/7, tem quociente 4 e resto 6 = 34 =4.7+6
25/3, tem quociente 8 e resto 1 = 25 =3.8+1
15/ — 4, tem quociente —3 e resto 3 = 15 = (=3).(—4) +3

Exemplo 1.5. Achar o quociente q e o resto r na divisdo de a = 59 por b = —14 que satisfazem
as condigoes do algoritmo da divisdo.

Efetuando a divisdao usual dos valores absolutos de a e b. Obtemos:
59=14443=59=(—14).(—4)+3 e 0 <3 < |-14|

Logo, o quociente é g = —4 e o resto r = 3.

Exemplo 1.6. Achar o quociente q e o resto r na divisao de a = —79 por b = 11 que satisfazem

as condigoes do algoritmo da divisdo.
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Efetuando a divisao usual dos valores absolutos de a e b, obtemos:

79=11.7+2
o0 que torna possivel.
=79 =11(-7)-2.
Como o termo r = —2 < 0 ndo satisfaz a condi¢do 0 < r < 11, somando e subtraindo o valor

11 de b ao segundo membro da igualdade anterior, temos:
—79=11(-7)—114+11-2=11(-8)+9com0 <9 < 11.

Logo, o quociente é q = —8 e o resto r =9.

1.5 Maximo Divisor Comum de Dois Numeros.

Definicao 1.5. Sejam a,b € Z dois niimeros pelo menos um deles é diferente de zero, denotado
por MDC (a,b) é o maior inteiro que divide a e b, ou seja,
(i)d|aed|b(dédivisor comumde aeb)

(ii) Se algum c€ N dividir ambos a e b entdo temos também c | d.

Teorema 1.6. Seja d o mdximo divisor comum de a e b, entdo existem inteiros ngy e my tais que

d = noa + mgb.

Prova. Seja B o conjunto de todas as combinagdes lineares (na + mb) onde n e m
sdo inteiros. Vamos escolher ny e mq tais que ¢ = nga + mpb seja o menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto B. Iremos provar que ¢ |a e ¢ | b.

Por contradi¢do, suponhamos que ¢ 1 a. Entdo, pelo teorema 1.3, existem ¢ e r tais que
a=gq.c+rcom0<r<ec.

Portanto, r = a — qc = a— q(npa+mob) = (1 —gnp)a+ (—gmg)b. Isto mostra que r € B,
pois (1 —gng) e (—gmyp) sdo inteiros, o que é uma contradi¢do, uma vez que 0 < r <cecéo
menor elemento positivo de B.

Logo, ¢ | a e de forma analdga se prova que ¢ | b. Como d é divisor comum de a e b,
existem inteiros Kj e K> tais que a = K1d e b = K»d e, portanto, ¢ = noa + mob = noKd +
moKad = d(noK + moK>) o que implica d | c.

Do Teorema 1.3 (vi), temos que d < ¢ (positivos) e como d < ¢ ndo é possivel, uma vez

que d € maximo divisor comum. Logo, d = c. |
Proposicao 1.7. Para todo inteiro positivo t, MDC(ta,tb) = tMDC(a,b).

Prova. Pelo Teorema 1.6 MDC(ta,tb) é o menor valor positivo de mta+ntb (m e n

inteiros), que € igual a ¢ vezes o menor valor positivo de ma +nb = t.MDC(a,b). |
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Proposicao 1.8. Se ¢ > 0 e a e b sdo divisiveis por c entdo

b\ 1
MDC (9, —) — “MDC(a,b)
Cc C C

Prova. Como a e b sdo divisiveis por ¢, temos que a | ¢ e b | ¢ sdo inteiros. Basta entdo,
substituir na proposi¢@o 1.7 "a"por a | ¢ e b por b | ¢ tomando t = c. [
Exemplo 1.7. Como MDC(14,35) =7 temos que MDC(14/7,35/7) = 1.

Teorema 1.9. Se a | bc e MDC(a,b) = 1, entdo a | c.

Prova. Como MDC(a,b) = 1 pelo Teorema 1.6 existem inteiros n e m tais que na+mb =
1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢ temos: n(ac) + m(bc) = c. Como a | ac

e, por hipétese, a | be entdo, pela Proposicdo 1.2, a | c. [

Teorema 1.10. Se a e b sdo inteiros e a = gb+r onde q e r sdo inteiros, entdo MDC(a, b) =
MDC(b,r).

Prova. Da relacdo a = gb + r podemos concluir que todo divisor de b e r € um divisor
de a (proposi¢do 1.2). Esta mesma relacdo na forma r = a — gb, nos diz que todo divisor de a e
b é um divisor r.

Logo, o conjunto dos divisores comuns de a e b € igual ao conjunto dos divisores comuns
de b e r, 0 que nos garante o resultado MDC(a, b) = MDC(b, r). [

Exemplo 1.8. Calcule o mdximo divisor comum de 1126 e 522.

1126 =2.522 + 82

522 =6.82+30

82=2.30+22
30=1.22+38
22=28+6
8=1.6+2
6=32+0

Para calcular o M.D.C de 1126 e 522, foi utilizado o "Algoritmo da Divisdo", (Teorema 1.4).
Em seguida dividimos 522 pelo resto 82. Depois pelo resto 30 e assim, sucessivamente, até
obtermos resto zero. Portanto, MDC(1126,522)=2.

Exemplo 1.9. Demonstrar que MDC(a+ b, a—b) > MDC(a, b). Seja d = MDC(a,b). Entdo,
d|laed|b
=d| (a+b)
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=d|(a—D)
=d|MDC(a+b,a—b) >d=MDC(a,b).
Exemplo 1.10. Calcule o MDC(35n+57,45n+ 67) onde n é um inteiro qualquer. Seja d =
MDC(35n+57,45n+76)

d | (35n+57) d|9(35n+57)
=
d | (45n+76) d | 7(45n+76)

Portanto,
d | 7(45n—|—76) —d | 9(35n+57)

d | (35n+532—315n—513)
d|19
Logo,d=1oud = 19.

Algoritmo de Euclides
O algoritmo de Euclides serve para determinar o maximo divisor comum de dois nume-

ros inteiros.

Exemplo 1.11. Determinar o mdximo divisor comum de dois niimeros 17154 ¢ 357, MDC (17154, 357).

Dividendo | Divisor | Resto | Quociente
17154 357 18 48
357 18 15 19
18 15 3 1
15 3 0 5

O mdximo divisor comum é o ultimo resto diferente de zero, dividimos o divisor pelo resto da

divisdo anterior e assim sucessivamente.
Exemplo 1.12. Vejamos como determinar o mdximo divisor comum (MDC) entre 16 e 24.

1 | 2 Quociente
24 1 16 8§ M.dc
81| 0 Resto

Este processo prdtico para o cdlculo do mdximo divisor comum de dois inteiros positivos
a e b é denominado algoritmo de Euclides ou processo das divisoes sucessivas.

E usual o seguinte dispositivo de cdlculo no emprego de algoritmo de Euclides:

q1 | 92 | 43... qn dn—1
a| b |r|rn.. | rm 'n

r 1) r3 rq... 0
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Que se traduz na regra: Para “achar” o mdc de dois inteiros positivos, dividi-se o maior
pelo menor, este primeiro resto obtido, o segundo resto pelo primeiro, até se encontrar um resto

nulo. Entdo o ultimo resto ndo nulo é o mdaximo divisor comum procurado.

1.6 Numeros Relativamente Primos

Definicao 1.11. Dois niimeros a, b € 7 sdo relativamente primos (ou primos entre si), quando

(a,b) = 1.
Exemplo 1.13. Temos que —12 e 35 sdo primos entre si, pois mdc(—12,35) = 1.

Teorema 1.12. Dois niimeros a, b € 7. ambos ndo nulos, sdo relativamente primos, se e somente

se, existe x e y tais que ax+ by = 1.

Prova. Seja d = mdc(a, D).
(=) Sed =1, existem x e y inteiros com ax+ by = 1.
(<) Reciprocamente, seja ax+by = 1 se o mdc(a,b) =d,entdod |ae d | b. Logo, x e

y sdo inteiros. Daf concluimos que d | 1. Portanto, d = 1, ou seja, a e b sdo primos entre si. W

1.7 Minimo Multiplo Comum

Definicao 1.13. O minimo miiltiplo comum de dois inteiros positivos a e b é o menor inteiro
positivo que é divisivel por a e b.

Denotado por |a, b ou m = mmc(a, b), definido pelas duas propriedades:

(i) a|meb|m(mémiltiplo comum de a e b)

(if) Se a | c e b | c para algum ¢ € N, entdo temos também m | c.

Observe-se que pela condigdo (i) m é um mdltiplo comum de a e b e pela condicao (if),

m € o menor dentre todos os multiplos comum positivos de a e b.

Exemplo 1.14. a = 6 ¢ b = —8 os muiltiplos comuns dentre a e b sao {24, +48, +72,...}.
Entretanto,
m = mmc(6, —8) = 24.

Exemplo 1.15. Sejam os inteiros a = —12 e b = 30. Os muiltiplos comuns de a e b sdo
{£60, £120, £180,...} e como o menor deles é 60. Logo,

m = mmc(—12,30) = 60.
Proposiciio 1.14. Se a = p{' p3? pS*...pon e b = p}l)l pgz pé’3 ..pPn, coma=py, pa,...p,sdo

consideradas os primos que ocorrem nas fatoracoes de a e b. Vamos denotd-lo por

max{aj,b;} max{ay,b; max{ay,b,
) panfan bz} max{an.b)

[a7b]:p1
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Prova. Segundo a defini¢do de minimo multiplo comum nenhum fator primo p; deste minimo
podera ter expoente que seja inferior nem a a; € nem b;.
Suponha, pois, o maior destes dois para expoente de p;, teremos, ndo apenas um multiplo

comum, porém o menor possivel dentre todos eles. O que conclui o resultado desejado. [ |

Proposicao 1.15. Se x e y sdo niimeros reais entdo

max{x, y} +min{x, y} =x+y.

Prova. Seja x =y entdo o max{x, y} = min{x, y} =x =y o resultado € trivial. Sem perda de
generalidade podemos supor x < y.

Portanto, max{x, y} =y e min{x, y} = x e segue-se o resultado desejado. |
Teorema 1.16. Quaisquer dois niimeros de Fermat distintos F, e F,, sdo relativamente primos.

Prova. Para provarmos este resultado vamos mostrar, primeiramente, que a seguinte
relacdo se verifica
FoF,..F, | =F, »

prova por inducdo. Como o caso n = 1 se verifica, isto €, Fp = Fj_», vamos supor a verificacao

para n e mostrar que a mesma relacdo também é verdadeira para n+ 1.
FoFy...F, = (FoFy...F,—1)F,

= (Fa2)Fy

=27+ 1)2¥ +1)
=¥ )2 1) =22
=22l 1 2=F,. 2.

Agora supondo n < m temos, pela relacdo acima, que
FoF..Fy..F 1 =F, 2

o que implica que F;,, — Fy...F,...F,,—1 = 2. Logo, se um nimero d divide F, e F,, entao d divide
2. Como F, é impar d ndo pode ser 2 e portanto, (Fy,, F,) =1 [ |

Assim, podemos concluir que existem infinitos nimeros primos, porém sendo infinita a
sequéncia dos nimeros de Fermat e ndo possuindo fatores comuns, isto ndo poderia ocorrer se

este conjunto fosse finito.
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1.8 Equacoes Diofantinas

Equacao diofantina € uma equacdo em vdrias incognitas com coeficientes inteiros. Por
exemplo, 3x — 2y = 1, x> +y° = 2> sdo equacdes diofantinas, em homenagem ao matematico
grego Diofanto de Alexandria (250 d.C) que escreveu uma importante obra com o titulo "Arit-
mética"onde tratou destas e outras equagdes e suas solucdes inteiras.

Diofanto € o primeiro que encontrou solucdes das equagdes justamente chamadas de
Diofantinas. Esse tipo de equagdo, ao ser aplicada pelos matematicos modernos a andlise dos
numeros inteiros, produziram um grande desenvolvimento da teoria dos nimeros. Em particu-
lar, Fermat foi levado ao seu "grande" ou "ultimo" teorema quando procurou generalizar um
problema que tinha lido na Aritmética de Diofanto: dividir um quadrado dado em dois outros
quadrados.

Diofanto, mais que um cultor da Aritmética, e sobre tudo da geométria, como o foram os
matematicos gregos anteriores, deve considerar-se um precursor da dlgebra, e, em certo sentido,
mais vinculado com a matematica dos povos orientais (Babilonia, India,...) que com os gregos.
Com a obra de Diofanto houve uma quebra na tradi¢ao clédssica grega.

A resolu¢do de muitos problemas da Aritmética depende da resolucdo de Equacdo do
tipo ax + by = ¢, entdo vamos estudar um pouco o tipo mais simples das equacdes Diofantinas,
isto é, equagdes do tipo ax+ by = c.

Uma equacdo Diofantina € linear se ela tiver a forma:

aix) +axxy; +azxz+ ... +apx, =c.

Em particular, queremos tratar agora as equacdes diofantinas lineares do tipo ax+by = ¢
coma,b,c € 7.
Definicao: Uma equacdo diofantina do primeiro grau a duas varidveis x e y € uma equagdo do
tipo ax+by = c com a,b,c € 7. Dizemos que a equacdo tem solugdo em Z se existem xg, Yo € Z

tais que axg + byg = c.

Teorema 1.17. Sejam a,b,c € Z, com a,b ndo nulos.

a) A equagdo diofantina

ax+by=c (%)

Admite pelo menos uma solugdo x,y € 7, se e somente, se d = MDC(a,D)|c.
b) Suponha d|c e seja (xo,yo) uma solucdo (particular) de (*). Entdo a solu¢do de (*) é dada

por
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x:x0+§t (teZ)
y=yo— gt

Prova. a) Suponha que a equagdo(*) admite uma solug@o (x,y), entdo ax + by = ¢ com
a,b,c € Z. Assim , se d = MDC(a,b), entdo pelo Teorema 1.6, temos d|c.

Reciprocamente, seja d|c, digamos du = ¢ para algum u € Z. Como d = MDC(a,b),
entdo pelo Teorema 1.6, existem x1,y; € Z com d = ax; + by;. Portanto, ¢ = a(ux) +b(uy;) e
assim temos que (ux] + uy;) é uma solugdo particular de (*).

b) Seja (xo,yp) uma solugdo particular de (*) e ¢ € Z. Provaremos primeiro que qualquer

par de nimeros

b

X =x9+ 5t
T (ren)

y=yo— gt

satisfaz também a equacgio:

b b b
ax+by:a(xo—|—gt)+b(yo— gt) :ax0+%t+byo—§t = axog + by = c.

Seja reciprocamente (x,y) uma solugdo de (*). Temos axg + byy = ¢ = ax + by, dai

a(x—xo) =b(yo—y).

Existem 7,5 € Z tais que a = rd e b = ds segue que MDC(r,s) = MDC(4, g) =1.

Portanto, dr(x —xo) = ds(yo —y), pois d # 0. Agora vamos supor a # 0. Concluimos
r|s(yo —y) e dai r|yg —y entdo MDC(r,s) = 1. Logo, existe t € Z tal que rt = yp — .

De onde vem y = yo — rt = yo — §t. Segue r(x —xo) = s(yo —y) = srt e entdo x —xo = st,

pois r # 0, isto nos confirma x = xo + st = xo + gt. Logo, temos

b

X =Xx0+ 5t
T (ren)

y=yo— gt

para algum ¢ € Z, como confirmado. [ |

Exemplo 1.16. Ache uma solucdo inteira da equacdo:

54x+21y = 906.
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Solugdo: Em primeiro lugar, mdc(54,21) = 3|906. Logo, a equagdo ¢é solivel e pode
ser simplifica para 18x+ 7y = 302 com mdc(18,7) = 1 e temos que (2,—5) é uma solucéo de
18x+ 7y = 1. Segue que 302 - (2,—5) = (604, —1510) isto nos da como solugdo

x=0604+7t
y=—1510—-187¢

Exemplo 1.17. Determine a solugdo inteira da equagdo:
143x+ 17y = 132.

Solugdo: Temos mdc(143,17) = 1, logo a equagdo tem solugdes inteiras. Aplicando o

algoritmo de Euclides a 143 e 17. Segue
143 =8-17+7

17=2-7+43
7=2-3+41

Logo,

1=7-23=7-2-[17-2-7]=5-7-2-17 =

—5.(143-8.17]—2-17 =

=5-143—-42-17

Donde

143-(5-132)+17-(—42-132) = 132, ou seja, (xq,y0) = (660, —5544) é solugdo da equagdo.



2 Numeros Primos

Um ntimero p € N é denominado primo, se p > 1 e se seus Unicos divisores sdo p e
1. Designaremos por P = {p € N/p é primo}, o conjunto de todos os nimeros primos. Se
um numero inteiro tem modulo maior que um e nao € primo, dize-se que ¢ um composto. Por
convencdo, os nimeros 0,1 e —1 ndo sdo considerados primos nem composto.

A propriedade de ser primo € chamada "primalidade”. Como "dois" € o tnico nimero

primo par, o termo "primo impar" refere-se a todo primo maior que dois.
Proposicdo 2.1. Se p | ab, p primo, entdo p | a ou p | b.

Prova. Se pta, entdo (a,b) = 1 o que implica, pelo Teorema 1.9, p | b. [
Assim indicaremos os primos por:

P=1{2,3,57,..1987,...}

Os primeiros nimeros compostos sao:

{4,6,8,9,10,12,14,15,...}

Alguns nimeros podem parecer primos como o nimero 119 = (7-17) ou 161 = (7-23).

Mas, estes e outros nimeros que tém trés ou mais divisores, sao considerados compostos.

Teorema 2.2. (O Teorema fundamental da aritmétrica) Todo inteiro maior do que 1 pode ser
representado de maneira tinica(desconsiderando a ordem) como um produto de niimeros primos

(chamados fatores primos) este é o processo de decomposicdo em fatores primos (fatoragdo).

Prova. i) Se n é primo ndo hé nada a ser demonstrado, pois eles podem ser representados
de maneira tnica, como um produto de fatores primos.

Suponhamos, n composto, supondo-se sua unicidade para p; (p; > 1) o menor dos
divisores de n. Afirmamos que p; € primo. Isto nos confirma a verdade, porém, caso contrario,
existiria p, 1 < p < pj com p|n entdo seria contrdrio a escolha de p;. Logo, n = pn;.

Novamente seguindo este procedimento, teremos uma sequéncia decrescente de inteiros
positivos ny,ny, ...,n,. Como todos eles sdo inteiros maiores do que 1, entdo este processo deve
terminar.

Como os primos na sequéncia pp, p2, ..., px nao sdo, necessariamente distintos, n terd em

geral, a forma:
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n=p|'p5..p.

Portanto, n também pode ser escrito como um produto de primos como queriamos pro-
var.

i1) Para a unicidade seré feita por inducio em n.

Para n = 2 a afirmacgdo € verdadeira. Suponhamos maior que 1 e menor que n. Se n é
primo ndo a nada a provar.

Digamos que n seja composto e que tenha duas fatoragdes, isto €,

n=pip2..-ps = 4142---4s-

Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum ¢;. Como p; divide o produto
q19>...q" ele divide pelo menos um dos fatores ¢/. Sem perda de generalidade podemos supor
que pi|g1. Como sdo ambos primos, isto confirma que p; = q;.

Logo, n|p1 = p2.-ps = q2---qr-

Como 1 < n/p; < n, ahipdtese de indugdo nos afirma que as duas fatoragdes sdo iguais,

isto €, s = r e, a menos da ordem, as fatoragdes p1p>...ps € q19>2...qs sao idénticas. [
Teorema 2.3. Todo inteiro composto possui um divisor primo.

Prova. Suponha a um inteiro composto. Consideremos o conjunto A de todos os divi-

sores positivos de a, exceto os divisores de 1 e a, isto €,

A={xla;1 <x<a}

Pelo Principio da Boa Ordenacdo existe o elemento minimo p de A. Queremos mostrar que p
€ primo. De fato, se p fosse composto admitiria pelo menos um divisor d tal que 1 < d < p, e

entdo d|p e d|a, isto é, p ndo seria o elemento minimo de A. Portanto, p é primo. [ |
Teorema 2.4. (Euclides) Existe infinitos niimeros primos.

Prova. Considere um conjunto finito de nimeros primos, contendo uma quantidade
arbitraria de elementos. Denotado por P = {py,...,p,}. Sejan = p1,p2,...,pr+1. com n € N,
entdo n tem algum fator primo p, ou seja, p|n. Entdo se p € P, seria verdade que p|l =n —
(p1p2,-..,pr) devido a linearidade da divisibilidade, pois nem um primo divide 1. Portanto,
peEP.

Assim mostrou-se que ndo importa quantos elementos tenha um certo conjunto de nimeros

primos, sempre existird um outro nimero primo que ndo esta em P, o que conclui a prova. W
Teorema 2.5. Para qualquer inteiro positivo k existe k inteiros consecutivos todos compostos.

Prova. Como (k+ 1)! é divisivel por todos os k inteiros consecutivos entre 2 e k+ 1.
Entdo a sequéncia
(k+1)!4+2,(k+1)14+3, ..., (k+ 1) +k,(k+ 1)+ (k+ 1) é, toda ela composta por k nimeros

consecutivos compostos, assim concluimos a demonstragao. [ ]

Exemplo 2.1. Mostrar que (n!+1,(n+1)!+1) = 1.
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Solugdo: Seja p primo um divisor comum de n!+1 e (n+ 1)! 4+ 1. Logo, p divide
a diferenca destes nimeros que é (n+1)!+1— (n!4+1) = n-n! o que implica p|n!. Como
pl(n!+ 1), p|(n!+ 1 —n!) portanto, p = 1 (contradi¢o).

Teorema 2.6. Se dois inteiros positivos a e b possui as fatoracoes

a:pr.” e b:pr"
i=1 j

Entdo o mdximo divisor comum de a em b é igual a:

(a,b) =[] i,
i=1

onde c; = min{a;,b;} .

Prova. Para que um produto de fatores primos comuns seja um divisor comum nenhum
expoente ¢; de p; podera superar nem a; € nem b;. Como estamos interessados no maior dos

divisores positivos, basta tomarmos, para c¢;, 0 menor desses dois. [ |

2.1 O Crivo Eratostenes.

Apresentaremos nesta se¢io um pouco sobre o célebre ERATOSTENES, que teve grande
importancia na Matemadtica, Astronomia, foi também gedgrafo e filésofo grego, nasceu em Ci-
rene por volta de 284 a.C e passou grande parte de sua juventude em Atenas. Com aproxi-
madamente 40 anos, foi convidado pelo rei Ptolomeu III do Egito para ser bibliotecdrio da
Universidade de Alexandria.

Ficou conhecido como Beta, pois por causa de seu saber, foi elevado a condi¢cao de um
segundo Platdao. Outros dizem que tal apelido, lhe fora dado por ter sido o segundo bibliotecario
da Universidade de Alexandria. Uma terceira explicacdo sugere que, apesar de ser talentoso
Eratdstenes ndo conseguiu ser o primeiro de seu tempo em nenhum ramo de estudo, em outras
palavras, foi sempre o segundo. Por fim, o histériador James Gow surgeriu que talvez "Beta"
indicasse simplesmente o nimero (Grego) 2 referente a um gabinete ou uma sala de leitura da
Universidade.

Escreveu diversas obras, mas, muitas se perderam, inclusive o tratado sobre a medida da
terra.

Eratdstenes (no Seculo III antes de cristo), teve a brilhante idéia de organizar estas mara-
vilhosas computagdes, na forma bem conhecida de Crivo. Tal crivo serve para determinar todos

os nimeros primos, assim como as fatoracdes dos nimeros compostos, até um dado nimero
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natural.

Teorema 2.7. Se n ndo é primo, entdo n possui, necessariamente, um fator primo menor do que

ou igual a \/n.

Prova. Seja n composto entdo n =ny-nyonde 1 <n; <nel <ny <n. Sem perda de
generalidade vamos supor n; < ny. Logo, n; tem que ser < /n pois, caso contrdrio terfamos
n=niny > +/n\/n =n o que é absurdo. Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética n;
possui algum fator primo p, este deve ser < y/n. Como p, sendo fator primo de n; é também
um fator de n, a demonstragdo estd completa. [

Este resultado nos diz que para testarmos se um nimero é primo, € suficiente testarmos
a divisibilidade apenas pelos primos < y/n. Portanto, se desejarmos obter a lista de todos os
primos menores que 60 devemos excluir dentre os nimeros de 2 a 60 aqueles que sao multiplos

de 2,3,5 e 7 pois estes s@o primos < /60, pois este processo é chamado Crivo de Eratdstenes.

Exemplo 2.2. Construir a tabela de niimeros primos menores que 60.

2345|678 ,9]10

11 (12|13 |14 15|16 |17 | 18 19|20
21122123124 125|26|27 (28|29 |30
3132|3334 35|36|37|38|39 |40
41 || 42 |43 |44 1 45|46 |47 | 48 |49 |50
51525354 |55|56|57|58|59 |60

Tabela 1: Os ndmero primos entre 2 e 60

Logo, os primos entre 2 e 60 sdo todos aqueles que ndo foram eliminados pelo processo

descrito, 1sto é,

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59.

2.2 Primos Gémeos

Definicao 2.8. Chame-se primos Gémeos dois inteiros positivos impares e consecutivos que
sdo ambos primos. Em outras palavras, dizemos que dois primos impares sdo gémeos quando

a diferenca entre eles é igual a 2.

Exemplo 2.3. Sdo pares de primos gémeos, 3e5,5e7, 11 e 13,17 e 19, 29 ¢ 31, 41 ¢ 43, 59
e 61,71 e 73, 101 e 103, 107 e 109.
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N3ao sabemos até hoje se hd um nimero infinito de pares de primos gémeos, porém sao

conhecidos primos gémeos muito grandes, tais como:

140.737.488.353.507 e  140.737.488.353.509
140.737.488.353.699 e 140.737.488.353.701

Um fato importante e a existéncia de apenas um terno de inteiros positivos impares e

consecutivos que sdo todos primos: 3,5 ¢ 7.

Exemplo 2.4. Mostrar que sdo primos e que sdo impares consecutivos.

i) 1949 e 1951.

Solucdo: Primos gémeos sdo primos que sdo impares consecutivos.
Condigao(1): 1949 e 1951 sdo dois impares consecutivos
Condi¢do(2): Devemos verificar se ambos sdo primos, 452 < 1949 e 452 < 1951.
Como ambos nio sao divisiveis por 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43, os dois
s@0 primos.
Logo, os dois primos sdo gémeos.
i1) 1997 e 1999.
Solucao:
Condicao (1): sdo impares consecutivos.
Condicao (2): nao sao divisiveis por 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43, os dois sdo

primos, logo sdo primos gémeos.

2.3 Conjectura de Goldbach

No século XVIII o matematico CHRISTIAN GOLDBACH, numa carta e EULER, con-
jecturou que todo inteiro par maior que 4 pode ser expresso como soma de dois primos impares.

Assim temos:
6=3+3

8=3+5
10=3+7=5+5
12=5+7
14=34+11=7+7
16=3+13=5+11

1I8=5+13=7+11
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Muitos matemadticos tém procurado demonstrar a conjectura de GOLDBACH, mas nada foi

conseguido até hoje.

2.4 Tipos Especiais de Numeros Primos

2.4.1 Numeros Primos Fatoriais

Um nimero primo p € chamado de fatorial se ele estd na forma:
p=n!t+1

Para algum ndmero 7, onde n pode ser representado pela forma:

n!=1-2-3-...-n=T]}_, k, para todo inteiro n > 0. Os primeiros primos fatoriais sdo:
k=17 P p p

112/3(3]4] 6 7 11 12 14
21357123 ]719 5039 | 39911681 | 479001599 | 87178291199

Tabela 2: Numeros Primos Fatoriais

2.4.2 Numeros Primos de Mersenne
Um ndmero da forma M(n) =2"—1, com n=2,3,4,7,... é chamado de MERSENNE.
Assim, a sequéncia dos nimeros de MERSENNE sio
M,>> = (3,7,15,31,63,127,255,511,1023,...,2" — 1,...)
Um niimero M (n) se diz nimero primo de Mersenne se puder ser escrito na forma:

M(n)=2"-1

com n natural.
Em agosto de 2007, apenas 44 primos de Mersenne eram conhecidos. O maior nimero

232.582.667 _ 4 )

primo conhecido atualmente é um nimero de Mersenne ( . Os primos de Mer-

senne foram observados primeiramente por Euclides, mas apenas no século XVII, o estudante

francés Marin Mersenne compilou uma lista dos primos de Mersenne com expoentes até 257.

Exemplo 2.5. Os primeiros primos de MERSENNE para p =2,3,5, ...
My =3M3=T7,Ms=31,M7 =127,M3 =8191,M7 = 131071,M 19 = 524287, M3 ...

Portanto, os primeiros primos de Mersenne sao:
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n Mn)

2 3

3 7

5 31

7 127

13 8191

17 131071

19 524287

31 2147483647

61 || 2305843009213693951

Tabela 3: Numeros Primos de Mersenne

2.4.3 Numeros Primos Titanicos

Foi na década de 80 que Samuel Yates iniciou uma lista dos "Maiores Primos conhecidos"
e chamou de primos titdnicos. Hoje em dia, sdo conhecidos uma infinidade de primos titanicos.

Os primeiros nimeros primos Titanicos sdo de vdrias formas, sendo os maiores os nimeros de

Mersenne primos e os restantes da forma:

k-2"+1

k2" 1

k2" 1

k-10"+1

10" —1
9

Esta expressao € utilizada para denominar todos os niimeros primos que possuam mais do que

1.000 digitos.

2.4.4 Numeros Primos de Fermat

, . , . . o, . n
Um ntimero primo de Fermat é um inteiro positivo que assume a forma F = 22" + 1,

sendo n um inteiro ndo negativo. Os primeiros nimeros de Fermat sio:
FO=3 F' =5 F>=7F3=257,F*=65537.

Pierre de Fermat conjecturou que todo nimero de Fermat é primo de fato, os primeiros cinco

numeros de Fy e Fy sdo primos. Porém, esta conjectura foi contestada por Leonhard Euler em
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1732 quando ele mostrou que Fs5 era um nimero composto. Os Unicos nimeros primos de
Fermat conhecidos sdo os nimeros de Fy até Fj.

Portanto, poucos primos de Fermat sdo conhecidos. Muitos dos maiores nimeros primos
conhecidos sdo generalizados dos primos de Fermat. Até hoje ndo se descobriu nenhum nimero

F(n) primo com n > 5.

2.4.5 Numeros Primos de Wilson

n_n

Em homenagem ao matematico John Wilson, designa-se que dado "p" ntimero primo,

entdo (p—1)!' = (mod p). Logo, o quociente de Wilson:

(p—1)!+1

W(p) = .

¢ um inteiro.

O nimero p é chamado primo de Wilson quando W (p) = 0(mod p), ou seja, um niimero
primo p é um primo de Wilson se p? divide (p—1)!+1,0onde"!" denota a funcio fatorial. Sdo
exemplos de primos de Wilson os ntimeros 5 e 13. Além de 5 e 13, foi descoberto por Goldberg

em 1953 que o niimero 563 é um nimero primo de Wilson.

2.4.6 Numeros Primos de Wall-Sun-Sun

Um primo de Wall-Sun-Sun € um certo tipo de nimero primo que € conjecturado existir
embora nenhum seja conhecido. Também um nimero primo p > 5 € considerado de primo de

Wall — Sun — Sun se p? divide F(P — ( g—))), onde F(n) é o enésimo niimero de Fibonacci.

2.4.7 Numeros Primos de Smarandache-Wellin

E definido como um niimero inteiro formado pela concatenacao dos n primeiros ndmeros

primos. Os primeiros nimeros de Smarandache-Wellin sdo:
2,23,235,2357,235711, ...

Um ndmero de Smarandache-Wellin que € primo, ele é chamado de primo de Smarandache-

Wellin. Os indices dos primeiros primos de Smarandache-Wellin na base decimal sdo:
1,2,4,128,174,342,435.

2.4.8 Numeros Primos de Wieferich

Primos de Wieferich, sio niimeros primos p onde p? divide 2”~! — 1. Foram escritos

por Wieferich em 1904 e existe apenas dois conhecidos 1093 e 3511.
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2.4.9 Numeros Primos de Truncaveis

Um primo Truncdveis, € um nimero que ndo contém nenhum zero e se um digito de
uma das pontas for retirado sucessivamente o nimero resultante também deve ser primo, por
exemplo, 1223 € um primo Truncéveis a esquerda, pois, 223, 23 e 3 sdo todos primos. Existem

4260 primos Truncdveis a esquerda na base decimal. os primeiros sdo:
(2,3,5,7,13,17,23,37,43,53,67,73,83,97,113,137,167,173, etc.)
O maior primo Truncdvel a esquerda tem 24 digitos:
357686312646216567629137.
Existem 83 primos Truncaveis a direita. Os primeiros sao:
2,3,5,7,23,29,31,37,53,59,71,73,79,233,239,293,311,313,317, etc.

O maior primo Truncével a direita tem 8 digitos:

73939133.

Existem também os primos Truncdveis de dois lados, no qual um digito pode ser retirado tanto

da esquerda quanto da direita, pois, o resultado continua sendo primo. Os niimeros sao:

2,3,5,7,23,37,53,73,313,317,373,797,3137,3797,739397.

2.4.10 Numeros Primos de Sophie Germain

Se p € um nimero primo de Sophie Germain, entdo nio existem nimeros inteiros, x,y, z
diferentes de zero e ndo miiltiplos de p, tais que x” +y” = z’. E também primo p de Sophie
Germain se 2p + 1 € primo. Sdo famosos porque Sophie Germain provou que o ultimo teorema
de Fermat € verdadeiro para estes nimeros. A existéncia de um nimero inteiro de tais nimeros
primos € um conjectura, ou seja, uma afirmacao ndo provada. Ha 190 nimeros primos de Sophie

Germain no intervalo [, 104]. Os primeiros primos de Sophie Germain sao:
2,3,5,11,23,29,41,53,83,89,113,131,173,179,191,233...

O maior nimero primo de Sophie Germain conhecido até hoje é o nimero 226344 — | que tem

79911 digitos e foi descoberto em margo de 2010.



34

2.4.11 Numeros Primos de Fibonacci

Os numeros de Fibonacci recebe o nome de sequéncia de Fibonacci que obdecem a

seguinte funcao recorrente.

0,5e n=0;
F(n)=<1,5e n=1;
F(n—1)+F(n—2), sen>1.

Assim, depois dos dois primeiros valores, cada nimero €é a soma dos dois nimeros anteriores.
E 6bvio que se pode construir arbitrariamente uma sequéncia infinita de nimeros de inteiros.

Primeiros nimeros de Fibonacci sao

n|f0]1]2/3/4|5|6|7 |89 1011 |12 | 13 | 14 | 15
Fpo |O] 111123581327 34|55/|89 | 144 233|377 |610

Tabela 4: Numeros de Fibonacci

Um ndmero primo de Fibonacci € um nimero primo que faz parte da sequéncia de

Fibonacci. Os primeiros dez nimeros primos de Fibanacci sao:

2,3,5,13,89,233,1597,28657,514229,433494437.



Conclusao

Ao longo do nosso trabalho fizemos um relato histérico sobre a Teoria dos Numeros e
dos Numeros Primos e vimos o seu desenvolvimento durante os séculos. Nos dias atuais, as
aplicagdes dessa teoria € necessdria para o desenvolvimento tecnoldgico das senhas de contas
de bancos, email etc. Finalmente, estudamos os principais tipos especiais de nimeros primos,
e observamos a existéncia de varios pesquisadores em Teoria dos Numeros, na qual a todo

momento surgem novos tipos de primos.
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