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RESUMO

Neste trabalho estudamos o coeficiente angular da reta tangente. Para a partir desse estudo
podermos chegar a definicdo de Derivada e conseqiientemente as suas regras. Em seguida
estudamos os extremos das fungdes, o Teorema do Valor Médio, Teorema de Rolle, o Teste
da primeira e da segunda derivada para extremo local, com o objetivo de detectarmos se uma
funcdo ¢ crescente ou decrescente e se tem ponto de maximo ou minimo. Ao longo do estudo
mostraremos algumas demonstra¢des de forma detalhada para um melhor entendimento.
Tendo feito todo esse estudo traremos algumas aplicagdes de maximos e minimos para uma

funcdo a uma variavel de grau n.

PALAVRAS CHAVES: Derivada, Maximo, Minimo.



ABSTRAC

We studied the slope of the tangent line. For this study we can get from the definition of
Derivative and therefore their rules. Then we studied the extremes of functions, the Mean
Value Theorem, Rolle's theorem, the Test of the first and second derivative to the near end,
with the aim of detecting whether a function is increasing or decreasing and whether it has the
point of maximum or minimum. Throughout the study show some demonstrations in detail for
better understanding. Having done all this study will bring some applications of maxima and

minima for a function of degree n.

Keywords: Derivative, maximum, minimum.
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INTRODUCAO

As contribui¢des dos matematicos para o nascimento do Célculo sdo inimeras. Muitos
deles tais como Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler utilizavam conceitos do Calculo para
resolver varios problemas. Porém naquele tempo ndo existia uma constru¢do logicamente
estruturada, ou seja, cada autor possuia sua proposi¢cao de como os conteudos se estruturavam

dificultando a percepg¢ao das inter-relagdes entre os mesmos.

As descobertas no decorrer da evolug¢ao histérica da Matematica constituiram o
embrido do conceito de derivada e levou Laplace a considerar Fermat “o verdadeiro inventor
do célculo diferencial”. Contudo, Fermat ndo dispunha de notag@o apropriada e o conceito de
limite ndo estava ainda claramente definido. S6 no século XIX Cauchy introduzia
formalmente o conceito de limite e o conceito de derivada, a partir do século VXII, com
Leibniz ¢ Newton, o Calculo Diferencial torna-se um instrumento cada vez mais

indispensavel pela sua aplicabilidade aos mais diversos campos da ciéncia.

O nosso trabalho foi dividido em trés capitulos, no primeiro faremos um estudo do
coeficiente angular da reta tangente com o intuito de chegar a definicdo de derivada e suas
regras. No segundo capitulo abordaremos um estudo sobre os Extremos das Fungdes,
Teoremas, Fun¢des Crescentes e Decrescentes, o Teste da Primeira e Segunda Derivada para
Extremos Locais. Mas, o objetivo deste trabalho estd no terceiro capitulo em que serdo
resolvidos problemas de otimizagdo de areas, dimensdes, dentre outros, onde iremos utilizar
os conceitos vistos nos capitulos anteriores, em especial o Teste da Derivada Primeira e o

Teste da Derivada Segunda para calcular maximos e minimos de fungdes a uma variavel real.
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CAPITULO 1 - DERIVADAS

Neste capitulo, iremos abordar a definicdo de derivadas e suas regras, provando alguns
dos seus principais resultados. Jean Le Rond d’ Alembert (1717-1783) afirmou que a
“definicao mais precisa e elegante possivel do calculo diferencial” ¢ que a derivada ¢ o limite
de certas razdes quando os numeradores se aproximam mais € mais de zero, € que este limite
produz certas expressoes algébricas que chamamos de derivada. No final do século XVIII,
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) tentou reformular o calculo e torna-lo mais rigoroso.
Lagrange pretendia dar uma forma puramente algébrica para a derivada, sem recorrer a
intuicdo geométrica, graficos ou diagramas e sem qualquer ajuda dos limites de d’Alembert.
Finalmente, no inicio do século XIX, a definicdo moderna de derivada foi dada por Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) em suas aulas para seus alunos de engenharia. Cauchy afirmou

que

quando "i " "se aproxima de "0" ",

"a derivada & o limite de

[f e+ 1) - f(x)]

[Fix+i) - (2]

ou seja, a derivada é lim._, . A forma da fun¢do que serve como limite da

[fiac

razdo S5 =19 gependers da forma da fungdo proposta y = f(x). Para indicar sua

dependéncia, da-se a nova fun¢do o nome de fun¢do derivada.

1.1 Coeficiente Angular da Reta Tangente

Nesta secdo estudaremos o coeficiente angular da reta tangente, e com isto construir o
conceito de derivada.

As retas tangentes a graficos tem muitas aplicagdes no calculo. Na geometria a reta
tangente ! em um ponto P de um circulo pode ser interpretada como a reta que intercepta

(toca) o circulo em apenas um ponto, conforme ilustrado na Figura 1.1. Nao podemos

estender esta interpretacdo do grafico de uma funcdo f qualquer, pois a reta pode “tocar”
(tangenciar) o grafico f em um determinado ponto P e intercepta-lo novamente em outro

ponto. (Figura 1.2)
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P y=rfx)

=y

Figura 1.1 Figura 1.2

Nosso intuito ¢ definir o coeficiente angular da reta tangente em F, pois, conhecido o
coeficiente angular, podemos estabelecer uma equagdo para ! usando a forma ponto-

coeficiente-angular. (Ver ANEXO A — Definicio A.1).

Para definir o coeficiente angular da reta tangente ! no ponto F(a, f(a)) do grafico de
f, escolhemos primeiro outro ponto Q(x, f(x)) (Figura 1.3) e consideramos a reta por F e .

Esta reta ¢ chamada secante do grafico. Vejamos

(i) (ii)
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(iii)

2 4

Figura 1.3

Utilizamos a seguinte notagao:

I: A reta secante que passa por Fe

M, O coeficiente angular de [,
M_: O coeficiente angular da tangente [ em P(a, f(a))

Se @ esta proximo de P, parece que M, ¢ uma aproximagdo de M,. Além disso, ¢ de
se esperar que esta aproximagdo melhore quando @ se aproxima de P. Com isto em mente,
fazemos @ tender para P — isto ¢ (intuitivamente) fazemos  ficar cada vez mais proximo de
P —mas @ # P. Se @ tende para F pela direita, temos a Figura 1.3 (ii), onde as linhas

tracejadas indicam possiveis posi¢des de 1,

Na Figura 1.3(iii), ¢ tende para P pela esquerda. Poderiamos fazer @ tender para P de
outras maneiras, por exemplo, tomando alternadamente pontos a esquerda ¢ a direita de F. Se
M, tem um valor limite — isto ¢, se M, _se aproxima de algum numero quando ¢ se aproxima

de F — entdo esse niimero ¢ o coeficiente angular /M da reta tangente [,

Reformulemos esta discussao em termos da funcdo de f. Referindo-nos a Figura 1.3 e
utilizando as coordenadas de P(a, f(a)) e @(x, f(x)), vemos que o coeficiente angular da

reta secante E,r, 2 &
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_fe) ~fl@)

r—da

Mpg

Se fé continua em a, podemos fazer @(x, f(x)) tender para P{a, f(a)) fazendo se

x tender para @. Isto motiva a seguinte defini¢io do coeficiente angular M_ de ! em
P(a.f(a)):
M_ = lim f—(lj — f(a)
X x—da

desde que o limite exista.

E conveniente usar uma forma alternativa de M obtida passando-se da variavel x para
uma variavel h £ B, como segue. Para isto, basta fazer h = x-a ou, equivalentemente,
x = a + h. Apelando para a Figura 1.4 e considerando as coordenadas F(a, f(a)) e

Q(a + hf(a + h)), vemos que o coeficiente angular M, da secante ¢

_flat k)~ £(a)

n

M:JI:.'

=V

]

@ a-+h
Figura 1.4

Mas, como h = x-a, temos que ¥ = a equivale a h = 0, assim, nossa defini¢do de

coeficiente angular M _ da tangente ! por ser formulada como segue:

Definicdo 1.1 - O coeficiente angular M_, da tangente ao grafico de uma funcdo em

P(a,f(a)) &
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M_ = lim flat h}l — 1)
h—=0 n

desde que o limite exista.

Observagao 1.1 - Se o limite na Defini¢do 1.1 ndo existe entdo o coeficiente angular da

tangente em P(a, f (a)) ndo ¢ definido.

e Exemplo 1.1: Seja f(x) = /x, e seja @ um niimero arbitrario.
(a) Determine o coeficiente angular da tangente ao grafico de f em P(a? a).
(b) Determine a equacao da tangente em R(4, 2).
Solucao

(a) Inicialmente, iremos exibir o grafico de v = +/x e um ponto tipico £(a? a).

v

Figura 1.5

Aplicando a Defini¢do 1.1, vemos que o coeficiente angular em F ¢:

fla+m-fl@ . (aFh-va) . (aFh-—vO)(VaTh+va)
M_ = lim - =lim - = limm —
R0 h R0 h R0 h(Va+h++a)
. a+h—a . 1 1
=lim = lim — =

n>0h (Vat+ h++a) o(Wath+ya) 24a
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(b) Pelo item (a), o coeficiente angular da tangente no ponto R(4,2)¢

M,=—= % Logo a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto F (Ver ANEXO A

— Definicio A.2) ¢ dada por

v—2= l (x—4),

assim temos,

de onde segue que,

O limite dado na Defini¢cdo 1.1, ¢ o que chamamos de derivada da funcdo f no

ponto x, como veremos ha proxima se¢ao.

1.2 A Derivada

Nesta secdo iremos estudar a defini¢do de derivada e suas propriedades, além de

demonstrar alguns dos seus resultados.

1.2.1 - Defini¢ao de Derivada

A derivada de uma fun¢@o f em relag@o a variavel x € a funcao f' cujo valor em x é:

_.":.k'—-"t.:'__.‘-l:_x \

f(x) =lim, _, -desde que o limite exista. A qual também pode ser denotada

. 1,r' df dy dfix)
por: . "dx'dx’ dx

Na defini¢do, usamos a notagdo f(x) em vez de simplesmente f para enfatizar a

variavel independente x, em relagdo a qual estamos derivando.

O dominio de f' ¢ o conjunto de pontos no dominio de f para o qual o limite existe;

ele pode ser igual ou menor que o dominio de f. Se f' existe para determinado valor de x,
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dizemos que f ¢ derivavel em x. Se f'existe em qualquer ponto no dominio de f, dizemos

apenas que f ¢ derivavel.

Outra forma de definirmos a derivada ¢ a seguinte

+

. . Flal—Fix)
flx)=lim__, ﬁ

1.2.1.1 - Calculando a derivada a partir de sua definicao

O processo para calcular uma derivada ¢ chamado derivagdo. Iremos aplicar este

processo na solugdo dos seguintes exemplos:

1

e Exemplo 1.2: Derive a fungdo real f(x) =

-

Solucio:

Aqui, temos: f(x) = xjj eflx+ h)= comh € R.

(x+h+2)

Aplicando a defini¢do de derivada, temos

fa+W) = &) _

=0 R

f () =lm

o que implica

x+2—(x+h+2) 1 x+2—x—h-—-2
: - = lim —. -
(x+h+2).(x+2) w0oh (x+h+2)(x+2)

. 1
fx)= lim—
h—=0 1

ou seja,

. -1 —1
) =1i = —
f) h>0 (x+h+2)(x+2) =x+4x+ 4

Logo,

filx)= T2t



17

1.2.2 - Regras de Derivacao

Conhecendo a defini¢do da derivada, apresentaremos agora, regras que permitem
derivar uma grande variedade de fungdes. Ao provar tais regras aqui, iremos derivar fungdes

sem ter de aplicar a defini¢do todas as vezes.

1.2.2.1 - Derivada de uma func¢ao constante

Proposicao 1.1 - Se ¢ ¢ um nimero constante e f ¢ a fungdo constante definida por f(x) = ¢,

entdo f ¢ diferencidvel para todo nimero x, e f ¢ a fungdo definida por f (x) = 0.

Demonstracio: Aplicando a defini¢do de derivada a fungdo f(x) = ¢, a fung@o cujos valores

sdo sempre a constante c, temos

f (x) = lim flerh) —f(xj‘

Mas f(x +h) = ce f(x) = c.Logo, f (x) = {inés:—s = {iné 0=0,c.q.d

e Exemplo 1.3: Determine a derivada da fungio real f(x) = €.

Solucdo: Aplicado a Proposicdo 1.1, temosf (x) = 0.

1.2.2.2 - Multiplicacio por constante

Proposi¢do 1.2 - Se 1 ¢ uma fungdo derivavel em x e k ¢ uma constante, entdo ku ¢ derivavel

emxe (ku) = ku

Em particular, se 1 ¢ um inteiro positivo, entdo (cx™) = cnx™ *.
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Demonstra¢io: Aplicando a defini¢do de derivada a fungdof(x) = ku(x), onde ¢ uma

constante, com f(x + h) = k.u(x + h), temos

) = i [EF R =)

de onde segue que,

k.ulx +h)— k.u(x)

T

k1) (x) = i
() () = Jimy 7

Assim,
[.'!{'lL:I-[j_':I = limh—n:- k. [H':.r—.'::—;-.:.r;- ]

Portanto, segue das propriedades de limite (Ver ANEXO B — Propriedades B.2), que

(k) (xX)=k .liné [m%] = k.u (%) c.qd.

. it )

Observacio: Derivada da fungdo identidade: f(x) = x¢é1,ouseja, f'(x) = (x) = 1

Exemplo 1.4: Calcule a derivada da fungdo real f(x) = 8x*

Solucio:
Aplicando a regra da multiplicacdo por constante, temos:
f(x)=11(8x*"1) =11(8x%).

Portanto,

f (x) = 88x1°

1.2.2.3 - Derivada da Soma

Proposicao 1.3 - Se u e v sdo fungdes derivaveis em x, entdo a soma das duas, u =+ v, €
derivavel em qualquer ponto onde ambas sejam derivaveis. Isto ¢, u + ¢ derivavel com

i

(u+v) =u + v
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Demonstracao:

Considere f(x) = ul(x) +v(x) dai, temos f(x+ h) = u(x + h)+ v(x + h), entdo

aplicando a defini¢ao de derivada, temos

f(l) = {iﬂ}}f(x - hj — f(xj.

ou seja,

ulx+ h) + vix+ k) — [ulx)+ v(x)]

n

(u(x) + v(x))'= lim

entao,

(u(x) + t:-(x:'}. = lim u(x+h)—ulx) +vlx+h) - L’-(x:'.

n

Usando as propriedades de limite (Ver Apéndice - 2), temos

ulx+h) —u(x) . vix+h)—vix)
L +1lim :

h—=0 h

(u(x) + v(x)) = {123
Portanto,

(u(x) + 1:[1)} —u(x)+v(x) cg.d.

e Exemplo 1.5: Determine a derivada da fungdo realf (x) = 5x + 2.
Solucdo: Como f(x) = 5x + 2. Aplicando a regra da soma temos:
fx)=(5x) +(2)

Aplicando as Proposicdes 1.1 ¢ 1.3 segue que

fx)=s.

1.2.2.4 - Derivada do Produto
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Proposicdo 1.4 - Se u e v sdo derivaveis em x, entdo o produto ur também ¢, e
(ur) = w.v +v.u.
Demonstracao:
Temos que
(. v)(x) = ul(x).v(x)e
(w.v)(x+ h) =ulx+ h).v(x+h).

Aplicando a defini¢do de derivada,

00 = i [EER F)

Segue que,

w(x+ h).v(x+ h) —u(x).v(x)

'

(wv)'(x) = {iné

Para transformar essa fracdo em uma equivalente que contenha razdes incrementais para as

derivadas de u e v, subtraimos e adicionamos w(x + h)v(x) ao numerador da igualdade

acima:

(. v) (x) = lim wlx+h)ovlx+h) —ulx+h)ov(x)+ulx+h)vlx) —ulx).v(x)

Assim,
(. v)'(x) = lim wx }")[?(7"}']_ h) —v(x)) (). (u(x + rlj —ulx))

Aplicando as propriedades de limites, temos:

+ limw(x). lim

=0 h—=0

v(x+h) —v(x) ulx+ h) —u(x)
h h

(u.v)(x)= }:iEE-u (x+h). %}E}:

Portanto,
(1) "(x) = u(x).v (x) + v(x).u (x), c.qd.

e Exemplo 1.6: Determine a derivada da fungdo real f(x) = 3x. (2x + 1),

Solugio: Como f(x) = 3x.(2x + 1). Aplicando a regra do produto, temos:
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flx)=3x(2x+1) +(2x+1).(3x) =3x.(24+0) + (2x+ 1).3.
Logo,
Fx)=12x+3.

1.2.2.5 - Derivada do quociente

Proposicao 1.5: Se u e v sdo derivaveis em x e se v(x) = 0, entdo o quociente — é derivavel

Demonstracao:

Seja f(x) = (:] (x) = %, temos f(x+ h) = u(x+h)

vixth)

Aplicando a definicao de derivada, temos

£ = lim flx+h)—f(x)

Ou seja,
uleth)  wix) wlxtk)vlz)—wlx)e(x+hk)
Uy . wlxth)  vlx) , vixthleix)
[—] (x) =llm——— =lim -
\q7 4 h—0 h h—0 h

o que implica,

(Ej(ﬁ.j im u(x+ h).v(x)— ulx)v(x+ h).

w7 R0 h.v(x + h).v(x)

Para transformar a ultima fracdo em uma equivalente que contenha a razdo incremental para

as derivadas de u e w, subtraimos e adicionamos w(x).u(x) ao numerador da igualdade

acima. Temos entdo

[E] () = lim ulx + h)ov(x) —vlx)ulx) + v(x).u(x)—ulx).v(x + h)

1/ R0 hov(x+h).v(x)

De onde segue que
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] [:.'_) — lin vl ulx+h) —ulx)) wu(x). [ v(x+ B) — (1)}

'~—~I: h.v(x+ h).v(x) B h.v(x+ h).v(x)

&

':*|.,'::

Aplicando as propriedades de limites, temos:

' wix) Vofule + R — w0 u(x) YV (el + h) — wx))

|—|IJ:'I_1‘T|I — | | . |—_l :

=0\ wrlx + h)owlxl) ) h ] T % ' e + R Ced /7 h
Portanto,
u v(a).u (x) — ulx).v'(x)
() @ =
(w(x))?
c.q.d.

2x+5

e Exemplo 1.7: Determine a derivada da funcdo real v ==

—"

Solucio:

Aplicando a regra do quociente, temos

(2z45) (3x-20—(2x 45003 -2 2 3x—-2)—(2x+5).3
y = B = = -
- (3x—2)* (Bx—2)°
Logo
B —15
V =
- (3x-—-2

O estudo destas regras de derivacdo nos permite construir uma tabela, dada abaixo,
que nos auxilia no calculo das derivadas, assim, a partir de agora, iremos utilizd-la para
encontrar as derivadas sem precisar da definicao.

Fungdes Derivada
flx) = glx) + hix) flx)=g"(x)+h'(x)
flx)=c flx)=o,
fla) = glx) -h(x) Flx)=g0)-h{x)+ g (x) - h(x)
gr) . oglx)-R{x)—g'(x)- hix)
x) = x) =
Il 7o) fiix) )2
flx)=x fflx)=1
flx) = ax fllx)=a
o x ffla)=x"n=-1
) =
fix) ]




flx) = cossec x

.IH |

—COSsec X - cotg x

flx) = arctgx

flx) = In|x]| 1
(x) ==
f X
. a¥ fix)=a"
) =—
f_ Ina _
flx) =e* flx) =e*
flx) = senx f'{x) =cosx
flx) = cosx fiix)=—senx
flx)=tgx Fiix) = seciy
flx) = cotgx f'{x) = —cossec®x
flx) =secx f{x)=secx-tgx
fix)
il
it

'x’lzl-l-x-
flx) = arcsen x ) = — 1
v1—x-
(x) = arccosx e 1
F fr)=-
y1—x*=
f(l'j=lﬂ‘1'—\."ll'j—l F1(x) = — 1 .
v1i+x-
1 1+x 1
v)=—-In f'i{x) =
£x) 3 e (x) —

1.2.2.6 - A Regra da Cadeia

Sabemos diferenciar v = f(u) = senu e u = g(x) = x’— 4, mas como diferenciar
uma fungdo composta do tipo F(x) = f(g(x)) = sen(x* —4)? As formulas de derivagdo
que estudamos ndo nos dizem como calcular F (x). Entdo, como encontraremos a derivada de
F = fog? A resposta esta na regra da cadeia, segundo a qual a derivada da composta de duas

fungdes derivaveis € o produto de suas derivadas calculadas em pontos adequados. A regra da

cadeia ¢ uma das mais importantes e amplamente utilizadas regras de derivagao.

Teorema 1.1 - Regra da Cadeia

Se f(u) € derivavel no ponto u = g(x) e g(x) é derivavel em x, entdo a fungdo

composta (fag)(x) = f(g(x)) ¢ derivavel em x e (fog) (x) = f (g(x)). g'(x).

Demonstraciao: Ver [SWOKOWSKI, 1994 e THOMAS, 2009].
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Observacao: Na notacdo de Leibniz, se v = f(u) e u = g(x), entdo

dy _ dy du dy
— = —.— onde — ¢ calculada em u = g(x).
dx du dx du

e Exemplo 1.8: Dados v = f(u) e u = g(x), determine Z— = f'(glx))g' (x) Sabendo
quev=tgu e u=10x—5
Solucio:
Substituindo, temos, v = tg(10x — 5).

Aplicando a Regra da Cadeia, temos, v' = 10sec” (10x — 5).
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CAPITULO 2 - EXTREMOS DAS FUNCOES

Neste capitulo, faremos um estudo sobre extremos das fung¢des, observando o
crescimento e o decrescimento de graficos em determinados intervalos. Em seguida traremos
a definicdo de func¢ao crescente, decrescente, constante, maximo absoluto e minimo absoluto,
maximo local ¢ minimo local. Demonstraremos o Teorema de Rolle ¢ o Teorema do Valor
Meédio. Logo apo6s abordaremos as fun¢des monotonicas e o teste da primeira e segunda

derivada para extremos locais.

2.1 Extremos das Funcoes

Suponhamos que o grafico da Figura 2.1 tenha sido obtido por um instrumento

registrado que mede a variagdo de uma quantidade fisica. O eixo x representa o tempo € o
eixo ¥ representa mensuragdes tais como temperatura, resisténcia em um circuito elétrico,

pressao sanguinea de um individuo, quantidade de um produto quimico em uma solucao, ou

contagem de bactérias em uma cultura.

€g b X

Figura 2.1

O grafico indica que a quantidade aumentou no intervalo de tempo[a. ¢ ], decresceu

em [c4.c, ], aumentou em [c,, c5], decresceu em [c3, c.] e assim por diante. Restringindo-nos
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ao intervalo [¢y, c;], vemos que quantidade toma seu maior valor (ou maximo) em c; € seu

menor valor (ou minimo) em c¢,. Em outros intervalos verificam-se diferentes valores

maximos € minimos. Em todo o intervalo [ a, ], 0 méximo ocorre em ¢ € 0 minimo em a.
A terminologia para descricdo de quantidades fisicas ¢ a usada também para fungoes.
Definicao 2.1:

Seja uma funcdo f definida em um intervalo I, e sejam x, e x, numeros em I.

(1) fé crescente em I se f(x,) < f(x,)quando x, < x,.
(i)  fédecrescente em I se f(x,) = f(x,) quando x, < x,.

(iii)  fé constante em I se f(x,) = f(x,) quando x; = x,.

A Figura 2.2 apresenta ilustragdes da definicao.

(1) Fungao Crescente (i1) Fungao Decrescente

y y

flaz) fxy)

[
%)
=

]
S
a
S



27

(ii1) Funcao Constante

y = f(x)

flxy) fx,)

Figura 2.2

Utilizaremos indiferentemente as expressdoes f ¢ crescente ou f(x) & crescente. O

mesmo ocorre para a fungdo decrescente. Se uma fungdo € crescente, entdo seu grafico se

eleva quando x cresce. Se uma fungao ¢ decrescente, seu grafico cai quando x cresce. Se a
Figura 2.1 ¢ o grafico de uma funcdo f, entdo f é crescente em [a.c;], [c,.c5] e [ca.c:]. E

decrescente em [y, ¢, ], [c3. c.] e [c5.¢5]. A fungdo ¢ constante no intervalo [ ¢, b].

2.1.1 Maximo Absoluto, Minimo Absoluto.

Definicao 2.2

Seja f uma fungdo de dominio D. Entdo

i) f tem um valor maximo absoluto em D' em um ponto ¢, se f(x) = f(c) para
qualquer x em D;
i1) ftem um valor minimo absoluto em D no ponto ¢, se f(x) = f(c) para

qualquer x em D,

e Exemplo 2.1: Utilizando novamente a Figura 2.1, podemos observar que
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1) f assume maximo no ponto x = c,, pois f(x) = f(c.).¥x € [a.b]e

i) f assume minimo no ponto x = a, pois f(x) = f(a),¥ x £ [a,b].

Assim se f(c) é o valor maximo de f em 5, digamos que f toma seu valor maximo
em c. O ponto (¢, f(c)) € o ponto mais elevado no grafico de f. Se f(c) ¢ o valor minimo de

f, dizemos que f toma seu valor minimo em ¢, e [:r:, f [c]} ¢ o ponto mais baixo do grafico f.
Observacio: Se D ¢ o dominio de f, entdo:

1) Os valores maximo e minimo sdo chamados extremos absolutos, também
denominados extremos globais. Uma func¢ao pode tomar um valor méximo ou

minimo mais de uma vez.
i1) Se f ¢ uma funcdo constante, entdo f(c) ¢ tanto um valor maximo como um

valor minimo de f para todo real «.

e Exemplo 2.2: Determine os valores extremos e onde eles ocorrem.

Solucio:

De acordo com o grafico acima os valores extremos da fung¢do ocorrem nos pontos
x= 0ex= 2. Atingindo seu valor maximo no ponto (0,5), pois f(x) = 5= f(0), para
todo x € D(f); e o seu valor minimo no ponto (2,0), pois f(x) =0 = f(2), para todo

x € D(f).

2.1.2 Extremos Locais

Nesta se¢do iremos definir maximo local e minimo local. Para isso, considere

inicialmente um grafico com cinco pontos nos quais a fun¢do tem valores em seu dominio



29

[a, b]. O minimo absoluto da fung¢do ocorre em a, embora em o valor da fungdo seja o

menor que em qualquer ponto proximo. A curva sobe para a esquerda e desce para a direita,

proximo a ¢, tornando f(c) um maximo local. A fungdo atinge seu maximo absoluto em e.
Dessa forma, usamos a expressdo: fassume extremo local em ¢ para dizer que em um
intervalo aberto suficientemente pequeno contendo ¢, f admite o seu maior (menor) valor em

C.

Maximo absoluto. O maior valor de
j. Também é um maximo local.

Maximo local.
Nao ha na vizinhanga valor de f
maior que este.

Minimo local. Ndo ha na

vizinhanga valor de f

menor que este.

Minimo absoluto.
O menor valor de
Também ¢é um
minimo local.

Minimo 1ocal:L Nao hé na
vizinhanga valor de |f

menor que este.

Figura 2.3 - Como classificar os maximos e minimos

Assim, temos a seguinte definic¢ao.
2.1.2.1 - Maximo Local, Minimo Local.
Definicao 2.3

Uma fungdo f tem um valor maximo local em um ponto interior ¢ de seu dominio se

f(x) = f(c) para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c.
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Uma fungo f tem um valor minimo local em um ponto interior ¢ de seu dominio se
f(x) = f(c) para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c.

Observacao:

1) Extremos locais também sdo chamados extremos relativos;

2) Um maximo absoluto também ¢ um maximo local. Sendo o maior valor de todos ¢
também o maior valor em sua vizinhanca imediata. Assim, uma lista contendo todos
os maximos locais incluira automaticamente o maximo absoluto, se houver. De modo
andlogo, uma lista contendo todos os minimos locais incluird automaticamente o

minimo absoluto, se houver.

Exemplo 2.3: Determinar os valores extremos e onde eles ocorrem.

Solucio:

Os valores extremos da fung¢ao sdo pontos do dominio onde a fun¢do atinge seu valor maximo

ou minimo. Assim, dentro do intervalo fechado [—1,1], a fun¢do atinge o seu ponto mais
elevado em (0,1), ou seja, o0 seu maximo local. E atinge o seu ponto mais baixo em (—1.,0), ai

temos o seu minimo local.

Segundo o teorema a seguir, uma fun¢do que seja continua em qualquer ponto de um

intervalo fechado [a, b] apresenta um minimo e um maximo absoluto nesse intervalo. Ao

representar graficamente uma funcdo, devemos sempre procurar esses valores.
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Teorema 2.1 - O Teorema do Valor Extremo

1

Se f ¢ continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f assume tanto um valor
maximo M como um valor minimo mem [a, b]. Ou seja, ha nimeros x, e x, em [a, b] tais
que flxy)=me flx,)=M e m= f(x) =M para qualquer valor de x em [a,b]. As
possiveis localizagdes dos extremos absolutos de uma fung¢do continua em um intervalo [a, 5],

sdo dadas pelo grafico abaixo.

v=f(x)

M

m o

Pontos de Maximo e Minimo nas

extremidades
Pontos de Maximo e Minimo interior ao
intervalo.
y=F@)
|
1
M
1
|
1
a *1 \
| . |
[} T
1 | m
1 1
1
1
m |
1
1
1

Ponto de maximo em uma
extremidade e ponto de minimo
interior.

Pontos de maximo interior ¢ ponto de
minimo em um extremidade.

Figura 2.4 - Algumas possibilidades para pontos de maximo e minimo de uma fungdo continua em um
intervalo fechado [z, B].
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Demonstracio: Como a prova deste Teorema envolve defini¢des ndo abordadas neste
trabalho, como por exemplo, defini¢des de infimo e supremo, ndo iremos demonstra-lo. A

demonstracdo do Teorema pode ser encontrada em [SWOKOWSKI, 1994].

Observacgao: Os requisitos do teorema 1, de que o intervalo seja fechado e finito e a
funcdo seja continua, sdo componentes basicos. Sem eles, as conclusdes do teorema nao sao

validas.

2.1.3 - Determinando extremos

Nesta secdo iremos estudar os testes da derivada para valores de extremos locais que
nos auxiliam nos calculos de Maximo e Minimo de fungdes.

O teorema a seguir explica por que normalmente precisamos investigar apenas alguns
valores para determinar o extremo de uma fungao.

Teorema 2.2 -

Se f possui um valor maximo ou minimo local em um ponto ¢ interior de seu dominio

e se f' é definida em ¢, entdo f'(c) = 0.

Vejamos uma interpretagdo geométrica no caso em que f assume um maximo local

em um ponto ¢ interior ao seu dominio.

R e o

Coeficientes angulares Coeficientes angulares
das secant¢s > 0 (nunca das secantes < 0 (nunca
negativos)i positivos) E

X C X

Figura 2.5
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Conforme vimos no Capitulo 1, o coeficiente angular em ¢ é simultaneamente o limite de

nimeros nao positivos e nao negativos e, portanto, ¢ zero.

Demonstracao:

Para demonstrar que f'(¢) é zero em um extremo local, primeiro temos de provar que
f'(€) ndo pode ser positiva e depois que f'(c) ndo pode ser negativa. Portanto se f'(c) ndo é

nem positivo nem negativo, conseqiientemente teremos, ' (c) = 0.

Para comecarmos, suponhamos que f tenha um valor maximo local quando x = ¢, isto
¢, f(x) = f(c)¥ xem um intervalo aberto que contenha ¢, assim f(x)— f(c) = 0, para
qualquer x proximo de c. Como ¢ é um ponto interior do dominio de f, f'(¢) ¢ definida pelo

limite bilateral.

. f ':-r-:'_f (c)
lim,_, ————

xX—C
Isso significa que ambos os limites a direita e a esquerda, existirdo quando x = ¢ e

serdo iguais a f'(c). Quando examinamos esses limites separadamente, temos que

¢ ;
Flel—F
Flxl—]

f'(e)= lim, E"':"' < 0, pois, por hipdtese f(x) = f(c) e como x — ¢~, temos x = ¢, ou
L3I0 -

sejax—c=0. (1)

De maneira semelhante,

f'(c)= lim % = 0, pois, por hipdtese f(x) = f(c) e como x — ¢~, temos x < ¢, ou
e amed -
sejax —c = 0.(2)

s »
Flal—Fi

Portanto, das desigualdades (1) e (2) temos, lim,._,_- G 0, o que implica pela

&G

defini¢do de derivada que F'(c) = 0.

Isso prova o teorema para valores maximos locais. Para prova-lo para valores minimos

locais, suponha que f assume minimo local em x = ¢, isto &, f(x) = f(c)¥x em um
intervalo proximo de ¢, assim f(x)— f(c) =0 para qualquer x proximo de 5

consequentemente as desigualdades nas equagdes (1) e (2) sdo investidas.
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- . Fle)=fie] . Flad—Flch
Como f'(¢)= lim ————, onde, lim ————
=T x—c I x—C

fle)=fle). ()

De maneira semelhante,

limf':%_jcj =0, pois (x —c) = 0eflx)=f(c). (4

x—g

FINEN
Lx)

Pelas desigualdades (3) e (4), temos lim, _, _ % =0, e portanto f'(¢) =0 c.q.d.

Conclusao: O Teorema 2.2 diz que a primeira derivada de uma fungdo ¢ sempre zero em um
ponto interior onde a fun¢do tenha um valor extremo local e a derivada seja definida. Assim,

os unicos locais onde uma fungdo f pode ter valores extremos (locais ou globais) sdo

1. Pontos interiores onde f' = 0
2. Pontos interiores onde f' ndo existe,

3. Extremidades do dominio de f.

A partir dai, temos a seguinte definicdo.
Definicao 2.4 - Ponto critico

Um ponto interior do dominio de uma fungdo f onde f' é zero ou indefinida é

chamado ponto critico de f.

Assim os Unicos pontos do dominio em que uma fungdo pode assumir valores

extremos sdo os pontos criticos e as extremidades da funcdo.

Como Calcular Extremos Absolutos de uma Func¢ao Continua f num intervalo fechado
a<x<h
Conforme vimos no Teorema 2.2 e nas definigdes anteriores, podemos resumir,

conforme veremos abaixo, alguns passos que facilitam os nossos célculos para determinar os

extremos absolutos de uma fung¢io continua em [a, b]. Vejamos,
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1° Passo. Calcular as coordenadas x de todos os pontos criticos de f no intervalo

a = x = b, isto é determinar os pontos x £ [a, b] tal que f'(x) = 0.
2° Passo. Calcular f(x ) nestes pontos criticos e nas extremidades x = a e x = b.

3° Passo. Selecionar os maiores e menores valores de f'(x) obtidos no 2° passo. Estes

serdo, respectivamente, 0 maximo absoluto e o0 minimo absoluto da fungao.

Exemplo 2.4: Determinar o valor minimo e maximo absolutos para a fungdo f(x) = x> —1
no intervalo —1 =< x = 2. Em seguida esboce o grafico na fung¢do, identifique os pontos no

grafico onde os valores extremos ocorrem e inclua suas coordenadas.
Soluc¢éo: Iremos aplicar o Teorema 2.2. Para isso, iremos:

1) Encontrar os nimeros criticos
Como f(x) = x* — 1, pelas regras de derivagdo, temos, f'(x) = 2x.
Assim, f'(x) = 0implica que,
2x = 0,
ou seja, x = 0 é um ponto critico de f.
2) Calcular f(x) nos pontos criticos e nas extremidades.

Como f(x) =x* — 1, temosf(0) = —1;f(—1) =0ef(2) =3

3) Selecionar o maior € menor valor obtido em (2), ou seja,

Minimo em (0, -1)

Méximo em (2, 3)

ANV x
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2.2 - Teorema do Valor Médio

Nesta secdo vamos provar alguns teoremas que determinam por estabelecer um elo
entre a derivada de uma funcao e crescimento ou decréscimo desta, conhecidos como Teste da
Derivada Primeira e Teste da Derivada Segunda. Para isso, precisaremos estudar inicialmente
o Teorema de Rolle, para provarmos o Teorema da Valor Médio, o qual aplicaremos para

provar os Testes da Derivada, citados acima.
Teorema 2.3 - O Teorema de Rolle

Suponha que v = f(x) seja continua em todos os pontos do intervalo fechado [a, b] e
derivavel em todos os pontos de seu interior ]a,b[. Se f(a) = f(b) entdo ha pelo menos um

numero ¢ em |a, b[ no qual f'(c) = 0.

Antes de demonstra-los vejamos a interpretagao geométrica do Teorema de Rolle.

fileg)=0

Fioura 2.5

O Teorema de Rolle diz que uma curva derivavel tem ao menos uma tangente horizontal entre

dois pontos quaisquer onde a curva cruza o €ixo .

Demonstracao:
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Como f(a) = f(&), temos dois casos a considerar:
1° caso: f ¢ constante em [a, b, isto é f(x) = f(a) = f(b),¥ x € [a,b].

Neste caso pelas propriedades de Derivada, temos f'(x) = 0 em [a, b], isto é, para todo

%y € [a@, b], temos f'(x,) = 0.
2° caso: f nao € constante em [a, b]

Neste caso existe x € [a, b] tal que f{x) = f(a) = f(b). Como f ¢é continua em [a, b], segue

do Teorema 2.1 quef tem um minimo € um maximo em [a, b]. Assim,

i) Se existe x £ Ja, b[tal que f(x) = f(a) = f(b), entdo o valor f(a) = f(b)ndo é o
maximo de f em [a, b]; portanto, f assume valor médximo em algum ponto x; £ Ja, b[ e, como

hipétese f derivavel em Ja, b[, temos pelo Teorema 2.2 que f'(x,) = 0.

ii) Se existe x € Ja, b[ tal que f(x) < f(a) = f(b), entdo o valor f(a) = f(b) ndo é
o0 minimo de f em algum ponto x, € ]Ja, B[ pois, sendo f derivavel em ]a, b[, novamente pelo

Teorema 2.2 temos f'(x,) = 0.

Teorema 2.4 - O Teorema do Valor Médio

Suponha que y = f(x) seja continua em um intervalo fechado [a.b] e derivavel no

intervalo aberto Ja, b[. Entdo ha pelo menos um ponto ¢ em ]a, b[ em que

flEd—fla) _ f](':')-

b—a -

Cuja interpretagcdo geométrica ¢ dada por:

y

Inclinagdof'(a)

FlBi—Fflgl
FlBi—fia]

Inclinagao

-

Figura 2.6
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Geometricamente, o Teorema do Valor Médio diz que, em algum lugar entre A e B, a

curva apresenta pelo menos uma tangente paralela a corda AB.

Demonstracao:

1° caso: f(a) = f(b)

Neste caso 2= —g e, pelo teorema de Rolle, existe =x,c]a.b[ tal que

bh—a

Fim N —F =
Flbr—fia)

F(x) = 0= L2
2° caso: f(a) = f(b)

Neste caso, considere a fungdo g: E — E dada por

f(ﬂ]'—f(ﬂ]'

gGe) = f(x) — fla) — - (x —a).

Observemos que:

i) g é continua em [a, b] por ser a diferenca entre f(x) — f(a) e ———— £@&)-1(a) Ax—a)
que sdo continuas em [a, b];

ii) g é derivavel em ]a, b[ pelas regras de derivagdo vistas no Capitulo 1, ¢ sua

derivada é g'l (1) — f" [131 _ f':l'-?.:' —f':l:_:‘;

b—a

iii) nos extremos do intervalo [a, b], temos:

g(@) = f(a) — F(a) — M (a—a)=0
o) = Fb) — Fla) = L@ oy
.t:'—ﬁ.

Portanto, g(a) = g(b) = 0.
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Sendo assim, g satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle, portanto, existe x; € Ja, b

(f(bj_fcﬂj]

tal que g"(x,;_) = 0, consequentemente por (if) temos g (xg) = Flxg) — P , temos
Hxg) _ FB)-Fla) _ i frixg) — flB)-fla)
fixe - 0 ou seja, f'*a P— c.q.d.

* Exemplo 2.5: Verifique se as hipoteses do Teorema de Rolle estdo satisfeitas pela
funcdo f no intervalo I.

f) =221 =[1,,1].

Ix—4%
Solucio:

1) Verifiquemos primeiro onde f é continua

. Logo,

A fungdo f € continua, para todo x &£ [%, l] talque 3x—4 =0, istoé, x =

. . 3 . . . 1 . 4 _[1
f¢é continua em {x ERIx# E}’ ou seja, f € continua em [=, 1], pois S E [;, 1].

i1) Vejamos agora se f ¢ derivavel. De fato, pois toda funcdo racional ¢ derivavel, além disso

(2x%-3x+1)" (3x—4)- (2x%-3x+1) .(3x—4) (4x—3)03x—4)— (2x*-3x+1)3

}”(.3{:) - - (3x+4)°

(3x+4)?

(12x?—16x—Sx +12)—(6x%—5x+3) 6xZ—16x+5

(2x+d)? (3x+4)%

iii) Vejamos se f [:%J =f(1)

De fato,
n 2 -3(3)+r Boiag 2ogg
F13)= ()4 =‘§i4 =‘§_*§*=€ isto &,f(5) =0
e
F=E0 =0 = ste 6 (1) = 0.

Portanto concluimos, que f satisfaz as hipdteses do Teorema de Rolle.
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e Exemplo 2.6: Verifique se as hipoteses do Teorema de Lagrange sdo satisfeitas pela

funcdo f no intervalo I. Em seguida, detenha um ¢ € I que satisfaga a tese do teorema.
flx)=x>4+2x—1; I= [0, 1].
Solucio:
Vejamos se [ satisfaz as hipoteses do Teorema de Lagrange. De fato,
i) f é continua em [0,1], pois toda fun¢@o polinomial é continua.
ii) f é derivavel em]0,1[comf'(x]) = 2x + 2,
Logo, existe ¢ € |0,1] tal que f(c) = %, encontremos o valor de c.

F |:.|_,;._Jf ':L".,"

Temos que, f'(c) = .

f ':1-:'_.1‘ )

1-0

O que implica f'(¢) =

Como f'(x)=2x+ 2 temos 2c + 2 = :1;1

De onde segue que 2¢ + 2 = 3.

1

Logo, c == £ [0,1].

_ Flal-rim

Portanto, f' (%] =

2.3 - Funcoes Mondtonas e o Teste da Primeira Derivada

Ao esbogar o grafico de uma fungdo derivavel, convém saber onde ela cresce (sobe da
esquerda para a direita) ou decresce (cai da esquerda para a direita) ao longo de um intervalo.
Esta se¢do define precisamente o que significa uma fungdo ser crescente ou decrescente ao

longo de um intervalo, além de oferecer um teste para determinar onde ela cresce ou decresce.
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Mostraremos também como testar os pontos criticos de uma fun¢@o a fim de detectar valores

extremos locais.

2.3.1 Funcoes Crescentes e Decrescentes

Definicao 2.5 Fungao crescente, fungao decrescente.

Seja f uma fun¢do definida em um intervalo I e sejam x, e x, dois pontos quaisquer

em I.

1. Se f(xy) =< f(x,)sempre que x4 < x,, dizemos que f ¢é crescente em I.

2. Se fl(x,) = f(x,) sempre que x, < x,, dizemos que f ¢ decrescente em .

Uma fun¢do que ¢ crescente ou decrescente em I ¢ chamada monotonica em [. O

intervalo [ pode ser finito ou infinito.
Teorema 2.5 Teste da primeira derivada para fungdes monotonas.
Suponha que f seja continua em [a, b] e derivavel em ]a, b|.
i) Se f'(x) = 0 em qualquer ponto x € ]a, b[, entdo f ¢ crescente em [a, b].
i) Se f'(x) <= 0 em qualquer ponto x € ]a, b[, entdo f é decrescente em [a, b].
Demonstracao:

Sejam x, e x, dois pontos em [a, b], sendo x; <~ x, (x, —x, = 0). O Teorema do

"':.r..,"—_.":.r,,"

Valor Médio aplicado a f em [x,,x,] diz que existe ¢ € (a, b) tal quef'(¢) =—"— ,

isto &, flx,) — flxy) = fle)(x, — x,). Assim,

i)Se f'(x)=0,vx € (ab), em particular, f'(c) =0, assim como x, —x; = 0,
consequentemente teremos f(x,) — f(x;) = 0, isto é, fl{xy) < f(x,), portanto f ¢é

crescente.
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ii) Se f'(x) < 0,¥ x € (a, b) em particular. Para ¢ € (a,b), temos f'(c) < 0, assim
como x,— x; >0, consequentemente teremos fl(x,) —f(x;) =0, isto ¢,

fxy) = f(x,), portanto f ¢ decrescente. c.q.d.

Exemplo 2.7: Aplique o Teste da Derivada Primeira para encontrar os intervalos onde

f(x) =x% —8x" + 16 é crescente e decrescente.

Solucio:

Vamos calcular a primeira derivada da funcdo, entdo f'(x) = 4x*— 16x. Fazendo

f'(x)= 0. Temos:

4x? — 16x = 0.
O que implica, 4x(x* —4) = 0, ou seja, 4x = O ou =~ — 4 = 0.
Portanto, x = 0 ou x = £ 2, que sdo os pontos criticos de f.

Pelo Teste da Derivada 1*, devemos encontrar os valores de x € I& tal que f'(x) = 0

e o valor de x £ R tal que f'(x) < Q.

Faremos o estudo do sinal das inequagoes:

4x3 — 16x = 0e 4x°— 16x < 0

Isto &, 4x(x* —4) = 0e 4x(x* —4) =< 0

Temos
e I L s
i
Q
Ftttt mmmmm e e e e e +++++
| |
T T
—2 2
------ B S s
i i i
—7 0 2

Dai, temos
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flx)=0parax=2e—2=<x=<0,ef (x) <0parax <—2 eld=<x=<2
Ou seja,
f écrescente em (—2,0) e (2,4+) e decrescente em (—wo,—2) e (0,2).

Os pontos criticos dividem o eixo x em intervalos onde f' é ou positiva ou negativa.

Podemos exibir essas informag¢des em uma tabela.

Intervalos v o< =2 —2<x=<0 0<x=<2 x =2
Sinal de [’ - + - +
Comportamento de f Decrescente Crescente Decrescente Crescente

Portanto, pelo Teorema 2.5 concluimos que f decresce em (—o2,—2), (0,2) e cresce

em (—2,0), (2,00).

2.3.2 O Teste da Primeira Derivada para Extremos Locais

Na Figura 2.7, f ora assume valor maximo, ora assume valor minimo. Nos pontos
onde f possui valor minimo f'= 0 a esquerda e f' = 0 a direita. Assim, a curva estd
descendo a esquerda do valor minimo e subindo a sua direita. Enquanto, que nos pontos onde
f possui valor maximo f' = @ a esquerda e f' < 0 a direita. Logo, a curva esta subindo a

esquerda do valor maximo e descendo a sua direita. Em suma, em um ponto extremo local, o

sinal de f'{x) muda.




Maximo absoluto
f'indefinida

Maximo local

=0

Auséncia de extremo
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i fr=0
Auséncia de !
extremo ' = ! |
| | ! E = 0 E X
“F=o0 E : Mllmm(:a local E E .- : Maximo
I ! =0 ; 1 [ < 00 absoluto
Minimo absoluto' i i i i i !
a o) s C3 Ca Cz b

Figura 2.7 A primeira derivada de uma fung¢@o nos diz como a curva sobe ou desce

Essas observagdes nos levam a um teste que detecta a presenca e a natureza de valores

extremos em funcdes derivaveis.

Teorema 2.6 - O Teste da Primeira Derivada para Extremos Locais

Suponha que ¢ seja um ponto critico de uma fun¢ao continua f, e que f seja derivavel

em qualquer ponto de certo intervalo que contenha ¢, exceto possivelmente no propio ponto c.

1. Se f' muda de negativa para positiva em ¢, entdo f possui um minimo local em ¢;

2. Se f'muda de positiva para negativa em ¢, entdo f possui um maximo local em ¢;

3. Se f'ndo muda de sinal em ¢ (ou seja, f € positiva ou negativa em ambos os lados

de c), entdo ¢ ndo é um extremo local de f.

Demonstracao:

Parte (1). Como o sinal de f' muda de negativo para positivo em ¢, existem dois

nimeros @ e b tais que f' (x) >0 em (c, b). Se x € (a,c), entdo f(c) < f(x), pois

f' (x) =0, epelo Teorema 2.5 fé decrescente e como x < ¢ temos f(x) = f(c).
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Se x € (¢, b), entdo f(c) < f(x), pois f'(x) = 0, pelo Teorema 2.5, f & crescente.
Implica que f esta subindo em [c, b]. Portanto, f(x) = f(c) para qualquer x £ (a, b), ou seja,

por defini¢do, f possui um minimo local em c.

As partes (2) e (3) sdo provadas de modo analogo.

e Exemplo 2.7 Identifique os valores extremos locais da fungio g(t) = —t* — 3t + 3.

Solucio:

Vamos calcular a primeira derivada da fungao, entao

g'(t)=—2t—3.
Em seguida iremos encontrar os pontos criticos, igualando g'(t) = 0, isto €,
—2t—3=0.

O que implica, t = —1,5.

Nao hé extremidades no dominio, portanto o ponto critico t = —1,5 ¢ o Unico lugar
onde g pode apresentar um valor extremo absoluto. Logo,

g®)=—t?—3t+3

g(=15)==(-=15)"=3.(=15)+3

g(—1,5)=—225+45 +3

g(—1,5) =525

Concluimos que: A funcdo tem ponto de maximo: 5,25 em ¢t = —1,5.

2.4 - Concavidade e Esboc¢o de Curvas

Nesta secdo, veremos como a segunda derivada nos fornece informagdes sobre o modo
como a curva de uma fun¢ao derivavel se inclina ou muda de direcdo. Essa informacao
adicional nos permite captar importantes aspectos do comportamento de uma fungio e seu

grafico; assim podemos, depois, apresentar essas caracteristicas em um esbogo do grafico.
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Concavidade

feresce

f'decresce

Figura 2.8

Note que, o grafico de f(x) = x* é concavo para baixo em (-0, 0) e cdncavo para
cima em (0, o).

3

Como podemos ver na Figura 2.8, a curva ¥ = x~ ¢ crescente conforme x aumenta,

mas as porcdes definidas nos intervalos (-oo0, 0) e (0, -0) se curvam de maneiras distintas.
Conforme percorremos a curva na direcao da origem, a partir da esquerda, vemos que ela se
volta para a nossa direita e fica abaixo de suas tangentes. Os coeficientes angulares das
tangentes sdo decrescentes no intervalo (-oo0, 0). Se continuarmos percorrendo a curva para a
direita, vemos que ela se volta para a esquerda e fica acima de suas tangentes. Os coeficientes
angulares das tangentes sdo crescentes no intervalo (0, ). Esse comportamento de inclinagdo

e mudanca de direcdo define a concavidade da curva.

Defini¢ao 2.6 — Concavidade do grafico de uma funcao
O grafico de uma fungao derivavel v = f(x]) ¢

(a) Concavo para cima em um intervalo aberto I, se f' € crescente em I

(b) Céncavo para baixo em um intervalo aberto I, se f' é decrescente em I.

Se uma fungdo ¥ = f(x) possui uma segunda derivada, entdo podemos aplicar o
Corolario 3 do Teorema do Valor Médio para concluir que f' é crescente se f' = 0em I, e

decrescente se f'' = 0.
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Teorema 2.7 - O teste da segunda derivada para concavidade.

Seja v = f(x) uma fun¢do duplamente derivavel em um intervalo I.

1. Se f" =0emlI, o grafico de f ao longo de I é concavo para cima.

2. Se f" == 0em I, o grafico de f ao longo de [ é concavo para baixo.

Demonstracio: Iremos apenas mostrar graficamente, para a demonstragcdo algébrica veja

[THOMAS, 2008, p. 295]

Observacio: Se v = f(x) é duplamente derivavel, geralmente, usamos as notagdes "' e v"

para denotar a segunda derivada.

Exemplo 2.8: Use o teste da segunda derivada para estudar a concavidade das fungdo em
R, f(x)=x%=2x" =3x—4.

Calculando a primeira derivada, temos:

Fllx)=3x"—4x =3

Calculando a segunda derivada, logo,

f'(x)=6x—4

Aplicando o Teorema 2.7, temos,

"

I) Se f"(x)= 0ousejabx—4 =0, assim x = = a concavidade ¢ para cima.

(8]

a concavidade € para baixo.

01 |k

I) Se f"(x) < 0 ouseja 6x — 4 < 0, assim ¥ <

Representando o resultado graficamente, temos:

[V
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2.5 - Pontos de Inflexao

Nesta se¢do iremos estudar o que ¢ um ponto de inflexdo, por exemplo:

A curva v = 3 + sent x muda de concavidade no ponto (, 3). Denominamos (7, 3) um

ponto de inflexdo da curva.

vy =3+ sen x

v =senx
Figura 2.9

Usando o grafico de ¥'' para determinar a concavidade de v.

Defini¢a02.7 - Ponto de inflexao

Um ponto onde o grafico de uma fung@o possui uma reta tangente e onde ha mudanca

de concavidade ¢ um ponto de inflexao.

Um ponto de uma curva no qual v" é positiva de um lado e negativa do outro é um
ponto de inflexdo. Neste ponto, v é zero (pois as derivadas possuem a propriedade do valor
intermedidrio) ou ¢ indefinida. Se v é uma func¢do duplamente derivavel, v = 0 em um

ponto de inflexdo e ¥"' possui um méaximo ou um minimo local.

2.5.1 - O Teste da Segunda Derivada para Extremos Locais
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Em vez de procurarmos a mudanca de sinal nos pontos criticos de f°, as vezes

podemos usar o teste a seguir para determinar a presenca de extremos locais, o qual ¢ mais

eficiente e rapido, para isto, iremos utilizar o teorema a seguir.
Teorema 2.8 - O teste da segunda derivada para extremos locais

Suponha que "' seja continua em um intervalo aberto que contenha x = «.

1. Sef'(c)=0¢e f"(c) =0, entdo f possui um maximo local em x = c.
2. Sef'(e)=0e[f"(c) = 0 entdo f possui um minimo local em x = ¢.
3. Se f'(c)=0¢e f"(c)= 0, entdo o teste falha. A fun¢do f pode ter um maximo

local, um minimo local, ou nenhum dos dois.
Demonstracio:

Parte (1). Se f"'(c) = 0, entdo f''(x) = 0em algum intervalo aberto I que contenha o
ponto ¢, uma vez que "' é continua. Portanto, pelo Teorema 2.5, f' é decrescente em I. Como
f'(c) =10, o sinal de f'muda de positivo para negativo em ¢, de modo que f apresenta um

maximo local em ¢, acordo com o teste da primeira derivada.

Parte (2). Se f"'(c) = 0, entdo f"(x) = Oem algum intervalo aberto I que continha o
ponto ¢, uma vez que f"' é continua. Portanto, f' é crescente em I. Como f'(c) = 0, o sinal
de f' muda de negativo para positivo em ¢, de modo que f apresenta um minimo local em ¢,

de acordo com o teste da primeira derivada.

Para a parte (3), daremos um contra-exemplo, para isto, considere as trés fungdes

v =ux*% y=—x*e vy =x" Para cada funcfio, a primeira ¢ a segunda derivadas sio nulas em

x = 0. Apesar disso, nesse ponto, a fungdo v = x* apresenta um minimo local, v = —x~
apresenta um maximo local e v = x ¢ crescente em qualquer intervalo aberto que contenha
x = 0 (ndo apresentando nem um maximo nem um minimo nesse ponto). Em outras palavras

o teste falha. c.q.d.
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Conclusio: Esse teste exige que conhegamos f'' apenas em ¢, € ndo em um intervalo em
torno de c. Isso o torna facil de aplicar. Essa ¢ a boa noticia. A ma noticia ¢ que o teste ¢
inconclusivo quando £ = 0 ou f'' ndo existe para x = ¢. Quando isso ocorre, deve-se voltar

ao teste da primeira derivada para extremos locais.

Juntas, /' e f" nos dizem o formato do grafico da fungdo, isto é, onde os pontos

criticos se localizam e o que acontece em um ponto critico, onde a funcdo € crescente e onde ¢
decrescente, e como a curva muda de dire¢do ou se inclina, conforme definida por sua
concavidade. Usamos essas informagdes para esbogar um grafico da funcao que capta todos

€S8SES SCus aspectos—chave.
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CAPITULO 3: PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

O termo otimizacdo, refere-se ao estudo de problemas em que se
busca minimizar ou maximizar uma fungdo através da escolha sistematica dos valores de
varidveis reais ou inteiras dentro de um conjunto vidvel. Entdo, temos como premissa a idéia
de que, ao utilizarmos o verbo '"otimizar" estamos nos referindo a algo que queremos
melhorar até o ponto méximo permitido que alcance um determinado estado de "suposta

perfei¢ao" dentro dos proprios limites do objeto, situacdo e natureza.

Quando se trata de problemas de otimizacdo, o primeiro passo para solucionar tais
problemas consiste em decidir exatamente o que devera ser otimizado, ou seja, interpretar a
questdo. Identificada esta grandeza, escolhemos uma letra para representd-la (alguns acham

conveniente usar letras que lembrem a grandeza em questdo como, por exemplo, G para

ganho e A para area).

Nosso objetivo ¢ representar a grandeza a ser otimizada em fun¢do de outra variavel,
de modo a podermos usar o calculo, em particular os Teoremas 2.5, 2.6 e 2.7. Mas ¢
importante que antes de tentar exprimir matematicamente a func¢do desejada, convém

formaliza-la em palavras.

A etapa seguinte a da representagdo da funcdo por palavras ¢ a escolha adequada da
variavel. Quase sempre tal escolha ¢ dbvia, embora, algumas vezes, tenhamos que escolher
uma entre diversas varidveis. Neste caso, optamos por aquela que conduz a representacao
funcional mais simples. Em alguns problemas, fica mais facil exprimir a grandeza que
queremos otimizar se utilizarmos duas varidveis — caso em que uma delas devera ser expressa

em termos da outra.

No proximo passo, exprimimos a grandeza a ser otimizada em fun¢do da varidvel
escolhida. Na maioria dos problemas, a fun¢do tem interpretacdo pratica apenas quando a
variavel pertence a um determinado intervalo. A parte dificil da tarefa termina depois que

escrevemos a funcao e identificamos o intervalo adequado; a partir dai, o trabalho ¢ rotineiro.

Testamos os pontos criticos e as extremidades no dominio da quantidade

desconhecida. Utilizamos o que sabemos sobre a forma do grafico de uma fung¢do. Usamos os
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testes da primeira e da segunda derivada para identificar e classificar pontos criticos da

fungao.

Aplicacio 1 - Duas cidades estdo localizadas no lado sul de um rio. Uma estacdo bombeadora
de dgua serd instalada para servir as duas cidades. A tubulagdo seguira as retas que ligam cada
cidade a estacdo. Defina o ponto onde a estacdo bombeadora deve ser instalada para

minimizar o custo da tubulagao.

mi - milhas

N
3
\
\
\
\
T
.
.
e

5mi

B
Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos tridngulos retdngulos (1) e (2) na figura acima, temos,
() z2=5"4+(10—=x)?

z? =25+ (10— x)?

z =425+ (10— x)*

e
Q) vi=x"+4
vy =vVxi+4

Seja L(x) = v + z, temos

L(x) =vVx?+4+25+ (10—x)?, isto é,
LE.’).':I = (:‘a_': =+ 41-;1? 4 (25 4 I:l':] _ :‘a_';I:;I;;

Usando as regras da derivacdo, estudadas no Capitulo (I), temos:



() = % (x?+4)7F 20+ %(2.5— (10— )2 5.2(10 — 1), (1)

de onde segue que,

(10—x)

L) === -

irs s siio—x)F

Encontremos agora os niimeros criticos de L, isto €, os valores de x e que L (x) = 0, isto &,

x 10—x
BE ( ) o
Vit+4 /254 (10— x)?
x (10— x) o ] >
= - = (10 — x)xl+4=x.25+ (10— x)2

Vxl4+4 Y25+ (10 —x)?

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

- -

((10—x).Vx?+ 4) = (x425+ (10 —x)?), isto ¢,

. ) . )

= (10 —x)*. (x*+4)=x". (25 + (10 — x)%)

= (100 — 20x + x?). (x?+ 4) = x2. (254 100 — 20x + x?)

= 100x"+ 400 — 20x°— 80x + x~ +4x® = 25x7 + 100x” — 20x° + x*
= 104x%— 125x%°— 80x + 400 =0

= —21x"—80x+400=0 x(—1)

= 21x%+ 80x— 400 =0

Resolvendo a equagdo do 2° grau, temos,

—80% ,/6400— 4- 21 - (—400)

x =
42

—80+ 6400+ 33800

x =
42

—80+ /40000

x =
42

—80+ 200

x =
42

120 20

j_ -
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;. ~ 20 -
Logo os pontos criticosde Lsdo x = — & x = —~
Como 0 =< x = 10

Substituindo, obtemos:

L(x) =+vx2+4++/25+ (10— x)?
L(0)=+V4+20+100=2+11,18=13,18

—

L(10)=+104++25= 10,19+ 5=15,19

20 , . . - .
L (?] =1(2,85)=+/(2,85)2+ 4+ 25+ (10—2,85)2 =,/8,12+4 + /25 + 51,12

=4/12,12 +476,12=348+8,72 =12,20
Entdo a fungdo L(x) atinge o seu valor Minimo no ponto ( 2,85; 12,20)

Cuja representacao grafica ¢ dada por:

254

204

Aplicac¢io 2 - O departamento de estradas de determinada cidade planeja construir uma area
para motoristas junto a uma de suas principais estradas. A area devera ser retangular, com
5000 m?, e cercada nos trés lados ndo adjacentes a estradas. Qual sera a menor quantidade de

cerca necessaria para cercar a area conforme o projeto?

Solugao:
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Representamos por x e v os lados da area de recreacdo e, por ¢, a quantidade de cerca

necessaria. Entao,

S I L L L O L | Q=1'—2-_‘.’

ESTRADA

Como a area é de 5000 m?, temos:

5000

xy = 50000u yv=—.
&

Teremos que exprimir uma destas variaveis em termos da outra, a fim de obter uma fun¢ao

em uma Unica variavel.
Para exprimir { apenas em func¢ao da variavel x, substituimos em (o valor de v encontrado:

5000 10000
Qlx)=x+2 (Tj =Q(x)=x+ —

Como @(x) tem interpretacdo pratica para qualquer valor positivo de x, nosso objetivo ¢
calcular o minimo absoluto de @{x) no intervalo x = 0.
Para calcular os pontos criticos, igualamos a derivada

, 10000
Q) =1-—

a zero e resolvemos a equacgao em x, obtendo

10000

.1’:

=0=x—10000=0= x? =10000=x = ++/10000 = x= +100

Apenas o valor positivo x = 100 pertence ao intervalo x = 0. Como este ¢ o Gnico ponto

critico, podemos aplicar o teste da derivada segunda para extremos absolutos. Como a

derivada segunda ¢ dada por:
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) 10.000
e =1-22
X

. 2x - 10000

Q"l:x:]:l—.é

x
. 20000
Q=22

¢ positiva quando x = 0.

Aplicando o Teorema 2.8 verificamos que x = 100 ¢ o minimo absoluto de @ no intervalo,

ou seja, como

10000

Qlx) =x+

substituindo x por 100, temos:

Q(100) = 100 4+ =22,

0@

Q(100) = 200 m
Temos que a quantidade minima de cerca necessaria ¢ de 100 .

Aplicacio 3 - O departamento de lazer de uma cidade pretende construir uma area retangular
de recreacdo, cercada e com 3600 m? de superficie. Como devera ser feita a fim de se usar a

menor quantidade de material possivel?
Solucao

Representamos por x e v os lados da area de recreacdo e, por @, a quantidade de cerca

necessaria. Entao,

IO T 0 =2x+2v

Como a area é de 3600 m?, temos
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3500
xy=3600 ouyv= 5

Substituamos em ' o valor de ¥ encontrado, para exprimir § apenas em funcdo da variavel zx.

3600
Q(x) =2x+2 [—)
X
oG =2+

Calculamos a derivada @(x), temos

, 7200
Q=2 "

Para calcularmos os pontos criticos, igualamos a derivada a zero e resolvemos a equagao em

x, obtendo

7200
=0

52

2x2=7200=0

2x% = 17200
. 7200
it =—
2
x?=3600
x = 13600
xr = 60

Apenas o valor positivo x = &0 pertence ao intervalo x = 0. Como este ¢ o Unico ponto

critico, podemos aplicar o teste da derivada segunda para extremos absolutos. Como

¢ =—2-2

A derivada segunda ¢ dada por:

7200 .2x

Q) =—F— = Q=

12200

B
a )

¢ positiva quando x = @,

Dai, o ponto critico verificado em x = 60 é o minimo absoluto de ¢ no intervalo, como:
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7200
Q(x) =2x +——.
N
Substituindo x por &0, temos: 60m
Q(60) =2-60+—— 60m 60m
Q(60) = 240 m 60m

Logo, a quantidade de cerca necessaria ¢ de 240 m.

Aplicacdo 4 - Dispde-se de 320 m de arame para cercar uma area retangular. Como se deve

usar este material de modo que a regido cercada seja a maior possivel?
Solucao

Representamos por x e v os lados da area de recreagdo e, por ¢, a quantidade de cerca

necessaria. Entao,

:_y Q = 2x + 2._1,,r

<
|

Como ja dispomos da quantidade de arame, temos
320=2x42y =2
le0=x+yvouy=160—=x

Queremos encontrar a area, logo

A=xv

Precisamos exprimir A em funcao da variavel x.
Alx) =x. (160 —x)

A(x) = 160x — x 2.

Calculamos a derivada de A(x), logo

A'(x)=160—2x
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Para calcularmos os pontos criticos, igualamos a derivada a zero e resolvemos a equagdo em

x, obtendo
160— 2x=10
—2x = —160
160
x=—
2
x = 80.

Como este ¢ o tnico ponto critico, podemos aplicar o teste da derivada segunda para extremos

absolutos. Como A'(x) = 160 — 2x, temos
A'(x) = —2.
Como f'(x)=0e f"(x) < 0, temos ponto de maximo no ponto x = 80,

Substituindo x = 80 na expressdo A(x) = x(160 — x), obtemos a maior area que ¢ igual

A = 6400, quando x = 80 e v = 80.

Aplicacdo 5 - Uma area retangular em uma fazenda sera cercada por um rio e nos outros trés
lados por uma cerca elétrica feita de um fio. Com 800 m de fio a disposi¢ao, qual ¢ a maior

area que vocé pode cercar e quais sao suas dimensoes?

y y @ =x+ 2y
800 =x + 2y
RIO —2y=x—800
2y =—x+ 3800

_ Bll-x

.1" ' -

Como, a area do retangulo ¢ dada por,
A=zxy

Temos a aplicagdo
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Alx,v) = xv.

Substituindo v na igualdade acima, temos:

200 —x
st =x - (222)
Ou seja,
800x x-
Alx) = -
() =—5 >

Calculando a derivada primeira, temos
A'(x)= —400+=x.

Encontremos agora os pontos criticos, para isto, calculemos os valores de x tal que

A'(x)=0.

Isto é,

—400+x=10

x = 400.

Apliquemos agora o teste da Derivada Segunda. Como A (x) = —400 + x, temos
A'(x) = 1.

Portanto, a maior area encontrada para x = 400, ¢

800 — 400
A(400) = 400 [—)
= 400 - 200 = 80.000.

Ou seja, a maior area é 80.000m°, de um retdngulo com dimensdes x = 400m e

y =200m,
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CONCLUSAO

Com este estudo podemos observar que a derivacdo ¢ uma ferramenta muito
importante para o calculo. Pois vimos, principalmente pelos Testes da Primeira e Segunda
Derivada, que podemos estudar além da concavidade, os pontos de Maximos ¢ Minimos de
qualquer fun¢do a uma variavel, sem precisarmos de formulas, o que facilita o nosso estudo
quando estamos trabalhando com problemas de otimizagdo, em particular de areas e
dimensdes, os quais foram estudados neste trabalho. Podemos observar também, que o estudo
da Concavidade e do Maximo e Minimo de uma fungdo, ndo se restringe apenas a fun¢ao do
2° grau, que na maioria das vezes ¢ a Unica trabalhada no Ensino Médio, que podemos fazer

este estudo para qualquer fun¢do a uma varidvel.
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ANEXOS



ANEXO A- COEFICIENTE ANGULAR

Defini¢do A.I: Coeficiente angular (m) de uma reta ¥ ndo perpendicular ao eixo das

abscissas ¢ o numero real m que expressa a tangente trigonométrica de sua inclinagdo «, ou

seja:

m=tga

Defini¢do A.2: O coeficiente angular de uma reta que passa por dois pontos,

Alx,,v,) e B(x,v,), édado por

com Xy F Xq

E a equagdo da reta que passa por um ponto P(x,,v,), € cujo coeficiente angular ¢ m, ¢ dada

por:




ANEXO B- LIMITE

Definicdo B.1: Seja [ um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real a. Seja f uma
fungdo definida para x € I — {a}. Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a @, é L e

escrevemos lim__,_ f(x)= L,
se para todos e = 0, existir § = 0 tal que se 0 < |x — a| < §entdo |f(x) — L| <&.

Em simbolo, temos:

lim f(x) =L = (Ve =0,36 =010 < |x—al <& =|f(x)—L| <€)

B.2 - Propriedades do Limite de uma Funcao
1 propriedade

“se cER e f é a fun¢do definida por f(x)=c, para todo x real, entdo

lim,_..c=c.
2“propriedade
Sece Re lim,_._f(x)=L,entdo lim,_._[c-f(x)]=c¢-lim __f(x)=c-L.
3“propriedade
Selim, ., fl(x)=Lelim, __glx)=Mentdo lim __(f+g)(x)=L+ M.
4“ propriedade
Se lim,,, f(x)=Lelim,_ (f —g)(x)=L— M.
5%propriedade
Selim, ., f(x)=1L elim,__g(x) =M, entdo lim___(f-g)(x)=LM.
6 propriedade

Se lim,_,_ f(x)= L, entdo lim,__(f)"(x) =L"n € N".



7¢ propriedade

Se lim,,_,, f(x)=Lelim, ., glx) =M= 0,entdo lim,_,_ (i) (x) = %

= Sl

8“propriedade

Se

lim, _,, f(x) =L, entdo lim,_, Y/f(x)=%VL comL=0en € N* oul <

= Sl

0eneimpar.



ANEXO C- FUNCAO CONTINUA

Definicio C.1I: Seja [ uma funcdo definida em um intervalo aberto e a um elemento de I.

Dizemos que f é continua em @, se lim,_,_f(x) = fla).

Notamos que para falarmos em continuidade de uma fun¢do em um ponto ¢ necessario

que este ponto pertenca ao dominio da func¢ao.

Da defini¢do decorre que, se f € continua em @, entdo as trés condi¢des deverdo estar

satisfeitas:
1°) existe f{a)
2°) existe lim, _, _ f (x]

3%) lim, _ o £ () = f(a).

Observagdo: Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto I ¢ @ um elemento de I.
Dizemos que f ¢ descontinua em @ se f ndo for continua em @. Entdo as duas condi¢des

abaixo deverao estar satisfeitas:
1°) existe f(a)

2°) ndo existe lim,_,_ £ (x) ou 3°) lim___ f(x)=£(a)

C.2 - Propriedades das Funcdes Continuas
P.1 Teorema:

Se f e g sao fungdes continuas em @, entdo sdo continuas em a as fungdes f + g, f —g, f - g

£
e :;, neste ultimo caso, desde que g(a) = 0.

P.2 Teorema do limite da fun¢io composta

Se lim,_,_glx) = b e se f é uma fungdo continua em b, entdo lim,_._(feg)(x) = (&), isto

¢, lim, . (fog)(x) = f(lim,___ g(x)).



P.3 Teorema

Se a fung¢do g ¢ continua em a e a fung¢do f ¢ continua em g(a), entdo a fungdo composta

fog é continua em a.

Observagdo: A demonstragdo destes teoremas estd além dos objetos deste trabalho para

maior compreensao consulte o livro: fundamentos de matematica elementar, volume 8.



