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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo determinar solugdes para equagdes de congruéncia
de grau menor do que ou igual a 5, ou seja, encontrar solucdes ou raizes de polindmios de
5° grau via congruéncias. Como suporte a pesquisa, apresentamos inicialmente os conceitos
basicos do tema, que se configuram como técnicas, definicdes e resultados primordiais para o
desenvolvimento da pesquisa em tela. Posteriormente, citamos as congruéncias lineares e 0s
sistemas lineares que servem para encontrar concomitantemente uma solu¢o tnica para varias
equagdes de congruéncia. Para o desenvolvimento do trabalho, adotamos uma metodologia
na qual foram coletadas obras bibliogrificas e documentos eletronicos disponiveis na internet
sobre o assunto. Apds a sondagem, efetuamos uma pesquisa exploratoria sobre o objeto a ser
estudado, a fim de selecionarmos as que mais se adequavam a realizacio da monografia, que
serviram como alicer¢a para concretizacdo da mesma. Ao término do trabalho, concluimos que
através do algoritmo é possivel encontrar solucdes para equacdes de congruéncia de grau menor
que ou igual a 5. Contudo, vale ressaltar que ndo é possivel, pelo mesmo algoritmo, determinar
a quantidade das solucdes.

Palavras chave: congruéncia, sistemas, polindmios.



Abstract

This study has the aim to determine solutions to equations of congruence of a degree
less than or equal to 5, with other words; to find solutions or roots of polynomials of degree
5 by using congruencies. As a support for the research, in the beginning we introduce the ba-
sic concepts of the subject, which consists of technicals, definitions and essential results for the
development of research in the screen. Later, we mention the linear congruencies and linear sys-
tems that serve simultaneously to find a single solution to various equations of congruence. For
the development of the work, we adopt a methodology in which were collected bibliographic
works and electronic documents available on the internet about this topic. After the survey, we
made an exploratory investigation into the object to be studied, in order to select those that best
fitted the study was undertaken, which served as the underpinning for achieving the same. Upon
completion of the work, we conclude that through the algorithm it is possible to find solutions
to equations of congruence of degree less than or equal to 5. However, it is worth to highlight

that it is not possible to determine the number of solutions by using the same algorithm.

Keywords:congruence, systems, polynomials .
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Introducao

O grande interesse e a curiosidade em estudar a teoria dos nimeros foram primordiais
para a escolha do tema de minha pesquisa, por este motivo resolvi desenvolver um trabalho
monografico para aprofundar meus estudos e tentar entender melhor alguns resultados da teoria
das congruéncias, em especial, as equacdes de grau maior que 1, que, durante a graduacdo, ndo
tive a oportunidade de estudd-la em maior profundidade, haja vista a grade curricular do curso
de matemdtica.

O principal objetivo deste trabalho € encontrar solugdes para equacdes de congruéncia
que possuem grau maior que um, por meio de um algoritmo. Para tanto, € imprescindivel um
bom entendimento total ou de parte dos principais resultados da teoria das congruéncias, que
foram estudadas em nivel de graduagdo. Sendo assim, todos os resultados aqui utilizados foram
demonstrados minuciosamente e podem ser encontrados nas referéncias indicadas ao final deste
trabalho.

A maioria dos resultados aqui apresentados foram coletados dos estudos realizados em
sala de aula na disciplina de introducio a teoria dos ndmeros e, os demais, foram coletados por
meio do sistema eletronico na internet. Uma vez reunida todas as pesquisas, foi organizado um
estudo bibliografico para fins de andlise que, posteriormente, foram arranjadas em trés capitulos.

No capitulo I, veremos nogdes importantes que sdo indispensaveis para uma melhor
compreensdo das congruéncias, bem como das suas propriedades. Relembraremos também o
conceito de polindmios.

No Capitulo II, estudaremos as congruéncias lineares, bem como os procedimentos para
encontrarmos solucdes dos sistemas por elas formados.

No terceiro e dltimo capitulo, partiremos para descobrir, através de um procedimento
algoritmico, as solugdes das equacdes ndo-lineares, ou seja, obter raizes de polindmios via

congruéncia.



Finalizando o trabalho, temos as consideracdes finais, as referéncias utilizadas no de-
senvolvimento desta monografia e o apéndice A, que contém um breve resumo da vida e das

obras publicadas de Karl Friedrich Gauss.



1 Definicoes e Resultados Fundamentais

Nesse Capitulo, veremos alguns resultados preliminares utilizados no desenvolvimento
desta monografia e que servirdo de base para uma melhor compreensdo das equacdes de con-
gruéncia de grau maior que um, onde citaremos algumas defini¢des e resultados importantes da

Teoria dos Ndmeros!

e enunciaremos apenas os resultados essencias para o desenvolvimento
do assunto central, os quais, foram utilizados nas construcdes de técnicas que desenvolvemos

ao longo desta monografia.

1.1 Origem das Congruéncias

O precussor da teoria das congruéncias modulo um nimero inteiro m, bem como, da
notacdo utilizada, foi Karl Friedrich Gauss,” que durante os seus primeiros anos de pesquisas
desenvolveu idéias, que na sua maioria, estdo reunidas em sua obra Disquisitiones Arithmeticae,
publicada em 1801.

As despesas das impressdes dos exemplares foram custeadas pelo Duque de Braun-
schweig (Alemanha), o entdo Principe e Lorde, Carl Wilhelm Ferdinand, que apadrinhava todas
as despesas financeiras de Gauss, para que ele continuasse desenvolvendo seus trabalhos.

As Disquisitiones Arithmeticae estao divididas em sete partes:

1. Congruéncias em geral;

Congruéncias de primeiro grau;
Resto de Poténcias;

Congruéncias de segundo grau;

AT

Formas quadréticas;

! ver nas referéncias [3] e [4] ou qualquer livro introdutério a Teoria dos Niimeros.

2 fisico, matemdtico e astrénomo alemao nasceu em Brunswick (Alemanha) em 30 de abril de 1777.



11

6. Aplicacgoes;

7. Divisdes do Circulo.

Tendo em vista, a suma importancia das Disquisitiones Arithmeticae para a teoria dos
ndmeros, iremos fazer a seguir, uma sintese dos principais conteddos que servem de conceitos
basicos, porém, indispenséveis para o desenvolvimento deste trabalho.

Veremos inicialmente as sec¢des 1 e 2.
Congruéncias em Geral e Congruéncias de Primeiro Grau

Os conceitos de congruéncia estdo dispostos desde a primeira pagina, na qual, Gauss ja
introduz um novo simbolo e diz que:
“Se um ndmero m divide a diferenca a — b (ou b — a) de dois nimeros a e b sem resto,

entdo a e b dizem-se congruentes médulo m.” Gauss escreveu
a=b (modm)

e lemos: a é congruente com b mddulo m.

A relagdo obtida € chamada de congruéncia; m é chamado de médulo da congruéncia; b
¢é dito o resto de a modulo m e, contrariamente, a € dito resto de b mdédulo m.

No caso em que, a — b ndo for divisivel por m, dizemos que a é incongruente com b
modulo m, isto €, a ndo € resto de b mdédulo m, nem tdo pouco, b € resto de a médulo m.
Assim, a defini¢do de a = b (mod m), resulta em uma igualdade do tipo (@ — b) = my, onde y é
um ndmero inteiro.

A escolha do simbolo = foi feita a partir de uma analogia entre congruéncias e igual-
dades. Todavia, o primeiro conceito ¢ mais inclusivo, pois, podemos considerar a igualdade
uma congruéncia de médulo 0.

Em seguida, na segunda secio do seu trabalho, Gauss demonstrou o Teorema Funda-
mental da Aritmética, o Teorema Fundamental da Algebra, dentre outros. O primeiro dos teo-
remas diz o seguinte:

Todo nimero natural maior que 1 (um) pode, exceto pela ordem dos fatores, ser escrito
de uma e uma sé maneira como produto de nimeros primos.

Ap6s ter provado o segundo, Gauss determinou mdc(a,b) e o mmc(a,b) de dois inteiros
a e b. E, a partir dai, determinou a solubilidade das congruéncias lineares: Se d = mdc(a,m),
entdo a condi¢do necesséria e suficiente para que a congruéncia ax = b (modm) seja soltvel é

que d|b. Entdo, existem d diferentes solugdes inteiras moédulo m, ou seja, d solugdes.
Congruéncias de Segundo Grau

Nas se¢oes trés e quatro, Gauss continuou com a teoria das congruéncias, s6 que desta
vez, abordou as de grau superior. Em especial, a congruéncia binomial x, = 1 (modm) e disse:
Se p é um ndmero primo e a € um nimero inteiro qualquer nao divisivel por p, entdo

a’~t =1 (modm).
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Na quarta sec¢do, escreve sobre a teoria dos Restos Quadraticos, que é uma das mais
importantes, dentre as demais, em teoria dos numeros e, diz que:
“Um ntimero a é chamado resto quadrético do niimero m se a congruéncia X2 = a (mod m) tiver

solugdo. Se a congruéncia ndo tiver solugdo, entdo a ndo é um resto quadratico de m.”

1.2 Numeros Inteiros
Os nimeros inteiros ou apenas 0s inteiros sao:
ey —3,-2,-1,0,1,2,3,...
cujo conjunto representa-se pela letra Z, isto é:
zZ=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Neste conjunto, destacam-se 0s seguintes subconjuntos:

(1) Conjunto Z* dos inteiros ndo nulos:
¥ ={xe€Zx#0} ={£+1,£2,£3,...}
(2) Conjunto Z. dos inteiros ndo negativos:
Z4={x€Z|x>0}={0,1,2,3,...}

(3) Conjunto Z_ dos inteiros ndo positivos:

Z_={x€eZ|x<0}={0,—-1,-2,-3,...}
(4) Conjunto Z dos inteiros positivos:

2, ={x€Zx>0}={1,2,3,...}

(5) Conjunto Z * dos inteiros negativos:

Z* ={xeZjx<0}={-1,-2,-3,...}.

Os inteiros positivos sdo também denominados inteiros naturais € por iSso 0 conjunto

dos inteiros positivos é habitualmente designado pela letra N(N=7Z7 ).
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13

O conjunto Z dos inteiros munido das operagdes de adi¢do (+) e multiplicacéo (-) possui

as propriedades fundamentais que a seguir enumeramos, onde a, b e ¢ sdo inteiros quaisquer,

isto é, elementos de Z:
(I)a+b=b+aeab=ba
(2) (a+b)+c=a+ (b+c) e (ab)c = a(bc)
(3)O+a—aela—a
(4) —a=(—1l)aea—a=a+(—a)=0
(5) (b+c)—ab+ac
(6)0.a=0,eseab=0,entdoa=0o0ub=0.

Também existe uma “relagdo de ordem” entre os inteiros, representada pelo sinal

“< (menorque)”, que possui as seguintes propriedades:

(7) Sea#0,entioa <0ou0<a
(8)Sea<beb<c,entioa < c
(9)Sea<b,entioa+c<b+c
(10) Sea < be0 < c,entdo ac < bc
(I1) Sea <bec<0,entdo bc < ac

destas propriedades podem ser deduzidas muitas outras propriedades dos inteiros.

Exemplo 1.1. Vamos mostrar que —(a+b) = (—a) + (—b).

Solucio: Baseado nas propriedades supracitadas, temos sucessivamente:

—(a+b)=(—1)(a+b) =
=(—1)a+(-1).b=

= (—a)+(=b).
Exemplo 1.2. Demonstre que, se x # 0, entdo 0 < x°.

Demonstracao.
Por hipétese, se x # 0, entdo x < 0 ou 0 < x.
Sendo assim, temos as seguintes condicoes:
Se x < 0, entdo 0.x < x.x
0 < x?
Se 0 < x, entdo 0.x < x.x
0 < x°.

(Propriedade 4)
(Propriedade 5)

(Propriedade 4)

(Propriedade 7)

(Propriedade 11)
(Propriedade 6)
(Propriedde 10)
(Propriedade 6)
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Principio da Boa Ordenacao

Definicao 1.1 (PBO). Todo conjunto ndo vazio A, de inteiros ndo negativos, contém um ele-

mento minimo.

Em outros termos, todo subconjunto ndo vazio A do conjunto Z = {0, 1, 2, 3,...} dos

inteiros néo negativos (0 # A C Z;.) possui o elemento minimo.

Exemplo 1.3. O conjunto A ={1,3,5,7,...} dos inteiros positivos impares é um subconjunto
ndo vazio de Z.+ (0 #A C Z4.). Logo, pelo “Principio da Boa Ordenagdo”, A possui o elemento

minimo (min(A) = 1).

Teorema 1.1. (de Arquimedes)® Se a e b sdo dois inteiros positivos quaisquer, entdo existe um

inteiro positivo n tal que na > b.

Prova. Suponhamos que a e b sdo dois inteiros positivos para os quais na < b para todo

inteiro positivo n. Entdo, todos os elementos do conjunto:
S={b—na|neN}

sdo inteiros positivos e, pelo Principio da Boa Ordenagdo, S possui o elemento minimo, digamos
min (S) =b—ka. E como b— (k+ 1)a pertence a S, porque S contém todos os inteiros positivos

desta forma, temos:
b—(k+1)a=b—(ka+a)=b+(—ka—a)= (b—ka)—a < b—ka,

isto é, b — ka ndo € o elemento minimo de S, o que é uma contradi¢do. Logo, a propriedade

arquimediana é verdadeira. [ ]

Exemplo 1.4. Dados os inteiros a e b, vamos encontrar um n € 7Z tal que n-a > b.
Solugao:
(i) Sea=2eb=11, entdo n =6, porque 6.2 > 11:
(iif) Sea=9 e b =S5, entdon =1, porque 1.9 > 5.

1.4 Principio de Inducao Finita

Teorema 1.2 (Inducdo Finita). Seja S um subconjunto do conjunto Zi Ne Z:) que satisfaz
as duas seguintes condicoes:

(1) I pertencea S (1 € S);

(2) para todo inteiro positivo k, se k € S, entdo k+1 € S.

Nestas condicoes, S é o conjunto Zi dos inteiros positivos: S = Zi.

3 matematico, fisico, engenheiro, inventor, e astronomo grego. Nascido em Siracusa-Sicilia, por volta do ano 287
a.C
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Prova. Iremos demonstrar este teorema por contradi¢ao.
Considere que S ndo seja o conjunto Z_, dos inteiros positivos (S#7Z +). Seja X o

conjunto de todos os inteiros positivos que ndo pertencem a S, isto é:
* *
X=<x|x€eZ ex¢Sy=7Z -S.
+ +

Entdo, X é um subconjunto ndo vazio de Z} (0 # X C Z ) e pelo “Principio da boa orde-
nagdo,” existe o elemento minimo que é, xo de X (minX = xo).

Pela condi¢do (1), 1 € S de modo que xo > 1 e, portanto, xo — 1 € um inteiro positivo
que ndo pertence a X. Logo, xo — 1 € S e pela condicao (2), segue-se que (xo— 1)+ 1 =xp € S,
o que € um absurdo, pois, como dissemos inicialmente, xo € X = Zj‘r — 8, isto é, xo ¢ S. Assim
sendo, X =0e S = Zj‘r.

Todavia, de acordo com este “Principio de inducdo finita”, o Gnico subconjunto de Zj‘r
que satisfaz as condig¢des (1) e (2) € o préprio Zj’;. [ |

1.5 Maximo Divisor Comum de Dois Inteiros

Definicao 1.2 (Divisor). Sejam a e b dois inteiros, sendo a # 0. Dizemos que a divide b se, e

somente se, existe um inteiro q tal que b = aq.

Da defini¢do obtemos o seguinte: a € dito divisor de b ou fator de b, por outro lado, b é

um multiplo de a ou b € divisivel por a.

Exemplo 1.5. Dado os niimeros 6, 30, -28, e 35, vamos verificar se 2,-5,7 e 10 sdo seus re-

spectivos divisores.

Solucao:

2|6, pois6=2-3

—5|30, pois 30 = (=5) - (—6)

7| —28, pois —28 =7 (—4)

10135, porque ndo existe g € Z tal que 35 = 10q.

Definicao 1.3. Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0). Chama-se

mdximo divisor comum de a e b o inteiro positivo d (d > 0) que satisfaz as condigdes:

(1)dlaed|b

(2) se cl|a e se c|b, entdo ¢ < d.

Observe-se que, pela condi¢do (1), d é um divisor comum de a e b, e pela condicdo (2),
d é o maior dentre todos os divisores comuns de a e b.

O maximo divisor comum de a e b indica-se pela notagdo mdc (a,b).

E imediato que o mdc (a,b) = mdc(b,a). Em particular,
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i) o mdc (0,0) ndo existe
ii)omdc(a,1)=1

(
(
(iii) se a # 0, entdo o mdc (a,0) = |a
(

iv) se al|b, entdo o mdc(a,b) = |a|
Exemplo 1.6. Obtenha o mdximo divisor comum dos seguintes inteiros: 9e 1, -5 e 0, -8 e 16.

Solu¢ao:

mdc(9,1) =1,
mdc(—=5,0)=|-5|=5
mdc(—8,16) =|—8| =8

Exemplo 1.7. Sejam os inteiros a = 16 e b = 24. Os divisores comuns positivos de 16 e 24 sdo

1, 2,4 e 8, e como o maior deles é 8, segue-se que o mdc (16,24) = 8.

Observa-se que:
mdc(—16,24) = mdc (16,—24) = mdc(—16,—24) = 8.

Exemplo 1.8. Sejam os inteiros a = —15 e b = 45. Os divisores comuns positivos de -15 e 45

sdo 1, 3, 5 e 15 e, como o maior deles é 15, segue-se que o mdc(—15,45) = 15.

Existéncia e Unicidade do MDC

Teorema 1.3. Se a e b sdo dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), entdo existe

e é uinico o mdc (a, b); além disso, existem inteiros x e y tais que
mdc (a, b) = ax+ by,

isto é, o mdc (a, b) é uma combinagdo linear* de a e b.

Prova. Seja L o conjunto de todos os inteiros positivos da forma ax + by, com x, y € Z,
isto é:
L={ax+by|lax+by>0ex,y € Z}.

Este conjunto L ndo é vazio (L # 0), porque por exemplo, se a # 0, entdo um dos dois inteiros
a=a.l+b.0 e —a=a.(-1)+b0

€ positivo e pertence a L. Logo, pelo “Principio da Boa Ordenacdo”, existe e € inico o elemento
minimo d de L, ou seja, minL =d > 0. E, como d pertence a L, existem inteiros x e y tais que

d = ax+ by. Vamos mostrar que d = mdc (a, b).

4 Sendo d = mdc(a, b), existem x, y € Z tais que d é o menor inteiro positivo da forma ax -+ by
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Com efeito, pelo algoritmo da divisdo®, temos
a=d-q+r, com0<r<d

dai

r=a—d-q=a—(ax+by)-g=a—(aq-x+bq-y) =
=(a—aq-x)=bg-y=a-(1-q-x)+b-(—q-y)

isto €, o resto r € uma combinacdo linear de a e b. Como 0 < r < d e d > 0 € o elemento minimo
de L, segue que r=0ea=d-q, isto é, d|a. Analogamente, concluimos que d|b. Logo, d é um
divisor comum positivo de a e b. E se ¢ € um divisor comum positivo qualquer de a e b, entdo
(claeclb, ¢ > 0), entdo:

c|(ax+by) = c|d = c <d

isto é, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja,
mdc(a,b)=d =ax+by, x,y€Z

0 que conclui a demonstrac¢io deste teorema. |

1.6 Minimo Multiplo Comum de Dois Inteiros

Definicao 1.4. Sejam a e b dois inteiros diferentes de zero (a # 0eb # 0). Chama-se minimo

miiltiplo comum de a e b o inteiro positivo m (m > 0) que satisfaz as condigdes:

(1) alm e blm

(2) se alc e se b|c, com ¢ > 0, entdo m < c.

Observe-se que, pela condi¢cao (1), m ¢ um multiplo comum de a e b, e pela condi¢ao
(2), m é o menor dentre todos os multiplos comuns positivos de a e b.

O minimo mdltiplo comum de a e b indica-se pela notagdo mmc (a, b).

Pelo Principio da boa ordenacdo, o conjunto dos multiplos comuns positivos de a € b
possui o elemento minfmo e, portanto, o mmc (a, b) existe sempre e é tinico. Além disso, por
ser o produto ab um mdltiplo comum de a e b, segue-se que o mmc (a,b) < |ab|. Em particular,
se a|b, entdo o mmc (a,b) = |b|.

Exemplo 1.9. Sejam os inteiros a = —12eb = 30. Os muiltiplos comuns positivos de -12 e 30

sdo 60, 120, 180, ..., e como o menor deles é 60, segue-se que o mmc (—12,30) = 60.

S ver secdo 6.1 da referéncia [4]
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1.7 Inteiros Primos e Primos entre si

Definicao 1.5. Diz-se que um inteiro positivo p > 1 é um niimero primo ou apenas um primo,
se e somente se, 1 ep sdo os seus unicos divisores positivos. Um inteiro positivo maior que 1 e

que ndo é primo diz-se composto.

Exemplo 1.10. Os inteiros positivos 2, 3, 5 e 7 sdo todos primos e os inteiros positivos 4, 6, 8

e 10 sdo todos compostos.

Observagdo 1: O inteiro positivo 1 ndo € nem primo nem composto €, por conseguinte,
se a é um inteiro positivo qualquer, entdo a é primo, a é composto ou a = 1.

Observagdo 2: Observe que 2 € o tnico inteiro positivo par, que € primo.

Definicio 1.6. Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # Qoub # 0). Diz-se que

a e b sdo primos entre si, se e somente se o mdc (a,b) = 1.

Exemplo 1.11. Sdo primos entre si os inteiros: 3 e 5, -8 e 19, -27 e -10, pois temos: mdc (2,5) =
mdc(—9,16) = mdc (—27,-35) = 1.

Dois inteiros a e b primos entre si admitem como tnicos divisores comuns 1 e -1.

Teorema 1.4. Dois inteiros a e b, ndo conjuntamente nulos (a # Ooub # 0), sdo primos entre

si, se e somente se, existem inteiros x e y tais que ax+ by = 1.

Prova. (=) Se a eb sdo primos entre si, entdo o mdc (a,b) = 1 e por conseguinte
existem inteiros x e y tais que ax+ by = 1.

(<=) Reciprocamente, se existem inteiros x e y tais que ax+ by = 1 e se o mdc(a,b) =
d, entdo d|aed|b. Logo, d|(ax+ by) e d|1, o que implicad = 1 ou mdc(a,b) =1,isto é,ae b

sd0 primos entre si. |
Corolario 1.1. Se o mdc(a,b) =d, entdo o mdc(a/d,b/d) = 1.

Prova. Primeiramente, observe que a/d e b/d sdo inteiros, porque d ¢ um divisor
comum de aeb.

Posto isto, se o mdc(a,b) = d, entdo existem inteiros x e y tais que
ax+by=d,
ou seja, dividindo ambos os membros desta igualdade por d:
(a/d)x+ (b/d)y = 1.

Logo, pelo teorema anterior, os inteiros a/d e b/d sdo primos entre si, isto é, o mdc (a/d,b/d) =
1. ]
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Exemplo 1.12. O mdc(—12,30) =6 e 0o mdc(—12/6,30/6) =mdc(-2,5) =1
Teorema 1.5. (de EUCLIDES)® Se a|bc e se 0 mdc (a,b) = 1, entdo alc.

Prova. Queremos mostrar que, dado a|bc se a e b sdo primos entre si, entdo a|c. Assim
sendo, temos:
albc = bc=aq, com gq€.
Como o mdc(a,b) =1 = ax+by = 1. com x,yeEZ
—> acx+bcy = c.
Portanto:

c = acx+aqy = a(cx+qy) = d|c.

Note que somente a condi¢do a|bc ndo implica que alc.

Exemplo 1.13. Observe que 12|9.8, mas 1219e1248 e o mdc (12,9) # 1 e mdc(12,8) # 1.

1.8 Inteiros Congruentes

Definicao 1.7. Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo fixo. Dizemos

que a é congruente a b moédulo m se, e somente se, m divide a diferenca a — b.

Em outros termos, a é congruente a b médulo m se, e somente se, existe um inteiro k tal
que a —b = km. Com a notacdo

a="b (modm)

indica-se que a é congruente a b médulo m. Portanto, simbolicamente:
a=b (modm) <= m|(a—Db)

ou seja:
a=b (modm) <= 3k € Ztal quea—b = km.

Exemplo 1.14. Observe que:
3 =24 (mod7), pois 7|(3 —24)
—31 =11 (mod 6), pois que 6|(—31 —11)
—15 = —63 (mod8), pois 8|(—15— (—63))

Se m ndo divide a diferenca a — b, entdo dizemos que a € incongruente a » médulo m, o
que se indica pela notacgao:
aZb (modm).

6 Matemitico grego, viveu em Alexandria na primeira metade do séc. IIT a.C.
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Exemplo 1.15. Dado os niimeros: 25 e 12, -21 e 10, 16 e 9 constate se algum deles, sdo ou

ndo, congruentes modulo 7, 5 e 4 respectivamente.

Solucao:

25 # 12 (mod7), porque 71 (25— 12)

—21 # 10 (mod5), porque 51 (—21 — 10)

16 #9 (mod4), porque 41 (16 —9).

Observagdo 3: note que dois inteiros quaisquer sdao congruentes modulo 1, enquanto
que dois inteiros sdo congruentes médulo 2 se ambos sdo pares ou se ambos sdo {mpares.

Em particular, a = 0 (mod m) se, e somente se, 0 médulo m divide a (m —a).

Exemplo 1.16. Mostrar:
n="7(mod12) = n =3 (mod4), VnelZ

Solucao:
n=7mod12)=>n—-T=12k=—=>n—-3-4=12k—=n—-3=12k+4=—=n—-3=
4(3k+1) = 4{(n—3) = n =3 (mod4).

Exemplo 1.17. Resolver as equacdes de congruéncias:
n? =0 (mod4) ou n? =1 (mod4), VnelZ

Soluc¢ao: Vamos considerar, inicialmente,
npar: n =2k = n’> = (2k)> = n* = 4> = 4|n?
— n? =0 (mod4).
Agora vamos considerar,
nimpar: n=2k+1=n>= 2k +1)>? = n> =4(k> +k)+1=n*> -1 =4(k> +k)
— 4|(n?> — 1) = n?> =1 (mod4).

Caracterizacao de Inteiros Congruentes

Teorema 1.6. Dois inteiros a e b sdo congruentes modulo m se, e somente se, a e b deixam o
mesmo resto quando divididos por m

Prova. (=) Suponhamos que a = b (mod m). Entdo, por defini¢go:
a—b=km,comkecZ

Seja r o resto da divisdo de b por m; entdo, pelo algoritmo da divisdo:
b=mg+r, onde 0<r<m

portanto,

a—b=km=a=km+b=km+mg+r=(k+q)m+r
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e isto significa que r € o resto da divisd@o de a por m, isto é, os inteiros a e b divididos por m
deixam o mesmo resto .
(<=)Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o mesmo resto r.

Entdo, podemos escrever:
a=mqi+r e b=mqg+r, onde 0<r<m
e portanto:
a—b= (mqy+r)— (mqy+r)=mq, —mqgy =m(q) —q2) = m|(a—b) = a = b (mod m).

Exemplo 1.18. Sejam os inteiros —56 e —11. Pelo algoritmo da divisdo:”

—56=9(-7)+7 e —11=9(-2)+7

isto é, -56 e -11 divididos por 9 deixam o mesmo resto 1. Logo, pelo teorema anterior: —56 =
—11 (mod?9).

Sejam agora, os inteiros -31 e 11. Temos a congruéncia:
—31 =11 (mod7)

de modo que, pelo teorema anterior, -31 e 11 divididos por 7 deixam o mesmo resto. Realmente,

¢ o que mostram as igualdades:
-31=7(-5)+4 e 11=7.1+4.

Propriedade das Congruéncias

Teorema 1.7. Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a, b e c inteiros quaisquer.

Subsistem as seguintes propriedades:

(a=a (mod m)

(2) Se b (modm), entdo b = a (mod m)

(3) Se b (modm) e se b = ¢ (modm), entdo a = ¢ (modm).
Prova. (1) Com efeito:

m|0 oum|(a—a) = a=a (modm).

(2) Com efeito, se a = b (modm), entdao a — b = km, com k € Z.

7 1dem, p.20
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Portanto:
b—a=—(km)=(—k)m = b=a (modm).

(3) Com efeito, se a = b (modm) e se b = ¢ (mod m), entdo existem inteiros & e k tais

que
a—b=hmeb—c=km.
Portanto:
a—c=(a—b)+(b—c)=hm+km= (h+k)m
e isto significa que a = ¢ (modm). |

NOTA: Podemos ver que neste teorema, a relacdo R no conjunto Z dos inteiros definida por
aRb <= a =b (modm),

¢ reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, R € uma relagdo de equivaléncia em Z.

Esta relacdo de equivaléncia R em Z é denominada “congruéncia modulo m”.

Teorema 1.8. Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0)e sejam a e b dois inteiros quaisquer.

Subsistem as seguintes propriedades:

(1) Se a = b (modm) e se n|m, com n > 0, entdo a = b (modn)

(2) Se a=b (modm) e se ¢ > 0, entdo ac = bc (mod mc)

(3) Se a = b (modm) e se a, b, m sdo todos divisiveis pelo inteiro d > 0, entdo a/d =
b/d (modm/d).

Prova. (1) Com efeito:
a=b (modm) = a—b=kmen|m=—-m=nq onde k e g > 0 sdo inteiros.
Portanto:
a—b=(kg)n = a=>b (modn).

(2) Com efeito:
a=b (modm) = a—b=km = ac — bc = k(mc) = ac = bc (modmc).
(3) Com efeito:
a=b(modm)=—=a—b=km=—=-a/d—b/d=k(m/d) = a/d=b/d (modm/d).

Exemplo 1.19. Dada as congruéncias, observe a relacdo entre elas:
—15=9 (mod8) = —15=9 (mod4)
7= —8 (mod 3) = 35 = —40 (mod 15)
36 =—-24 (mod12) = 9= —6 (mod3)
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Teorema 1.9. Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a, b, ¢, d inteiros quaisquer.
Subsistem as seguintes propriedades:
(1) Se a =b (modm) e se c =d (modm), entdo a+c =b+d (modm) e ac = bd (modm)

(2) Se a =b (modm), entdo a+c = b+ c (modm) e ac = bc (mod m)

(3) Se a = b (modm), entdo a* = b" (modm) para todo inteiro positivo n.

Prova. (1) Com efeito, se a = b (modm) e se ¢ = d (mod m), entdo existem inteiros & e

k tais que a — b = hm e ¢ —d = km. Portanto:

(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=hm+km= (h+k)m

ac —bd = (b+hm)(d + km) — bd = (bk + dh + hkm)m

o que implica:
a+c=b+d (modm) e ac = bd (modm).

(2) Com efeito, se a = b (modm), como ¢ = ¢ (mod m), temos pela propriedade anterior:
a+c=b+c(modm) e ac=bc (modm).

(3) Usando inducao, a proposicao é verdadeira para n = 1, e suponha ser verdadeira para

um inteiro positivo k, temos:
d* = b* (modm) e a = b (modm).
Portanto, pela propriedade (1):
d*-a=b"-b (modm) ou d = " (mod m)

isto é, a proposi¢do é verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a proposi¢do é verdadeira

para todo inteiro positivo . [ ]

Exemplo 1.20. (i) 12 =22 (mod5) e 8 = 13 (mod5) implica:
1248 =22+ 13 (mod5) ou 20 =35 (mod5)

12.8 =22.13 (mod5) ou 96 = 286 (mod 5)
(ii) 12 =5 (mod7) implica:
124+6=5+6 (mod7) ou 18 =11 (mod7)

12(—=9) =5(—9) (mod7) ou — 108 = —45 (mod7)
(iii) =5 =2 (mod7) implica:
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(=5)3 =23 (mod7)  ou —125 =8 (mod7).
Exemplo 1.21. Mostrar que a = b (mod m) implica —a = —b (mod m).
Solucdo: Com efeito, multiplicando ordenadamente as congruéncias:

a = b (modm) e —1=—1 (modm)

obtemos,
a(—1) =b(—1) (modm) ou —a=—b (modm).

Exemplo 1.22. Mostrar que a+ b = ¢ (modm) implica a = ¢ — b (mod m).

Solucdo: Com efeito, somando ordenadamente as congruéncias:
a+b=c (modm) e —b=—b (modm)

obtemos,

a+b+(—b)=c+(—b) (modm) ou a=c—>b (modm).

Observagdo 4: Em uma congruéncia podemos passar um termo de um membro para o

outro trocando o sinal.
Teorema 1.10. Se ac = bc (modm) e se o mdc(c,m) = d, entdo a=b (modm/d).

Prova. Com efeito, se ac = bc (mod m), entéo:
ac—bc=(a—b)c=km, comkecZ

e se o mdc(c,m) = d, existem inteiros r e s tais que ¢ = dr e m = ds, onde r e s sdo primos entre
si. Portanto:
(a—b)dr =kds ou (a—b)r=ks

o que implica que s|(a —b)r, com o mdc(r,s) = 1. Logo, pelo teorema 1.6 (de EUCLIDES):
slla—b) e a=b(mods)ou,porsers=m/d,a=b (modm/d). [ |

Corolario 1.1. Se ac = bc (modm) e se o mdc(c,m) = 1, entdo a = b (mod m).

Prova. De acordo com o teorema anterior, se ac = bc (modm) entdo ac — bc = (a —
b)c = km, com k € Z. Por hipétese, o mdc(c,m) = 1, como m divide o produto (a — b).c,
concluimos que m|(a — ) e portanto a = b (modm).

Esta propriedade mostra que € permitido cancelar fatores de ambos os membros de uma

congruéncia que sdo primos com o médulo. |
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Corolario 1.2. Se ac = bc (mod p), com p primo, e se p ndo divide ¢ (p {c), entdo a =
b (mod p).

Prova. Com efeito, as condi¢des: p é primo e p ndo divide ¢ (p 1 ¢), implica que o
mdc(c,p) = 1. Da equagdo enunciada, temos ac — bc = (a—b)c = kp, com k € Z, consequente-
mente p|(a— b), portanto a = b (mod p). [ |

Exemplo 1.23. Consideremos a congruéncia:
33 =15 (mod9) ou 3.11 =3.5 (mod?9)
como o mdc(3,9) = 3, pelo teorema 1.11, temos: 11 =5 (mod 3).

Exemplo 1.24. Consideremos a congruéncia:
—35 =45 (mod?8) ou 5(=7)=5.9 (mod8)

como o mdc(5,8) = 1, podemos cancelar o fator 5 de ambos os membros da congruéncia, o

que dd a nova congruéncia: —7 =9 (mod 8).

Observacdo 5: Na congruéncia 4.11 = 4.15 (mod 8) ndo podemos cancelar o fator 4,
porque o mdc(4,8) =4 # 1. Realmente, 11 # 15 (mod 8). Mas, temos 11 = 15 (mod?2).

1.9 Polinomios

« »

Definicao 1.8. Seja A um conjunto ndo-vazio onde duas operacdes “+” e estdo definidas.

Dizemos que (A,+,-) é um “anel” quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(A1) (A,+) é um grupo abeliano.

Sendo assim, subsistem as seguintes propriedade:

existe e € A tal que exa = axe = a para todo a € A (elemento neutro);

ay * (ay xaz) = (a) *ay) * a3 para quaisquer aj,as, a3 € A (associatividade);

1 1

Para todo a € A existe a1 € A tal que axa - =a ' *a = e (elemento inverso).

Para quaisquer a,a> € A, ay *a» = ap * a; (comutatividade);
Para quaisquer aj,az,a3 € A, temos:
(A2) ai-(ay+a3) = ay-ap +ay-az, e(a) +ay)-a3 = ay-az + ax-as.

(A3) (ar-az)-a3 = a-(az-a3).
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Definicao 1.9. Seja A um anel qualquer. Definimos um polindmio sobre A na varidvel x como

sendo uma expressdo formal do tipo
p(x) = ao+aix+axx* + ...+ amxX™+ ...

onde a; € A para todo i € NN {0} e existe N € Z tal que a; = 0 para todo i > N.
O polinémio
p(xX) =04+0x+0x>+...+0x"+...

é chamado polinémio nulo sobre A e serd indicado simplesmente por p(x) = 0.
Todavia, se
P(x) = ao+a1x+a2x2+ a4

e se n € NU{0} possui o termo a, # 0 e na sequéncia os termos a,.; = 0, para todo i € N

entdo podemos escrever p(x) assim:
p(x)=ap+aix+...+ax"

e indicamos que o grau de p(x) € n, ou seja, gr(p) = n.

Exemplo 1.25. Vamos determinar o grau de cada polinémio f(x) =4+ 7x+2x> —6x* e h(x) =
14+ 5x+—3x> 4 (a—4)x>

Solucao:

Como jd vimos, por defini¢cdo o grau de f(x) é gr(f) = 4 e para determinarmos o grau

de h(x) precisamos observar o seguinte: gr(h) =2, sea =4 e gr(h) =3, sea # 4.

Teorema 1.11. (Fatoracfo): Sejam f(x) € Z[x] e a € Z. Entdo a € raiz de f(x) modulo m <

f(x) € divisivel por (x — a) médulo m.
Prova. Vamos supor que f(x) = byxk + ...+ b1x+ by. Como

(X" —d™) =(x—a) X" fax P ad

= (x—a)gn(x), para todon €N,

podemos observar que (X" —a™) é divisivel por (x —a) e portanto o resto r(x) = 0 é denominado
de polindmio nulo.

Todavia, o resto de f(x) é dado por r = f(a), onde a é raiz de f(x), logo

k k
f(x)=fla) = ;bi(xi —d) = (x—a) ;bigi(x)-
Assim temos que f(x) — f(a) = (x — a)h(x). Em particular f(x) = (x — a)h(x) (modm), pois
0

por hipétese, f(a) =0 (modm).
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Reciprocamente, se f(x) é divisivel por (x —a) mddulo m entdo existe g(x) € Z|x] tal
que
f(x) = (x—a)g(x) (modm)

e daf é 6bvio que f(a) =0 (modm). [ |

Exemplo 1.26. Dados os polinomios f(x) = x* —4x* —3x> +7x— 1 e g(x) = x — 1 verifique se
f(x) é divisivel por g(x).

Solugao:

Com efeito, se f(x) é divisivel por g(x) entdo 1 € raiz de f(x), logo, f(1) =17 —4.1% —
3.12+7.1 — 1 =0 e concluimos que g divide f.



2 Equacoes de Congruéncia

Comecaremos este capitulo com o estudo de equacdes de congruéncias de grau um e
apresentaremos 0 caso, no qual, a equag¢do abrange mais de uma varidvel. Depois de apre-
sentar minuciosamente todas as suas defini¢des e demonstragdes, veremos os sistemas lineares
que envolvem estas equacdes, bem como indicaremos o procedimento de resolu¢do dos mes-
mos. Em seguida, ilustraremos o presente contetido com exemplos que melhor esclarecam o

entendimento por parte do leitor.

2.1 Equacoes de Grau Um

Neste pardgrafo vamos iniciar o estudo da equagdes de congruéncia propriamente dito.
Inicialmente vamos considerar equagdes da forma

aixy + ...+ apx, = b (modm) 2.1)

ondea; €Z,i€{l,....n},bEZ,me Zi(inteiros positivos).

Em primeiro lugar vamos considerar o caso especial em que n = 1, isto é,
ax = b (modm). (2.2)

Para este caso, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. A equagdo ax = b (modm) (a,b € Z, m € 7., ) tem solugdo se, e somente se, d|b

sendo d = mdc (a,m). Neste caso, existem d solugdes incongruentes modulo m que sao

m
X=xo+—r

d
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onde 0 <r < d e xy é uma solucdo qualquer da equagdo 2.2

Prova. Note que investigar a existénca de solu¢des para a equagdo ax = b (modm) é

equivalente a investigar a existéncia de solugdes para a equagao
ax+my=>b (2.3)

pois,

!

ax=b (modm) =3y € Ztal que ax—b=my = ax—my =b = ax+m.(—y ) =b.
Tome y = (—y ) € Z e obtemos a equaco (2.3).
Se a equagdo (2.3) tem solucdo em Z, existem xg, yo € Z tais que axg + myg = b. Como
d = mdc (a,m) d|a e d|m, e portanto divide seus respectivos multiplos, ou seja, d|axy e d|myo,
logo concluimos que d|(axo + myp) consequentemente d|b como desejavamos.
Reciprocamente, consideremos r, s € Z, como mdc (a,m) = d entdo pelo teorema 1.3 d
¢ uma combinacao linear de a e b

ar+ms =d. 2.4)

Como temos por hipétese que d|b entdo b = dk, com k € 7 e assim multiplicando (2.4) por &,
teremos
b =dk = a(rk) + m(sk).

Tomando xg = rk e yo = sk temos axy + myg = b, logo a equagido (2.3) tem solucio em Z.
Agora precisamos encontrar a quantidade de solucdes incongruentes mddulo m, da
equagdo (2.2).
Seja xo € Z uma solugdo de (2.2). Vamos tentar mostrar inicialmente que todas as outras
solugdes sao da forma
m
x=x0+gt, ondet € Z,

e depois mostraremos que dentre os valores de x, exatamente d sdo incongruentes médulo m.
Vamos entdo a existéncia das solugdes.

Para x = xo + Et’ multiplicamos a igualdade por a, temos

+amt + [at]
ax = ax —1 = dX — | m
0Ty 0T g

e observe que a ultima igualdade da equagdo acima é da forma da equacdo (2.3). Mas, como es-
tamos supondo que xq € solu¢do da equacgao (2.2), consequentemente, € solucio da equacao (2.3),

sendo assim, temos que yy = % € Z, também ¢é solugdo de (2.3) uma vez que d = mdc (a,m) e
t

por isso % €,

logo,

ax = axg (modm)



30

mas,

axo = b (modm)

temos:

ax = b (modm)

assim, os nimeros da forma x = xo + %t, t € Z sao solugdes inteiras da equagdo (2.2).

Suponha agora que x € solucao de (2.2). Entdo ax = b (mod m) e dai existe y € Z talque
ax—b =ym.

Como xq € solucao de (2.2) existe yg € Z talque axo — b = ypm, portanto, da segunda
das equacgdes acima obtemos —b = yom — axg o que implica b = axy — yom. Tomando agora
a primeira das equagdes e substituindo b, obtemos ax — (axg — yom) = ym, logo (ax — axp) +
yom = ym donde segue que a(x —xp) = (y — yo)m. Como d = mdc (a,m) temos que a = ajd e
m=myd.

Observe que

ard(x—xp) = (y —yo)mid

cancelando o fator com d,

ay(x—xo) = (y—yo)mi

assim sendo, m| (a;(x—xp)) .

1 1
Observe ainda que o mdc(a/d,b/d) = E-ma’c(a, b) = y -d =1e como a; = g e

m

50 mdc (ay1,my) = 1,logo, m;|(x —xp), isto &, existe t € Z tal que x —xo = m ¢ mas, por

mp =
n temos: x — xp = ﬂt e finalmente, x = xo + ﬂt.

Assim fica estabelecida a forma geral das solugdes de (2.2). Dentre estas solugdes €
claro que

m m m
— -2, ... —(d—1
x07x0+d7x0+d 5 7x0+d( )

sdo incongruentes modulo m. Se agora y = xo + %t € uma solucdo qualquer de (2.2), pelo

algoritmo da divisao de Euclides temos t = g.d +rcom g,r € Z e 0 < r < d e portanto

+ 2t = x4+ 2(qd+7) = x0+qm+re
=xo+—t=x0+—(g.d+r)=x0+gm-+r—
Y =X d 0 dq 0TYg d’

m . ~ ~ -
dai, y=xo+r- ] (modm), logo existem exatamente d destas solugdes que sdo incongruentes
modulo m. |

Corolario 2.1. Se 0o mdc (a,m) = 1, entdo a congruéncia linear ax = b (mod m) tem uma tinica

solugcdo modulo m.

Prova. Como o mdc (a,m) = 1 pelo teorema 1.3 existem inteiros r e s tais que

ar+ms =1,
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ou seja, 1 pode ser escrito como combinagdo linear de a e m. Multiplicando esta equagdo por b,
temos
abr+mbs = b = a.(br) —b = m.(—bs)

tomando x = br chegamos a equagdo
ax—b =m.(—bs)
ou
ax = b (modm).

Como vimos no teorema 2.1 as solugdes para a equacio (2.2) sdo da forma x = xo +
%t, onde ¢ € Z. Mas, para este caso, queremos provar que a equagao (2.2) possui solucdo tnica
modulo m. Com efeito, x = xo + m.t € solugdo da equacdo ax = b (modm), logo, as demais
solucdes da equacdo sdo devidas aos valores de ¢. Assim, por ser 1 = mdc(a,m) temos, pelo
mesmo teorema, que 0 <7 < 1 e como t € Z entdo t = 0. Portanto x = xy € a Unica solucdo

incongruente moédulo m da equacdo enunciada. [ ]
Exemplo 2.1. Resolver a congruéncia linear 3x = 1 (mod5).

Solucdo: Como o mdc(3,5) =1, e 1 divide 1, pelo corolario 2.1 a congruéncia linear 3x =
1(mod5), possui uma tnica solu¢éo. Vamos agora determinar essa solugio.

Como,
3x=1(mod5) <= 5|(3x—1) <= Jyp € Z;3x— 1 =5yp <= 3x—5yp = 1.

Portanto, para resolver a congruéncia linear 3x = 1(mod5), basta resolver a equag@o
diofantina

3x—5y=1.

Pelo algoritmo de Euclides, temos que:

= 31 + 2
= 21 4+ 1
2 =12 4+ 0.

Donde se deduz que

1=3-21=3-(5-3.1).1=3-5+3=32-5

isto &, o par de inteiros xo = 2 € yo = 1 € uma solucao da equacdo diofantina linear

3x—5y=1
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e, portanto, xo = 2 é uma solu¢do da congruéncia linear 3x = 1(mod5). Logo, as demais
solugdes desta equagdo é da forma x =2+ 5¢, onde ¢ € 7Z.
Exemplo 2.2. Encontre as solugdes da congruéncia linear 21x =9 (mod 15), caso existam.

Solucdo: Como o mdc(21,9) = 3, e 3 divide 15, pelo teorema 2.1 a congruéncia linear 21x =
9 (mod 15), possui trés solugdes incongruentes. Vamos agora determinar essas solugdes.
Como,

2Ix =9 (mod 15) <= 15|(21x—9) <= Jy € Z;21x—9 = 15y <= 21x— 15y = 9.

Portanto, para resolver a congruéncia linear 21x =9 (mod 15), basta resolver a equagdo
diofantina
21x— 15y =09.

Pelo algoritmo de Euclides, temos que:

21 = 151 + 6
IS5 = 62 + 3
6 = 32 + 0.

Como jd sabemos, 0 mdc(21,15) = 3. Assim como no teorema 1.3, vamos escrever 3

como combinacao linear de 21 e 15. Logo, pelo algoritmo de Euclides, se deduz que
3=15-6-(2)=15—-(21-15)-(2)=15-21-(2)+15-(2) =15-(3) —21-(2)
ou seja, 3 = 15(3) — 21(2), multiplicando esta equagio por 3, obtemos,
9=15-(9)—21-(6)
que nao estd da forma 21x — 15y = 9. Assim, fazendo

9=21-(—6)—15-(—9)

obtemos o par de inteiros xo = —6 e yo = —9 que é uma solucio da equacdo diofantina linear
21x—15y0 =9

e, portanto, xo = —6 é uma solucdo da congruéncia linear 21x = 9 (mod 15). Logo, as demais

solucdes desta equacdo sao da forma x = —6+5¢, onde t € Z.

Exemplo 2.3. Resolver a congruéncia linear 35x =5 (mod 14).

Solugio: O mdc(35,14) =7 e como 7 ndo divide 5, a congruéncia linear dada nio tem solug@o.
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Inverso de um inteiro

Definicao 2.1. Seja a um inteiro. Denominamos inverso de a médulo m um inteiro a* tal que

aa® =1 (mod m).
Teorema 2.2. Seja o mdc(a, m) =1, entdo a tem um tinico inverso médulo m.

Prova. Considere a congruéncia linear ax = 1 (modm), se o mdc(a,m) =1 entdo a
congruéncia admite uma unica solugdo xo (modm), isto é, axg = 1 (modm) de modo que o

inteiro a tem um unico inverso modulo m: a* = x. [ |

Exemplo 2.4. Por ser 3-3 =1 (mod4), segue-se que o inverso de 3 médulo 4 é o prdprio
3. Observe também que 3-7 =1 (mod4) e 3-(—1) =1 (mod4) de modo que 7 e —1 sdo,
respectivamente, inversos de 3 modulo 4, mas, segundo o teorema 2.2 como o inverso de um

inteiro se existir € unico, temos que
—1=3=7(mod4).

Exemplo 2.5. O inverso de 2a* =1 (mod5) é a* = 3, pois, de acordo com o teorema 2.2, o

inverso de 2 existe, por que, o mdc (2,5) = 1 e é inico.

Exemplo 2.6. 3a¢* = 1 (mod9) ndo admite inverso mddulo 9, pois, para existir, o mdc(3,9)

teria que ser 1. E neste caso, o mdc (3,9) = 3.

Agora vamos voltar ao caso geral da equagado 2.1 qual seja,
axy+ ...+ apx, =b (modm), comn> 1.

O seguinte teorema determina as condi¢des para existéncia de solugdes para esta equacao:

Teorema 2.3. A condi¢do necessdria e suficiente para que a equagdo 2.1

ax1+ ...+ apx, = b (modm)

tenha solugdo é que d|b, onde d = mdc(ay, ..., a,, m).

Prova. Esta demonstracio generaliza as idéias apresentadas na primeira parte da demon-
stracdo do Teorema 2.1 ( referente a existéncia de solucdes da equacdo 2.2). Vamos observar
inicialmente que a condicao € necessaria. Com efeito, dizer que 2.1 tem solucdo € dizer que

existem xi, ..., X,, y em Z tais que
ax1+...+apx,—b=ym

o que implica
—b=—(a1x1+...+anx,) +ym
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ou,

b=aix;1+...+ax,—ym

e dai vemos que d = mdc(ay, ..., a,, m) divide b.

Vamos agora investigar a suficiéncia da condi¢do citada. O que faremos € reduzir o
problema para o caso n = 1 (ja estudado).

Seja o mdc (ay, ..., a,—1, m) =d;. Entao, temos que

(D) Existem ry, ..., r,—1, s em Z tais que ryay + ... +rp—1ap—1 +sm =dj.

(ID) mdc(ay, dy) =d.

Da condigdo (II), usando o teorema 2.1, obtemos que a equagdo a,x, = b (modd;) tem

solugdo, pois, o (mdc(a,, d;) = d e d|b), isto &, existem x,, e f em Z tais que
apXxy, —td; = b. (2.5)

Veja que, a,x, = b (modd;) = 3t € 7 tal que apx, — b = td; = apx, —td; = b.
Utilizando (I) em (2.5) obtemos:

anxp —t(riay+ ...+ rp—1ay—1 +sm) =b
dai,
apXy, —triay — ... —trp_1a,—1 —tsm==">

ou,
ay(—tr) +...+ap—1(—trp—1) +apx, +m(—ts) =b

o que implica
ay(—try) +...+ap—1(=trp—1) +apx, — b = (ts)m,

ou seja, x; = —try, ..., X,—| = —tr,—1 € 0 x, encontrado antes satisfazem
arxy + ...+ apxy, = b (modm)

como desejdvamos. |

Vamos fixar as idéias através de exemplos.
Exemplo 2.7. Obtenha uma solucdo da equacdo 4x+Ty =5 (mod 14).

Soluciio: Pela defini¢do de congruéncia 14| [(4x+7y) —5] = Jz€ Z tal que 4x+ Ty — 14z =5
eomdc(4,7,14) =1, como 1 divide qualquer inteiro, concluimos que a equagdo admite uma
solugdo. Seguindo a demonstra¢do do teorema 2.3, temos d; = (4, 14) = 2 e podemos escrever

como combinacdo linear de inteiros

2 =4(4) — 14(1). (2.6)
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Agora mdc (7,2) = 1 e entdo podemos escrever 1 como uma combinagio linear de in-
teiros. Veja,
1=7(1)-2(3)

multiplicando ambos os membros da equagio acima por 5, obtemos
5="7(5)—2(15). (2.7)
substituindo entdo a expressao (2.6) na expressdo (2.7) e chegamos a
5=7(5)—(4(4) —14(1))15="7(5)+ (4(—4) +14(1)) 15 =4(—60) + 7(5) + 14(15).

Portanto, x = —60 e y = 5 sdo solucdes da equacao de congruéncia acima.
Exemplo 2.8. Resolva a equagdo 3x+9y+ 112 =9 (mod 13).

Solucao: Inicialmente, pela defini¢do 1.7 podemos escrever a congruéncia linear acima, como
uma equacdo da forma
3x+9y+11z—9=13¢, comt € Z,

ou ainda,
3x+9y+11z—13¢r =09.

Comod =mdc (3,9, 11, 13) = 1, aequacdo admite uma solugdo. Dai, temos d; = mdc (3,9, 13) =
le podemos escrever
1=3.(15)—9.(2) — 13.(2). (2.8)

Agoramdc (11, 1) =1 e entdo podemos escrever 1 como combinagéo linear dos inteiros 11 e 1
1=11.(1)—1.(10),

multiplicando por 9, obtemos:
9=11.(9) — 1.(90). 2.9)

Substituindo a equagdo (2.8) na equacdo (2.9) chegamos ao seguinte resultado:
9=11.(9)—(3.(15) —9.(2) — 13.(2)) .90 = 11.(9) + 3.(—1350) +9.(180) + 13.(180) =

=3.(—1350) +9.(180) + 11.(9) + 13.(180).
Portanto, x = —1350, y = 180 e z = 9 sdo solucdes da equacao de congruéncia acima.

Observe que no Teorema 2.3 bem como nos exemplos supracitados, estavimos preocu-
pados apenas com a existéncia de solu¢des para uma equagdo de congruéncia do tipo (2.1).
Agora queremos investigar a quantidade de solugdes incongruentes médulo m da equacdo (2.1),
no caso em que, esta admitir solu¢do. Sendo assim, (x1,...,x,) e (y1,--. ., yn) sdo duas solucdes

incongrentes médulo m de (2.1) se existe j € {1,2,...,n} tal que x; # y; (modm).
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Lema 2.1. Sejam e Z’, a1,...,ay,,b € Z ed = (ay,...,a,, m). Suponha que d|b. Entdo a
equagdo de congruéncia
ayx1+ ...+ apx, = b (modm) (2.10)

admite dm" ! solucées incongruentes médulo m.

Prova. Faremos a demonstrac@o por indugao sobre .

Se n =1, temos d = mdc (a1, m) e por hipdtese d|b, entdo o Teorema 2.1 nos diz que
existem d solugdes da equagdo ajx; = b (modm) que sdo incongruentes médulo m. Portanto,
no caso n = 1 a afirmacao é verdadeira.

Suponha agora que temos n > 1 e seja
dy =mdc(ay,...,an—1,m).

O argumento indutivo desenvolvido aqui baseia-se no fato de que se a equagdo acima admite

uma solugdo (xj, ..., x,) entdo, necessariamente, devemos ter
ayxy+ ...+ ap—1Xy—1 + apxy — apxy = b — apx, (modm)

ou seja,

ayx1+ ...+ ay—1x,—1 = b—ayx, (modm).

Observe que d; divide a;,i € {1,...,n— 1}, logo divide ajx; + ...+ a,—1x,—1 € isto implica
que d; divide b — ayx,, ou seja, ayx, = b (modd,). Devemos lembrar que a varidvel x, pode
assumir qualquer valor no conjunto {0, 1, 2,..., m — 1} pois a equagdo original possui médulo
m.

De acordo com a defini¢do da condi¢do (II) temos que d = mdc(ay, d;), portanto a

equagdo apx, = b (modd)) tem exatamente d solu¢des incongruentes, x(rll) yee ,x(‘rf) ,moédulo
di. Vamos escolher estas solugdes de tal modo que 0 < x(i) <dy, je{l,...,d}. Para cada
j€{l,...,d} construimos o conjunto

X;= {y:x(i) +kdy: k=0,1,..., (dﬂl—l)}
Agora fixe j € {1,...,d} e escolha y € X;. Este elemento y possui as seguintes pro-
priedades
M) apx, = a,y = an(x({;) +kdy) = anx(rjl') +apkd) = anx({;) = b (modd,), pois x(’];) é
solugdo de a,x, = b (modd,).
(D0 <y=x" kd; <x) + (dd—"f— 1>d1 =x) fm—dy <m, pois, 0 <x\) <.
m

Assim, em cada conjunto X, j € {1,...,d} existem a inteiros y tais que

0<y<meayy=>b(modd).
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' md . . . .
Como temos d conjuntos X, no total teremos - inteiros y distintos tais que 0 <y <me a,y =
1
b (mod dy). Substituindo cada um desses inteiros na equagio

arx1+ ...+ ay—1X,—1 + anxy, = b (modm)
d
(no lugar do x,, claro!) obtemos ’Z— equagoes do tipo
1

apxy+ ...+ ay_1x,—1 = (b —a,y) (modm).

A propriedade (I) anterior nos diz que d;|(b — any) (pois (I) nos fornece b — a,y =
0 (modd,),onded, = (ay,...,a,—1, m), portanto, cada equacdo acima estd nas mesmas condi¢des

da equacdo original mas, com n — 1 varidveis. Por hipétese de inducdo, cada uma destas

~ : - < ) ~ nd ~
equacdes admite dym”" 2 solugdes incongruentes médulo m. Como sdo I equagdes, vemos

1
, md

“dy
modulo m. [ |

n—1

que a equacgdo de congruéncia original admite dym"~ = dm"™ " solucdes incongruentes

A seguir iremos determinar a quantidade de solu¢des de cada uma das equacdes abaixo.
Exemplo 2.9. Determinar todas as solu¢ées da equacdo 4x+ Ty =5 (mod 14).

Solucdo: Como d = mdc(4,7,14) =1, m = 14 e n = 2, concluimos que esta equacao
possui dm”~! = 1.14! = 14 solugdes incongruentes.

Seja dy = mdc (4, 14) = 2, e observe que a equagdo 7y =5 (mod2) admite uma tdnica
solugdo y =1 (pois d = mdc (an, dy) = (7,2) = 1).

De acordo com a definicao, x(,ll) = 1 € a Unica solu¢do incongruente encontrada e como

d = 1 formamos apenas um conjunto X1, com os seguintes elementos logo,
X1 =41,3,5,7,9, 11, 13}.

Considere agora as congruéncias
() 4x+7.1=5 (mod 14)
(i) 4x+7.3 =5 (mod 14)
(iii) 4x+7.5=5 (mod14)
(iv) 4x+7.7 =5 (mod 14)
(V) 4x+7.9 =5 (mod 14)
(Vi) dx+7.11 =5 (mod 14)
(vii) 4x+7.13 =5 (mod 14)
(i) 4x=5—17 (mod 14)
(il) 4x=5—-21 (mod 14)
(iii) 4x=5—35 (mod14)
(iv) 4x=5—49 (mod 14)
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(v) 4x=5—63 (mod 14)
(vi) 4x=5—77 (mod 14)
(vii) 4x=5-91 (mod 14)

que, como podemos observar, sdo todas equivalentes a equagdo
4x = -2 (mod 14).

Fazendo uso do teorema 2.1 verificamos que o mdc (4, 14) =2 e 2| — 2, logo as solugdes
das equagdes acima sdo x =3 ou x = 3 + 1—241 = 10. Portanto, as solucdes incongruentes da
equagdo

dx+Ty =5 (mod 14)
sdo

{3, 1), (10, 1), (3, 3), (10, 3), (3, 5), (10, 5), (3, 7), (10, 7), (3, 9), (10, 9), (3, 11), (10,
11), (3, 13), (10, 13)}

Exemplo 2.10. Ache o niimero de solucdes da equacdo de congruéncia 5x + 25y + 50z =
15 (mod 10).

Solucdo: O d = mdc(5,25,50,10) =5, m =10 e n = 3, assim, a equagdo admite
5.103~! = 5.102 = 500 solugdes incongruentes.

Sejady = mdc (5,25, 10) =5, e observe que a equagdo 50z = 15 (mod 5) admite cinco
solugdes incongruentes médulo 5 (pois d = mdc (ay, dy) = mdc(50,5) = 5e5/|15). Sendo as-
sim, utilizaremos 7 = 0+ gt =0+1t, comt=0,1,2,3,4 para encontrarmos tais solucdes,
quais sejam

71 =0, =1, 73 =2, 724=23 e z5 = 4.

Para cada solugdo construimos os conjuntos X; logo,
X = {Ov 5}7 X = {17 6}7 X3 = {27 7}7 X4 = {37 8} e Xs= {47 9}7

observe que em cada conjunto acima existem 2 inteiros y tais que 0 <y < 10 e como temos 5
conjuntos, no total teremos —— = 10 inteiros y distintos tais que 0 < y < 10 e satisfazem a
congruéncia 50z = 15 (mod 5).

Considere agora as congruéncias
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(i) 5x425y+50.0 = 15 (mod 10)
(if) 5x 425y +50.1 = 15 (mod 10
(iii) 5x + 25y +50.2 = 15 (mod 10)
(iv) 5x+25y+50.3 = 15 (mod 10)
(v) 5x4+25y+50.4 = 15 (mod 10)
(vi) 5x+25y450.5 = 15 (mod 10)
(vii) 5x+25y+50.6 = 15 (mod 10)
(viii) 5x+25y+50.7 = 15 (mod 10)
(ix) 5x+25y+50.8 = 15 (mod 10)
(x) 5x4+25y+50.9 = 15 (mod 10).

e observe que sao todas equivalentes a equagao
5x+25y =15 (mod 10). (2.11)

Como ja vimos anteriormente, teremos que fazer o procedimento andlogo a z.
Repare que 25y = 15 (mod 5) entdo podemos afirmar, que esta equagdo possui exata-

mente cinco solugdes incongruentes médulo 5. Logo, obtemos 0s 5 conjuntos X
X1 =40,5}, Xo={1,6}, X3={2,7}, X4={3,8} e Xs={4,9}.

Considere as congruéncias

(i') 5x+25.0 = 15 (mod 10)
(ii') 5x+25.1 = 15 (mod 10)
(iii ) 5x+25.2 = 15 (mod 10)
(iv)) 5x+25.3 = 15 (mod 10)
(v) 5x+25.4 =15 (mod 10)
(vi') 5x+25.5 = 15 (mod 10)
(vii

(

vii ) 5x+25.6 = 15 (mod 10)
viii') 5x425.7 = 15 (mod 10)

(ix ) 5x+25.8 = 15 (mod 10)
(x') 5x+25.9 = 15 (mod 10),

/

. oo ! I . <
como podemos concluir, i , iii , v, vii , ix sdo equivalentes a

5x =15 (mod 10) (2.12)
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e ii/, ivl, vi/7 viii/, x sdo equivalentes a
5x = —10 (mod 10) (2.13)

dai, observamos que (2.12) e (2.13) possuem, cada qual respectivamente, cinco solugdes in-
congruentes modulo 10.
x=1,3,5,7,9

x=0,2,4,6,8.

Como a equagdo 2.12 € equivalente a cinco das dez equacdes acima e a equagdo 2.13 é
equivalente as demais, no total temos 50 solugdes incongruentes para a equacgao 2.11 e como
esta, por sua vez, é equivalente as equagdes i, i, . . . , x, temos que, cada uma admite 50 solucdes

distintas em médulo. Assim, contabilizamos 500 soluc¢des incongruentes para a equacao
5x+425y+ 50z = 15 (mod 10).

Sao elas:

{(1,0,0), (1,0, 1), (1,0, 2), (1,0, 3), (1,0, 4), (1,0,5), (1,0, 6), (1,0, 7), (1,0, 8), (1, 0,9), (1,
2,0),(,2,1),(,2,2),(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,2,6), (1,2,7), (1, 2, 8), (1, 2,9), (1, 4,
0),(1,4,1),(1,4,2),(1,4,3),(1,4,4),(1,4,5),(1,4,6), (1,4,7), (1,4, 8), (1,4,9), (1, 6, 0),
(1,6, 1),(1,6,2),(1,6,3),(1,6,4),(1,6,5),(1,6,6), (1,6,7), (1, 6, 8), (1, 6,9), (1, 8, 0), (1,
8, 1),(1,8,2),(1,8,3),(1,8,4),(1,8,5), (1, 8,6), (1,8, 7), (1, 8, 8), (1, 8,9), (3, 0, 0), (3, 0,
1),(3,0,2),(3,0,3),(3,0,4),3,0,5),3,0,6),3,0,7),3,0,8),(3,0,9), (3,2,0), (3,2, 1),
3,2,2),(3,2,3),(3,2,4),(3,2,5),3,2,6),3,2,7),3,2,8),(3,2,9),(3,4,0), (3,4, 1), (3,
4,2),(3,4,3),(3,4,4),(3,4,5),(3,4,6),(3,4,7),(3,4,8),(3,4,9), (3,6, 0), (3,6, 1), (3, 6,
2),(3,6,3),(3,6,4),(3,6,5),(3,6,6),(3,6,7),(3,6,8),(3,6,9), (3,8,0), (3, 8, 1), (3, 8, 2),
(3,8,3),(3,8,4),(3,8,5),(3,8,6),(3,8,7),(3,8,8),3,8,9),(5,0,0), (5,0, 1), (5,0, 2), (5,
0, 3),(5,0,4),(5,0,5),(5,0,6), (50,7),(5,0,8),(5,0,9), (5, 2,0), (5,2, 1), (5,2, 2), (5, 2,
3),(5,2,4),(5,2,5),(5,2,6),(5,2,7),(5,2,8),(5,2,9),(5,4,0), (5,4, 1), (5, 4, 2), (5, 4, 3),
(5,4,4),(5,4,5),(5,4,6),(5,4,7),(5,4,8),(5,4,9), (5,6,0), (5,6, 1), (5, 6, 2), (5, 6, 3), (5,
6,4),(5,6,5),(5,6,6),(5,6,7),(5,6,8),(5,6,9),(5,8,0), (5,8, 1), (5, 8, 2), (5, 8, 3), (5, 8,
4),(5,8,5),(5,8,6),(5,8,7),(5,8,8),(5,8,9),(7,0,0), (7,0, 1), (7,0, 2), (7,0, 3), (7,0, 4),
(7,0,5),(7,0,6),(7,0,7),(7,0,8),(7,0,9), (7,2,0), (7,2, 1), (7,2, 2), (7, 2, 3), (7, 2, 4), (7,
2,5),(7,2,6),(7,2,7),(7,2,8),(7,2,9),(7,4,0), (7,4, 1), (7,4, 2), (7,4, 3), (7,4, 4), (7, 4,
5),(7,4,6),(7,4,7),(7,4,8),(7,4,9), (7,6,0), (7,6, 1), (7,6, 2), (7,6, 3),(7,6,4), (7,6, 5),
(7,6,6),(7,6,7),(7,6,8),(7,6,9),(7,8,0), (7,8, 1), (7,8, 2), (7, 8,3), (7, 8,4), (7, 8,5), (7,
8,6),(7,8,7),(7,8,8),(7,8,9),(9,0,0), (9,0, 1), (9,0, 2), (9,0, 3), (9,0, 4), (9,0, 5), (9, 0,
6),(9,0,7),(,0,8),9,0,9),(9,2,0),(09,2,1),09,2,2),(9,2,3),(09,2,4), 9, 2,5), (9, 2, 6),
9,2,7),0,2,8),(9,2,9),09,4,0),(9,4,1),9,4,2),9,4,3),9,4,4), (9, 4,5), (9, 4, 6), (9,
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4,7),9,4,8),0,4,9),(9,6,0),(9,6,1),(9,6,2),(9,6, 3), (9,6,4),(9,6,5), (9, 6, 6), (9, 6,
7),(9,6,8),(9,6,9),(9,8,0),(9,8,1),(9,8,2),(9,8,3),(9,8,4), (9, 8,5), (9, 8, 6), (9, 8, 7),
9,8,8),09,8,9),(0,1,0), (0,1, 1), (0,1, 2), (0, 1, 3), (0, 1, 4), (0, 1, 5), (0, 1, 6), (0, 1, 7), (O,
1, 8), (0, 1,9), (0, 3, 0), (0, 3, 1), (0, 3, 2), (0, 3, 3), (0, 3, 4), (0, 3, 5), (0, 3, 6), (0, 3, 7), (0, 3,
8), (0, 3,9), (0, 5,0), (0,5, 1), (0, 5, 2), (0, 5, 3), (0, 5, 4), (0, 5, 5), (0, 5, 6), (0, 5, 7), (0, 5, 8),
0,5,9),(,7,0),(0,7,1),(0,7,2),(0,7,3),(0,7,4), (0,7,5), (0,7, 6), (0,7, 7), (0,7, 8), (0,
7,9),(0,9,0), (0,9, 1), (0,9, 2), (0,9, 3), (0,9, 4), (0,9, 5), (0,9, 6), (0,9, 7), (0,9, 8), (0, 9,
9),2,1,0),2,1,1),(2,1,2),(2,1,3),(2,1,4),(2,1,5), (2, 1,6), 2, 1,7), (2, 1, 8), (2, 1, 9),
(2,3,0),(2,3,1),(2,3,2),(2,3,3),(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6), (2,3,7),(2,3,8),(2,3,9), (2,
5,0),(2,5,1),(2,5,2),(2,5,3),(2,5,4),(2,5,5),(2,5,6), (2,5,7),(2,5,8),(2,5,9), (2,7,
0),2,7,1),(2,7,2),(2,7,3),2,7,4),(2,7,5),(2,7,6),2,7,7),(2,7,8),(2,7,9), (2,9, 0),
2,9,1),(2,9,2),(2,9,3),(2,9,4),(2,9,5),(2,9,6), (2,9, 7), (2,9, 8),(2,9,9), (4, 1, 0), (4,
1,1),4,1,2),(4,1,3),4,1,4),4,1,5),(4,1,6), 4, 1,7), (4, 1,8), (4, 1,9), (4, 3, 0), (4, 3,
1),4,3,2),4,3,3),(4,3,4),(4,3,5),(4,3,6),(4,3,7),(4,3,8),(4,3,9),(4,5,0), (4,5, 1),
4,5,2),(4,5,3),4,5,4),(4,5,5),(4,5,6),(4,5,7),(4,5,8),(4,5,9),(4,7,0), (4,7, 1), (4,
7,2),4,7,3),4,7,4),4,7,5),(4,7,6),4,7,7),4,7,8),(4,7,9), (4,9,0), (4,9, 1), 4, 9,
2),(4,9,3),(4,9,4),(4,9,5),(4,9,6),(4,9,7),(4,9,8),(4,9,9), (6, 1,0), (6, 1, 1), (6, 1, 2),
(6,1,3),(6,1,4),(6,1,5), (6, 1,6), (6, 1,7), (6, 1, 8), (6, 1, 9), (6, 3, 0), (6, 3, 1), (6, 3, 2), (6,
3,3),(6,3,4), (6,3,5), (6, 3,6), (6,3,7), (6, 3, 8), (6, 3,9), (6, 5, 0), (6, 5, 1), (6, 5, 2), (6, 5,
3),(6,5,4),(6,5,5), (6,5,6),(6,5,7),(6,5,8),(6,5,9),(6,7,0), (6,7, 1), (6,7, 2), (6,7, 3),
(6,7,4),(6,7,5),(6,7,6),(6,7,7),(6,7,8),(6,7,9), (6,9, 0), (6,9, 1), (6,9, 2), (6,9, 3), (6,
9,4),(6,9,5),(6,9,6),(6,9,7),(6,9,8),(6,9,9), (8,1,0), (8, 1, 1), (8,1, 2), (8, 1, 3), (8, 1,4),
8,1,5),(8,1,6),(8,1,7),(8,1,8),(8,1,9), (8, 3,0), (8, 3, 1), (8, 3, 2), (8, 3, 3), (8, 3, 4), (8,
3,5),(8,3,6),(8,3,7),(8,3,8),(8,3,9),(8,5,0), (8,5, 1), (8,5, 2), (8, 5,3), (8,5,4), (8, 5,
5),(8,5,6),(8,5,7),(8,5,8),(8,5,9),(8,7,0),(8,7,1),(8,7,2),(8,7,3),(8,7,4), (8,7, 5),
8,7,6),(8,7,7),(8,7,8),(8,7,9),(8,9,0), (8,9, 1), (8,9, 2), (8,9, 3),(8,9,4), (8,9, 9), (8,
9,6),(8,9,7),(8,9,8),(8,9,9)}

Observe entio que a demonstragcdo deste lema nos fornece um processo algoritmico para

chegar as solucdes da equagio de congruéncia dada.

2.2 Sistemas de Equacoes de Grau Um

Nesta secdo lidaremos com a resolucao de sistemas de equacdes de congruéncia, que
resumem-se ao problema de encontrar solu¢do para vdrias equagdes a0 mesmo tempo.

Inicialmente consideraremos equagdes do tipo

x =cj (modmj)
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parac; € Z,m;j € Zj‘r eje€{l,2,...,n},n€N. Assim resolvemos adotar, por ser mais diddtico
e de melhor compreensdo, primeiramente, casos particulares como o Teorema do Resto Chinés

e depois, um resultado mais geral que resolve completamente o nosso problema.

Teorema 2.4. (Teorema Chinés do Resto) Sejam ay, az, ...,ar € Z e my,my, ...my; € N tais

que mdc(mj,m;j) =1, com i # j. Entdo o sistema de congruéncias

;

x = aj(mod.my)
x = ax(mod.my)
x = az(mod.m3) (2.14)
x = ar(mod.my)
tem uma unica solugcdo xo com 1 < xo <m,onde m=my|-my -...-my. Além disso,

S={xo+km:keZ}

é o conjunto de todas as solugoes do sistema 2.14.

Prova. Paracadar=1,2,... k, seja:

m
My=—=my-my-...-My_1 -My_o-...My
my
Assim,

mdc(ﬂ,mr) =mdc(M,,m,) =1

e, portanto, pelo teorema 2.2
M,x = 1(mod.m,) (2.15)

tem solucdo unica, vamos denotar esta solugdo por x,..

Portanto, vamos demonstrar que o inteiro:
X =aMx1 +aMrxy + ...+ apMpx;

satisfaz cada uma das congruéncias do sistema 2.14 considerado, ou seja, que X € uma solucao
deste sistema.

Com efeito, se i # r, entdo m,|M; e M; = 0(mod.m,), o que implica
X = aiMx1 + axMoxy + . ..+ apMyxy, = a M, x,(mod.m,.),

isto €,
X = a,M,x,(mod.m,)
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e como x, € a solu¢do da congruéncia linear 2.15, temos
M,x, = 1 (mod.m,) (2.16)
e multiplicando a congruéncia linear (2.16) por a,, onde, mdc(a,,m,) = 1, obtemos:
arMyx, = a, (mod.m,) = X = a,(mod.m,)

e isto prova que, X € uma solucao do sistema 2.14 considerado.
Para demonstrar a unicidade desta solucdo, suponhamos que X; € uma outra solugdo

qualquer do sistema de congruéncias considerado. Entao:
X =a,=X) (mod.m,), r=1,2,....k

de modo que m,|(X —X;) para cada valor de r. E como o mdc(m;,m;) =1, segue-se do coroldrio ??

que mymy ...m|(X —Xj), isto é:
m|(X —X1) e X = X;(mod.m)

0 que termina a demonstracdo do "Teorema Chinés do Resto". [

Exemplo 2.11. Resolver o sistema de congruéncias lienares:

; 2(modT)

Solucdo: Temos que a; =2,a2 =3,a3 =2emy =3, my =5, m3 =7. Como mdc(m;,m;) =1
para i # j. Entdo, pelo Teorema Chinés do Resto 2.4, esse sistema de congruéncias lineares

possui uma tnica solu¢do médulo m = 3-5-7 = 105. E de acordo com 0 mesmo teorema:

Mi=m/3 =57 =35
My=m/5 =37 =21
Ms=m/T =35 =15

e como
mdc(35,3) =1, mdc(21,5)=1 emdc(15,7) = 1.

Entdo pelo o coroldrio 2.2, os inteiros, 35, 21 e 15 possui inversos médulo 3, 5 e 7, respectiva-

mente, de modo que temos:

35x =1 (mod3) 2x =1 (mod.3)
2Ix=1 (mod5) == ¢ 1x=1 (mod.5)
15x=1 (mod17) Ix=1 (mod.7).
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Resolvendo as congruéncias lineares obtemos, respectivamente,
x1=2,x=1lex3=1.
Portanto, pelo Teorema Chinés do Resto 2.4
X =a Mix1 +ayMyxy + ...+ apMixy

X=2-35-243-21-142-15-1=1233.

Como 233 =23 (mod.105) temos que X =23 (mod.105) € a tnica solugdo incongruente
modulo 105.

Portanto,
S={23+105k: k€ Z}

€ o conjunto de todas as solucdes deste sistema.

Teorema 2.5. Sejam ay,az,...,ar € Z e my,my,. . my € N tais que mdc(m;,m;) =1, comi# j.

Se mdc(aj,m;) =1 para i =1,2,...k. Entdo o sistema de congruéncias lineares:

aix =by (mod.my)
ax =by (mod.mp)
azx =by (mod.m3) 2.17)

| ax =byg (mod.my)

tem uma unica solugcdo xo com 1 < xo < m,onde m=my-my - ... -my. Além disso,
S={xo+km:keZ}

€ o conjunto de todas as solugoes deste sistema.

Prova. Como o mdc(a,,m,) =1, entdo pelo teorema 2.2 a congruéncia linear
ax = 1 (modm,)
tem solucdo tnica médulo n2, que € o seu inverso, que denotaremos por (a,) !, de maneira que
a,(a,) "V = 1(mod.m,), Y r=1,2,.. .k
Logo, a congruéncia linear a,x = b, (mod m,) é equivalente a congruéncia

x = b,(a,) " (mod.m,)
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e desse modo, o sistema 2.17 dado € equivalente ao sistema de congruéncias lineares:

(
x =by-(a1)”! (modmy)

x =by)(ay)”! (modmy)

x =b3-(az)” (modm3) (2.18)

X = by - (ar) ™" (modmy).

o qual, pelo Teorema Chinés do Resto 2.4, tem uma dnica solu¢do médulo m =my -my - ... - m.
[ |

Exemplo 2.12. Resolver o sistema de congruéncias lineares:

2x = 1 (mod.5)
3x = 2 (mod.7) (2.19)
4dx = 3 (mod.11)

Solucdo: Os médulos m; =5, my =7 e m3 = 11 do sistema 2.19 dado sdo primos entre si dois
a dois e, além disso
mdc(2,5) =mdc(3,7) =mdc(4,11) = 1

de modo que, pelo teorema 2.5, o sistema tem uma dnica solu¢do médulom =5-7-11 = 385.
Como os inteiros, 2, 3 e 4 sdo inversiveis modulo 5, 7 e 11, respectivamente, temos as

congruéncias lineares:
2x =1 (mod5) 3x=1 (modT7) e 4x =1 (mod11)

tem como solugdes respectivas: x| = 3, x, = 5 e x3 = 3. De fato, pois,

2x = 1 (mod.5) x = 1-271 (mod.5) x = 1-3 (mod.5)
3x = 1 (mod7) = q x = 137! (mod7) =< x = 1-5 (mod.7)
4x 1 (mod.11) x = 1-471 (mod.11) x = 1-3 (mod.11)
Portanto,
2x = 1 (mod.5) x = 3 (mod.)5)
3x = 2 (mod.7) =< x = 10 (mod.7)
dx = 3 (mod.11) x = 9 (mod.11)

Assim, pelo teorema 2.5 para resolver o sistema de congruéncias lineares 2.19 dado é

suficiente resolver o sistema
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= 3 (mod.5)
= 10 (mod.7)
= 9 (mod.11)

e pelo teorema 2.5, com M| =77,M>, =55e M3z =35;ex; = 3,x, =6 ex3 =6, onde
X=3.-77-34+10-55-649-35-6 = 5883.

Portanto, X = 108 (mod.385) é a tinica solugdo do sistema de congruéncias lineares 2.19.

O préximo resultado resolve de maneira mais geral o nosso problema.

Teorema 2.6. Sejan € N. Sejam cy,...,chn € Z emy,...,m, € Zi e considere o sistema de
equagoes:
x=c; (modmy)
(2.20)
x=cyp (modmy.
A condicdo necessdria e suficiente para que (2.20) admita solugdo é que, para quais-
queri, j€{1,2,..., n} tenhamos d|(c; — c;) sendo d = mdc (m;, m;).

Quando (2.20) admite solugdo, ela é vinica modulo mmc (my, ..., my,).

Prova. Primeiramente, suponha que xp € yo sdo solug¢des de (2.20). Vamos mostrar que
yo = xo (modmme (my, ..., my)).

Consequentemente, xo € yo sendo solugdes de (2.20) nos diz que xo = ¢, (modm;j) e
yo =cj (modmj) paratodo j € {1,..., n}.

Logo,
yo—x0 =0 (modm;j) (para todoje {1,...,n})
de onde concluimos que yo — xo é multiplo de todos os m; (j € {1,...,n}), logo, (yo —xp) € um
miltiplo do mme (my, ..., my), ou seja,
yo = xo (modmmc (my, ..., my)).
Concluimos entdo que se (2.20) admite soluc@o ela é dnica médulo mmc (my, ..., my).

Em seguida, mostraremos que a condi¢do enunciada é necessdria. Com efeito, se xg é

solucdo de (2.20), para quaisquer i, j € {1,...,n} temos

(Dxo=c¢; (modm;)

(2)xo=c; (modm;).
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De acordo com a defini¢do 1.7 existe ¢ € Z tal que (1) pode ser escrita como xy — ¢; =

m;t o que implica xo = ¢; +m;t. Substituindo essa informagdo em (2), obtemos c; + m;t

c¢j (modmj), como —c; = —c; (modm;) consequentemente escrevemos
mit = (cj—c;) (modmj).

Entao a equacdo de congruéncia
miy = (¢j —c¢;) (modm;)

admite solucdo y = r. Logo, pelo teorema 2.1, temos que d|(c; — ¢;) sendo d = mdc (m;, m;).
Finalizaremos agora com a dltima parte da demonstragdo, que essencialmente, serd feita
por indu¢ao sobre o nimero n de equagdes de (2.20). O procedimento € o seguinte: em primeiro
lugar provamos que a condi¢@o enunciada no teorema € suficiente se n = 2. Depois, aplicamos
este resultado nas duas primeiras equagdes do sistema (admitindo n > 2) e mostramos que
as duas equagdes podem ser transformadas (preservando as solu¢des) em apenas uma nova
equacdo. Por fim, verificamos que o novo sistema de n — 1 equagdes de congruéncia assim

obtido satisfaz as mesmas condi¢des do sistema original e o resultado segue por inducdo. MW

Afirmacao 2.1. Suponha que n =2 em (2.20), ou seja, o sistema (2.20) tem a forma

x=c1 (modmy) (2.21)

x=cy (modmy),

e a condigdo d|(c) — ¢p) sendo d = mdc (my, my) garante existéncia de solu¢do para este sis-

tema.

Prova. Considere ¢ uma solugdo da congruéncia x = ¢ (mod m). Entdo pela defini¢do 1.7
existe b € Z tal que

a—cy=bmy,

ou,
a=c)+ bml.
Substituindo essa informacdo na segunda equagdo do sistema obtemos a equagdo
c1+bmy = ¢y (modmy)
por ser —c| = —c1 (mod my) somamos ordenadamente as congruéncias e obtemos

bm) = ¢y —¢1 (modmy)
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que € equivalente a equagdo

mib = (c; —c1) (modmy)

e por hipdtese temos que d = mdc (my, my) e d|(c2 — c¢1), logo a equagdo acima admite solugdo

b e observe que f = c| + bomy, € solugdo do sistema (2.21), como € possivel verificar. [ |

Afirmacao 2.2. Considere o sistema (2.21). Seja f uma solugdo deste sistema. Entdo g € 7. é

solugdo do sistema se, e somente se, é solugdo da equagdo
g = f (mod mmc (my, my)).

Prova. Seja g € Z uma outra solu¢do do sistema (2.21). J4 vimos que a solugdo € tinica

modulo o MMC. Consequentemente, com n = 2 temos
g = f (modmmc (my, my)).
Reciprocamente, temos que a congruéncia acima implica que
g=f (modm) = g =cy (modmy).

Analogamente, g = ¢ (modmy), logo g é solugdo do sistema. |

Afirmacao 2.3. Considere o sistema

x=c; (modmy)

x=cp; (modmy)

X =cu (modmy,),

com n > 3. Onde de acordo com o teorema, supomos que o mdc (m;, m;)|(c; — cj) para todos
i, j€{l,...,n}. Ecomo jdvimos, baseados nas afirmagées (2.1) e (2.2) podemos transformar

as duas primeiras equagoes do sistema acima em apenas uma, obtendo consequentemente o

sistema )
x=f (modmmc(my,my))
x=c3 (modms
( ) (2.22)
[ X = ¢n (modmy,).
Entdo para todo i € {3,..., n}, temos que o mdc (m;, mmc (my, my)) divide (¢; — f).
Prova. Inicialmente precisamos fixar i € {1,...,n}. Em seguida, consideramos p um

primo qualquer que divide o mddulo m;, por outro lado, tome [3; a poténcia maxima de p que
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divide mj, com j € {1,...,n}. Como queremos saber qual a poténcia mixima de p que di-
vide o mdc (m;, mmc (m, my)), podemos afirmar, que a poténcia maxima de p que divide o
mmec (m;, m;) é max{P;, B;} enquanto que a poténcia mdxima de p que divide o mdc (m;, m;)
¢ o min{P;, B;}. Assim, concluimos que a poténcia mixima de p que divide o maximo divisor

comum entre m; e 0 mmc (my, mp) é

o = min{B;, max{B1, B2} }.

Supondo que B seja a poténcia maxima de p que divide o mmc (m;, my) teriamos entdo
que encontrar o = min{f;, B;}, contudo, se tomarmos B, a poténcia maxima de p que divide
o mmc (my, my) terfamos que encontrar o0 = min{f;, P}. Mas, como queremos encontrar a

poténcia mdxima de p entre as duas poténcias minimas, escrevemos a seguinte igualdade

o = min{B;, max{Pi,Po}} =
= max{min{B;, B1}, min{B;, B2}},

ou seja p* € a poténcia maxima de p que divide o mdc (m;, mmc (my, my)).

Portanto, para concluirmos que o mdc(m;, mmc (my, my)) divide (c; — f), é suficiente
provar que cada poténcia maxima de primo p%, que divide mdc (m;, mmc (my, my)), também
divide (¢; — f).

Por hipétese, temos que p"™™ BB} divide (c1—ci), jaque p™nBLbBit divide mdc(my,m;)
e o mdc (my,m;) divide (c; —c;). De forma andloga, a poténcia p™{P2:Bi} divide (c2 —c;),

pois, p"iriB2Bi} divide o mdc (ma,m;) que divide (c2 —¢;).

PP'(c1 = f) pois f=c1 (modm)

p52|(cz — f) pois f=c2 (modmy).

Escrevendo

(Dei—f=(ci—c1)+(c1—f)
Q) ci—f=(ci—c2)+(c2—f),

observamos que a poténcia prin{BiBi} divide c;— fe a poténcia pin{B2Bi} também divide
ci — f. Logo p® divide (¢; — f).

Agora, a conclusido da demonstracao do teorema 2.6 segue por indug@o. O cason =2
foi demonstrado na afirmacdo 2.1 e para o caso geral n > 2 tomamos o sistema inicial 2.20

e passamos através das afirmagdes (2.2) e (2.3) para o sistema (2.22) que satisfaz as mesmas
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condigdes do sistema 2.20 mas, tem apenas (n — 1) equagdes. Por hipétese de indugdo o sis-
tema 2.22 tem solugdo e esta solu¢do é a mesma do sistema 2.20. Isso acaba a demonstracio do

teorema 2.6. [ ]

A seguir ilustraremos as descri¢des feitas no teorema através de exemplos.

Exemplo 2.13. Verifique se o sistema seguinte tem solucdo e, caso tenha, obtenha estas solugoes:

(mod4)

x=3
5 (mod?2).

(2.23)

X

Solucdo: Temos que o mdc(2,4) =2 e 2|(5—3) logo, este sistema admite solugdo
tinica médulo mmec (2, 4) = 4. Com efeito, encontraremos esta solugéo seguindo os passos da

demonstragdo do teorema 2.6. Inicialmente, tomamos a primeira equagdo deste sistema
x=3 (mod4)

e utilizando a defini¢do 1.7 temos 4|(x —3) = J¢ € Z tal que x —3 = 4t =—> x =3 +4¢, e uma
solugdo para a primeira equacdo € do tipo f = 3 4 4¢, assim precisamos encontrar ¢ tal que f

seja também solucdo da segunda equacdo, ou seja, substitua o valor de x na equagdo

x=5(mod?2)
obtendo
3+4t=5 (mod2)
como —3 = —3 (mod2), pela propriedade (2) do teorema 1.9, somamos ordenadamente com a

congruéncia acima
3+4t—-3=5-3 (mod2)

e obtemos
4t =2 (mod?2),

como o mdc (4, 2) = 2 podemos reescrever 2 como combinagio linear de 4 e 2, logo
2=14-12

ou seja, 4.1 =2 (mod?2).
Portanto r = 1 (mod2) € uma solugdo, e f =3 +4.1 =7 ¢é uma solucdo para o sis-

tema 2.23 original.
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Exemplo 2.14. Verifique se os sistemas seguintes tém solugdo e, caso tenham, obtenha estas

solugoes:
x=3 (mod4)
x=7 (mod6) (2.24)
x=10 (mod5)
e
x=2 (mod3)
(1) x=3 (mod5)
x=2 (modT)

Solucdo: Aqui iremos usar o passos descritos no teorema 2.6, tendo em vista, que o
sistema (/) tem uma particularidade: os médulos 3, 5, e 7 sdo co-primos, ou seja, 0 maior
divisor comum entre eles € um.

Passemos entdo a resolucao do sistema (7).

Temos que o mdc(4,6) =2e2|(7—3);0mdc(6,5) =1e1{(10—7); o mdc(4,5) =1
e 1/(10 —3). Logo, este sistema admite soluc¢do tnica médulo mmc (4, 5, 6) = 60.

Considere primeiramente o sistema:

(mod4)

x=3
7 (mod6),

(2.25)

X

da primeira equagdo, existe ¢ € Z tal que x — 3 = 4t = x = 3 4 4¢ e podemos afirmar, que uma
solucdo para tal equacdo € do tipo f =3 4 4¢, Vt € Z. Agora precisamos determinar ¢ para que

f seja solucdo da segunda equagdo, ou seja,
3+4r=7 (mod6),

como —3 = —3 (mod6), pelo teorema 1.9, podemos somar ordenadamente com a equagio
acima
34+4t—3=7-—3 (mod6)

obtendo,
4t =4 (mod6),

logot =1 € solugdo e, f =3 +4.1 =7 € uma solucdo deste sistema parcial (2.25).
Como o mmc (4, 6) = 12, podemos substituir estas duas equacdes por x =7 (mod 12), e
entdo resolver o sistema
x=7 (modl12)

x=10 (mod5).

(2.26)
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Fazendo o mesmo procedimento para o sistema acima, obtemos da primeira equacgio x =
7+ 12t, donde podemos escrever g = 7+ 12¢ uma solugdo para x = 7 (mod 12), que substituida
na segunda, nos da

7+ 12t = 10 (mod 5) (2.27)

e como —7 = —7 (mod5), pela a propriedade (2) do teorema 1.9, a equagdo 2.27 acima, é
equivalente a
12t = 3 (mod5).

Como o mdc (12,5) = 1, reescrevemos 1 como uma combinagio linear de 12 ¢ 5
1=3.12-17.5,
multiplicando ambos os membros da igualdade por 3, temos:
3=9.12-215,

ou seja,
12.9 =3 (mod5).

Portanto 7 = 9 (mod5) é uma solugdo, e g =7+ 12.9 = 115 é uma solugdo para o
sistema 2.24 original.

A seguir resolveremos o sistema (/7).

Tome o sistema

2 (mod3)
3 (mod5) (2.28)
2 (mod7)

X
X
X

e observe que neste, existe entre os mdédulos uma particularidade: sdo primos entre si. Logo,
iremos verificar se para este caso o teorema 2.6 também € valido.

Solucdo: O mdc(3,5) =1 e divide (3—2), o mdc(3,7) =1 e divide (2 —2) e por
fim, o mdc(5,7) =1 e divide (3 —2) entéo o sistema dado admite solugcdo tnica médulo
mmc (3,5,7) = 105.

Como ja vimos, vamos considerar inicialmente o sistema com as duas primeiras equagdes

X

2 (mod3)
3

X (mod5)
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Com efeito, da equagdo x =2 (mod3) obtemos x =2+ 3t, e com isso, uma solucdo do tipo
f =243t que satisfaz a primeira equacao deste sistema, quaisquer que seja ¢t € Z. Agora

precisamos determinar ¢ € Z tal que f seja solugdo da segunda equacdo, isto €,
2+3t=3 (mod5)

e pelo o teorema 1.9 esta equagdo € equivalente a

=1 (mod5), comol =6 (mod5)
3t=6 (mod5) e

34=3.2 (mod5) e por ser o mdc(3,5)=1
r=2 (mod 5)

logo t =2 € solugdo, e assim f =2+-3.2 = 8 € uma solucdo deste sistema parcial.

Como o mmc (3, 5) = 15, podemos substituir estas duas equagdes por x = 8 (mod 15), e

entdo resolver o sistema

8 (mod]15)
2 (mod7),

x
X
e daqui iniciar o procedimento jé realizado para os sistemas anteriores.

Todavia, encontramos uma solugdo do tipo g = 8 + 157 que satisfaz a primeira equacio

do sistema acima. Em seguida, substituimos na segunda equac¢do obtendo
8+15t=2 (mod7)

e esta equacdo € equivalente a
15t = —6 (mod7)

como —6 = 15 (mod7)
15t = 15 (mod 7).

Como o mdc (15,7) = 1, e podemos reescrever | como uma combinacao linear de 15 e
de 7, temos
1=1.15-2.7

entdo, multiplicando ambos os membros da igualdade por 15
15 =15.15-30.7,

ou seja,
15.15 =15 (mod 7).
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Portanto t = 15 (mod7) é uma solugdo, e g = 8+ 15.15 = 233 é uma solug@o do sis-

tema 2.28 original.

2.3 Teorema de Lagrange

A seguir veremos um resultado que relaciona o nimero de solugdes moédulo m de um

polindmio f(x) € Z[x] com o grau deste polindmio.

Teorema 2.7. [Teorema de Lagrange|Sejam
f(x) =akxk+...+a1x+a0

um polindémio inteiro de grau k e p € N um primo tal que ay # 0 (mod p). Entdo a equagdo
f(x) =0 (mod p) tem no mdximo k solugédes incongruentes modulo p (isto é, existem m < k
inteiros ty,... , ty tais que f(t;) =0 (mod p) para i € {1,...,m}, et; Zt;j (modp) para i, j €

{1,... kY i j).

Prova. Para a demonstragdo deste teorema, iremos utilizar o Principio de inducdo
matemadtica sobre o grau k do polindmio f(x).

Se temos k = 0 entdo f(x) = ap é um polindmio constante e ag # 0 (mod.p), por
hipdtese. Logo, concluimos que f(x) = 0 (mod.p) ndo admite solugdo, o que neste caso, o
teorema fica provado.

Suponhamos agora, por hipdtese de inducdo, que o teorema € verdadeiro para qualquer
polindmio de grau menor ou igual a k — 1 e mostraremos que o teorema € valido para grau k.

Obviamente, se f(x) ndo tem raiz mddulo p, o teorema é vilido.

Suponha entdo que existe a € Z uma raiz de f(x) médulo p. Pelo teorema 1.11 da
fatoragdo, podemos escrever f(x) = (x —a).g(x) (mod p), onde g(x) tem grau k — 1. Logo,
podemos afirmar que, qualquer raiz de f(x) ou é raiz de (x —a) ou é raiz de g(x) (pois, para
quaisquer polindmio f(x), g(x), g1(x) € Z[x], se f(x) = g(x).g1(x) (mod p) entdo qualquer raiz
de f(x) médulo p é raiz de g(x) ou g (x) médulo p). Agora, (x — a) tem uma tnica raiz médulo
p, enquanto que g(x), pela a hipdtese de indugdo, tem no maximo k — 1 raizes incongruentes

modulo p, logo, f(x) tem no maximo k raizes incongruentes médulo p. |

Exemplo 2.15. Verifique, a partir do teorema de Lagrange, a quantidade de solucoes da
equagdo
f(x) =5x* —3x+16 = 0 (mod2)

Soluc¢ao: De acordo com o teorema 2.7, a equagdo acima admite 2 solucdes incongru-
entes médulo 2, pois, 0 5 Z 0 (mod?2). Assim:
para x = 0, temos f(0) =5-0>—~3-0+16 =16 =0 (mod?2)
parax = 1, temos f(1) =5-12=3-14+16 = 18 = 0 (mod?2)
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parax =2, temos f(2) =5-22—-3-2+16=30=0 (mod?2)
parax =3, temos f(3) =5-32—-3-3+16 =52 =0 (mod?2).
Observe que 0 Z 1 (mod2) e 2 # 3 (mod2), como 0 =2 (mod2) e 1 =3 (mod?2),

podemos concluir que, todo x € Z solugdo de f(x) sera congruente a 0 ou a 1 médulo 2.



3 Equacoes de Congruéncia de Grau Maior que Um

Neste capitulo continuaremos estudando as equacdes de congruéncia. Essencialmente,
para algum m € Zj‘r, estaremos preocupados em investigar a solubilidade (em Z) de equagdes

do tipo a,x" + ...+ a1x+ag = 0 (mod m), bem como, os sistemas de tais equagdes.

3.1 Equacoes de Grau Maior que Um

Consideramos a equagdo de congruéncia do tipo
f(x) =0 (modm) (3.1)

onde o polindmio f(x) = a,x" + ...+ ajx+ag € Z|[x] € um polindmio primitivo de grau n € N
e m é um inteiro positivo.

Estaremos interessados principalmente em determinar se uma equacdo deste tipo ad-
mite ou nao solucdo (de fato, construiremos um processo algoritmico para obter solu¢des da
equagdo 3.1) sem nos preocuparmos muito com a quantidade destas solugdes.

A seguir, faremos um passo a passo de como resolver a equagdo 3.1.

anX"+ ...+ a1x+ag = 0 (mod m)

3.2 Algoritmo

Algoritmo

1. Decomponha o médulo m em fatores primos. Considere m da forma, m = p*.

2. Encontre a solugdo para oo = 1, isto é, f(xg) = 0 (mod p).
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3. Substitua a solugdo encontrada na equacio f(xo + pt) = 0 (mod p?), com o = 2.
4. Encontrar o valor de ¢, para que seja solucio de f(xo + pt) = 0 (mod p?).
i) Para isso utilize o desenvolvimento de Taylor! de f(x) de ordem n numa vizi-
nhanca de um ponto x = xg, que é dado por f(x) = P,(x) + R,(x);? O que
implica que,

/

X () (x
f(x) =f(xo)+f( 0) (x—xo)-l-...—i-f—(O)(x—xo)”. (3.2)

I! n!

ii) Substituindo x = xp 4 pt no desenvolvimento de Taylor acima e aplicando 0 mo6-

dulo p? obtemos a congruéncia

f(xo+ pt) = f(xo) +f,(x0)pt =0 (mod p*), como. € N. (3.3)

ili) Encontre e resolva a congruéncia linear;

f (x0)t = _f;j;o) (mod p). (3.4)

Determinando portanto, o valor de .

5. Indutivamente, considere B € N, B < a e ¢ € Z uma solugdo da equacdo
f(x) =0 (mod pP). (3.5)
Para qualquer ¢ € Z temos que (¢ + tpﬁ)k ¢ igual a
k4 (Ilc> K ipPy+. 4 (I;) K (epPY 4.+ (tpP)E = ¢ (mod pP),
logo,

0= f(c) = fc+tpP) (mod pP)

ou seja, c+1 pB também é solugdo de (3.5). Queremos agora determinar ¢ € Z tal que

c+tph seja uma solucdo da equagdo

f(c+1tpP) =0 (mod pP*1). (3.6)

1 ver o livro: Introdugdo a Anélise Real/Aldo Bezerra Maciel; Osmundo Alves Lima. - Campina Grande: EDUEP,

2005, p.173
_ f”“(a)

2 onde, R,(x) =

grau n.

(it 1)! = 0, pois, f"!(x) é identicamente zero, posto que, f(x) é um polindmio em Z[x] de
n !
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Podemos entdo reescrever a equagao (3.6) utilizando o desenvolvimento de Taylor de
f(x), tomando x = ¢+ tp[S € assim teremos,

fle+tp?) = F(o)+ £ ()t pP = 0 (mod pPH1) (3.7)

ja que, no desenvolvimento de f(c+1¢ pB) acima, todas as poténcias de p a partir do terceiro
termo sdo maiores que B+ 1.
f(c)

Como f(c) = 0 (mod pP), concluimos que —5 € Z, e usando esta informacdo na
p

equagdo acima obtemos a equacdo linear

flen= —% (mod p) (3.8)

cujo nimero de solucdes ja conhecemos (teorema 2.1), qual seja (veja que o
mde (f (c), p) = 1 ou p) :

0 seplf(c)ept(f(c)/pP)

I septfie)

p seplf(c)epl(f(c)/pP).

O procedimento geral deve ser agora claro. Se todas as solugdes de (3.8) sdao conhecidas
para o caso B = 1, escolhemos uma delas, que denotaremos por c;. Substituindo ¢ por ¢; em
(3.7), e repetindo o processo para o caso § = 2, buscaremos uma solug@o para (3.8), agora com
c1 no lugar de ¢, e assim por diante até encontrarmos a solugdo de (3.5), com o B desejado, ou
seja, B+ 1 =a.

Caso o nimero de solu¢des da congruéncia linear (3.8) obtido seja zero, escolhe-se
outro ¢. Se nenhuma das solucdes de (3.8) para o caso B = 1 induz (através deste processo)
uma solugdo de (3.7) para o caso f = 2, é porque ndo existe tal solugdo (uma solugdo para o
caso 3 =2 é também solucédo para o caso f = 1).

Vamos ilustrar este processo, num caso particular para o0 = 3.

Seja p um primo, o € N e f(x) € Z [x] um polindmio primitivo de grau n.

f(x) =apx"+... 4+ ajx+ao =0 (mod p%),

a partir das solucdes da equagdo
f(x) =0 (mod p).

Vamos supor que seja possivel encontrar solugdes para a equacgao 3.1 no caso particular

onde m é da forma p*, com a = 3, ou seja, vamos resolver a equacdo
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anx”+...—|—a1x—|—a050(m0dp3). (3.9

O que faremos a seguir é aplicar os procedimentos do algoritmo para construirmos uma
solugdo para f(x) = 0 (mod p%).
Seguindo os passos descritos no procedimento acima, temos que:

1° Passo - 0 médulo da equagio 3.9 é da forma m = p>

2° Passo - vamos encontrar a solucdo para oo = 1, sendo assim, precisamos encontrar,

primeiramente, uma soluc¢io para a equacio
anx"+...+ax+ag =0 (modp). (3.10)

Considere x = xo uma solugo para esta equagao, logo podemos dizer que x = xq (mod p)

mas, de acordo com o teorema 2.1 x = xo + pt também € solugdo para todo ¢ € Z, ou seja,

f(xo+ pt) =0 (mod p).

De fato, pelo bindmio de Newton constatamos que, para k = 1,...n, temos que

(xo+ pt)* = xf + <11€> xlé_l(pt) +...+ (f) xlé_j(pt)j +... 4 (p)~.

Como pt =0 (mod p) e aplicando os conceitos de congruéncia no segundo membro da

equagdo acima, obtemos que

X0+ 40+...+0=x5 (modp),

logo, por transitividade,
(xo+ pt)F = X8 (mod p).

Portanto,
J(xo+pt) = f(x0) =0 (mod p),

ou seja, xo + pt também € solucdo de 3.10.
3° Passo - Queremos agora determinar ¢ € Z tal que xo + pr seja uma solugio da equacao
f(xo+ pt) =0 (mod p?). 3.11)

4° Passo/item i - Vamos utilizar o desenvolvimento de Taylor de f(x) no ponto x = xo,

para encontrar o valor de . Assim,
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£ = £(x0) + F (x0)(x—x0) + L

Substituindo x = xo + pt obtemos,

f(xo+pt) = f(xo)+ f (x0) (xo+pt —x0) + f (x0) (x0+pr —x0)* +... + £ O (x0) (x0 + pt —x0)*.

ou ainda,

Fxo+pt) = fxo) +f (x0)(pr) + £ (x0)(pr)* + ...+ f®) (x0) (p1)F,

distribuindo a poténcia, temos

fxo+pt) = f(x0) + f (x0)(pr) + f (x0)(p*2) + ..+ F¥) (xo) (p'1%),

utilizando o conceito de congruéncias, obtemos

Flxo+pt) = F(xo) + £ (x0)(pt) + £ (x0).0.2+ ... + FH%(x0).0.£5 = 0 (mod p?).

4° Passo/item ii - Encontramos entdo, a seguinte congruéncia,

Flxo—+pt) = f(x0) + £ (xo)pt = 0 (mod p?), (3.12)

ja que no desenvolvimento de f(xo+ pt) acima, todas as poténcias de p, a partir da terceira

parcela desta soma, sio maiores ou iguais que a poténcia do médulo p?.

Tome,
f(x0) + f (x0)pt = 0 (mod p?),

como f(xp) =0 (mod p), ou seja, p|f(xop), concluimos que € Z, e pelo o teorema

f(x0)
P

1.9 item (2), obtemos,
fl(xo)pt = —@ (modpz).

Logo, observe que, além de f(xo) ser divisivel por p, os inteiros f (xo)pt e p* também sio.

Assim, utilizando o teorema 1.8 item (3) (passamos para o proximo passo.)

4° Passo/item iii - Encontramos a equagdo de congruéncia linear

f (xo)t =

’ S (;‘0) (mod p) (3.13)
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e devemos verificar se esta equacdo admite ou ndo solugdes. Sendo assim, observamos que o

mdc (f'(x0), p) =1 ou p.
Usando o teorema 2.1 detectamos que:

e seomdc(f'(xp), p) = p e pnido divide @ a equacdo nao admite solugao;

e se f'(xo) e p forem primos entre si, p ndo divide f'(xo) e a equagio admite uma tinica
solucdo incongruente médulo p;

e se o mdc(f'(x0), p) = p e p divide @ entdo a equagdo admite exatamente p

solucdes incongruentes modulo p.

Todavia, considere que a equacgdo 3.13 admite pelo menos uma solucdo y € Z. Logo,

t =y (mod p)
e pela defini¢cdo 1.7 existe | € Z tal que, t =y + pt; que substituido em x = x + pt obtemos,
x=x0+p(y+p) = (%o +py) + P’ = g+ p’,
onde, g = (xo + py) € Z entdo x = g + p*t; é uma solugio para
f(g+p*t1) =0 (mod p*).

Observacio: - Fizemos, até aqui, todos os passos do Algoritmo para encontrarmos uma
solugdo para f(x) = 0 (mod p?).
Mas, como 0 nosso objetivo é encontrarmos uma solugdo para

f(x) =0 (mod p).

(pois, queremos obter uma solugdo para o caso em que o = 3) iremos realizar o mesmo proced-
imento a partir do 3° Passo.

3° Passo - Agora tentaremos obter ¢| € 7Z para que
flg+ p*t) =0 (mod p°).

4° Passo/item ii - Utilizando novamente Taylor, obtemos

F(@)+ f'(q)p*n =0 (mod p)
f(a)
p2

mas 1.9 item 2 e 1.8 item 3, obtemos a congruéncia linear

Como f(gq) = 0 (mod p?), pela definicio 1.7, € Z, e pelos respectivos teore-

Flan =" (moap)
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como o mdc(f'(q), p) =1 ou p, precisamos verificar se a equagiio acima admite ou ndo
solucdes:

e scomdc(f'(q), p) = p e pnio divide % a equagio nao admite solug@o;

e se f'(q) e p forem primos entre si, p ndo divide f’(g) e a equagdo admite uma dnica

solucdo;

e seomdc(f'(q), p)=pe pdivide 19) entao a equacdo admite exatamente p solugdes.

p2
Considere que a equacdo acima admite ao menos uma solucao z. Entéo,

t1 =z (mod p).

Tomando ¢; = z encontramos x = g+ p’t| = g+ p°z, e escrevendo k = g+ p?z € 7 temos
x =k, ouseja, x =k (modp3) é raiz de

ax"+ ... +aix+ay=0 (modp3).
A seguir ilustraremos o que foi apresentado com um exemplo.
Exemplo 3.1. Usando todos os passos descritos no Algoritmo obtenha uma solugcdo para
f(x) =5x> —3x+16 =0 (mod 8). (3.14)
Solucdo: Como ja vimos anteriormente, precisamos determinar uma solugdo para
f(x) =0 (mod8)

e para isto, seguiremos o caminho descrito no algoritmo determinando primeiramente uma
solu¢do modulo 2.

1° Passo - o médulo da equagio 3.14 é da forma m = 23

2° Passo - vamos encontrar a solugdo para o0 = 1.

E ficil verificar que x = 0 é uma solugio para
f(x) =0 (mod2), (3.15)

assim,
f(0)=5.02-3.04+16 =0 (mod?2)

logo, x =0 (mod2) e pelo teorema 2.1 x = 04 2¢ também € solugdo para todo 7 € Z, ou seja,

F(0+2t) =0 (mod?2).
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De fato, pelo bindmio de Newton constatamos que para k = 2, temos que

(0+26)> =0+ (?) 0%~ 1(21) + (i) 0272(21)2.

Como 2t =0 (mod?2) e aplicando os conceitos de congruéncia no segundo membro da equagdo
acima, obtemos que
02 +0+40= 0% (mod p),

logo, por transitividade,
(0+26)? = 0%,

Portanto,
f(0+21) = £(0) =0 (mod p),

ou seja, 0+ 2¢ também € solucdo de 3.15.
3° Passo - Queremos agora determinar ¢ € Z tal que 0 4 2¢ seja uma solucio da equacio

£(0421) =0 (mod2?). (3.16)

4° Passo/item i - vamos utilizar o desenvolvimento de Taylor de f(x) no ponto x = 0

para encontrar o valor de 7. Assim,

£ = FO)+ £ O -0+ D (o244

(k)
5 f (O) (X—O)k.

k!

4° Passo/item ii - Substituindo x = 0 + 2¢ obtemos,

/"(0)
2!

F(0+21) = £(0)+ £/(0)(0+2t —0) + (04+26—0)+... +

ou ainda,

F(0+21) = f(0)+ f'(0)(2r) +

distribuindo a poténcia, temos

£(0+20) = £(0) + £ (0)21) + 1Y

utilizando o conceito de congruéncias, obtemos

/!

F0+21) = £(0)+ £ (0)(21) + fz—('m.().tz—l—...—l—%.().tk =0 (mod2?).

Encontramos entfo, a seguinte congruéncia,

F(042t) = £(0) + £ (0)2 = 0 (mod 2?), (3.17)
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pois, no desenvolvimento de f (04 2¢) acima, todas as poténcias de p, a partir da terceira parcela
desta soma, sio maiores ou iguais que a poténcia do médulo 22, logo sio divisiveis por ele.
Tome
F(0)+ f(0)21 = 0 (mod 2?).
Como f(0) =0 (mod?2), ou seja, p|f(0) concluimos que @ € Z, e pelo teorema 1.9 item
(2), obtemos

£ (0)2t = —@ (mod?2?).

Logo, observe que além de f(0) = 16 ser divisivel por 2, os inteiros f/(0)2¢ e 22 também sio.
Assim, utilizando o teorema 1.8 item(3) (passamos para o proximo passo).

4° Passo/item iii- Encontramos a equacdo de congruéncia linear

1 (0) = —@ (mod?2). (3.18)

Ja sabemos que f(0) = 16, encontrando a derivada de f(x) no ponto x = 0 temos f'(0) =

10.0 — 3 = —3, substituindo estes valores na equacao 3.18 obtemos
—3t=—8 (mod?2)
e pelo o exemplo 1.21 obtemos a equacao
3t =8 (mod2)

mas, 8 =0 (mod?2) logo,
3t =0 (mod?2)
3.t =3.0 (mod2)

ou seja, por ser o mdc(3,2) =1
t =0 (mod?2).

Contudo, a definicdo 1.7 nos diz que J#; € Z tal que t = 0+ 2¢;. Como x = 0+ 2¢

colocamos x = 0+ 2(0+2¢1) = 0+ 4¢; que também & uma solugdo para
F(0+41) =0 (mod 2?).

Observacao: Fizemos, até aqui, todos os passos do Algoritmo para encontrarmos uma solu¢ao
para f(x) =0 (mod?2?).

Mas, como 0 nosso objetivo é encontrarmos uma solu¢do para

f(x) =0 (mod?2%).
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vamos realizar o mesmo procedimento a partir do 3° Passo.
3° Passo - Tentaremos obter 7 € Z tal que

F(0+41) =0 (mod 23).

4° Passo/item i - Em seguida, realizamos o desenvolvimento de Taylor de f(x) no ponto
x = 0. Logo,

£%(0)
k!

f(x) = f(0)+ f/(0)(x—0) —i—&(x—O)z—k...Jr

X (x—0)k.

4° Passo/item ii - Substituindo x = 0 + 4¢; no desenvolvimento de Taylor acima e apli-

cando o médulo, obtemos a congruéncia
£(0)+ £'(0)4t; = 0 (mod2?)

f(0)

observe porém, que f(0) =0 (mod2?) e pela definicio de congruéncia 7 € Z onde, segundo

o teorema 1.9 item (2) obtemos a equagao
0
f(0)dt, = _fT (mod23).

4° Passo/item iii - Pelo teorema 1.8 item 3, encontramos a equagdo de congruéncia

linear 0
f(0) = —y (mod?2).
Como f(0) =16 e f'(0) = —3, obtemos a seguinte congruéncia

=3t = —4 (mod?2)
ou, pelo teorema 1.9 item(2) escrevemos a congruéncia equivalente
3t1 =4 (mod?2).

Por ser o mdc(3,2) = 1 esta equagdo admite uma dnica solu¢do, que em uma computacio
simples, verificamos
t1 =0 (mod2).

Tomando #; = 0 encontramos x = 0+ 4¢; = 044.0 =0, ou seja,
x =0 (mod8)

é uma raiz de
5x —3x4+16 =0 (mod8).
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!/
O que faremos a seguir € considerarmos que m = poil , pog, onde os p s sdo primos
distintos e o; > O para i = 1,2.
Sendo assim, a proposta é a de que precisamos encontrar solugdes para

apx'+ ...+ a1x+ayg =0 (modm)

com m = poil , poéz. Contudo, obter solucdes para a equagao acima € equivalente a encontrar

solugdes para o sistema
fx) =
fx) =

Observe que jd resolvemos o caso, para o qual, m; = poil. Logo, uma solucdo para a

0 (modp®')
0 (modp%).
primeira equagdo do sistema acima é x = k;.>
Agora, queremos tentar obter solugdes para f(x), no caso em que, my = poéz.

Realizando o procedimento andlogo a f(x) = 0(mod p*) com o = 3, obtemos uma solugio

x = ky e concluimos que x = k(mod p%?) € raiz de

(0%]

apX"+...+arx+ag =0 (mod p 5 ).

Determinada as solucdes para cada uma das equacdes acima médulo m; = poi‘ , My =

poéz, respectivamente, partiremos em busca de encontrar uma solucio para o sistema

x=k (modp®
o i ) (3.19)
x=ky (modp7})
o qual, pelo teorema Chinés do Resto (teorema 2.4), possui uma tUnica solu¢do xo médulo
m= poi‘ .poéz, coml <xg<me poi‘ , poéz primos relativos.

Obtida a solugdo do sistema 3.19, vimos que

x=xo (modp®l)

x=xg (modp%).

Portanto, x = xo (mod m) é solugdo para a equagio

o o

apX'+ ... +arx+ap =0 (modm), m=p 11 -p 22.
O que fizemos até aqui foi mostrar que, dado um polindémio de grau n e m = poil .p 052

um moédulo inteiro composto, podemos decompd-lo em fatores primos, os quais, apresentarao

poténcias para cada p primo, fator de m.

3 Algoritmo desenvolvido para f(x) = 0 (mod p®*)
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Exemplo 3.2. Vamos obter uma solugcdo para
f(x) =x* —4x* +5x— 6 = 0 (mod 36).

Solucdo: Como j4 vimos anteriormente, determinar uma solucdo para esta equagdo moédulo

m = 22.3? equivale a encontar uma solucfo para o sistema

f(x)=0 (mod?2?)
0 (mod3?).

Sendo assim, vamos utilizar para cada poténcia de m os passos descritos no Algoritmo.

1° Passo - Como vimos, m = 2% - 32, Tome inicialmente m; = 22;

2° Passo - Encontre a solucio para o = 1.

E facil verificar que f(0) = 03 —4.0> +5.0 —6 = 0 (mod?2), ou seja, x = 0 (mod?2) é
uma solu¢do médulo 2. Assim, pelo teorema 2.1 x = 0+ 2¢, também € solugdo para todo ¢ € 7Z,
ou seja,

F(0+21) =0 (mod?2).

Observe que utilizando o bindmio de Newton constatamos que
f(0+2¢) = f(0) =0 (mod?2).

3° Passo - Precisamos determinar ¢ € 7Z tal que x = 0+ 2¢ seja solugdo para f(x) =
0 (mod?2?).

4° Passo/item i - “Utilizamos o desenvolvimento de Taylor de f(x) na vizinhanca de um
ponto x = 0.

4° Passofitem ii - Desenvolvemos Taylor para f(0+2t) = 0 (mod?2?) e aplicamos o
modulo.

F(0+21) = £(0) + f'(0)2t = 0 (mod 2%).
Considere apenas o segundo membro da congruéncia
£(0)+ £(0)2t = 0 (mod 22).

0
4° Passo/item iii - Como f(0) =0 (mod 2), concluimos pela defini¢do 1.7 que @ €Z,

e pelo teorema 1.9 item(2) obtemos,

f1(0)2t = —% (mod?2?).

4 Procedimento realizado na demonstracio do Algoritmo, onde consideramos m = pq,
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Logo, observe que além de f(0) = —6 ser divisivel por 2, os inteiros f/(0)2¢ e 2> também sio.
Assim, pelo teorema 1.8 item (3), encontramos a equacdo de congruéncia linear
0
F(0) = —@ (mod?2). (3.20)

Encontrando a derivada de f(x) no ponto x = 0 temos f'(0) =3.0°—-8.0+5=5¢
substituindo nesta equagdo, obtemos

5t =3 (mod?2).
Logo, em uma computagio simples verificamos que
t=1(mod?2).
Tomando ¢ = 1 encontramos x = 0+2¢ =0+ 2.1 =2, ou seja, x =2 (mod 4) é raiz de
x— 4% +5x— 6 =0 (mod4).
Nosso interesse agora € determinar uma solugdo para
f(x) =0 (mod?3?).
Sendo assim, vamos realizar o procedimento andlogo ao de
f(x) =0 (mod?2?).

1° Passo - Inicialmente, consideramos o médulo m, = 32,
2° Passo - Precisamos encontrar uma solugéo para o0 = 1.

Primeiramente computamos que
f(0)=0°-4.0>4+5.0—-6=0 (mod3),

ou seja, x = 0 (mod3) é a tunica solug¢do incongruente médulo 3. Logo, pelo teorema 2.1

x = 0+ 3¢ e utilizando o bindmio de Newton verificamos que
f(0+3t) = £(0) =0 (mod 3)

ou seja, 0+ 3¢ também € solugdo de f(x) =0 (mod 3).
3° Passo - Vamos determinar ¢t € Z tal que

F(0+3t) =0 (mod 3%).
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4° Passo/item i - Utilizamos o desenvolvimento de Taylor de f(x) no ponto x = 0.
4° Passo/item ii - Substituimos x = 0 + 3¢ no desenvolvimento de Taylor e a partir dos

conceitos de congruéncia, aplicamos o médulo 32,
F(0+3t) = £(0) + f'(0)3t = 0 (mod 3%).

Logo,
£(0)+ £/(0)3t = 0 (mod 3%).

0
Como f(0) =0 (mod3), temos pela defini¢ao 1.7 que y € Z, e pelo teorema 1.9

item(2) obtemos,
0
£1(0)3t = —Q (mod3?).
Logo, observe que além de f(0) = —6 ser divisivel por 3, os inteiros f/(0)3t e 3? também sio.
Assim, pelo teorema 1.8 item (3), podemos dividir toda a congruéncia por uma constante, que
no nosso caso é 3.

4° Passo/item iii - Encontramos a equagdo de congruéncia linear
y 0
f(0)t =——= (mod3). (3.21)

Encontrando a derivada de f(x) no ponto x = 0 temos, f'(0) =3.0> —-8.0+5=5¢
substituindo na equacao, obtemos
5t =3 (mod3).

Logo, verificamos que
t=1(mod?2).

Tomando 7 = 1 encontramos x = 0+ 3t =0+ 3.1 = 3, ou seja, x = 3 (mod9) é raiz de
X —4x® +5x—6 =0 (mod9).

Terminado o procedimeto para cada um dos médulos m; = 22 e m» = 32 encontramos o
sistema
x=2 (mod4)
x=3 (mod9).

A partir da daqui, vamos utilizar o teorema 2.4 (Chinés do Resto).

Observe que no sistema acima m; =4 e my =9 e que o mdc(4,9) = 1, logo o sistema
admite solu¢@o tnica médulo m =4 -9 = 36.

Temos aqui
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Dai, as congruéncias lineares

Mix = 1 (modm) =
= % =1 (modd) — x=1
e
Myx = 1 (modmy) —
= 4x =1 (mod9) = x=T.

Portanto, o inteiro
X=29.1+347=102,

como 102 = —6 (mod 36), segue que X = —6 (mod 36) é a unica solucdo do sistema de con-

gruéncias lineares dado e, consequentemente
f(=6) = (=6)> —4.(—6)*+5.(—6) — 6 = 0 (mod 36)

como desejdvamos.
. oy o ~ I . o .
Agora, considere m = p*|' ... p"" a forma padrao de m, onde 0s p s sdo primos distintos

eo; >0paratodoie{l,...,r}.
Observe, que encontrar solu¢des para a equagdo 3.1

f(x) =0 (modm)
equivale a encontrar solucdes para o sistema

0 (modp?)
0 (modp%
( P ) (3.22)

== Oy
F0) =0 (modp®),
. . / ~ . .
onde f(x) = a,x" +...+aix+ap, pois os primos p s sio todos distintos.

Vamos supor que seja possivel obter solucdes para a equacdo 3.1 no caso particular
onde m é da forma poil > Repare que podemos fazer o mesmo procedimeto para encontrarmos
solucdes, com m da forma poéz e, assim por diante, até chegarmos ao m da forma poir desejado.
Entdo, sejam cy, ¢z, ..., ¢, as respectivas solucoes das r equagdes pertencentes ao sistema 3.22

acima. Logo,

> Procedimento realizado no Algoritmo para m = p*
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x=ci (modp?)

X=c mod p®*?
Jr=cz (modps) (3.23)

x=c, (modp®).

Ressaltamos que estas solugdes sdo, em particular, de cada uma das equagdes que for-
mam o sistema. Contudo, ndo necessariamente, sdo solucdes do sistema.
Usando o teorema 2.4 (Chinés do Resto) podemos encontrar uma solugdo xg tnica

modulo m para o sistema 3.23 acima, isto é

)
x=xo (modp?)

x=xo (modp%)

(X=X (mod p°).

E agora € facil verificar que xo € uma solucdo para o sistema 3.22, e portanto uma solugao da
equacdo 3.1, pois, paratodoi € 1,..., r temos que

f(x0) = f(ci))=0 (modpozi).

3.3 Aplicacoes

A seguir, iremos apresentar um exemplo de um polindmio de grau 4 com todas as suas

raizes distintas em maodulo.

Exemplo 3.3. Seja f(x) = x* 4 3x% — 8x> — 7x 4+ 11 = 0 (mod 1500), sabendo que 1500 =
22.3.5% encontre todos os X € Z de tal forma que satisfaca f(x).

Solucgdo: Queremos saber as possiveis solu¢des de f(x) médulo 1500.
De fato, 1500 = 22.3.53 desta forma reescrevemos f(x) = 0 (mod 1500), como um sis-
tema de equacoes
(mod 2?)
(mod 3)

f(x)=0 (mod5?).

0
0
Tomando a segunda equacgdo do sistema, verificamos que para x = 1, temos

f()=1*+3.13-8.12—7.1+11=0

logo, f(1) =0 (mod3).
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Precisamos determinar solugdes para f(x) =0 (mod4) e para f(x) =0 (mod 125).

Entao, fazendo o procedimento algoritmico para f(x) =0 (mod 4) verificamos que f(1) =
0 (mod?2) é a tnica solugdo incongruente médulo 2, isto é, x = 1 (mod2). Logo, pelo teo-
rema 2.1, todas as demais solu¢des de f(x) médulo 4 sdo da forma x = 1 + 2¢, para todo ¢ € Z.

Sendo assim, tentaremos determinar um ¢ € 7Z de tal forma que
f(142t) =0 (mod4).
Usando o desenvolvimento de Taylor de f(x) com x = 1+ 2¢, temos
() + £ (1)2t =0 (mod4),
ou seja, pelo teorema 1.9 item(2)

f(1)2t=—f(1) (mod4).
f)

Tendo em vista, que f(1) =0 (mod?2), concluimos que - € Z e, consequentemente,
pelo teorema 1.8 item(3), temos

(= —% (mod?2) (3.24)

por serem os inteiros f (1)2¢ e 4 divisiveis por 2.

Ja sabemos que f(1) = 0, precisamos agora encontar a derivada de f(x) no ponto x = 1
fx)=434+92—16x—-7 e f(1)=41+9.12-16.1-7=—10,
substituindo na congruéncia linear 3.24, obtemos
—10t =0 (mod?2)

observe que a congruéncia acima admite d = 2 solu¢des incongruentes méodulo 2.
Tomando 7 = 0 obtemos x = 1 +2.0 = 1, ou sejax = 1 (mod 4).
Tomando ¢ = 1 obtemos x = 1 +2.1 = 3, ou seja x = 3 (mod 4),

sdo raizes incongruentes de
4 3 2 —
X' +3x° —8x* —Tx+ 11 =0 (mod4).

Em seguida, iremos desenvolver o procedimento analogo para f(x) = 0 (mod 125).
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Assim sendo, verificamos para f(x) = 0 (mod 5) existem 3 solu¢des incongruentes moé-
dulo 5. Sdo elas

x=1 (mod5), x =2 (mod5) e x=3(mod5).

Tomandox =145f, x=2+45t e x =34 5t tentaremos determinar ¢ € 7Z tal que

F(1+5t) =0 (mod25), (3.25)

F(2+45t) =0 (mod25) (3.26)
(&

F(345t) =0 (mod25). (3.27)

Inicialmente, resolveremos a equagdo 3.25 e a partir do desenvolvimento de Taylor, reescreve-
mos a primeira das equacdes acima como

F()+ £ (1)5t =0 (mod 25),

isto €,

Como ja vimos, f(1) =0e f (1) = —10, ou seja,
—10t =0 (mod5)

e ja que o mdc(—10,5) = 5 observe que esta equagdo possui exatamente 5 solugdes incongru-

entes médulo 5, que sdo:

0 (mod5)=1=0+5t1 e x=1+50+51)=1+25
tEl(m0d5)=>t=1+5t1 e x=1+4+5(1+5)=6+25
t=2(mod5)=1t=2+5t e x=1+52+5t)=114254
t=3(mod5)=1t=3+51 e x=1+503+51)=16+254

t=4(mod5)=1t=4+4+5 e x=1+5(4+5)=21+251.

Precisamos agora determinar ¢ € 7Z tal que
f(1425t)) =0 (mod 125),

f(6+425t1) =0 (mod 125),
F(114251) = 0 (mod 125),

f(16+25t1) =0 (mod 125)
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£(21+25t) =0 (mod 125),

0 que é equivalente (como j& vimos no algoritmo) a encontrar as solucdes das respectivas

equagdes
f(n = RiO) (mod5), (3.28)
25
f ) = S (mod5), (3.29)
25
f (1) = _AD (mod5), (3.30)
25
£ (16) = _fus) (mod 5) (3.31)
25
) 2
e —%51) (mod5). (3.32)

Assim, teremos que resolver todas as equagdes, a fim de, obtermos as solu¢des incongruentes
de f(x) =0 (mod 125).
Iniciamos entdo, pela equagio 3.28 obtendo

—10t; =0 (mod 5)

e imediatamente podemos perceber que esta, possui 5 solugdes incongruentes mddulo 5, quais

sejam
t1 =0 (mod5) tomando t; = 0 obtemos x = 1 +25.0 = 1, ou seja x = 1 (mod 125).
t1 =1 (mod5) tomando t; = 1 obtemos x = 1 +25.1 = 26, ou seja x = 26 (mod 125),
t1 =2 (mod5) tomando t; = 2 obtemos x = 1 +25.2 = 51, ou seja x = 51 (mod 125),
t1 = 3 (mod5) tomando #; = 3 obtemos x = 1 425.3 =76, ou seja x = 76 (mod 125),

t1 =4 (mod5) tomando #; = 4 obtemos x = 1 +25.4 = 101, ou seja x = 101 (mod 125).
Consecutivamente, determinaremos as solucdes da equacdo 3.29, para tanto, precisamos encon-
trar

f(6)=6"+3.6—8.62—7.6+11=1625 e f(6)=4.6>+9.62—16.6—7 = 1085

e reescrever 3.29 como
1085t = —65 (mod 5),

ou seja, por ser o mdc(1085,5) =5 e 5| — 65 a congruéncia linear acima admite 5 solugdes
incongruentes modulo 5. Logo,

para
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mod 5) tomamos t; = 0 e obtemos x = 6 +25.0 = 6, ou seja, x = 6 (mod 125),

0(

1 (mod5) tomamos t; = 1 e obtemos x = 6+25.1 = 31, ou seja, x = 31 (mod 125),

2 (mod5) tomamos #; = 2 e obtemos x = 6+ 25.2 = 56, ou seja, x = 56 (mod 125),
3 (mod 5) tomamos f; = 3 e obtemos x = 6+ 25.3 = 81, ou seja, x = 81 (mod 125),

t1 =4 (mod 5) tomamos t; =4 e obtemos x = 6+25.4 = 106, ou seja, x = 106 (mod 125).

h
1
n
n

Agora, tomamos a equagdo 3.30 e determinamos

FO1)=11*43.11° =8.112 = 7.11 + 11 = 17600

F(11)=4.1124+9.112—-16.11 — 7 = 6230

obtemos a equagao
6230t; = —704 (mod5),

observe que o mdc (6230, 5) =5 e 5 ndo divide -704, o que nos leva a concluir que a congruéncia
linear dada ndo admite solu¢do médulo 5.
Em seguida, escrevemos a equagdo 3.31 e encontramos

£(16) = 16* +3.16> —8.16> = 7.16 + 11 = 75675

f(16) =4.16>+9.16> — 16.16 — 7 = 18425

escrevemos a equagao
18425t = —3027 (mod5),

como o mdc (18425, 5) = 5 e ndo divide -3027, a equagdo acima ndo admite solu¢do médulo 5.

Finalmente, da equacdo 3.32 obtemos

f(21) =214 +3.21° —8.212 —7.21 + 11 = 218600

£(21)=4.2134+9.212—16.21 — 7 = 40670

encontramos
40670t; = —8744 (mod5),

como ja vimos, a equagdo de congruécia linear acima néo possui solugéo, pois, o mdc (40670, 5) =
5 e 5 ndo divide -8744.
Retornando a equacdo 3.26, podemos reescrevé-la usando o desenvolvimento de Taylor
de f(x) de tal forma que
F(2)+ £ (2)5t = 0 (mod 25)
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ou ainda,

fr= _@ (mod5)

como
f2)=2%432%-822-724+11=5 e f(2)=42°4922-162-7=29

podemos escrever a equagio
29t = —1 (mod5)

e ja que 29 e 5 sdo primos entre si, a equacdo admite solugdo tinica médulo 5, qual seja,
t=1(mod5).

Colocando t = 1 4 5¢; obtemos x =2+ 5t =2+ 5(145¢;) = 7+ 2511, e tentaremos obter
11 € Z tal que
f(7+25t1) =0 (mod 125),

donde obtemos a equacao

(= _% (mod5),

determinando f(7) =7*+3.7 —=8.72=7.74+11=3000 e f(7)=47+9.72—16.7—7=

1694, escrevemos a congruéncia linear
1694t; = —120 (mod 5)
e como o mdc (1694, 5) = 1 a equagdo admite solucdo tnica médulo 5, qual seja,
t1 =0 (mod5).

Tomando #; = 0 obtemos x = 7+25.0 = 7, ou seja, x = 7 (mod 125).
Por fim, vamos calcular a equacdo 3.27, logo, podemos reescrever esta equacao uti-

lizando o desenvolvimento de Taylor de f(x), obtendo a congruéncia
f(3)+ £ (3)5t = 0 (mod 5)

ou,

donde determinamos

f3)=3"433-832-73+11=80 e f(3)=43°4+932-163-7=134
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de tal forma, que escrevemos a equacao
134t = —16 (mod5).

Como podemos observar, o mdc(134,5) = 1, logo, a congruéncia linear dada possui solugdo
unica médulo 5, qual seja
t =1 (mod5).

Colocando t = 1+ 5¢; obtemos x = 3+ 5t =3+ 5(145¢;) = 8+ 25¢; e tentaremos obter
H1 € Z tal que
f(8+425t1) =0 (mod 125)

0 que € equivalente a escrever a equacao

como
f(8)=8'+38-88-78+11=5075 e f(8) =48 +9.82-16.8-7=2489

obtemos a equagao
2489t = —203 (mod5),

podemos observar que a equacao de congruéncia acima admite solu¢d@o tnica, logo
t1 =3 (mod5).

Tomando #; = 3 obtemos x = 8 +25¢; = 8 +25.3 = 83, ou seja x = 83 (mod 125).
Logo, concluimos que x =1, 6, 7, 26, 31, 51, 56, 76, 81, 83, 101, 106 (mod 125) sao raizes de

x* 433 —8x2 —Tx+ 11 = 0 (mod 125).
Neste ponto precisamos encontrar uma solucdo para cada um dos 24 sistemas

x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
(D3x=1 (mod4) (2)3x=1 (modd) (3){x=1 (mod4)
x=1 (mod125) x=6 (modl25) x=7 (mod125)

x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
4)4x=1  (modd) (5)§x=1 (mod4) (6)3x=1 (mod4)
26 (mod125) x=31 (mod125) x=51 (mod125)

X
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x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
(7){x=1 (mod4) (B){x=1 (mod4) (9)3x=1 (mod4)

x=56 (mod125) x=76 (mod125) x=81 (mod125)
x=1 (mod3) x=1 (mod 3) x=1 (mod3)
(10)dx=1 (mod4) (11){x=1 (mod4) (12)Jx=1 (mod4)
x=83 (mod125) x=101 (mod 125) x=106 (mod125)
x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
(13)dx=3 (mod4) (14){x=3 (mod4) (15){x=3 (mod4)
x=1 (mod125) x=6 (mod125) x=7 (mod125)
( ( (
x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
(16)x=3  (mod4) (17){x=3 (mod4) (18){x=3 (mod4)
(x=26 (mod 125) |(x=31 (mod 125) (x=51 (mod 125)
( ( (
x=1 (mod3) x=1 (mod3) x=1 (mod3)
(19)4x=3  (mod4) (20){x=3 (mod4) (21){x=3 (mod4)
X =56 (mod 125) |(x=76 (mod 125) |(x=8l1 (mod 125)
x=1 (mod3) x=1 (mod 3) x=1 (mod3)
(22)yx=3  (mod4) (23)¢{x=3 (mod4) (24)qx=3 (mod4)
x=83 (mod125) x=101 (mod125) x=106 (mod125)

e para isto utilizamos o teorema 2.4 do Resto Chinés em cada um dos sistemas apresentados.
Temos aqui:
x=1 (mod3)
()sx=1 (mod4)
x=1 (mod125)

Como o mdc (3,4) = mdc(3,125) = mdc (4, 125) = 1 o sistema dado admite solug@do
tnica moédulo m = 3.4.125 = 1500.

Logo,

1500 1500 1500
M]Z%:TZSOO, M2:mﬂ2272375 € M3:mﬂ3:1—25:

Calculamos entdo as congruéncias lineares



M1X1 = 1 (modml)
500, = 1 (mod3) como 1 = -5 (mod3)
500x; = -5 (mod 3)
5.100x; = 5.—1 (mod3) como,omdc(5,3)=1
100x; = -1 (mod3)  como, —1 = —25 (mod 3)
100x; = -25 (mod3)
254x; = 25.—1 (mod3) por ser omdc(25,3) =1
4x = —1 (mod3)  como, —1 = —4 (mod 3)
4x = —4 (mod 3)
4.x; = 4.(—1) (mod3) como,omdc(4,3)=1
X = —1 (mod3),

e
Mjx, =1 (modmy)
375x% = 1 (mod4)  como 1 =25 (mod4)
375x, = 25 (mod4)
25.15.x, = 25.1 (mod4) como,omdc(25,4)=1
15x, =1 (mod4) como 1 =5 (mod4)
15x, = 5 (mod 4)
5.3x; = 5.1 (mod4)  por ser omdc(5,4) =1
3x2 = 1 (mod4)  como 1 = -3 (mod4)
3x2 = -3 (mod4)
3.0 = 3.—1 (mod4) por ser omdc(3,4)=1
X2 = -1 (mod4)

e
Msxs = 1 (modms3)
12x3 = 1 (mod125) como 1 = —124 (mod 125)
12x3 = —124  (mod125)
43x3 = 4.—31 (mod125) por ser omdc(4,125)=1
3x3 = =31 (mod125) como —31 =219 (mod 125)
3x3 = 219 (mod 125)
3x3 = 3.73 (mod 125) por ser omdc (3, 125) =1
X3 = 73 (mod 125)

Portanto, o inteiro
X =1.500.(-1)+1.375.(—-1)+1.12.73 =1

donde segue que X = 1 (mod 1500) € a unica solugdo do sistema dado e, consequentemente

F() =1*43.1° =8.12 = 7.1+ 11 = 0 (mod 1500).
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x=1 (mod3)

Fazendo o mesmo para o sistema (2) { x=1 (mod4) ,temos My = 500, M> = 375

x=6 (mod125)

€ M3 =12.
As congruéncias lineares
500x; = 1 (mod3) =
— X = —1 (mod3)
375% = 1 (modd) —
— x = —1 (mod4).
e

12x3 = 1 (mod125) =

— x3 = 73 (mod125)
Portanto, o inteiro

X =1.500.(—1)+ 1.375.(—1) +6.12.73 = 4381.

Como 4381 = —119 (mod 1500) segue que X = —119 (mod 1500) € solugdo tinica do sistema

apresentado c, consequentemente,
F(=119) = (—=119)* +3.(=119)> = 8.(=119)> = 7.(=119) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (3) ¢ x =1 (mod4) temos M| = 500,Mr =375e M3 =12, x1 = —1,

x=7 (mod125)
xpx=—1lex3=73.
Portanto, o inteiro

X =1.500.(—1) + 1.375.(=1) +7.12.73 = 5257

donde segue que 5257 = 757 (mod 1500), ou seja, X = 757 (mod 1500) € a tnica solugdo deste
sistema, €
f(757) = 757* +3.757° — 8.757* — 77574 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Fazendo procedimento andlogo para (4) ¢ x =1 (mod4) temos My =500, M, =

x=26 (mod125)
375eM3; =12, x1=—1,x, = —1lexz3="73.

Portanto, o inteiro

X =1.500.(—1) + 1.375.(—1) +26.12.73 = 21901.
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Como 21901 = —599 (mod 1500) temos que X = —599 (mod 1500) é solugdo tnica deste sis-
tema, logo € solucao também de

F(=599) = (—=599)* 4-3.(—599)% — 8.(—599)> — 7.(—599) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Agora, faremos os mesmos passos para o sistema (5){ x=1  (mod4) dai, temos

x=31 (mod125)
M, =500,M,=375eM3=12,x1=—1, xo=—1ex3=73.
Assim, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) +31.12.73 = 26281

donde segue que 26281 = —719 (mod 1500), ou seja, X = —719 (mod 1500) € solugdo tnica

do sistema e, consequentemente,
F(=719) = (=719)* 4+3.(=719)> — 8.(=719)> = 7.(=719) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Tomando o sistema (6) { x=1  (mod4) obtemos M| =500, My =375e M; = 12,

x=51 (mod125)
xi=—1l,xx=—1ex3=73.
Assim, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1)+51.12.73 = 43801.

Como 43801 = 301 (mod 1500) segue que X = 301 (mod 1500) é solugdo tnica deste sistema,

e é também de
£(301) =301* +3.301° — 8.301% — 7.301 4 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Fazendo o procedimento para (7) x=1 (mod4) temos M; =500, M, =375¢

x=56 (mod125)
M3=12,x1=—1,xp=—1ex3=73.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) +56.12.73 = 48181

donde segue que 48181 = 181 (mod 1500), ou seja, X = 181 (mod 1500) € solugdo dnica deste

sistema e, consequentemente,

f(181) = 181* +3.1813 — 8.181% — 7.181 4 11 = 0 (mod 1500).
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x=1 (mod3)
Para o sistema (8) S x=1  (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x; =

x=76 (mod125)

—1,xp=—-1lexz3=73.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) +76.12.73 = 65701.

Como 65701 = —299 (mod 1500) segue que X = —299 (mod 1500) é solug@o tnica do sistema

dado, e satisfaz
£(=299) = (—299)* +3.(—299) — 8.(—299)% — 7.(—299) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (9) S x=1 (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x| =

x=81 (mod125)
—I,XQ =—1 €xX3 = 73.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) +81.12.73 = 70081

donde segue que 70081 = —419 (mod 1500), ou seja, X = —419 (mod 1500) ¢ solugdo tnica

do sistema de congruéncias lineares, e satisfaz
f(—419) = (—419)* 4+3.(—419)> — 8.(—419)> —7.(—419) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (10) { x=1  (mod4) temos My =500, M> =375e M3 =12,x; =
x=83 (mod125)
—1,xx=—-1lex3="73.

Assim, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1)+83.12.73 = 71833.

Como 71833 = —167 (mod 1500) segue que X = —167 (mod 1500) € a tinica solugdo do sistema

dado, logo, é solucao de

f(=167) = (=167)*4+3.(—167)% — 8.(—=167)> = 7.(—167) + 11 = 0 (mod 1500).
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x=1 (mod 3)
Para o sistema (11)< x =1 (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x; =

x=101 (mod125)
—1,xp=—-1lexz3=73.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) 4+ 101.12.73 = 87601

donde segue que 87601 = 601 (mod 1500), ou seja, X = 601 (mod 1500) é solucdo dnica do
sistema de congruéncias lineares, e satisfaz

£(601) = (601)*43.(601)> —8.(601)> —7.(601) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (12) { x = 1 (mod4) temos My =500, M, =375e M3 =12,x) =

x=106 (mod125)
—1,xx=—1ex3="173.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+1.375.(—1) + 106.12.73 = 91981.

Como 91981 = 481 (mod 1500) segue que X = 481 (mod 1500) € solugdo tnica deste sistema

e, consequentemente

F(481) = (481)* +3.(481)% — 8.(481)% — 7.(481) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (13) { x=3 (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x; =

x=1 (mod125)
—1,xx=—1ex3="73.
Assim, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1)+ 1.12.73 = —749

donde segue que X = —749 € a unica solucdo do sistema apresentado e, consequentemente,
satisfaz

F(=749) = (—749)* +3.(—749) — 8.(—=749)* — 7.(=749) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (14)< x=3 (mod4) temos My = 500, M =375 e M3 =12, x| =
x=6 (mod125)

—1l,xp=—1lex3="73.
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Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) +6.12.73 = 3631.

Como 3631 = 631 (mod 1500) segue que X = 631 (mod 1500) € solugdo tnica do sistema de

congruéncias lineares, e satisfaz

£(631) = (631)*+3.(631) — 8.(631)> = 7.(631) + 11 = 0 (mod 1500).

1 (mod3)
(mod4) temos M; =500, M, =375e M3 =12, x| =

X

Para o sistema (15)

x=3
x=7 (mod125)
—1,xx=—1ex3="173.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)4+3.375.(—1) 4+ 7.12.73 = 4507

donde segue que 4507 = 7 (mod 1500), ou seja, X = 7 (mod 1500) é solugdo tnica do sistema,
e satisfaz
f(7)=7*+3.7° =8.7> = 7.7+ 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (16) { x=3  (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x; =
x=26 (modl125)
—1,xx=—1exz=73.
Logo, o inteiro
X = 1.500.(—1) +3.375.(—1) +26.12.73 = 21151.

Como 21151 =151 (mod 1500) segue que X = 151 (mod 1500) € a tnica solucdo deste sistema,
e satistaz
f(151) = 151* +3.1513 = 8.1512 = 7.151 4+ 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (17) ¢ x =3 (mod4) temos My = 500, M, =375e M3 =12, x1 =
x=31 (mod125)
—1,xx=—1exz="73.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) +31.12.73 = 25531
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donde segue que 25531 = 31 (mod 1500), ou seja, X = 31 (mod 1500) € solugdo tnica do sis-

tema de congruéncias lineares, e consequentemente
f(31)=31*4+3.313-8.317 —=7.31 + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (18) S x=3  (mod4) temosx; =500,x =375ex3=12,x; =—1,
x=51 (mod125)
xpx=—1lex3=73.
Assim o inteiro
X = 1.500.(—1) +3.375.(— 1) + 51.12.73 = 43051.

Como 43051 = —449 (mod 1500) segue que X = —449 (mod 1500) é a tinica solugao do sistema

c, consequentemente,
f(—449) = (—449)* +3.(—449)> — 8.(—449)% — 7.(—449) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (19) ¢ x =3 (mod4) temos My = 500, M, =375e M3 =12, x1 =

x=56 (mod125)
—1,xx=—1exz=73.
Assim, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) +56.12.73 = 47431

donde segue que 47431 = —569 (mod 1500, ou seja, X = —569 (mod 1500) é solugdo dnica do

sistema de congruéncias lineares dado, e consequentemente
F(=569) = (—569)* 43.(—569)> — 8.(—569)> —7.(—569) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (20)< x =3 (mod4) temos My =500, M, =375e M3 =12, x; =

x=76 (mod125)

—1,xp=—-1lex3="73.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) +76.12.73 = 64951.

Como 64951 = 451 (mod 1500) segue que X = 451 (mod 1500) é solugdo dnica deste sistema,

e satisfaz

£(451) = (451)* 43.(451)> — 8.(451)% — 7.(451) + 11 = 0 (mod 1500).
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x=1 (mod3)
Para o sistema (21) { x=3  (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12,x; =

x=81 (mod125)
—1,xp=—-1lexz3=73.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1)+81.12.73 = 69331

donde segue que 69331 = 331 (mod 1500), ou seja, X = 331 (mod 1500) € a tnica solugio do

sistema de congruéncias lineares, e satisfaz
f(331) = (331)4 +3.(331)3 — 8.(331)2 —7.(331)+ 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (22) ¢ x =3 (mod4)  temos My = 500, M, =375e M3 =12, x1 =
x=83 (mod125)

—1, X2 = —1 € X3 = 73.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) +83.12.73 = 71083.

Como 71083 = 583 (mod 1500) segue que X = 583 (mod 1500) € a tnica solucdo deste sistema

e, consequentemente, satisfaz
£(583) = (583)* 43.(583)> — 8.(583)% — 7.(583) + 11 = 0 (mod 1500).

x=1 (mod3)
Para o sistema (23) ¢ x =3 (mod4)  temos My =500, M =375e M3 =12, x1 =

x=101 (mod 125)
—1,xp=—-1lex3="73.
Logo, o inteiro
X =1.500.(—1)+3.375.(—1) 4+ 101.12.73 = 86851

donde segue que 86851 = —149 (mod 1500), ou seja, X = —149 (mod 1500) € solugdo tnica

do sistema apresentado e, consequentemente, satisfaz

f(—149) = (—149)* 4 3.(—149)> — 8.(—149)> — 7.(—149) + 11 = 0 (mod 1500).
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x=1 (mod 3)
Para o sistema (24) < x =3 (mod4) temos My =500, My =375e M3 =12, x; =
x=106 (mod125)
—1,xx=—1exz=73.

Portanto, o inteiro
X =1.500.(—1)4+3.375.(—1) + 106.12.73 = 91231.

Como 91231 = —269 (mod 1500) segue que X = —269 (mod 1500) é solug@o tnica do sistema

de congruéncias lineares dado, e satisfaz
F(=269) = (—269)* 4 3.(—269)> — 8.(—269)> — 7.(—269) + 11 = 0 (mod 1500).

Logo, x = —749, —719, —599, —569, —449, —419, —299, —269, —167,, —149, —119,
1,7,31,151, 181,301, 331,451,481, 583,601, 631, 757 (mod 1500)
como desejdvamos.

De posse do conhecimento do Algoritmo, vamos ilustrar o processo desenvolvido por
ele, com outra aplicacdo em equagdes de congruéncia, desta vez, o nosso polindmio tem grau

igual a 5 e médulo igual a 1875 = 3.5%.

Exemplo 3.4. Obtenha uma solugdo para a equagdo
fx) = +x* =3 +3x2 — 12 = 0 (mod 1875).

Inicialmente, decompomos o niimero 1875 = 3.5% em fatores primos e reescrevemos a

equacdo acima na forma de sistema

(mod 5%)

0
0 (mod3).

Como ja vimos nas equagdes anteriores, € possivel estabelecer uma solugéo para f(x) =
0 (mod 3), entdo facilmente verificamos que f(0) =0 (mod 3).

A preocupacio agora é determinar uma solugdo para f(x) =0 (mod 625). E ndo obstante
as demais, seguiremos todo o procedimento descrito no algoritmo, determinando primeiramente
solu¢des mddulo 5.

Sendo assim, computamos que

f2)=224+2%-234322-12=40=0 (mod5)
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¢ a tnica solugdo incongruente médulo 5. Tomando x = 2 (mod 5) obtemos pelo teorema 2.1
x =2+ 5t, observando que
f(2+5¢t) =0 (mod5)

tentaremos determinar ¢ € Z tal que
f(245t) =0 (mod?25).
Utilizando o desenvolvimento de Taylor para f(2+ 5¢) temos
£(2)+ £ (2)5t = 0 (mod 25)
o que é equivalente pelo teorema 1.9 item(2) a encontrar as solugdes da equacao
f(2)5t = —f(2) (mod25).

Observe que f (2)5¢, £(2) e 25 sdo nimeros inteiros divisiveis por 5, logo, pelo teorema 1.8
item(3)

fQr=

Veja que f (2) = 5.2 +4.23 —3.2246.2 = 112 é a derivada de f(x) no ponto x = 2. Assim,

obtemos a congruéncia linear

/ f2)
- (mod5).

4
112t = —?O (mod5)

ou,
112¢ = —8 (mod 5). (3.33)

Como o mdc(112,5) =1, a congruéncia 3.33 acima admite solugdo tinica médulo 5.
Temos:
8.14r =8.(—1) (mod5),

ou seja, por ser o mdc (8,5) =1
14t = —1 (mod 5),

como —1 = 14 (mod5), temos:
14t = 14 (mod 5),

por ser o mdc (14,5) =1
t=1(mod5).
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Baseado na defini¢do 1.7 de congruéncia, obtemost =1 +5tj ex=2+5r=2+5.(1+
5t1) =7+ 25t;, para todo t; € Z. Agora, tentaremos obter | € Z tal que

F(7425t) =0 (mod 125).
Reescrevendo f(7 + 125¢1) a partir do desenvolvimento de Taylor para f(x) com x = 7, temos
F(1) + £ (7)25t = 0 (mod 125)
daqui, utilizamos os teoremas 1.9 item(2) e 1.8 item(3), respectivamente, obtemos

f (Nt = —%) (mod5). (3.34)

Precisamos agora encontrar f(7) e f (7), quais sejam

F(7) =7 +7* =73 +3.7* — 12 = 19000

F(7)=57"+47 =37 +6.7= 13272,
substituindo na equacao 3.34 temos

19000
13272f1 = —T (mOdS),

ou,
13272t = —760 (mod 5)

observe que 5 ndo divide 13272, logo, a congruéncia dada admite uma unica soluc¢io
t1 =0 (mod5).

Colocando t; = 0+ 5tp, obtemos x = 7+ 25t} =7+ 25.(0+ 5t2) =7+ 1251, e tentare-
mos entdo obter 1, € Z tal que

F(T+125t;) = 0 (mod 625).
Entdo, usando Taylor temos
F(T)+ £ (7)125t, = 0 (mod 625)

o que implica

f(Mn= _% (mod5)
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ou,
132721, = —152 (mod 5)

ou ainda,
8.1659t = 8.(—19) (mod5)

e pelo teorema 1.1, por ser o mdc (8,5) =1
16596 = —19 (mod 5),
observe que —19 = 6 (mod 5) logo, por transitividade
16591, = 6 (mod5)

3.553t, = 3.2 (mod 5)
ou seja, por ser o mdc (3,5) = 1, (teorema 1.1) obtemos
553ty =2 (mod5),
como 2 = 182 (mod 5), temos
5531, = 182 (mod5)
7.79 = 7.26 (mod 5)

ou seja, por ser o mdc (7,5) =1
79ty =26 (mod 5)

isto €,
tr =4 (mod>5).

Tomando f, = 4 encontramos x = 7+ 125.4 = 507, ou seja, x = 507 (mod 625) é raiz de
© +x* —x° +3x2 — 12 = 0 (mod 625).
Desta forma precisamos encontrar uma solu¢ao para

x=507 (mod625)
x=0 (mod3).

e para isto utilizamos o teorema do Resto Chinés.
Os moédulos 625 e 3 das congruéncias do sistema obtido, sdo primos entre si, de modo

que, o sistema possui uma unica solu¢gdo médulo m = 625.3 = 1875.



Temos aqui

m 1875 m 1875
M = — = — = 3 frd
' T 625 © o

Calculamos entdo as congruéncias lineares

Mix; = 1 (modm;) —
— 3x; = 1 (mod625) = x; =417
e
Myx; = 1 (modmp) —
= 625x, = 1 (mod3) = xp=1.

Portanto, o inteiro
X =507.3.417+0.625.1 = 634257.

Como 634257 = 507 (mod 1875), segue-se que X = 507 (mod 1875) ¢ a tnica solugio do sis-

tema de congruéncias lineares obtido e, consequentemente
£(507) = 507° + 507* — 507° +3.507> — 12 = 0 (mod 1875),

logo,
f(507) =0 (mod 1875).

como queriamos.



Conclusao

Algumas das questdes relevantes para a teoria dos nimeros foram abordadas neste tra-
balho, principalmente, as que estio relacionadas com a teoria das congruéncias que, dentro do
universo da matematica pura, podem ser aplicadas em equacdes mddulo um inteiro m positivo,
ou seja, feita uma analogia do simbolo = usado nas congruéncias, com o simbolo = usado nas
equagdes convencionais, podemos encontrar solucdes para equagdes, via congruéncia.

Sendo assim, preocupamo-nos em desenvolver uma pesquisa sobre a resolugdo de equagdes
de congruéncia de grau maior que um, onde, inicialmente, apresentamos os resultados bésicos,
porém fundamentais para o desenvolvimento do tema em questao.

Todavia, concluimos que a partir da teoria das congruéncias, podemos resolver equagdes
envolvendo um moédulo m, quais sejam, os polindmios de grau um, que se configuram como
equacdes de congruéncias lineares e os polindmios de grau maior que um, que sao tidos também
como as equagdes de congruéncias nao-lineares.

Em suma, diante do que abordamos neste trabalho, esperamos contribuir para uma mel-
hor compreensdo, por parte do leitor, do algoritmo apresentado que € desenvolvido a partir
da férmula de Taylor. E assim, instigar nos leitores a curiosidade de encontrar solu¢des para

equagdes com grau maior que 5.
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