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Resumo

Neste trabalho, abordarmos os Anéis de Polinomios sobre Anéis Comutativos, em que
os mesmo sao resultados importantes para estudos mais aprofundados na Algebra Co-
mutativa e na Teoria Algébrica dos Niumeros. Como este trabalho se trata de um
trabalho de conclusao de curso em nivel de graduacao, procuramos utilizar o caminho
mais pratico para o leitor desenvolver o intersere em estudos mais avancados nas areas
ja supracitadas. Apo6s um resumo preliminar da teoria basica dos anéis, introduzimos
conceitos de Anéis de polindmios e demonstramos os principais teoremas relacionados
a dominios fatoriais e euclidianos. Enunciamos e Demonstramos o Teorema de Gauss
que conclui que se um anel R é Dominio de Fatoracao Unica entdo o Anel de Polinomio

R[X] também é um Dominio de Fatoracio Unica.

Palavras chave: Dominios, Corpos, Anéis Fatoriais, Anéis Euclidianos, Anéis Prin-

cipais, Equacoes Diofantinas.



Abstract

In this work, we discuss the Polynomials rings over commutative rings, in which the
same are important results for further study in Commutative Algebra and Algebraic
Number Theory. As this work is not a completion of course work at the undergraduate
level, we try to use the most practical way for the reader develop intersere in more
advanced studies in the areas already mentioned above. After a preliminary summary of
the basic theory of rings, we introduced polynomials rings concepts and demonstrate the
main theorems related domains Factorial and Euclidean. Enunciated and demonstrate
the Gauss theorem that concludes that a ring R is Factorization Domain Only then

the polynomial ring R[X] is also a Unique Factorization Domain .

Key words: Domains, Fields, Factorial Rings, Euclidean Rings, Principal Rings,

Diophantine Equations.
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Introducao

A Teoria dos Anéis é um ramo da Algebra Abstrata que se dedica ao estudo de anel, dominio
e corpo. O termo anel® foi utilizado primeiramente por Hilbert? no final do século XIX. J4 o
conceito de anéis foi finalmente introduzido por Dedekind®. A Teoria dos Anéis foi desenvolvida
a partir do estudo de anéis de polinomio em n variaveis e dos ntimeros inteiros. No decorrer
deste trabalho destacaremos importantes defini¢oes e resultados referentes a essa teoria, tais
como: Se tivermos um corpo K e P como sendo seu corpo primo, se a caracteristica de K
for prima, temos que P ¢é isomorfo a Z,; e se a caracteristica de K for zero, teremos que P ¢é

isomorfo a Q.

Dentre os conceitos estudados em algebra, o conceito de dominio de fatoragao tnica tem
importancia impar, uma vez que sendo um anel comutativo em que todo elemento nao-nulo
e diferente da unidade se escreve como produto de irredutives. Tais elementos apresentam
propriedades similares as propriedades que sao estudadas nos ntimeros inteiros em um curso
de Teoria dos Numeros. De fato, temos que em geral, é possivel provar que todo Dominio
Euclidiano é um dominio de fatoracao unica. Daremos uma demonstracao de que se um anel
¢ um Dominio de Fatoracao Unica, entao o anel de polindomios de n-varidveis construido sobre
esse anel é também um dominio de fatoracao tnica. Assumiremos também familiaridade com
conceitos e definigoes bésicas da Teoria dos Ntiimeros, como os conceitos de congruencial modulo
m, e relagoes de equivaléncia; e da Teoria dos Grupos, os conceitos de homomorfismo, nicleo

de um homomorfismo e teorema de lagrange.

1O termo original usado por Hilbert foi zahlring.
2David Hilbert (1862-1943) foi um notdvel matemético alemao. Dentre suas contribuigdes merece ser desta-

cado os Espacos de Hilbert e 23 problemas que o mesmo deixou, conhecidos como os Problemas de Hilbert.
3Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) foi um matemdtico alemao.



OBJETIVOS 2

Objetivos

Neste trabalho temos como objetivo principal mostrar e provar alguns resultados relevantes
sobre a Teoria Basica dos Anéis, destacar algumas relagoes com resultados vistos primeiramente
em um curso basico de Teoria dos Numeros, e posteriormente finalizarmos com o Teorema de
Gauss, que refere-se a uma consequéncia de que, se tivermos um anel F fatorial (Dominio de

Fatoracao Unica), entdo o anel de polindmios E[X] também ¢ fatorial.

Os objetivos especificos sao:

e Demonstrar algumas resultados que sao validos no dominio dos inteiros, e expandi-los

para um dominio qualquer.

e Apresentar e provar o teorema que afirma que se £ é um dominio fatorial(DFU), entao o

anel de polinémios E[X] também ¢ fatorial.

e Despertar o interesse do leitor para os estudos da Algebra Comutativa ou da Teoria

Algébrica dos Numeros.



JUSTIFICATIVA 3

Justificativa

Ao estudarmos os conceitos das estruturas algébricas basicas, como o grupo e o anel, podemos
perceber que determinados resultados sao validos somente para estruturas comutativas. Este
fato em conjunto com a possibilidade de tratarmos de estruturas com duas operacoes, torna
o estudo de anéis mais interessantes do que o de grupos. Em algebra, temos uma area que
trabalha essencialmente com o estudo de anéis comutativos, a Algebra Comutativa, e é com

foco para estudos posteriores nesta area que decidimos construir, esse trabalho.

Para os leitores que querem seguir os estudos em Algebra Abstrata, especialmente em
estudos avancados da Teoria dos Ntimeros, especialmente na Teoria Algébrica dos Numeros?,
ird encontrar neste trabalho os principais topicos relacionados a Teoria Algébrica, com excecao

dos relacionados ao conceito de modulo que podera ser encontrado em [5].

4Temos que a Teoria Algébrica dos Niimeros é um ramo da Teoria dos Niimeros Cldssica na qual os conceitos

presentes inicialmente sao expandidos para os nimeros algébrico e tem fortes raizes na Teoria dos Anéis.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os resultados basicos da Teoria dos Anéis que serao usados
nos capitulos seguintes. Admitiremos ja conhecidos os conceitos e resultados bésicos sobre
conjuntos, relagoes de equivaléncia, funcoes, operacoes e grupos. Explanaremos conceitos de
anéis e subanéis, dominios e corpos, homomorfismo de anéis, corpo de fragoes de um dominio,
ideais e anéis quocientes. Por fim, vamos destacar de forma especial os ideais primos e maximais

que serao de importancia impar na explanagao dos dominios fatoriais (DFU), no Capitulo 3.

1.1 Anéis

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio R munido de duas operagoes, uma adi¢do e uma

“

ivlicacio. indi v c di 4 .
multiplicacao, indicadas por “+7 e “7, respectivamente, é dito um anel quando as sequintes

propriedades sao satisfeitas:
(1) A operacio de adi¢cao define uma estrutura de grupo abeliano sobre R ;
(2) A multiplicagao é associativa, isto é,

a-(b-c)=(a-b)-¢, YVa, b, ceR.

(3) A multiplicagao € distributiva tanto pela direita, quanto pela esquerda em relagdo a adigao,

1sto €,

a-(b+c¢)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c,Va, b ceR.
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Sendo assim, se R é um anel, o mesmo serd indicado por (R, +,). No entando, quando
nao houver duvida quanto as operacoes consideradas sobre R, vamos indicar simplesmente por
R. Além disso, ao invés de expressarmos a operacao entre elementos por a - b, vamos usar ab

para simplificar a notacao.

Definicao 1.2. Um anel R € dito comutativo quando a operacao de multiplicacdo é comuta-
tiva, ou seja,

a-b=b-a ,V a,beR.

Definicao 1.3. Diz-se que um anel R tem unidade, ou simplesmente, que é um anel com

unidade, quando existe o elemento neutro da operagcao multiplicagao, ou seja,
d1eR, tal que, al =la=a, Va e R.

Exemplo 1.1. Munidos da operacao adicao e multiplicacdo usuais, temos que Z ,Q, R, C,

sao exemplos triviais de anéis comutativos com unidade.

Exemplo 1.2. O conjunto das matrizes 2 por 2 com entradas reais denotado por My(R) € um

anel nao comutativo com unidade, dada por:

10
0 1

Exemplo 1.3. Notemos que o conjunto 27, dos numeros inteiros pares ¢ fechado em relacao a
adi¢ao e multiplicagao usual, e que de facil modo podemos verificar que 27, é um anel comutativo.

No entanto, 27 nao tem unidade.

Sugerimos ao leitor verificar a construcao do conjunto dos inteiros médulo n!, denotado

por Z,, em [1] e [11]. Considerando as seguintes operagoes em Z,,:

+ i Lp XLy — Ly S/ S/ A/

(@b) — Trb=a+b @b) +— T-b=a-b
Temos que, (Z,,+,) é um anel comutativo com unidade.

Exemplo 1.4. Seja d um inteiro que nao € quadrado perfeito, entdo o conjunto

ZIVd) = {a+bVd : a, beZ}

!Também é conhecido como o conjunto das classes de congruéncia médulo n ou como o conjunto das classes

residuais modulo n.
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com as operagoes

x+y=(a1+a2)+(b1+b2)\/g

-y = (aras + bibad) + (arbs + ashy)Vd

onde © = a; + b1\Vd e Yy = as + bov/d € Z[\/E], ¢ um anel comutativo com unidade, também
chamado de anel quadrdtico. Em particular, ressaltamos que se d = —1 , o anel € dito anel

de inteiros de Gauss®(ou ainda inteiros gaussianos), e tem a sequinte configuragao:
ZIV-1=Zlil={a+bi : a, b €Z}.

Por fim, vamos considerar um conjunto muito peculiar, chamado de conjunto dos quatérnios,
que trata de uma forma generalizada do conjunto dos nimeros complexos. Tal conjunto foi
descrito pela primeira vez pelo matemdtico irlandés Hamilton®, onde de inicio teve papel fun-
damental no uso da mecanica, mas hoje tem aplicacao em Geometria e da Teoria dos Nimeros.
Portanto, vamos definir e construir as operagoes adigao e multiplicacao neste conjunto. Consi-

deremos,
Q={ap+ ari+ asj+ask : a;, t=1,2,3,4 e i, j, ksado unidades imaginarias. }.
Observe que, dados q1, g2 € Q, temos que
g1 =qs = ag=byea, =b; eay=>byeas=bs.
Sobre Q, definimos a adi¢ao da seguinte forma:

a1 + qo = (CLO + ali + CLQj + CL3I€) + (bQ + bll + bgj + bgl{?) (11)

= (CLO + b()) + (CL1 + b1)i + (az + bg)j + (CL3 -+ b3)/€.
E a multiplicacao é dada por:
q1 G2 = (CZQ + ali + azj -+ (15/{3) . (bo + bli + bg] + bdk‘)
= (apbp — a1by — agby — asbs) + (aobr + arby + asbs — asby)i (1.2)

+ ((Zobg + agbo + agbl — a1b3)j + (aobg + Clgb() + a11)2 — agbl)k’.

2Carl Friesrish Gauss, foi um matemadtico alemao que deu grandes contribuicées & Matemética, principal-
mente na Teoria dos Numeros. Os inteiros de Gauss teve seu surgimento quando o mesmo pesquisava sobre

reciprocidade cibica.
3William Rowan Hamilton, um Fisico-mateméatico irlandés, teve alguns trabalhos fundamentados na Ma-

temdtica, principalmente na area de Algebra, tendo com destaque a descoberta do conjunto dos quartérnios,

que na maioria dos livros é representado por H. Sendo essa notacdo ndo universal.
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No entanto, notemos que a seguinte relacdo, i2 = j2 = k* = ijk = —1, ij = —ji =

k, jk = —kj =1, ki = —ik = j, foi utilizada na definicdo da multiplicacao.

Exemplo 1.5. O conjunto Q munido das operagoes de (1.1) e (1.2) é um anel nao comutativo

com unidade 1 =1+ 0: 4+ 05 + 0k € Q.

1.1.1 Propriedades Elementares de um Anel

Enunciaremos a seguir algumas propriedades relevantes e necessarias para a continuidade

do nosso estudo.

Teorema 1.1. Seja R um anel. Entao, para quaisquer a, b € R, temos
(1) 0-a=a-0=0;
(2) a- (=) = (~a) b =—(a-b);
(3) (=a)-(=b) =a-b.
A demonstragdo do teorema anterior, nao sera apresentada.
Proposicao 1.1. Sejam R um anel e a € R. Entdo, para quaisquer m,n € N, tem-se
(1) a®-a™ =a"™™ ¥ n, mcN;
(2) (@)™ =a™, ¥ n, meN.

Demonstracao: Demonstraremos apenas a propriedade (2). Para isso, iremos utilizar inducao
sobre m. Para m = 1 temos

(a'n)l — an~1 = CL" — CL".

Agora suponhamos que para cada m € N,

Sendo assim,

Portanto,
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Lema 1.1 (Binomio de Newton). Sejam R um anel comutativo com unidade e a, b € R.

Entao,

n

n
(a+b)"zz a"F vt Y eN
k=0 \ K
Demonstracao: Vamos utilizar inducao sobre n, similarmente como na proposi¢ao anterior.

Observe que, sendo

n

n
S = nEN:(a—i—b)":Z a”r o
k=0 \ K

Para n = 1 temos que 1 € §. Agora, suponhamos que a proposicao seja valida para n > 1, isto

é, n €S. Entao

n

n
(CL + b)n = Z an_k . bk
k

k=0

Sendo assim, temos

3

n
ala+b)" = a a"F bk
k=0
an+1 + n an—k+1~bk
=1 \ K
e
n n
(a+b)"b = a” ok b
k=0
an+1 + n an—k—i—l . bk 4 bn+1
= \ k—1
Como

(a+0)"™ = (a+b)"(a+0)
= (a+b)"a+ (a+0b)"b,
= ala+b)"+ (a+b)"b
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temos que
ntl pit N ) ke kL N n n—k+l 7k | pntl
(a+0) = a +Z a b +Z a b+ b
=1 \ K =1 \ k—1
— an+1 + Z n + n an—k—i—lbk + bn+1
=1 k k—1
— an+1 + Z n+1 an—k—i—lbk + bn+1
k=1 k
n+1
_ Z n+1 a1k pE
k=0 k
Logo, n+1 € S. Portanto, S = N. [ ]

1.1.2 Subanéis

O conceito de subanel de um anel R segue o mesmo principio do conceito de subgrupo de um
grupo G, de modo que se torna conveniente ser estudado no nosso trabalho. Serao apresentados
exemplos de subanéis e uma generalizacao da intersectacao de subanéis que também é um

subanel.

Definigao 1.4. Sejam R um anel e S um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que S € um

subanel de R, se com as operagoes induzidas de R, S também for um anel.

Exemplo 1.6. Se considerarmos um anel R, temos que os subconjuntos, S; = {0} e So = R

sao subanéis de R, chamados de subanéis triviais.
Proposicao 1.2. Sejam R um anel e S um subconjunto nao vazio de R. Entdo S é um subanel
se, e somente se, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(1) § é um subgrupo de R,ou seja,

a—beS, Va, beS,
(2) abe S, Ya, beS.

Demonstracao: A priori, note que se S ¢ subanel, entdo as condigoes (1) e (2) sao satisfeitas.
Reciprocamente, sejam a, b € §. Como 0 € S entao 0 —y = —y € §. Assim © — (—y) =
r +y € S. Analogamente, temos por (2) que ab € S. Logo, S estd munido das operagoes do

anel R. ]
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Exemplo 1.7. Seja o anel dos inteiros Z..0O subconjunto
S=nZ={nk : keZ},

€ um subanel de Z, onde n € Z,. De fato, se a,b € S, entao existem ky, ky € Z tais que

a =nky e b=mnky. Logo,
a—0b=mnk; —nky =n(ky — kg) €S,
pois ky — ko € Z. Por outro lado, temos
ab = (nky)(nksy) = n(kikan) € S,
pois kikon € Z. Portanto, nZ. é um subanel de 7.

Exemplo 1.8. Sejam R um anel e S e K subanéis de R. Entao SNK é um subanel de R.

Vamos omitir a solucao do exemplo anterior, ressaltando que seu resultado pode ser

generalizado da seguinte forma: se 81,8, ...,S, sao subanéis de R, entao,

ﬁ‘sﬂ
=1

é um subanel de R. O mesmo nao pode ser afirmado para

pois, |J;_,B; é um subanel de A se, e somente se,

B; D B UBs
BiD (81UBQ)U83

BiD(BlU"'UB¢_1UBi+1U"'UBn_l)UBn,

para algum ¢ € {1,2,...,n}.

1.2 Dominios e Corpos

Nesta secao definindo dominio e corpo, e posteriormente apresentaremos resultados relaciona-
dos a ambas classes de anéis, pois esses anéis especiais serao de grande importancia para o
desenvolvimento do nosso estudo. A priori, definiremos o conceito de divisor de zero, onde esse

fato é peca fundamental na definicdo de um dominio de integridade.
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1.2.1 Dominios de Integridade

Definigao 1.5. Sejam R um anel e a € R um elemento nao nulo. Entao a é dito um divisor

de zero se existirb € R , b # 0 tal que,
a-b=0 ou b-a=0.
Exemplo 1.9. Para o anel R = My(R), temos

25 0 0 0 2v/5.0+0.0 2v/5.0+0.x 00
70 0 x 7.0+ 0.0 7.0+ 0.2 00

ou seja, os elementos utilizados na operagao sao divisores de zero.

Exemplo 1.10. No anel R = Zg, temos que a = 2 e b = 3 sao divisores de zero em R, pois

2:3=2-3=6=

)]

Definicao 1.6. Seja D um anel comutativo com unidade. Entao, D é dito um dominio de

integridade (ou simplesmente um dominio), se D nao tem divisores de zero.

Exemplo 1.11. Os anéis (Z,+,-) ,(Q,+,-) ,(R,+,-) e (C,+,-) sdo todos exemplos cldssicos

de dominios.

Exemplo 1.12. Conforme vimos anteriormente, o anel R = Zg possui divisores de zero, e,

portanto, nao € um dominio.

Teorema 1.2. O anel R = Z,, € um dominio se, e somente se, n. € primo.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que n nao seja primo e que Z, seja um dominio.

Entao existem a,b € N, com 1 < a, b < n, tais que a - b = n. Dessa forma,
a-b=n=a-b=n=a-b=n=0,
ou seja, @ e b sdo divisores de zero, o que contradiz o fato de Z, ser dominio.
Agora, vamos supor que n é primo. Logo existem a e b € Z,,, de modo
a-b=0=a-b=0 (mod n) = n|a-b=>nla oun|b,
pois n é primo.
Suponhamos que nla, ou seja, a =n - k, k € Z. Assim,
i=n-k=>a=n-k=a=0-k=a=0,

que é um absurdo, 7Z,, é um dominio. [
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Exemplo 1.13. O anel R = Zs € um dominio, pois n =5 é primo.

Proposicao 1.3. Um anel D é um dominio se, e somente se, todo elemento nao nulo de D é

reqular com relagcao a multiplicacao, ou seja, dados a,b,c € D,

ab=ac=>b=c.

Demonstracao: Suponhamos que D seja um dominio e tomemos a, b, ¢ € D, com a # 0. Logo,
ab=ac=ab—ac=0=alb—c)=0=b=c

Pois D é dominio, e a # 0. Assim a é regular.

Por outro lado, sejam a, b, c € D tais que ab = 0. Devemos mostrar que a = 0 ou b = 0.

Suponhamos que a # 0. Como a -0 = 0, e por hipétese a é regular, segue que
a-b=0=a-0=0=0.
Assim, temos que D é um dominio. [

Definigao 1.7. Sejam R um anel ea € R. Chamamos a de elemento idempotente, quando:

E claro que 0 e 1 sao sempre idempotentes. Os idempotentes 0 e 1 sao chamados de
idempotentes triviais.
Exemplo 1.14. No anel Z;5 todos os elementos idempotentes sao 0,1,6 e 10, pois,
=2 = —

5=36=06 e 10" =100 = 10.

Proposicao 1.4. Seja D um dominio. Entdo os unicos elementos idempotentes sao os elemen-

tos 0 e 1.

Demonstracao: Consideremos a € D um elemento idempotente, entao
a=a=ad’-a=0=ala—1)=0=>a=00ua—-1=0=a=1,

pois D é dominio. Sendo assim, os tnicos elementos idempotentes de um dominio sao os

elementos 0 e 1. n
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1.2.2 Corpos

Destacaremos aqui o conceito de corpo, que é um tipo bastante especial de anel e de im-

portancia essencial nos estudos posteriores sobre dominios principais e de fatoragao unica.

Observacgao 1. Note que como a -0 = 0, para todo a € R, entao x = 0 € R nao é invertivel

em R, a menos que R = {0}.

Definigao 1.8. Seja K um anel comutativo com unidade, entdio K € dito um corpo, se todo

elemento de K for invertivel, ou seja, dado a € IC, a # 0, existe b € K tal que

a-b=1.

Notemos que se considerarmos K* como sendo o conjunto dos elementos nao nulos de K,

de facil modo verificamos que, o grupo multiplicativo sobre K é dado por
Us(K) = K7,

visto que U,(K) é o conjunto dos elementos invertiveis de K sob a multiplica¢ao. Entao, tendo

isso em maos, um corpo pode ser definido da seguinte forma:

Definicao 1.9. Um anel K comutativo com unidade, ¢ um corpo se, e somente se, K* € um

grupo multiplicativo sob a multiplicacao em IC, ou seja,
Us(K) =K.

Exemplo 1.15. Os anéis (Q,+,-), (R,+,-), e (C,+,-) sdo todos exemplos cldssicos de cor-
pos. Notemos que (Z,+,-) nao € um corpo mesmo sendo um anel comutativo com unidade,

pois Ug(Z) = {1, -1} #Z*.

Exemplo 1.16. O anel (Z[i],+,) nao € um corpo, pois dado a + bi € Z][i], temos

1
bi)~l =
(a+bi) a+ bi

B 1 a—bi

 a+4+bi a—bi

B a B b ;
o\ + b2 a? 4 b?

Temos assim
a b

a2+b2¢Z ‘ a2+b?¢Z
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Teorema 1.3. Todo corpo é um dominio.

Demonstracao: A priori, observemos que X é comutativo com unidade, entao basta provarmos
que K nao possui divisores de zero. Para isso, sejam a,b € IC, tais que a - b = 0. Suponhamos

1

que a # 0. Logo existe a=! € K para o qual a-a~! = 1. Sendo assim, temos

a-b=0=a'(a-b)=a'-0=a"'-0=0,

ou ainda,

(' a)-b=0=1-b=0.
Portanto, b = 0. [

Vale destacar que em anel a reciproca nao ¢ valida, no entanto, o teorema a seguir nos

garanti que se o corpo for um dominio finito, entao a reciproca é valida.

Teorema 1.4. Todo dominio finito € um corpo.

Demonstracao: Consideremos D um dominio finito, por exemplo D = {ay,as,as,...,a,}.
Queremos mostrar que, para cada a € D, com a # 0, existe a™! € D tal que a-a! = 1.

Consideremos a aplicacao :
fo : D — D

a; — fala;) = aq;
Dados a;,a; € D,

f(ai) = f(aj) = aa; —aa; =0 = ala; — a;) = 0.

Como a # 0, e D é um dominio, temos a; = a;. Dessa forma, f, ¢ injetiva. Como D ¢ finito,
segue que f, é sobrejetiva e, por isso, f, é bijetiva. Isto significa que existe a; € D tal que
fa(a;) =1, ou ainda,

a-a; = 1.
Por conseguinte, se a ¢ um elemento arbitrario nao nulo de D, mostramos que ele é invertivel.

Portanto, D é um corpo. [

Para simplificagdo de notagao quando conveniente, se K for um corpo e a,b € K, com

b # 0, entdo indicaremos a - b~ por £, e chamaremos de quociente de a por b.

Definicao 1.10. Seja R um anel com unidade. Se existir algum n € N tal que

n-a=0, Ya€eR,
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entao ao menor deles chama-se caracteristica de R e diz-se que R tem caracteristica positiva.
Caso contrdrio, diremos que R tem caracteristica zero. Denotaremos tal caracteristica R por

car(R).

Proposicao 1.5. Se IC é um corpo finito, entao car(KC) = p, sendo p um nimero primo.

Demonstragao: Sejam K um corpo finito e car(K) = p. Suponhamos que p ndo é primo.

Entao, existem m e n € N, com 1 < m,n < p, tal que
O=p-l=(m-n)l=mn-1)=(m-1)-(n-1).
O que é um absurdo, pois K é dominio. Logo, car(K) = p, com p sendo um nimero primo. m

Teorema 1.5. Sejam KC um corpo finito de caracteristica p e ¢ = p", para algum r € N. Entao,

(a+0)1 = a? + b

Demonstracao: Como o teorema binomial é valido sobre um corpo, entao dados a, b € K,

temos

(a+b)f =d’ + b a’tb4 L+ P

1 p—1

a- bt 4 bP

p : , o .
Como para cada , 0 <i < p, que é um inteiro, e a mesma equivale a

pp—1)...(p—i+1)

1-2-...-12 ’
entdo, 1-2-...-idivide p(p —1)...(p —i+1). Mas p é primo e i < p, logo em particular
1-2-...-didivide (p—1)...(p—i+1). Assim, P = 0 (mod p). E mais, temos que
1
car(K) = p, entao
_1 —272 p -1
a’” b= a’™tht = ... = abl™ =0
1 P p—1

Desse modo,

(a+b)P =aP + VP

Por conseguinte, se ¢ = p", entdo com uma simples induc¢do sobre r, obtemos que (a + b)? =

CLQ+bQ_ |
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Definicao 1.11. Sejam IC um corpo e F um subconjunto nao vazio de KC. Diremos que F ¢é
um subcorpo de K quando, com as operagoes induzidas de K, o mesmo também € um corpo,

ou seja, F € um subcorpo se, e somente se, as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

(1) a—be F,¥Va, beF;

(2) a-bte F¥Va, be F,b#0.
Exemplo 1.17. Consideremos o corpo R e o subconjunto F = {a +bv/2 : a,b € Q} de R.
Entao F € um subcorpo de R. De fato, dados a; + b1\/§ as + b2\/§ e F, temos

(a1 + b1V2) — (as + boV2) = (a1 — as) + (b — ba)V2 € F;

e ainda, para o = ay + by/2 # 0, temos

1
as + ba/2

Q9 —b2
= | ————— —_— 2 .
( —2b%> " ( —2b§> V2eF

Assim, o produto (aq + b1v/2) - (ag + bav/2) " tem que ser igual a 1. Como «, B € Q, temos que

B=(as+bV2)' =

A € F. Portanto, F é um subcorpo de R.

Exemplo 1.18. Sejam IC um corpo finito de caracteristica p > 0 e g uwma poténcia inteira de
p. Temos que F = {a € K :a? —a =0} é um subcorpo de K. De fato, dados a,b € F, tem-se
a?—a=0eb!—0b=0. Logo
(@a—b)1—(a—0b) = a?—b'—a+Db
= (a?—a)— (b1—0)
= 0-0 '
=0

Assim, a — b € F. Agora, para b # 0, temos

(a b7 = (a-b7Y) =a? b7 —a? - b7 =0,

1.3 Homomorfismo de anéis

Nesta secao sera apresentada a fundamentacao do conceito de homomorfismo de anéis e alguns

resultados relacionados a isomorfismo de anéis, que é um caso particular de homomorfismo de
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anéis. Tais conceitos sao importantes pois, se um anel é isomorfo a outro, as propriedades
algébricas que um possui o outro também possui, ou seja, se um ¢ corpo o outro também é, se
um possui unidade o outro também possui unidade. Doravante poderemos classificar os anéis

a menos de isomorfismo em classes disjuntas.

Definigao 1.12. Sejam R e S anéis. Uma aplicagdo ¢ : R — S € dita um homomorfismos

de R em S (ou simplesmente um homomorfismo de anéis), se
pla+b) =p(a) + ) e @la-b)=p(a) ¢b), Va,beR.

Intuitivamente, vemos que um homomorfismo de R em S é uma aplicacao que “preserva”
as operagoes dos andis. Notemos que ¢ : R — § ¢ um homomorfismo de grupos abelianos
aditivos (R, +) e (S, +). Quando tivermos um homomorfismo injetivo, chamaremos de mono-

morfismo, e se o homomorfismo for sobrejetivo, o mesmo é dito epimorfismo.

Exemplo 1.19. Consideremos R um anel qualquer. A aplicagdo id : R — R dada por id(a) =

a para todo a € R, € um homomorfismo, chamado de homomorfismo identidade.

Exemplo 1.20. Seja ¢ : Z — Z,, tal que p(a) = a, para todo a € Z. Temos que ¢ € um

epimorfismo, pois, dados a,b € 7, temos
ola+b)=a+b=a+b=p(a)+ o)
pla-b)=a-b=a-b=p(a) p(),
entao ¢ € um homomorfismo e, em particular um epimorfismo, como dito anteriormente.

Exemplo 1.21. Seja a aplicacao ¢ : Z — 27, definida por p(x) = 2z para todo x € Z. Dados
a,b € Z, € evidente que p(a+b) = ¢(a)+¢(b), ou seja, ¢ € um homomorfismo entre os grupos
(Z,+) e (2Z,+). No entanto,

pla-b) =2ab e ¢(a)-p(b) =2a-2b= 4ab.

Notemos que a igualdade sé é vdlida para a = 0 ou b = 0. Logo, ¢ nao é um homomorfismo

entre 0s anéis 7, e 27..

Observacao 2. Notemos que todo homomorfismo de anéis é também um homomorfismo entre

grupos, mas nao € vdlida a reciproca.

Proposigao 1.6. Sejam Ry e Ry anéis e ¢ : Ry — Ry um homomorfismo,
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(1) Im(p) € um subanel de Ro;

(2) Se p é um epimorfismo, e existe 1 € Ry, entdo p(1) = 1;

(3) Se p é um epimorfismo e Ry € comutativo, entio Ry € comutativo.
Demonstracao:

(1) E imediato que Im(yp) # @, pois p(0) = 0. Se @’ e V' sdo dois elementos quaisquer de

Im(p), entdo existe a ¢ b em Ry tais que p(a) = a’ e p(b) = b'. Assim,
a' =t = ¢(a) — ¢(b) = (a—b),

a'-b' = pla) - p(b) = p(a-b),
donde o' — ¥, o' - b € Im(yp). Logo, Im(p) é um subanel de Rs.

(2) Se a' é um elemento qualquer de R, entdo existe a € R; tal que p(a) = a’. Assim,

/!

a' - p(1) =p(a) - (1) = pla-1) = p(a) = a'.

Logo, ¢(1) ¢ o clemento unidade de Ra, ou scja, ¢(1) = 1.
(8) Para aj,b; € Ry, mostremos que Ry é um anel comutativo. Como ¢ é um epimorfismo,

existem a,b € Ry, de modo que p(a) = a; e ¢(b) = by. Observemos que, sendo R, comutativo,
ar-by = p(a) - p(b) = pla-b) = ¢(b-a) = p(b) - p(a) = by - a1,
ou seja, obtemos que Ry também é comutativo. [

Definigao 1.13. Sejam R e S anéis e o : R — S um homomorfismo de anéis, entao chama-

remos de nicleo de ¢, o conjunto Ker(p), dado por
Ker(p) ={zr € R:¢(x)=0}.

Exemplo 1.22. A aplica¢io ¢ : 7 — Z,, definida por p(a) = a, como ja mostrada € ho-
momorfismo de anéis. Ja o seu nicleo € Ker(yp) = nZ, pois, tomando a € Z, a € Ker(p),
temos

a€ Ker(p) e a=0<a=0(modn) < a=nk, com keZ.

Exemplo 1.23. Consideremos ¢ : Z X Z — Z, dada por ¢(z,y) =y, para qualquer (x,y) €
Z X Z. Temos que ¢ é um homomorfismo. Visto que, tomados x = (a,b),y = (¢,d) € Z X Z

temos,

gp(l‘ + y) = 90[(%()) + (C7 d)] = gp(a +e,b+ d) =b+d= QO(CL’b) + @(07 d) = 90(37) + go(y),
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De forma andloga, mostra-se o(x - y) = p(z) - p(y). Concluimos assim que ¢ € um homomor-

fismo. Jd Ker(y) é dado por
(z,y) € Ker(p) < ¢(z,y) =0 <y =0.

Portanto,

Ker(p) ={(z,0):z € Z}.

Proposicao 1.7. Um homomorfismo de anéis ¢ : R — S € injetivo se, e somente se, Ker(y) =

{0}

Demonstracao: Suponhamos que ¢ seja injetivo e tomemos a € Ker(p). Sendo assim,

¢(a) = 0. Como ¢(0) = 0, temos que p(a) = ¢(0). Logo, pela hipétese tem-se

Portanto, Ker(p) = {0}. Reciprocamente dados a,b € R, temos,
p(a) = ¢(b) = ¢(a) — ¢(b) = 0= p(a—1b) =0.
Por conseguinte, sendo Ker(p) = {0}, temos
a—b=0=a=0.
Logo, ¢ ¢ injetivo. [ ]

Definicao 1.14. Dados os anéis R e S. Um homomorfismo ¢ : R — § bijetivo é chamado

itsomorfismo. Particularmente, um isomorfismo ¢ : R — R € dito um automorfismo de

R.

Proposicao 1.8. Se ¢ : R — S € um isomorfismo de anéis, entao o' : S — R também é um

isomorfismo de anéis.

Demonstracao: Como sabemos que um isomorfismo se trata de uma aplicacao bijetiva, par-
ticularmente um homomorfismo de grupos abelianos aditivos. De inicio, vamos mostrar que
¢ 'S — R ¢ um homomorfismo entre (S,+) e (R,+). Para isso, dados a1,b; € S, existem

a,b € R, tais que,

pla)=a <o a)=a e ob)=b < o (b)) =0
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Donde,

¢ a1 +b1) = ¢ M (ela) + )] = ¢ pla+b)] =a+b= ¢ (a1) + ¢ (b).

Agora, resta-nos mostrar que ¢! “preserva’ a multiplicacao. Para isso, consideremos os mes-

mos elementos arbitrarios, anteriores. Com isso,

e (a1 b)) = o (p(a) - (b)) = ¢ (pla b)) =a-b= ¢ (ar) - ¢ ' (b).
||

De mao do resultado anterior, se ¢ : R — S é um isomorfismo, diremos que R e S
sao isomorfos (ou ainda, que algebricamente sao idénticos), e denotaremos tal fato por R ~
S. E mais, tendo em vista isso, podemos dizer que a relagdo de isomorfia é uma relacao de

equivaléncia.

Exemplo 1.24. Sejam R um anel e Id : R — R uma aplicagio tal que Id(a) = a, Ya €
R. Entdo Id € um isomorfismo de anéis. De fato, além de ser bijetora Id, é também um

homomorfismo, visto que
Id(a+b) =a+b=1Id(a)+ Id(b) e Id(a-b)=a-b=Id(a)-1d(b).

Exemplo 1.25. A aplicacio ¢ : Z[\/2| — Z[V/2] definida por o(m +nv/2) = m —ny/2 é um
isomorfismo de anéis. De fato, tomados a = m +nv2 e b = r + s\/2 pertencentes a Z[\/i]

Temos,
ola+b) = ga[(m+n\/§)+(r+8\/§)] = ga[(m+r)+(n+s)\/§] = (m+71)—(n+5)V2 = p(a)+¢(b)

ola-b) = @[(m+nv2)-(r+s5v2)] = ¢[(mr + 2ns) + (ms + nr)v/2]
= (mr+2ns) — (ms +nr)vV2 = p(a) - o(b).

Além disso, vamos verificar o Ker(p), que € dado por,
ac Ker(g) < om+nv2)=0—-0V2 & m=n=0.

Logo, Ker(p) = {0}. Devido a ¢ ser um homomorfismo e termos Ker(p) = {0}, temos
por consequéncia que p € injetiva. Por outro lado, a aplicagdo € sobrejetiva, pois dado, y =

m+nv2 e Z[\/i] e tomarmos T =m — n\/2 € Z[ﬂ], tem-se
p(a) = p(m —nv2) = m+nV2 =y.

Portanto, ¢ € um isomorfismo de anéis.
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Corpo Primo

Definicao 1.15. Todo corpo que admite um tunico subcorpo € denotado corpo primo.lsto é,

se KC € um corpo, chamamos um subcorpo P de corpo primo, quando

P =K

1EN

em que KC; € um subcorpo de K.

Teorema 1.6. Sejam K um corpo e P seu corpo primo, temos que

(1) Se car(K) =p, entao P ~ Z,;
(2) Se car(K) =0, entao P ~ Q.
Demonstracgao:
(1) A priori, temos que R =Z- 1x = {a- 1 : a € Z}, é um subdominio de I, contido em todo

subdominio de /. Visto que R nao é vazio, pois 1xx = 1-1x € R. Se tomarmos a-1x,b-1x € R,

temos

a'ljc—b-llg:a-ljc-i-[—(b'l/c)]:a'1]c+[(—b)'1;g]:[a+(—b)]'1;<;:(a—b)'1;g,

(CL . 1IC)(b' 1/@) = (ab) . 11C-

O que mostra que R ¢ um subdominio de K. Agora, mostremos que ¢ : Z, — R, dada por

¢(@) = a- 1k estd bem definida. Para isso, tomemos @, b € Z,, entio temos
a=b< a=b(mod p) < pla—».
Logo, a — b = pk, para algum k inteiro. Decorre disso que,
(@ —=0b) 1 = (pk) - 1c = O,

pois car(K) = p. Assim,

a-lg=b-1x = p(a) = p(b),
0 que nos mostra que ¢ ¢ uma aplicagao. Além disso, ¢ ¢ um homomorfismo, visto que

pla+b)=pla+b)=(a+b)-lx=a-1x+b- 1 =p(a) + ¢(b)
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p(a-b)=ga-b)=a-b-lg=a-(b-1c) = (a- 1) (b- 1x) = ¢(@) - p(b).

Além disso,

pla)=pb)=a-lxg=>0-1x = (a —b) - 1x = O.

Isso implica que pla — b, ou ainda, @ = b, de modo que ¢ é injetora. Por fim, se a - 1x € R,
entao p(a) = a - 1, isto é, ¢ é sobrejetora. Com isso, concluimos que ¢ é um isomorfismo, ou
seja, Z, ~ R, e consequentemente, R ¢ um corpo. Como R estd contido em todo subcorpo de

IC, entao R ¢é o corpo primo de K, de maneira que P ~ Z,,.
(2) Seja a aplicagao ¢ : Q — K, definida por

o(0)- 5

Sabendo que ¢ esta bem definida. Temos que dados ‘ﬁ, % € K, tem-se

Z%i=%@(a‘1)(d-l)=(c-1)<b-1)<:>(ad)-1:(bc)-1<:>(ad—bc).1:o.

Mas sendo car(K) = 0, e K sendo corpo, temos

a c
ad =bc & — = —.
b d
Com isso, mostramos que ¢ ¢é injetiva.

Além disso, temos que ¢ ¢ um homomorfismo. De fato, tomados ¢, & € Q, temos

a ¢\ (ad+bc\ (ad+bc)-1 (ad) -1+ (bc)-1  (a-1)(d-1)+ (b-1)(c-1)
90(3—1-3)—( b )‘ o)1 w1

(b-1)(d-1)
_a-1+c-1 _ (a)+ <C)
b1 a1 “\p)TP\G)
Jé& a preservacao da multiplicagao é feita de maneira analoga. Logo, ¢ é homomorfismo. Por-

tanto,
Q ~ ¢(Q).

Logo podemos concluir que ¢(Q) é corpo primo, pois Q é corpo primo de R. Consequentemente,

P ~Q.
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1.4 Corpo de Fracoes em um Dominio

Sejam a e b dois elementos de um dominio D. Diremos que a é miultiplo de b se, e somente se,
existe c em D tal que a = be. Notemos que, a ser multiplo de b com b # 0, indica que ¢ é unico.

O que queremos mostrar a seguir é a generalizacao da construcao do corpo Q, isto é, dado um

a

dominio D, construiremos um corpo J que contém D e cujos representantes sao da forma ¢,

com a,beDeb#0.
Teorema 1.7. Sejam D um dominio e

S=DxD"={a,beD e b#0}
temos que a relagio ~ dada, para quaisquer (a,b), (c,d) € S, por

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc,

€ de equivaléncia.
Demonstracao: Vamos mostrar que ~ é de equivaléncia. Paraisso, sejam (a, b), (c,d), (e, f) €
S. Note que, (a,b) ~ (a,b), pois ab = ba, ja que D é dominio, ou seja, ~ é reflexiva.

Agora, se (a,b) ~ (¢,d), entdo ad = be, ou ainda da = cb, ou seja, cb = da, de modo que

(¢,d) ~ (a,b). Logo ~ é simétrica.
Por fim, se (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f), entéo
ad =bc e cf = de.
Multiplicando por f e por b as igualdades acima, respectivamente, temos
adf =bcf e bef = bde.
Logo, adf = bde, e como d # 0, tem-se
af =be = (a,b) ~ (e, f).
Portanto, ~ é transitiva.

Ou seja, concluimos que ~ ¢ de equivaléncia. [ ]

Note que, se (a,b) é um elemento qualquer de S, indicaremos por (a,b) a classe de equi-

valéncia médulo ~ determinada por (a,b). E comum representarmos a classe (a,b) por ¢, de

modo que

%: {(e.d) €S : (¢,d) ~ (a,b)}
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Portanto, o conjunto quociente %, que indicaremos por F é o conjunto,
a
Jf:{E a4, beD e b;éO}.

Além disso, sabemos que
2lls (a,b) ~ (c,d) < ad = be.
b d

Proposigao 1.9. Seja F o conjunto

]—":{% L a, beED e b%O}.

Entao,

+: FxF — F o FxF o= F
(&
G - G-

definem duas operagoes sobre F.

Omitiremos a demonstragao desta proposi¢ao, mas a mesma pode ser encontrada em [8],

de modo bastante explicativa.

Definigao 1.16. Com as operagoes da proposi¢ao anterior, (F,4+,-) é um corpo, chamado

corpo de fracoes do dominio D.

1.5 Ideais

A seguir definiremos uma classe de anéis muito importante no nosso estudo, os ideais. Que por
sua vez existe uma certa analogia entre o seu conceito e o conceito de subgrupo normal. Como
veremos, com um ideal Z de um anel R, é possivel construirmos o anel quociente R/Z, cujas
operacoes sao definidas a partir das operagoes de R. Devemos ressaltar que a definicao de ideal
foi introduzida em meados do seculo XIX, por Richard Dedekind, com a intencao de resolver
questoes que envolviam a Teoria dos Numeros. Destacamos que o conceito de ideal pode ser
aplicado a todos os tipos de anéis, mas nos restringimos a usa-lo apenas nos anéis comutativos,

por causa do foco do nosso trabalho.

Definigao 1.17. Seja R um anel e Z um subconjunto nao vazio de R, entao L é dito um ideal

de R se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
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(1) a—beZ, a,bel;
(2) acxeT exa€I, Yael eV e R.

Notemos que o item (2) afirma que Z absorve o produto de qualquer elemento de Z por
um elemento de R. E mais, se a condigao (1) for satisfeita e az € Z, paratodoa € Ze xz € R,
o mesmo é dito um ideal a direita de R e se, o item (1) é satisfeito e za € Z, para todo a € Z

e x € R temos um ideal a esquerda de R.
Exemplo 1.26. Os conjuntos {0} e R sdo ideais de R, chamados de ideais triviais.

Exemplo 1.27. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis, entio Ker(p) é um ideal de R.

De fato, dados a, b € Ker(p), temos
pla—b)=pla) —pb)=0—-0=0=a—b € Kar(p).
Agora, para x € R, temos
ola-z) =pla) = px)=0-p(x) =0=a-x € Ker(p).
Da mesma forma, tem-se x - a € Ker(p). Portanto, Ker(y) é um ideal de R.
Proposicao 1.10. Sejam R um anel com unidade e Z um ideal de R. Se u € R ¢ invertivel

eu €, entaol =R.

Demonstragao: E claro que Z C R, pois Z é ideal de R. Vamos mostrar que R C Z. Para
isso, tomemos um elemento arbitrario a € R, o qual podemos denotar por a =a-1. Se u € Z,
é invertivel, entao existe u~! € R de modo que 1 = u - u~!. Por conseguinte, temos

a=a-1=alu-u?)=(a-u) u '

Notemos que Z é um ideal, sendo assim, a = (a - u) - u~! € Z, concluindo a demonstragao. =

Agora, vamos explanar um pouco da aritmética dos ideais, de modo similar ao que é visto

em subanéis.

Proposicao 1.11. Sejam R um anel com unidade e T e J ideais de R. Entdo TN J também

é um ideal de R.

Demonstracao: Claramente, ZNJ # @, pois0 € ZNJ. Sejam x, y € ZNJ. Entaoz, y € T
ex,ye J. Logo,t —y€Zex—ye€ J,sendo assim z —y € ZNJ. Agora note que se
relNJ eac R, tem-se

ar €INJ,

pois Z, J sao ideais de R. Entao Z N J também é um ideal de R. ]
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Observacao 3. Vale ressaltar que a proposicao acima pode ser estendida para uma familia
qualquer de ideais de um anel R, ou seja, sejam R um anel e {Z;}icq uma familia de ideais de
R onde 2 € um conjunto de indices quaisquer. Entao,

Nz

ieQ

é também um ideal de R.

Definigao 1.18. Sejam R um anel com unidade e T e J ideais de R. FEntao define-se o

produto e a soma deZ e J como sendo

I-jz{inyi:xiEI e y,-ej}.
=1

e
I+J={x+x:2€Z e yeJ}
Ressaltando-se que o produto é constituido por todos os elementos da forma,
Ty + Loy + T3ys + ..+ xy;, com x; €L e Yy €J.
Definigao 1.19. Sejam R um anel comutativo e {ay,as, as, . ..,a,} um subconjunto nao vazio

de R, entao o ideal
I =A{r1a1 +x200+ ... +xpa, : 1, ER, Vi=1,...,n}
¢ dito tdeal gerado por ai,as,...,a,. Sendo denotado por
T=<ay,as,...,a,>.
Nota-se que em particular se a € R, o ideal
I=<a>={x-a : z€R}
chama-se tdeal principal gerado por a.
Exemplo 1.28. Sendo Z um ideal de Q, temos que Z ¢é um ideal principal, pois
7 =<1>.

Definicao 1.20. Seja D um dominio, se todo ideal de D for principal, entao dizemos que D é

um dominio de ideais principais (DIP).
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Exemplo 1.29. Z € um dominio de ideais principais. De fato, pois sendo Z um ideal de 7Z.
Se I = {0}, entao T € um ideal principal de Z gerado por 0. Suponhamos que T # {0}. Entado
existe a € T tal que a # 0. Mas como L € ideal, —a € Z. Com isso, garantimos que existem
em I, elementos que sdo estritamente positivos. Portanto, o conjunto {v € Z : = > 0} # &.
Consideremos, entao

b=min{zr €Z : x>0}
Vamos mostrar que Z =< b >. Dado x € Z, temos que existem r, s € Z tais que
r=bs+r, com 0<r<hb.
Sendo assim,
r=x—bsel

Pois x, bs € Z. Como b é o menor elemento de I dentre os que sao estritamente positivos e
0 < r < b, entao necessariamente temos r = 0. Por consequinte, x = bs, ou seja, xt €< b >, ou
seja, I C<b>; como a inclusao < b > C T ¢é imediata, pois b € Z(b=1-b) podemos concluir

que L =< b >, o que mostra que Z é um DIP.
Observacao 4. Nem sempre se tem a € L, para um ideal principal T =< a > de um anel R.

Teorema 1.8. Seja K um anel comutativo. K é um corpo se, e somente se, 0s unicos ideais

de IC sao os triviais.

Demonstracao: A priori, suponhamos que K é um corpo e tomemos Z como sendo um ideal
de K, tal que Z # {0}. Sendo assim, existe a € Z, com a # 0. Como K é corpo e a ¢ invertivel,

temos 7 = K.

Reciprocamente, note que sendo a € IC, com a # 0. Tem-se, o ideal Z =< a >, tal que

7T # {0}. Desse modo, temos por hipétese que Z = K. Como 1 € K, existe z € K com
1 =ax.

Portanto, a é invertivel, e como a é elemento arbitrdario nao nulo de IC, concluimos que I é um

corpo. [ ]

Definigao 1.21. Sejam R um anel comutativo e P um ideal de R, com P # R. FEnlao,

chamamos P de tdeal primo quando para a, b € R,

abeP=acP ou beP.



CAPITULO 1. Conceitos Preliminares 28

Exemplo 1.30. Z = {0} ¢ um ideal primo de Z, pois, se ab € I temos ab =0 entdo a =0 ou

b=0, jd que Z ¢é dominio, ou seja, a € T oub e L.

Exemplo 1.31. No anel Z x Z temos o ideal T = {0} x Z € um ideal primo. De fato, dados
(a,b), (c,d) € ZXZ, tais que (a,b)-(c,d) = (ac,bd) € {0} XZ, temos ac = 0 e, por consequinte,
a=0 ouc=0, donde (a,b) € {0} X Z ou (¢,d) € {0} x Z.

Definigao 1.22. Sejam R um anel comutativo e M um ideal de R, com M # R. Chamamos
M de ideal mazimal se existir para todo ideal N de R tal que M G N, tem-se N =R.

Exemplo 1.32. Se K € corpo, entio M = {0} é mazximal.

Exemplo 1.33. O ideal 27 de 7Z ¢ maximal. De fato, se T € ideal de Z que contém 27
propriamente, entao I possui um numero impar 2t + 1. Mas, como 2t € I, pois 2t € 27 e

T D27, entao (2t +1) — (2t) =1 € Z. Donde I = 7.

1.6 Anéis Quociente

Nesta se¢ao, tomamos como pressuposto que o leitor ja é familiarizado com a Teoria dos Grupos,
portanto nao faremos a construgao detalhada da relagao de equivaléncia “ = (mod Z) 7, definida

sobre um ideal Z de um anel R, que ¢ dada por
a=b(modI)=a—-beI, Va, beR,

pois é uma construcao de maneira analoga a feita para os grupos quocientes. Se o leitor achar

necessario relembrar tais conceitos com mais detalhes indicamos [8].

Definicao 1.23. Sejam R um anel comutativo e T um ideal de R, com a operacdo

I I I I I I
(&
(@b) — a+b=a+b (@b +— a-b=a-b

Temos que, (%, +,:) é um anel, dito anel quociente de R em T.

Teorema 1.9. Sejam R um anel comutativo com unidade e M um ideal de R. Entao M ¢é

mazximal se, e somente se, R/M ¢é um corpo.
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Demonstracao: Notemos que basta provarmos que todo elemento m+j # j é invertivel. Para

isso, suponhamos que M é maximal. Seja @ € &, @ # 0 e J =< a > um ideal de R. Assim,
M+T={m+j : meMe jeT}
é um ideal de R. Notemos que M + J D M, pois
meM=m=m+0eM+T=>MCM+J.

Mas, sendo a # 0

a¢ M,
assim
M+T I M,
como M ¢é maximal segue que
M+T=R.

Dessa maneira, existem x € J e y € M, tais que
r+y=1€cR.

Observemos que

reJ=xz=ab, beR.

Assim,

Portanto, a é invertivel, assim R/M é corpo.

Reciprocamente, suponhamos que R/M seja corpo e J um ideal de R. Com M ¢ 7,

entao existe a € J com a # 0. Dessa forma, existe b € R/ M, tal que
a-b=1=ab=T=ab—1€ M,
ou seja, ab — 1 = m, para m € M, entao
l=ab—meJ.

Portanto, J = R, ou seja, M é ideal maximal de R. [
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1.7 Teorema Fundamental dos Homomorfismos para Anéis

Nesta secao iremos enunciar e demonstrar o principal teorema que versa sobre homomorfismo

de anéis. Este teorema é andlogo ao encontrado na Teoria dos Grupos.

Teorema 1.10. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis, entao

R
~1 .
ker(y) m ()
Demonstracao: Definamos a aplicacao
R
: — I
T = 6T =p(2)

Dados 71, 73 € tais que

R
ker(ip)’

T =Ty = T =Ty +a, acker(p),

entao

I
©

.CL'1)

To + a)

(
(
(x2) + p(a)
(
(

xg)

¥
¥
¥
o(72),

ou seja, ¢ estao bem definida. Dessa maneira,

O(T7) = ¢(T2) = p(11) = @(2)
= p(r1) — p(22) = 0
= p(x1 —22) =0
= x1 — Ty € ker(yp)
= 21 = 5 (mod ker ()

= T1 = Tg,
ou seja, ¢ é injetiva. Dado y € Im(yp), entao

y=p(x), paraalgum z € R,
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. R
assim, para T € ——— temos

ker(p)

ou seja, ¢ € sobrejetiva. Por fim,

ou seja, ¢ ¢ um homomorfismo. Portanto,

R
~1
ker(y) ()
|

Exemplo 1.34. Para n € N temos que,

7

— =7,

nZz P
De fato, definimos a aplicacdo

o: L — Z,

a — pla)=1

Dados a, b € Z, temos que a = b, temos p(a) = p(b), ou seja, ¢ estd bem definida. Assim,

p(a) - (b)

Il
=Y
Il
S
I

pola+b)=a+b

pla-b)=a-b=a-b=p(a)- p(b)

ou seja, @ € um homomorfismo de anéis. Dadoy € Z,, entao y = Z, assim basta tomar v € Z,
entio p(x) =T =y o que mostra que p € sobrejetiva, e ainda, Ker(yp) = nZ. Portanto, pelo

TFH, tem-se que



Capitulo 2

Aritmeética nos Dominios

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados relevantes sobre dominios arbitrarios, que
se resume em certas generalizacoes de conceitos obtidos sobre o dominio Z. Dentre esses, des-
tacamos a existéncia de maximo divisor comum, bem como resultados relacionados a fatoracao

de um dado a € D — {0}, com a ¢ U,(D), como produto finito de irredutiveis de D.

2.1 Relacao de divisibilidade

Recordamos que um dominio D chama-se dominio principal quando cada ideal Z em D é da

forma Z =< a >, para algum a € D.

Definicao 2.1. Sejam D um dominio e a, b € D. Diremos que a é um divisor de b ou que a

divide b(ou ainda que a € um fator de b) quando existe ¢ € D tal que

b=ac.

Por conveniéncia, usaremos a mesma notagao de divisibilidade em Z, que é a|b, que indica

que a é um divisor de b. Ja a sua negacao usaremos a 1 b.
Teorema 2.1. Sejam D um dominio e a, b, ¢, d € D. Entdo,
(1) alb e al0.
(2) Se alb e blc, entdo alc.

(3) Se alb e alc, entao al(xb+ yc), para Vz, y € R.

32
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(4) Se alb e c|d, entao ac|bd.

A demonstracao do teorema anterior, serd omitida levando em consideragao que existe

prova analoga em um curso béasico de Teoria dos Numeros.

Definigao 2.2. Sejam a e b dois elementos arbitrdarios de um dominio D Diz-se que a é asso-

ciado a b quando eziste u € Uqs(D). tal que

a = ub.

Usaremos a notacao a ~ b para indicar que a é associado a b. Além disso, notemos que a
relacao entre dois elementos associados é de equivaléncia sobre D. E que a classe de equivaléncia
determinada por um elemento a é o conjunto @ = als(D). Além disso, vamos resaltar que no
contexto do nosso trabalho aU,(D) se refere a classe de equivaléncia dos elementos associados
que é determinada pelo elemento a, e nao a classe lateral determinada pelo elemento a, que é

vista em um curso de Teoria dos Grupos.

Exemplo 2.1. Para K sendo corpo, temos U(K) = K, portanto, o conjunto quociente pela
relacao de associatividade descrita acima € formado por 0 e IC, ou seja, se pegarmos dois

elementos nao nulos de K, eles sao associados.

Exemplo 2.2. Dois numeros inteiros a e b sao associados se, e somente se, a = b ou a = —b.
De fato, seja o dominio Z., sabemos que o0s unicos elementos invertiveis sao 1. Sendo assim
para a, b € Z tais que alb e bla. Entdo existem ¢, d € Z tais que b = ac e a = bd. Logo, b = bdc
o que implica dc = 1. Portanto, c = d = +1. Assim, a =b ou a = —b. De modo andlogo temos

a reciproca.

Lembremos que se a € D e u € U, (D). Temos ula e (au)|a, pois a = u(u"ta) = (au)u™?.

Sendo assim, temos

Us(R) UaU,(R) C D(a)
para todo a € R e D(a) ={r € R : z|a}.

Chamaremos os elementos do conjunto Us(R) U aU.(R) de divisores impréprios de a
e se existir qualquer outro divisor de a de divisor proéprio de a.Sendo assim um elemento b
de R é um divisor préprio de a se, e somente se, bla e b ndo é invertivel e nem é associado ao

elemento a. Indicaremos por P(a) o conjunto dos divisores préprios de a. Portanto,

D(a) = Us(R) Ual,(R)U P(a) e (Us(R)UalU.(R))N P(a) = &.
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Definicao 2.3. Sejam R um dominio e a € R. Entdo a € invertivel se, e somente se, as

condi¢oes abaixo sao satisfeitas,

(1) a ¢ Us(R) U{0};
(2) P(a) = @. Isto é, os unicos divisores de a sGo 0s improprios.

Definicao 2.4. Diremos que um elemento a de um dominio R ¢ redutivel se, e somente se,

as condi¢oes abairo sao satisfeitas,

(1) a € Us(R) U{0};
(2) P(a) # @. Isto €, a admite ao menos um divisor proprio.

Exemplo 2.3. No dominio dos inteiros Z temos que Us(Z) = {—1,1}. Portanto para todo

inteiro nao nulo a, temos

UdZ)UaUs(Z) ={—-1,1,—a,a}.

Notemos que se p € Z, com p # 0 e p # +1, temos que p € irredutivel se, e s se, os Gnicos
divisores de p sdo +1 e +p; Sendo assim pela definicdo usual de um nimero primo, entao p
¢é irredutivel se, e somente se, p é primo. De maneira andloga um inteiro a é redutivel se, e

somente se, a é composto.

Exemplo 2.4. O elemento 2 € Z[i| nao é primo e consequentemente nao € irredutivel. Sendo
assim, 2 ¢ U(Z[i]). Agora,
2=(1+414)-(1—1),

Mas, se 2|(1 +1), digamos (14 1i) = 2a, com o € Zli], entao
N(1+1i)=DN(2) - N(«),

o que implica que 2 =4- N(«). Como N(«a) € N, entdo concluimos desta ultima igualdade que

4|12 em N, o que é um absurdo. Sendo assim 2|(1 —i). Portando, 2 nao é primo em Zli].

Defini¢do 2.5. Um dominio D é dito um Dominio de Fatoracdo Unica (ou DFU)

quando as sequintes condigcoes sao validas:

(1) Todo elemento nao nulo e ndo invertivel a € D, pode ser escrito da forma

= P1,P2y- 3 Pr,

onde p; € D € irredutivel, para cada i = 1,2, | r.
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(2) Quaisquer que sejam as familias (p;)1<i<s € (¢i)1<j<t, de elementos irredutiveis de D, se
Pip2...Ps = 4142 - - - G,
entao s =t e existe uma permutagao o de [1,s] tal que
Pi ~ Go(5)

para 1 =1,2,...,s.

Notemos que de acordo com a condigao (2) da definigao anterior, o fato que a decomposigao
de a cuja existéncia ¢ assegurada meante (1), é tinica a menos da ordem dos fatores irredutiveis

e a menos de elementos inversiveis.

Exemplo 2.5. Conforme o Teorema Fundamental da Algebra, o dominio dos inteiros Z é um

DFU.

Veremos mais adiante outros exemplos de Dominios de Fatoragao Unica como o anel de
polinémios K[X] com coeficientes num corpo K, os anéis euclidianos e os anéis de polinémios

com coeficientes num DFU. Tais exemplos serao expostos no proximo capitulo.

2.2 Maximo Divisor Comum

Definigao 2.6. Sejam D um dominio e a, b € D. Chamamos um elemento d € D de mdximo

divisor comum (mdc) de a e b quando as sequintes condigdes sao satisfeitas:

(1) dla e d|b;

(2) Para todo d'" em D, se d'|a e se d'|b, entdo d'|d.

Conforme veremos mais adiante nem sempre existe um mdc de dois elementos quaisquer

de um dominio arbitrario.

Definicao 2.7. Diremos que um dominio D é um anel com mdximo divisor comum quando

para dois elementos quaisquer de D admitem um mdc em D.

Exemplo 2.6. O dominio dos inteiros Z. é um anel com mdximo divisor comum.

A seguir enunciaremos e demostraremos para garantirmos que todo DFU possui mdc.
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Lema 2.1. Seja D um dominio de fatoracao unica, entao D possui mdc.

Demonstragao: Para a,b € D, podemos supor evidentemente
a € U, (D)U{0} e be U,(D)U{0},

portanto, pela definigao (DFU) existem elementos irredutiveis qi,qo, ..., ¢s € ¢, G5, - - -, ¢, tais
que

a=qg...q ¢ b=qq...q.
Sendo assim, vamos considerar o conjunto

H:{m) %7 "'7@7 q_ig R q{t}

onde q; = ¢Us(D)(i =1,2,...,5) e q; = q;Us(D)(j = 1,2,...,t). Indicaremos por r o n tmero

de elementos deste conjunto e suponhamos

H=A{pi, Pz, ..., Dr}-

Cada elemento p; ¢ irredutivel e se @ # j (1 <4, j < r) entdo p; ndo é associado a p;; Além
disso, cada elemento ¢; (1 < i < s)eq (1 < j <t)é associado a um e somente um fator

irredutivel gpy (1 <k <r). Portanto, os clementos a ¢ b podem ser representados sob a forma
a=up®ups? .. up® e b=vpopd .. up.

Onde cada «; ou f3; é um natural e u e v sdo elementos inversiveis de . Alem do mais, a|b
se, e somente se, o; < f3; para i = 1,2,...7. Consideremos 6; = min{a;, B;} (1 =1,2,...,7) ¢
consideremos o elemento

56 .
d:p11p22---p(rs .

Para afirmamos que d é um mdc de a e b temos que verificar se

(1) Temos §; < a; e 6; < f5; parai=1,2,...,r. Por conseguinte d|a e d|b.

(2) Seja d’ € E um divisor comum de a e b. Se d'inU,(D) temos d'|d.

Sendo assim suponhamos que d* ¢ Us(D). Entao pela definicao (DFU), existem elementos

irredutiveis ¢f, ¢, ..., q, em D tais que

d=dq/q...q.



CAPITULO 2. Aritmética nos Dominios 37

Como d'|a e d'|b resulta que cada fator ¢ é associado a um, e somente um fator irredutivel

pr (1 <k <r), logo d pode ser representado sob a forma
d = wpltwph? ... wplT,

onde w ¢ invertivel e cada r; é um numero natural. E mais de d’|a e d'|b temos 1, < a4 e

rr < Bg. Logo, ry < min{ag, Bx} = o, para k =1,2,...r. Por conseguinte d'|d. ]

Teorema 2.2. Um dominio D é um dominio de fatoracao unica se, e somente se, D satisfaz

as condigoes

(1) Todo elemento ndo nulo e nao invertivel a, existem elementos irredutiveis py, pa, . .., Pi;

(2) Para dois elementos quaisquer de D, admitem mdc em D.

Demonstracao: Sabemos que todo DFU possui um mdc de acordo com o lema anterior. Sendo
assim, temos que satisfaz as condigoes (1) e (2). Reciprocamente, suponhamos que D satisfaz
as condigdes (1) e (2) acima, sendo assim queremos mostrar que se p € D e p é irredutivel,
entao p ¢ primo, resultando assim que D ¢ um DFU. Seja p um elemento irredutivel em D e
suponhamos que p|(ab) e pta, com a e b em D. De tal fato temos que a e b sdo primos entre

si, portanto o p|b. [ ]



Capitulo 3

Anéis Fatoriais

Este capitulo é o principal ponto do nosso trabalho. A priori, iremos abordar os anéis de
polinomios que é uma secao de suma importancia para uma generalizagao mais elegante sobre
os anéis fatoriais que enunciamos no capitulo anterior. Em seguida iremos mostrar que todo
dominio de Ideais Principais é um DFU e também mostraremos que todo Dominio Fuclidiano
é um DFU. Apés isso iremos enunciar e demonstrar que se R é um anel fatorial (DFU), entao
o anel de polinémio R[X] ¢ fatorial. Tal teorema ¢é intitula em vérios livros como Teorema de
Gauss. Por fim iremos mostrar uma aplicacao de DFU na resolucao de equacoes diofantinas,

tal secao poderd ser mais explanada em [2].

3.1 Anéis de Polinémios

Em alguns textos com uma linguagem em um nivel mais elegante, nos deparamos com os
autores utilizando o conceito de um elemento transcendente sobre um dado corpo, para definir
os anéis de polinémios. Como nosso foco é fundamentar um caminho introdutério para a area

da Algebra Comutativa ou a Teoria dos Numeros Algébricos nao iremos utilizar tais conceitos.

Definicao 3.1. Seja R um anel. Entao um polindmio sobre R (ou com coeficientes em R) €

uma soma infinita da forma
f(X) :ZaiXi =a0+a1X+a2X2+--.+anX"+... ,
i=0

onde a; € R e a # 0, para um numero finito de indices ©. Os elementos a; sao chamados de

coeficientes de f(X). O conjunto de todos os polinomios sobre R iremos indicar por R[X].

38
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Exemplo 3.1. Seja o polinomio
n(X)=0+0X +0X>+ .- €RIX]

com R sendo anel é chamado polinémzio identicamente nulo ou simplesmente polinémzio

nulo sobre R.

O polindémio n(X) acima serda denotado por 0, ou seja,

n(X)=0=> 0Xx"

i>0

Exemplo 3.2. O polinomio
FX)=240X +0X% 4 - +0X" +---

que podemos erpressar por

f(X) =4
com f(X) € Zs[X]. E dito polinémio constante.
Definigao 3.2. Seja R um anel e
ap+a X +as X’ + -+ a, X" € RIX].

Se a, # 0, n € dito o grau de f(X) e denotamos por 0f(X) = n. Neste caso a, X" é chamado
de termo lider e a,, de coeficiente lider. No caso particular de a, = 1, diremos que f(X) é

um polinémio ménico ou um polinémio unitdrio ou ainda um polinémio normalizado.

Exemplo 3.3. Seja R = Z[X] o anel de polinémios com coeficientes inteiros, entdo para
f(X)=2+X*+3X*+5X°eR
o coeficiente lider € 5.

A seguir iremos construir as operagoes de adigao e multiplicacado em R[X], de modo a
tornd-lo um anel sob tais operagoes. Para isso, sejam R um anel e f(X), ¢(X) € R[X] de

modo que
fX)=a+u X+ - +a, X" e g X)=bp+0 X +---+b,X"

Entao definimos as operagoes em R[X], como
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max{n,m}
f(X) +9(X) = Z (a; + b)) X’ (3.1)
para a soma €, . ‘
f(X)-g(X) = Z(Z a; + bi_j)X° (3.2)

para a multiplicacao.

Exemplo 3.4. Sejam Z[X| um anel e consideremos f(x) e g(X) € Z[X], tais que
f(X)=2+X*+3X? e g(X) =X+ X?,

Desse modo,

f(2) +9(X) =2+ X +2X*+3X°

e também

FX)-g(X)=2X +2X? + X3 4+ 4X* +3X°.
Exemplo 3.5. Consideremos os polinomios f(X) e g(X) em Zs|X| dados por
f(X)=34+4X e 244X +2X2

Note que os coeficientes de f(X) sio ag = 3, ay =4 e a, = 0 para todo n > 2. Jd os de g(x)
5G0 bg = 2, by =4, by = 2 e by, = 0 para todo m > 3. Sendo assim, ¢, = 0 para todo k > 2 e,
temos

f(X)+g(X)=5+2Xx2
Jd a multiplicacdo temos que d, = 0 para k > 3, que nos apresenta
f(X) - g(X)=6+4X +6X°
Teorema 3.1. Seja R um anel. Entao induzindo as operagioes (3.1) e (3.2) sobre R[X], temos

que (R[X],+,-) € um anel.

Demonstracao: A priori, note que (R[X],+, ) é um grupo abeliano. Sendo assim basta
mostrarmos a distributividade sobre a adicao e a associatividade sobre a multiplicagao. Para

1sso consideremos

f(X) = f:aiXi, g(X) = f:bjxj e h(X)= icka.
i=0 j=0 k=0
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Entao,

FOX) - [9(X) + h(X)] = (ia}() : Ki bjxj) + <§:ckxk>]

Agora, vamos mostrar a associatividade sobre a operacao multiplicacao, tal prova requer um
pouco mais de atencao, no entanto a mesma nao é de nivel muito elevado. Assim para os

mesmos polindmios f(X), g(X) e ) € R[X], temos

o (520 (£ ()
<> ()

Il
M8
i

/\
INNgE

E

3
Q/
cP
IS—I
g

e
| m=0 =0 k=0
5 @ 5
[ \i=0 j=0 k=0
= [f(X) - g(X)] - h(X),
Portanto, (R[X],+,-) é um anel. u

O teorema a seguir mostra que algumas propriedades do anel R sao levadas para o anel
R[X]. A demonstragao do teorema serd omitida pois julgamos a mesma trivial para o seguinte

momento do nosso trabalho.

Teorema 3.2. Seja R um anel. Entdo,

(1) Se R € comutativo, entao R[X] é comutativo;

(2) Se R tem unidade, entao R[X] tem unidade;
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(3) Se R € dominio, entdo R|X] também é dominio.
Proposigao 3.1. Se D é um dominio e f(X),g(X) € D[X] — {0}, entdo
O(f(X) - g(X) = 9f(X) + dg(X).
Demonstracao: Consideremos
fX)=a+u X+ +a, X" e g(X)=bg+b0 X+ -+ b, X",

com a, #0eb, #0,equedf(X)=nedg(X)=m. Entao,

FX)-g(X)=>" ( ajbi_j> X'

i=0 \j=
Observemos que o coeficiente lider é a,,b,,. Como temos D sendo dominio e a,, b,, nao nulos,

segue que a,b,, # 0. Por isso,
If(X)-9(X)) =n+m=0f(X)+ dg(X).
|

Vale destacar na proposicao anterior que bastaria que um dos polinomios nao ser divisor

de zero.

Corolario 3.1. Sejam K um corpo e f(X),g(X) € K[X] — {0}, entdo

(X)) - g(X)) = 0f(X) + dg(X).

3.2 Divisibilidade em R[X]

A seguir vamos enunciar alguns resultados de divisibilidade em R[X], tais conceitos sao similares
aos apresentados no capitulo anterior, aqui vamos omitir as demonstragoes pois sao andlogas

as do capitulo 2.

Definicao 3.3. Sejam R um dominio e f(X), g(X) € R[X]. Entao diremos que g(X) divide
f(X) ou f(X) € divisivel por g(X) quando eziste ¢(X) € R[X], tal que

Exemplo 3.6. Em Z[X] o polinomio g(X) = 1+ 3X + X? divide f(X) = 3+ 10X + 3X? +
3X3X?, pois
f(X)=0B+X)(1+3X +X3).
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Proposigao 3.2. Sejam f(z),g(z), h(x) € R[X], entdo

(1) f(X) | f(X);
(2) Seg(X) | h(X) e WX)|f(X), entio g(X) | f(X);

(3) Se g(X) | f(X), entao g(X) | F(X)h(X);

(4) Seg(X) | f(X) e g(X)[h(X), entao g(X) | (f(X)k1(X)+h(X)ky(X)), V k1 (X), ko(X) €

RIX].

Teorema 3.3. (Algoritmo da Divisio em R[X]) Sejam f(X),g(X) € R[X], com g(X) #
0 e com o coeficiente lider de g(X) um elemento invertivel em R. Entdo, existem iunicos
q(X),r(X) € R[X] tais que

f(X) = g(X)q(X) + r(X),

em que r(X) =0 ou dr(X) < dg(X).

A demonstragao do Teorema anterior como foi dito no inicio desta se¢ao também serd

omitida, no entanto a mesma se encontra com bastante detalhe em [8].

3.3 Fatoracdo Unica em R[X]

Nesta se¢ao iniciaremos com alguns resultados que poderiam estar no capitulo anterior mais
optamos inseri-los neste momento pois sera de suma importancia para a demostracao do teorema
que afirma que todo dominio euclidiano é um dominio de fatoragao tinica, que estara na préxima

secao do nosso trabalho.

Teorema 3.4. Se D é um DIP, entdo todo elemento a € D, nao nulo e nao invertivel, possui

um divisor irredutivel.

Teorema 3.5. Todo DIP é um DFU.

Demonstracao: Seja D um DIP e tomemos a € D, com a # 0 e a ¢ Uy (D).

(Existéncia da Fatoragao) Se a ¢ irredutivel ndo hd mais nada a provar. Caso contrario

de acordo com o teorema anterior, existem um p; € D que ¢ irredutivel e um a; € D tais que

a=py-ay.
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Sendo a redutivel, temos que a; ¢ U,(D). Se a; for irredutivel, entdo segue-se a prova. Caso

contrario, existem um irredutivel p, e um elemento as em D tais que
a; = py-az, com ay ¢ Us(D).

Logo,

<a>C<a >C<as>

Substituindo assim, o valor a; = ps - as em a temos
a4 =py1-p2-az.
Com efeito, existird um r > 1 de modo que
<a>C <y >C<ap>C - C<Opoy1 >,
com a,_1 sendo irredutivel, ou seja, < a,_; > é um maximal. Logo,
< Qpg >=< Ap >=< Qppg >= "
. Além disso, considerando a,_; = p,, temos

a=pip2- - Pr-

Se por algum acaso isso nao ocorresse, existiria uma cadeia ascendente de ideais em D que nao
seria estacionaria, o que contrairia o fato que se D é dominio de ideais principais, toda cadeia

ascendente de ideais é estacionaria. Sendo assim provamos a existéncia da fatoragao.

(Unicidade da Fatoragao) Suponhamos agora que existam qi, ¢o, -+ ¢s irredutiveis tais

que a = qi, G2, *** Gs. Assim,
pl; p?» ps:q17 qo, - an

Desse modo,

pla, @ o gs.

Mas como D é DIP e p; é irredutivel entdao p; é primo. Assim temos, p; | ¢;; para algum
i =1, 2, --- s. Sem perca de generalidade, podemos supor p; | ¢;. Como ¢; é também
irredutivel, temos

¢ =up-pr com uy € Uy(D).
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Portanto,

Pip2 -+ Pr = U1P1q92 * - - (s,

ou seja,

P2 Dr = U1q2 """ (s.

Analogamente através da ultima igualdade suponhamos que ps | g2 € por isso,
@2 = Uz - Py com uy € Uy(D).

Assim,
D3 Qr = UrU2g3 " " Gs-
Seguindo o mesmo procedimento aplicado anteriormente, temos
1:u1u2"'u'r"Q7‘+l"'QS

em que uy,us, - ,u. € Ug(D). Desde que ¢ 11, -+ ,qs sao todos irredutiveis e assim nao
invertiveis devemos ter necessariamente r = s. Sendo p; e ¢; associados para cada i+ 1,2, ---r.

Desse modo fica provada a unicidade (a menos de associados) da fatoracao. ]

Vale ressaltar que nem sempre ¢ valida a reciproca do teorema anterior.

Definicao 3.4. Sejam R um corpo e p(X) € R[X]. Entio p(X) € dito irredutivel em R[X]|

ou irredutivel sobre R se
(1) Op(X) > 1;
(2) Se p(X) = f(X)g(X), com f(X),g(X) € R[X], entdo
F(X)eR ou g(X)€ER,

ou seja,

f(X)=0 ou 9dg(X)=0.
Caso contrdario, p(X) € dito redutivel em R[X] ou redutivel sobre R.

Definicao 3.5. Diremos que um polinomio nao nulo
n
f(X) = E a; X' € R[X]
=0
€ primitivo se, e so se, seus coeficientes sao relativamente primos, ou seja,

mdc(ag, ar, ag, -+ ,a,) = 1.
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Exemplo 3.7. O polinomio p(X) = 3 + 2X + 5X? + 7X3 € Z[X] ¢ primitivo. De falo,
mde(3,2,5,7) = 1.

Lema 3.1 (Gauss). O produto de dois polinémios primitivos € primitivo.

Demonstracao: A priori, sejam f(X), g(X) € R[X] dois polinémios primitivos, tais que

n

FX) =) aX' e g(X)=> bX
i=0 j=0

Agora, suponhamos que o polinémio

n+n

P g(X) = 3 et

onde

C — Z aibj

i+j=k
nao é primitivo. Sendo assim, existe um elemento irredutivel p € R tal que p | ¢ para
k=0,1,--- ,n+m. Por outro lado, como f(X) e g(X) sdo primitivos, temos que p nao divide
todos os coeficientes de f(X) e do mesmo modo para g(X. Logo, existem nimeros naturais r e
s,com0<r<ne0<s<m,taisquep { a,,p t bs,p { a; parai < rep|b;paraj < s;

Considerando-se o coeficiente lider ¢,;¢ de f(X) - g(X), temos

Crys = (aobr+s + -+ ar—lbs+1) + arbs + (ar—i-lbs—l + -+ ar+sb0)7
De onde vem, p | (a,bs), portanto, p | a, ou p | bs pois p é primo e R é fatorial, o que contradiz
a defini¢ao dos elementos a, e bs. |

A seguir enunciaremos o Teorema mais importante do nosso trabalho. Antes disso enun-
ciaremos sem demonstragao um corolédrio que serd fundamental na parte final da demonstracao

do teorema citado acima.

Lema 3.2. Seja R um dominio de fatoragao inica. Se p(X) € R[X] € um polinémio irredutivel
ep(X) | (X)) q(X), para ¢;(X) - q.(X) € E[X], entao p(X) divide algum ¢;(X), para

1=1,2,...,7.

Teorema 3.6 (Teorema de Gauss). Se R um dominio de fatoragao inica, entao R[X] também

€ um dominio de fatoracdo unica.

Demonstracao: Tomemos f(X) € R[X] — {0}.Se 0f(X) = 0, entdo termina a demonstracao
pois f(X) € R e R é um DFU. Se nao, supondo que df(X) > 1 e que o resultado seja valido
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para Of(X) = r, onde 0 < r < n — 1. Observemos que, se f(X) for irredutivel em R[X], o

resultado segue de forma imediata. Caso contrario, tomemos

f(X) = fu(X) f2(X),
onde f1(X), fo(X) € R[X], tais que f1(X) ¢ Re fo(X) ¢ R, e ainda, 0 < 9f;(X),df(X) < 7.
Assim, o resultado segue indutivamente.

Agora, se f(X) é irredutivel, entao o resultado segue de forma imediata. Caso contrario,
suponhamos que o resultado seja valido para todos os polindomios que admitem uma decom-

posicao como um produto de n — 1 fatores irredutiveis. Assim, tomemos

F(X) = apr(X)pa(X) -+ pu(X),

onde p;(X) € R[X] sao polinémios moénicos e irredutiveis, para cada ¢ € {1,2,...,n} ea € R.

Suponhamos que exista outra decomposigao de f(X), dessa forma,

FX) = bq1(X)ga(X) - - g (X)),

onde ¢;(X) € R[X] s@o polinémios ménicos e irredutiveis, para cada j € {1,2,...,m}ebe€ E.
Notemos que o coeficiente lider de f(X) é igual & a que também é igual a b, ou seja, a = b.

Dessa maneira,
PUX)p2(X) -+ pa(X) = 01(X)@2(X) - - g (X))
dai,
p1(X) [p2(X) - pu(X)] = 1 (X)g2(X) - - - g (X),

ou seja, p1(X) divide ¢1(X)g2(X) - gm(X). Pelo lema 3.2 temos que, p;(X) divide algum

¢;(X), para j = 1,2,...,m. Sem perda de generalidade, suponhamos que

p1(X) | qu(X)

e como p1(X) e ¢1(X) sdo monicos e irredutiveis, segue que

pi(X) = @ (X).

Assim,
P2(X)p3(X) -+ pu(X) = q2(X) - g3(X) g (X).

Como g2(X) -+ - q3(X)gm(X) é um polinémio que se decompoe em um produto com n—1 fatores

monicos e irredutiveis, por indugao temos que, n = m. [
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3.4 Dominios Euclidianos

Estudaremos nessa secao, certos dominios que admitem um algoritmo de divisao andlogo ao
7
que se pode ser visto no estudo dos numeros inteiros. No entanto é necessario o conceito de

funcao euclidiana para defini-los.

Definicao 3.6. Seja D um dominio. Diremos que D é um dominio euclidiano(DE) quando

existe uma fungao ¢ : D* — N{0} satisfazendo as sequintes propriedades abaizo:
(1) Sea, b€ D* eb | a, entao p(b) < p(a).
(2) Dados a, b € D, com b +# 0, existem q, r € D lais que

a=bg+r, com r=0 ou @(r)< ).

A funcao ¢ acima sera chamada de fungao euclidiana para D, e mais, os elementos ¢ e

r sao ditos quociente e resto, respectivamente, na divisao euclidiana de a por b.

Exemplo 3.8. O dominio Z dos niumeros inteiros é um anel euclidiano. De fato, pois existe
a aplicagao § : Z* — N definida por 0(n) = |n| que satisfaz o item (i) da defini¢ao anterior
pois, §(mn) = 6(m)d(n) e 6(n) > 1. Jd o item (ii) € garantido pelo algoritmo de divisio dos

inleiros.
Teorema 3.7. Todo dominio euclidiano € um dominio principal.
Demonstracao: Seja D um dominio euclidiano com fungao euclidiana . Agora consideremos

Z como sendo um ideal de D, com Z # {0}. Sendo assim, existe b € Z, b # 0. Pelo principio

de boa ordenacao podemos escolher b € 7 de tal modo que

o(b) = min{p(x): €T —{0}}.

Queremos mostrar que Z =< b >. é evidente que < b >C Z; Agora, seja a € Z. Como D é

euclidiano, existem ¢, r € D, tais que
a=bqg+r, com r=0 ou (r) < p(d).

Desde que a, b € Z. Portanto, pelo fato de origem de b, ndo pode ocorrer ¢(r) < @(b). Por
isso,” = 0 e, por conseguinte

a=b-qge<b>,

ou seja, Z C< b >. Logo, Z =< b >, o que conclui a demonstragao. [
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Corolario 3.2. Todo dominio euclidiano é wm DFU.

Demonstracao: Seja D um dominio euclidiano. Sabemos pelo teorema anterior que todo DE

éum DIP. E também sabemos que todo DIP é DFU. Logo, por transitividade D é DFU. m

3.5 Consequéncias da Fatoragao Unica

Uma das diversas consequéncias da fatoragao tnica é a resolucao de equacoes diofantinas.
Iremos resolver um exemplo envolvendo as equacoes diofantinas, levando em consideracao a

fatoragao unica do dominio que estaremos trabalhando.

Exemplo 3.9. Para a equacao

v+ 1 =13 (3.3)

Temos que nao ezistem x, y € Z que satisfacam a igualdade (3.3).

Solugao: A priori vamos deixar claro que estaremos trabalhando com o dominio R = Z][i],
que é um dominio euclidiano e por consequéncia um dominio de fatoracao tinica, munido da
aplicagao norma dada por
N :Zi] — Nu{0}
a+bi — a®+1?

De inicio, vamos verificar se podemos escrever (3.3) como

P +1=(y+i)(y—i)=a>

Entao notemos que,

y2+1=(y+i)(y—i):xi’x§, onde xi)’:ul(y—i—z') e x%zuz(y—i),

sendo u; e up elementos unidade em E'(esses elementos sao os inversiveis de Z[i], isto é, +1 e
+i).
Note que,
N(y+i)=N(y—i) =" +1],

ou seja, ¢ um inteiro impar. Para que (y +i)(y — i) = z3x3, seja satisfeito, devemos mostrar

que nao é possivel encontrar um ¢ que divida o fator (y +i)(y —i). Sendo assim, ¢ nao dividira
z3x3. Suponhamos que § divida (y +1) e (y — i), entao § divide qualquer combinagao linear de

ambos os fatores, em particular a diferenca, ou seja, 0 | 2i;
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Assim,
N(qd) = N(g)N(6) = N(2i) = N(2)N(i) = N(2) = 4,
que implica que N(§) é par. O que é um absurdo. Portanto 22 = ul(y + 1) e 23 = us(y — ).

Sem perca de generalidade, vamos supor que, z2 = ul(y + 1) = 1(a + bi)®. Assim,

y+i=a®+ 3a*bi + 3ab®(—1) + (bi)® = a(a® — 3b*) + ib(3a® — b?),
organizando a equacao anterior, obtemos
1=0(3a®>—b%) e y=a(a® —3b?).

Por fim, observemos que a primeira equacao nao pode ser satisfeita para nenhum valor a,b € Z.

3

Portanto, a equagao diofantina y*> + 1 = (y +i)(y — 7) = 2 nao tem solucio inteira.
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3.6 Conclusao

Acreditamos que nossa intengao de estudar anéis de polinomios utilizando os dominio de fa-
toragao unica foi cumprida. Ao demonstrar o teorema(3.6) e resolver o exemplo(3.9) que é o
principal teorema do nosso trabalho, e por conseguencia o principal e mais importante exemplo
que dermos neste trabalho, obtivemos resultados centrais no estudo de anéis de polinomios
com aplicagoes em Algebra Comutativa, Teoria Algebrica dos Ntimeros e Geometria Algebrica.
Acreditamos também que o presente material fornece a fundamentagao elementar para os inte-

ressado em seguir os estudo mais rigorosos, sobre os anéis comutativos.
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