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“Quem nao se chocar com a teoria quantica, é porque ndo a entendeu.”
(Niels Bohr)
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RESUMO

Neste trabalho de conclusdo de curso apresentaremos o surgimento da Mecanica
Quantica, no final do século XIX, para explicar fenbmenos que a teoria classica ndo
era mais capaz de explicar satisfatoriamente. A Radiagdo do Corpo Negro € um dos
problemas que sO teve sua explicagdo com as teorias quanticas, como sera
mostrado, assim como o Efeito Fotoelétrico e o Efeito Compton. Utilizaremos a
notacao de Dirac no espacgo de Hilbert, para simplificar os calculos. Apds descrever
conceitos que alicergam a teoria quantica, abordaremos a equagéo de Schroedinger,
dando énfase a sua forma independente do tempo, por ser de fundamental
importancia para o desenvolvimento desse trabalho. Por fim descreveremos uma
importante aplicacdo da Mecanica Quantica: A Teoria da Perturbagédo Independente
do Tempo, que pode ser observada em sistemas que tem uma pequena modificagdo
em sua estrutura, chamada de perturbacdo, o que ira produzir modificacdo nos
autoestado e autovalores do sistema. Neste trabalho realizaremos os calculos
apenas para as corregdes de primeira ordem tanto para os autovalores quanto para
os autoestados, uma vez que sdo as corregées mais importantes da perturbacao.

Palavras Chave: Mecéanica Quantica, Teoria de Perturbacao, Correcdes de Primeira
Ordem.
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ABSTRACT

In this work of conclusion of course we present the appearance of quantum
mechanics, in the late nineteenth century, to explain phenomena that classical theory
was not able to explain satisfactorily. Black Body Radiation is one of the problems
that just had your explanation with quantum theories, as will be shown, as well as the
photoelectric effect and Compton effect. We will use the Dirac notation in Hilbert
space, to simplify the calculations. After describing concepts that underpin quantum
theory, we discuss the Schrodinger equation, emphasizing their shape independent
of time, to be of fundamental importance for the development of this work. Finally we
describe an important application of quantum mechanics: The Independent
Perturbation Theory of Time, which can be observed in systems that have a short
modification in their structure, called of disturbation, which will produce change in
eigenstates and eigenvalues of the system. In this work we will do the calculations
only for the first order correction as for eigenvalues as for eigenstates, since
corrections are the most important pertubation.

Keywords: quantum mechanics, perturbation theory, corrections of First Order.
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INTRODUGAO

Neste trabalho apresentamos as origens da teoria quantica, a partir da
tentativa de solucionar problemas simples como a Radiagdo de Corpo Negro, que
tem como consequéncia direta um fendmeno conhecido como Catastrofe
Ultravioleta, que também sera tratado no texto. Mostraremos que Planck, a partir de
sua ideia de quantizag&o, propde uma explicagdo para tal problema. Logo em
seguida abordarei o Efeito Fotoelétrico, que teve sua explicagdo em 1905 por
Einstein, que tomou como suporte as ideias de Planck, deixando clara a natureza
corpuscular da luz. Também sera mostrado a partir das ideias de Einstein, que De
Broglie, em sua tese de doutorado, propde que a natureza corpuscular da luz faz
parte de uma simetria entre matéria e radiagdo. Ou seja, a matéria também tem
propriedades corpusculares, fenbmeno conhecido como dualidade onda-particula
[2].

Posteriormente, falaremos a respeito das fungées de onda descritas por
De Broglie, mostrando que sua dindmica é estabelecida pela equagédo de
Schroedinger. Em sequencia, mostraremos por que a Interpretagédo de Copenhagen,
e sua relacao com as funcdes de onda, é a interpretacao aceita atualmente [6]. A
partir dai comentaremos o que € o hamiltoniano da equacéo, deixando claro que é a
partir dele que podemos definir os estados estacionarios das fungdes de onda.
Seréo demonstradas matematicamente as equagdes de Schroedinger dependente e
a independente do tempo, explicando o porqué de apenas a independente do tempo
nos interessar para determinar os estados estacionarios quando o sistema é
submetido a uma energia potencial (V) particular. Entdo comentaremos o que sao
autovalores e autovetores, e suas rela¢gdes com o sistema estudado [7].

No toépico seguinte abordaremos o espaco de Hilbert, com os seus
vetores de estados associados (KET). Esses vetores foram introduzidos na
Mecanica Quantica por Dirac, dando margem a um formalismo vetorial aplicado na
equagao de Schroedinger. Faremos ainda um breve comentario sobre operadores
hermitianos, comprovando matematicamente que esses operadores admitem
apenas valores reais [9].

No segundo capitulo trataremos uma das aplicagbes da Mecanica
Quaéntica: A Teoria da Perturbagcdo Independente do Tempo. Calcularemos suas



autofungbes e seus autovalores, primeiramente para os estados ndo perturbados.
Em seguida, vamos supor a existéncia de uma pequena deformacgao (perturbacao)
no hamiltoniano do sistema. Com isso calcularemos as autofungbes e seus
autovalores para os estados perturbados. Nesse trabalho vamos considerar apenas
as corregdes de primeira ordem, como veremos, justamente por serem as mais
relevantes. Mostraremos que os valores encontrados para o estado perturbado
serdo sempre aproximados ao valor ndo perturbado. Em seguida demonstraremos
matematicamente a expressao para a corregdo das autoenergias e dos autoestados
[10].

Por fim, faremos alguns comentarios sobre os resultados obtidos, e suas
diversas aplicagbes em problemas da fisica quantica.



CAPITULO |

1. Conceitos Basicos da Mecanica Quantica

Todas as explicagbes fisicas para fendbmenos, até o final do século XIX,
eram feitas a partir do determinismo classico, por ser considerada quase completa
para alguns fisicos da época, porém surgiram experimentos que tal determinismo
nao era capaz de explicar satisfatoriamente, desafiando a percepcgao de que a fisica
classica seria completa. Teorias classicas conseguiam explicar situagdes na escala
humana de espago e tempo, porem falhava para explicar situacées de escalas
atdbmicas que se moviam com a velocidade muito elevada.

Certos fenbmenos passavam a funcionar, de maneira que o0s
experimentos ndo podiam mais ser medidos com réguas nem o tempo podia ser
cronometrado. O foton ou elétron, por exemplo, ndo possuem uma posi¢ao
mensuravel nem uma trajetoria, entre os pontos de emisséo e onde s&do detectados,
tal ponto de deteccao nédo seria onde seria esperado encontrar a particula caso
tivesse sendo baseada em experimentos classicos, pois por exemplo, com uma
pequena probabilidade poderiamos encontrar a particula do outro lado de uma
barreira solida.

A Mecénica Quantica rompe com o determinismo classico, pois seus
resultados sdo probabilisticos, determinando a probabilidade de se encontrar a
particula em um determinado volume. A partir da teoria quéntica varios experimentos
ganharam explicagdo, como quais eram as reais propriedades da luz, o problema da
Radiagao do Corpo Negro, o Efeito Fotoelétrico, entre muitos outros.

1.1- As Origens Histéricas da Mecanica Quantica

No final do século XIX, a fisica tentava encontrar explicagbes para alguns
fendbmenos, sendo um desses a Radiagdo de Corpo Negro. Sabia-se que ao
aquecer um corpo, ele passa a emitir uma radiagdo, denominada radiag&o térmica,
tal radiacdo sdo ondas eletromagnéticas geradas pelas oscilagbes de particulas
carregadas que compéem o0s corpos aquecidos, como exemplos tém o carvdo em

brasa e os filamentos da lampada incandescente, os quais sao corpos que a alta



temperatura irradiam luz visivel.

Tendo em vista que o espectro da radiagdo emitido por um objeto
depende da sua composicao, ha espectros térmicos de carater invisivel, trata-se de
um Corpo Negro, que sdo corpos que absorvem toda energia que o aquece, e que
ao mesmo tempo, € um irradiador perfeito. Uma maneira de criar tal corpo é
obtendo-se uma caixa com o interior irregular e fazendo-se um buraco muito
pequeno nela. Como o interior € irregular, toda a energia que passa por este buraco
permanecera dentro da caixa sendo absorvida pela caixa [1].

Podemos considerar, ao mesmo tempo, que toda radiagcdo que deixa o
buraco termicamente foi criado dentro da caixa, teoricamente a radiagdo de cada
comprimento de onda, que sai do buraco, tenderia a infinito com o aumento da
temperatura, ja experimentalmente observa-se que a radiagao inicialmente cresce
junto com a frequéncia, porém em determinado ponto a radiacdo decresce, tendo
que para maximas frequéncias tém-se minimas radiagdes, esse fendmeno ficou
conhecido como Catastrofe Ultravioleta [2].
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Figura 1.1: Radiancia espectral de um corpo negro a temperatura de 2000K (linha a
cheio) e previsao da teoria eletromagnética classica ( linha a tracejado) [3].

Percebe-se que apenas o inicio da curva obtida experimentalmente
coincidi com a previsdo tedrica, pois para comprimento de ondas menores, a
coincidéncia deixa de existir Deixando claro que os dados obtidos,
experimentalmente, nada tinham haver com os calculos teoricos.

Planck realizou uma abordagem modificando algumas equacdes de modo

que houvesse coincidéncia entre as curvas, teodrica e experimental, propondo uma



explicagdo a problematica do corpo negro. Utilizando a ideia de quantizagado, na qual
as particulas s6 podem absorver ou emitir energia em quantidades bem
determinadas, ou seja, discretas. Portanto a energia seria uma funcdo que
dependeria da frequéncia, demostrada através da relacdo matematica entre

frequéncia e energia, dada por [2]:

E=h9 (1.1)

Onde h €& a constante de Planck e ¥9é a frequéncia da onda

eletromagnética. A principal mudanga com relagdo a teoria classica era que a
energia deixava de ser vista como algo continuo para se tornar uma grandeza
transferida em forma de “pacotes” de quantidade definida, denominada quantum de
energia.

Posteriormente foram realizados experimentos que identificaram um
fenbmeno denominado Efeito Fotoelétrico, que consiste em uma emissdo de
elétrons quando uma luz de certa frequéncia incide em uma superficie metalica.
Essa emissdo € percebida porque um campo elétrico age os elétrons emitidos,
estabelecendo uma corrente elétrica mensuravel.

Aparato para observagao do efeito fotoelétrico

Feixe de Luz

$

Placa Emissora _———~ % —=~._ Placa Coletora

.—|

l Poténciometro

(L1l
k-~
Bateria

Figura 1.2: Efeito fotoelétrico [16].



E necessaria uma frequéncia minima para que os elétrons sejam
emitidos, sendo que abaixo dessa frequéncia os elétrons ndo se desprendem mais
da superficie metalica. Ao serem emitidos, os elétrons, possuem energia cinética
constante, indiferente a intensidade da luz incidente. Portanto luz mais intensa
implica em mais elétrons desprendidos com a mesma energia cinética.

A teoria ondulatéria previa que deveria haver um tempo entre a incidéncia
de luz e a emissdo dos elétrons, assim quando a luz tinha baixa intensidade, o
elétron acumulava energia vibracional durante um periodo de tempo para se
desprender da placa. No entanto, esse intervalo de tempo nunca foi observado
experimentalmente.

Tal fenébmeno teve sua explicacdo em 1905 por Einstein, que utilizando-se
da deia de quantizagdo da energia, propés que a luz também possuia carater
corpuscular. Ou seja, as ondas eletromagnéticas podiam ser consideradas como
energia em forma de “pacotes”, denominados fétons.

Einstein postulou que cada féton € constituido por uma quantidade de
energia definida pela equagéo [1]:

E=hd- E, (1.2)

Onde E,é a energia minima necessaria para liberar um elétron de um
material especifico, e h9 é a energia do féton associada a liberagéo desse elétron. O
elétron para se desprender da chapa metalica, precisa de certa quantidade de
energia fornecida pelo féton, que por sua vez depende da frequéncia de luz
incidente, e ndo de sua intensidade. O foton é absorvido pelo elétron, que se
desprende em seu processo praticamente instantdneo, ndo sendo mensuravel
nenhum intervalo de tempo entre a incidéncia da luz e a emissdo da corrente.

Vemos com clareza que a luz mostra ambas as propriedades, tanto a
ondulatéria quanto a corpuscular, e que esta € uma das caracteristicas fundamentais
da fisica quantica, conhecida como dualidade onda-particula [2].

De Broglie observou os resultados obtidos para a luz no fenbmeno do
efeito fotoelétrico e inverteu a ideia principal: se a luz, que era onda, podia
apresentar um comportamento de particula, entdo o elétron, que era uma particula,
poderia também apresentar um carater ondulatorio. Propondo sua teoria em sua



tese de Doutorado.

Em 1927, Germer e Davisson obtiveram evidencias experimentais da
teoria de De Broglie, partindo do principio experimental da radiagdo eletromagnética,
realizado por Thomas Young. O experimento da radiacido eletromagnética consistiu
em fazer com que raios de luz monocromatica incidam através de duas fendas
proximas para que, depois de passar pelas fendas, sofram interferéncia, que pode
ocorrer de maneira construtiva (franjas claras) e destrutiva (franjas escuras). O
resultado € um padrao de linhas paralelas com intensidade que diminui a medida
que as linhas se afastam do centro [15].

Os experimentos que evidenciaram a natureza ondulatéria do elétron
tinham a mesma montagem, no entanto, em vez de se usar um feixe de luz, usou-se

um feixe de elétrons para incidir nas duas fendas.

' Detetor

Antepars

Figura 1.3: esquema do experimento com de fenda dupla com ondas [16].

As intensidades I; eI, corresponde a situagdo em que apenas os buracos
1 ou 2 estdo abertos, respectivamente. Ja a situagdo 1;, corresponde a situagdo em
que as duas fendas estao abertas, simultaneamente.

O resultado observado com a incidéncia dos elétrons foi exatamente igual
ao resultado obtido com a incidéncia de radiagéo eletromagnética, isto €, foram



obtidos os mesmos padrées de interferéncia, evidenciando o comportamento de

onda associado ao elétron, como havia previsto De Broglie alguns anos antes.

i Deletor
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Figura 1.4: esquema do experimento com de fenda dupla com elétrons sendo
observados com fétons [16].

As possibilidades P’; e P, correspondem as situagdes nas quais apenas
as fendas 1 ou 2 estdo abertos, respectivamente. Ja a probabilidade
P’,, corresponde a situagdo em que as duas fendas estdo abertas,
simultaneamente.

No experimento de Young, para que acontega a passagem ela dupla
fenda, a onda deve atravessar as duas fendas simultaneamente. No caso dos
elétrons, essa interpretagdo também tem que ser valida, ou seja, o elétron, mesmo
sendo uma particula, atravessa ambas as fendas ao mesmo tempo, comportando-se
como uma onda.

Em 1923 a natureza corpuscular da radiagdo também foi comprovada por
Compton, observando variagdes de comprimento de onda da radiagao resultantes
do espalhamento de elétrons. Ele observou que se o processo de difracao fosse
considerado uma “colisdo” entre um foton de energia hf; e um elétron, o elétron
absorveria parte da energia inicial e, portanto a energia hf, do féton difratado seria
menor do que a do féton incidente [18].

Para explicar seus resultados experimentais Compton sup8s que os raios
X incidentes que sao radiagbes eletromagnéticas, fossem formados por fétons de



energia, Equagcédo (1), os quais colidem com os elétrons livres causando um

espalhamento de elétrons. Sobre a teoria ele comentou [19]:

De acordo com a teoria classica, cada raio X afeta os elétrons na matéria
atravessada e o espalhamento observado é devido aos efeitos combinados
de todos os elétrons. Do ponto de vista da teoria quantica, podemos supor
que qualquer quantum particular de raio X nao é espalhado por todos os
elétrons do irradiador mas gasta toda sua energia sobre elétrons particular.
Este elétron por sua vez, desviara o raio em alguma diregdo definida em
certo angulo com o feixe incidente. Este desvio da trajetéria do quantum de
radiagao resulta em uma mudanga de seu momentum como consequéncia,
o elétron desviador recuara com um momentum igual a mudanga de
momentum do raio X. A energia do raio desviado sera igual a do raio
incidente menos a energia cinética de recuo do elétron espalhador. E como
0 raio desviado deve ser um quantum completo, a frequéncia sera reduzida
na mesma razao que sua energia. Assim na teoria quantica deveriamos
esperar que o comprimento de onda dos raios X espalhados seja maior do
que o dos raios incidentes.

As intensidades | dos raios X espalhados foram medidos como fungéo

dos comprimentos de onda para varios 6 de espalhamentos. O feixe incidente

consiste de um (nico comprimento de onda A,, os raios X espalhados tém

maximos de intensidade em dois comprimentos de onda. Tendo um dos

comprimentos d onda, o préprio Ao incidente e o outro representado por 4 que é

maior favorecendo o deslocamento Compton AA (ver Apéndice A)-

Espalhamento Compton/

elétron S
alvo em _-Tecuo do

-~

&

repousoe-y gy elétron

Figura1.5:
- . espalhamento
foton Compton[20]
incidente féton 2
espalhado "/

A figura 1.5 mostra que AA depende do angulo 0, onde os raio X espalhados séo

analisados.
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As ondas descritas por De Broglie tenham seu comportamento
ondulatério descrito por uma fungao de onda associada ¥(x, t), as quais determinam
completamente o estado fisico do sistema. Isto significa que, dada a fungédo de onda
de um sistema no instante t, todas as propriedades do sistema estarao descritas.

1.2 A Equacao de Schroedinger e a Interpretagao de Copenhagen

Inspirado nas evidencias experimentais de que em sistemas
microscopicos o0 movimento das particulas obedecia as leis do movimento
ondulatdrio e ndo as leis do movimento de Newton. Em 1925, Erwin Schroedinger,
propée um novo formalismo para a teoria quantica, de modo que as particulas
microscopicas teriam seu comportamento definido por funcées de ondas
representadas por ondas de De Broglie. Tais fungbes de onda tem sua dindmica
exposta pela equagao de Schroedinger, dada por [5]:

h—za—z‘{'( t) +V¥(x,t) = hilv( t) 1.3
2mox? | LU= MG (13)

Determinar a posigédo x(t) da particula em fungdo do tempo ndo é o
objetivo principal da mecénica quantica, mas sim determinar a fungéo de onda y(xt),
cuja sua intensidade representa a probabilidade de se encontrar a particula numa
dada posicdo. Uma particula que se encontra num volume d3x e que é representada
pela fungdo de onda 1(¥) tem seguinte probabilidade de ser encontrada nessa
regido do espaco [6]:

P= f Yrpd3 % (14)

Essa interpretacdo probabilistica de onde a particula poderia ser
encontrada numa dada regido caracteriza a Interpretagdo de Copenhague.

A energia total de um sistema € representada por um hamiltoniano
definido pelas propriedades fisicas do sistema, desse hamiltoniano podemos definir

seus estados estacionarios (ou autoestados), cujas suas autofungdes nao variam
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com o tempo. Os mesmos saem da equagdo de Schroedinger independente do
tempo, que caracteriza sistemas conservativos.

A equacdo de Schroedinger € uma equacao diferencial, cujas solugoes
determinam a dependéncia espacial e temporal da funcdo de onda, cujas variaveis
sao independentes. De modo geral, o potencial V que atua no sistema, pode ser
uma funcao tanto de x quanto de t, entretanto devido os estado serem estacionarios
o potencial estara somente em fungao da variavel x, assim teremos que:

V=V(x)
Como x e t sdo variaveis independentes, pode-se separar a dependéncia em x da

dependéncia em t da fungéo de onda W¥(x, t), escrevendo como o produto de duas

funcdes de cada uma dessas variaveis, isto € [7]:

Y(x,t) = (x) o) (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.3),0btemos:

2 2 a
5 mmg (@) $(0) + VW) G() = th=- () $(0) (16)
Ou,
h? d? _ d
5 PO T3 YC) +V (W) $(0) = hp(x) 7 $() (1.7)

Dividindo ambos os lados por ¢, temos:

h? 1 d? 1d
_ﬁiﬁlp(x) + V(X) = lhaa

Percebe-se que um lado da igualdade esta apenas em fungéo de x, e o outro lado

¢ (1.8)

apenas em funcgao de t. Entdo reescreveremos a equagao acima da seguinte forma:
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h% 1 d2
flx) = —%EWIP(X) +V(x) (1.9)
E,
_pld 1.10
f(t)—laﬁqb(t) (1.10)

Isso s sera possivel se ambas fungées forem igual a uma constante
[f(x) = E = f(t)], onde essa constante E representa a energia do sistema, entdo

substituindo em (1.8) e (1.9), teremos [7]:

h? 1 d?
E,
E =1 1d 1.12
=M () (1.12)

Temos entdo a equacgao de Schroedinger Independente do Tempo (1.9),
utilizada para determinar os estados estacionarios do sistema, descritos pelas
autofuncdes (1(x))quando o sistema & submetido a uma energia potencial
(V(x))particular. Para cada autovalor corresponde um autoestado e o nimero de
pares autovalor-autovetor (ver Apéndice B) é igual a dimensédo do espago onde o
sistema em quest&o estéa definido [6].
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1.3 Formalismo Vetorial da Mecanica Quantica

Considerando um sistema fisico, de acordo com sua natureza, podemos
especificar suas dimensdes. Quando tratarmos de um sistema quantico, as
dimensdes do sistema (ou numeros de grau de liberdade) sdo retratadas num
espaco vetorial real ou complexo, composto por um conjunto de vetores mais um
conjunto de escalares. Os espagos vetoriais complexos sdo conhecidos como
espacgos de Hilbert ( ver Apéndice C).

O estado fisico de um dado sistema s&o todas as informacdes possiveis
que podemos obter desse sistema e que pode ser representado por uma fungao
complexa de onda ou por um vetor de estado, que € um vetor contido no espago
vetorial complexo. A notagdo matematica usada para representar esses estados
fisicos foi introduzidas por Paul Dirac (KET [y), BRA (y|) que representa os vetores
de estado. No espaco de Hilbert associamos a uma fungao de onda W(x, t), o vetor
de estado |y), que contém toda informagéo sobre o estado do sistema. Para todo
KET|y) existe um BRA (|, seu dual existente num espago de Hilbert dual [8].

No espaco de Hilbert, 0 que entendiamos da mecéanica quantica usual
como densidade de probabilidade, passa agora a ser um produto interno vetorial:

P Y =<yp)lpx) > (1.13)

A partir da equagdo de Schroedinger independente do tempo (1.10), podemos
reescrevé-la de acordo com a notagao de Dirac e assim obter:

2 2

h* d
E, |lpn > = _%Wllpn > +V hpn >
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E = EL—— 14
n|¢n>— _2 dx2 + h/}n

Ou,
H W}n >=F, W}n > (1.14)

Onde H é o operador Hamiltoniano (energia) do sistema [9].

Toda quantidade fisica mensuravel observavel € descrita por um operador
atuando no espaco vetorial. Os observaveis sdo representados por operadores
hermitianos, cujos possiveis resultados das medidas sdo os autovalores, os quais
sdo sempre reais, assim passiveis de serem resultados de medidas fisicas [10].

Para comprovar que os autovalores dos operadores hermitianos sao

reais, vejamos a equacao de autovalor, definida como sendo:

Ala>=ala> (1.15)
Onde |a > é um autovalor associado ao operador A e a é o seu respectivo
autovalor.
A correspondente dual a equacgao acima € dada por:

<ald = <ala* (1.16)

Multiplicando a equacgao (1.16) por |a >a direita, a equagao (1.15) por <al| a
esquerda e subtraindo uma da outra chegamos a:

(ala}(@a—a*) =0 (1.17)

Como | a > nao é nulo, teremos que (ala) > 0, entdo para que a equagao
(16) seja verdadeira a tem que ser igual a a*, confirmando que esses autovalores
sdo reais e assim operadores hermitianos [9].

Além de serem reais, operadores hermitianos tem outra importante
propriedade, que afirma que as autofungbes pertencentes a autovalores distintos

sao ortogonais, para demonstrar que essa propriedade € verdadeira, suponha que:
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Qf =qfeQg=4q'g,
E Q é hermitiano. Entéo:

(fleg) = (@flg)

Assim,

qa'{flg) = qa*{flg) (2.18)

Chegamos a conclusdo de que o autovalor encontrado é igual ao seu
complexo conjugado (q*). Os produtos internos existem na equagdo porque
supomos que as autofungdes estejam no espaco de Hilbert. Porém como vimos
anteriormente, q € real, portanto, q’ # q.

A notacao de Dirac torna-se uma importante ferramenta na obtencao de
resultados mais robustos da mecanica quantica, por facilitar a obtencdo dos
resultados. Daremos seguimento ao texto tratando uma das aplicagbes da
mecanica quantica, conhecida como Teoria de Perturbacdo Independente do
Tempo.
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CAPITULO Il

2. Corregoes de Primeira Ordem em Teoria de Perturbacao

Independente do Tempo

2.1 Introducao

A teoria de perturbagdo € um conjunto de esquemas aproximados para
descrever sistemas quanticos complexos em termos de outros mais simples. A ideia
e iniciar com um sistema simples e gradualmente ir
adicionando hamiltonianos "perturbativos", que representam pequenas alteragbes ao
sistema. Se a alteragdo ou perturbagdo ndo é demasiado grande, as diversas
magnitudes fisicas associadas ao sistema perturbado, como seus niveis
de energia e seus estados proprios, poderao ser gerados de forma continua a partir
dos do sistema simples. Desta forma, podemos estudar o sistema complexo
baseando-nos no sistema simples.

A equacdo de Schroedinger independente do tempo unidimensional é
dada por:

2 2
Exifn = = 5= +V (¥, @D

Sabendo que a hamiltoniana é da seguinte forma:

h? d?
H = _%W +V(X) (22)

Substituindo a equagéao (2.2) em (2.1), obtemos que:

Hpn=En (2.3)
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Aplicando a notagao de Dirac na equagéo (2.3), temos:

H |y,) = E |in) (2.4)

Um sistema bem definido que possui um potencial atuante, sem
dependéncia temporal, por ser conservativo, pode ter os valores exatos de seus
autovalores e de seus autovetores encontrados e o numero de pares autovalor-
autovetor iguais a dimenséo do espago onde o sistema em questdo esta definido.
Sendo, esse sistema, conhecido como um potencial ndo perturbado, como mostra a
figura 2.1:

Figura 2.1 Pogo de potencial ndo perturbado [10].

Na teoria da Perturbag&o temos que, para um operador hamiltoniano ndo
perturbado:

HO [, @) = E,@}1p,@) (2.5)

Onde |1/)n(°)) s&o os estados n&o perturbados associados, para um potencial , H©®

é o operador hamiltoniano ndo perturbado e E,(” ¢ a energia ndo perturbada [10].
Ao perturbamos levemente o potencial, colocando uma pequena saliéncia
no fundo do pogo, por exemplo, (Figura 2.2), os estados deixam de ser nao
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perturbados e passam a ter novos valores para seus autovalores e autofungdes.

L3

Figura 2.2: Pogo de potencial perturbado [10]

Utilizando um procedimento sistematico na obtencdao de solugdes
aproximadas, podemos calcular os novos valores aproximados para os autoestado e
as autofuncgdes, nesse potencial perturbado com base nas solugcbes exatas
conhecidas para o caso nao perturbado, sendo essas aproximagdes o valor
esperado para as perturbagdes [9].

Para um hamiltoniano perturbado genérico temos a soma de dois termos:
H=HO + AH' (2.6)
Em que AH' é o valor da perturbagéao.
Os respectivos autoestados e autofungbes para o hamiltoniano

perturbado serdo escritos como séries de potenciais, onde cada novo termo da

soma ira representar uma ordem de perturbagéo:

E, = E® + 2E® + 22E@ + ... (2.7)
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Yn = PO + P+ 29@ 4 (2.8)

Consideraremos A como um numero pequeno, 0 < A < 1, de tal modo que
ha sempre uma corregdo de ordem superior com o valor menor que a corregao de
ordem inferior. Serdo feitos trés exemplos, exemplo 1 para A =0, exemplo 2 para A
= 0,5 e exemplo 3 para A = 1. Para que fique claro o que ocorre quando A se igualar
a 0oua11, e oque acontece com o A para explicar o valor decrescente das
perturbacoes.

Exemplo 1:

Fazendo A = 0 nas equagdes (2.7) e (2.8)
E, = E” + 0EV + 02EZ + 03ELY ...
lpn (0)+ Olp(l)+ 021/}(2)_'_031/}(3) )

Resolvendo o produto em cada termo da soma tanto dos autovalores (E,,)
guanto das autofuncgdes (y,,), obtemos:

E, = E
E,
Yn = 7(10)

Podemos concluir que quando A se iguala a 0 temos o estados nédo
perturbados das autofungdes e dos autoestados.

Exemplo 2:
Fazendo A = 0,5 nas equacgdes (2.7) e (2.8)

E, = E + 05E + 052E7 + 0,536 .

P = PO + 059 + 0529 + 0,530 ..
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Resolvendo o produto em cada termo da soma tanto dos autovalores (E,,)

quanto das autofungdes (y,,), obtemos:
E,=E® + 05" + 0,25 E +0,125 EP ...

P = P + 059 + 0,259 +0,1259 Y ...

Podemos concluir que a medida e vai se aumentando a ordem de
perturbagéo (identificada pelos indices), o valor de A vai diminuido ate que chega
um ponto em que A se torna muito pequeno, comprovando que a corregdo de ordem
superior com o valor que a corregao de ordem inferior, chegando ao ponto da

perturbagao ser insignificante.

Exemplo 3:

Fazendo A = 1 nas equacgdes (2.7) e (2.8)
E, = E + 1E + 12EQ + 13EL ..
Yo = Y+ Ty + 120+ Py

Resolvendo o produto em cada termo da soma tanto dos autovalores (E,,)
guanto das autofungdes (y,,), obtemos:

E,=EX+ EM+ EP +EY ..

0 2 3
Yo = PO + Y+ @ 4@

Podemos concluir que quando A se iguala a 1 temos o estado perturbado,

com o valor maximo da perturbagéo das autofungdes e dos autoestados.

Assim E,(ll)é a correcao de primeira ordem para o enésimo autovalor, e

,(11) € a corregao de primeira ordem para enésima autofungao, e assim por diante
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sendo usadas para calcular a corregdo sofrida tanto na energia quanto nos

autoestados para cada ordem de perturbagao [10].

2.2 Correcao Para a Energia

Iremos calcular as corregbes ocorridas na energia ao perturbamos o
potencial. Partindo de (2.4) podemos adicionar a ela as equagao (2.6), (2.7) e (2.8) e
reescrevé-la da seguinte maneira([8]:

H w}n) =E |7~/’n)

(H(O) + AH’) w}n) =F |7~/’n)

(HO + AH’)(|¢7(1°)>+ /1|¢7(11)>+ Az|lp’(12)>+_”) _

= (B0 + a5 + 2ED + ) ([02) + )+ 2 [w?)+ ) @9)

HO |zp,§°)> + AH<0)|¢,§1)> + 2 H<°)|¢,§2>> ot
R [p®) + 2H[pP) + 22 [P + -

- E© |¢(0)>+ AE© (1)>+ 22 E(0)|¢(2>>+,_,+

+2ED |¢(0)>+ 22ED (1)>+ 423 E(1)|¢(2>>+,_,+

+22E |¢,§°)> + A3E<2)|zp,§1)> + 2t E<2)|¢(2>> (2.10)

Rearranjado os termos como poténcias de A:
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HO |zp,§°)> +
+2 (HO[p®) + 1 [0?)) +
+ 2 (HOW?) + 1)) +
A2 H P2 + -
- E© |,,,<0>>
2 (EPp) + B [i)) +
+22 (B0 |w?) + EL[p®) + B2 [ui)) +
+23 (BO[w®) + EL[ui)) +

+ M ED |¢(2)> (2.11)

Podemos estabelecer da equagédo encontrada que a menor ordem (A°)

leva a equagao (2.5) que representa o estado néo perturbado:
H© |¢(0)> - g |¢(0)>
Para a primeira ordem, representada por 1!, temos a seguinte equacao:
A(H(o)|¢r(ll)> LR |¢7(10)>) (E(0)|¢(1)> +ED |¢(0)>) (2.12)

Para a segunda ordem, representada por 12, temos a seguinte equacao:

22 (H(0)|¢(2)>+ H,|¢(1)>) Y (E(0)|¢(2)>+E<1)|¢(1)> +E® |¢(0)>) (2.13)

E assim por diante até se encontrar a equagédo q ira representar a

enésima ordem de perturbagéo.

Nesse trabalho consideraremos apenas corregdes de primeira ordem,
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equacao (2.12), uma vez que estas sdo as corregdes mais relevantes na
perturbacdo, por ser a corregdo de maior valor e assim o valor esperado para a

perturbacao, portanto utilizaremos a equacgao:

(H(0)|¢(1)> Ly |¢<O)>) — A(E<0)|¢<1)> +ED |¢(o>>)

H(0)|¢(1)>+H, |¢(o)> E(0)|¢(1)>+E(1) |¢(o)> (2.14)

Observe que o A ndo é mais utilizado, por ser um mecanismo que nos
mantinha cientes das diferentes ordens, de modo que podemos elevar seu valor a 1

e admitir que a perturbacao é maxima.

Fazendo o produto da equagéo (2.12) interno com <1/1(°) :

<¢£0)| H(°)|¢S)> < (0)|H,|¢(0)> < (0)|E(0)|¢(1)> < (0)|E(1)|¢(0)> (2.15)

Como E” e EXV sdo escalares saem do produto interno dos vetores de

estado, reescrevemos a equagao da seguinte forma:

<¢7(10)| H(0)|¢1(11)> < (0)|H,|¢(0)> E<0)<¢<0)|¢(1)> n E(1)< (o>|¢(o>> (2.16)

Uma vez que autofungdes distintas sdo ortogonais obedecem a seguinte
condigdo: temos que o produto interno dos vetores sera igual ao delta de Kronecker:

(%’l“j) = 8ij (2.17)

Onde,
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Normalizando a fungdo de onda, para que termos o maximo de

probabilidade de encontrar os autovalores no espago em questao, exigiremos que:

fllt,l)n(x)lzdx =1 (2.18)
0

Admitindo na equacao (2.15) a ortogonalidade, e que os autoestados

estejam normalizados, temos:

< (0)|¢(1)>
< (0)|¢(0)>

Utilizando as condigdes do delta de Kronecker, equacgao (2.17), encontramos que o

produto interno sera:

< (0)|¢(1)>
< (0)|¢(0)>
Assim obtemos da equagéo (2.16):

Dessa mesma forma podemos dizer que um operador & dito hermitianos
se for igual ao seu conjugado hermitianos:



(HO |¢£°)>)+ = (| HO* = (p| O

Temos:
<1/J,(10)| H(°)|¢751)> € R (Reais)

Assim, tomando o conjugado da equagéo (2.21):

<¢1(10>| H(0)|¢151)> <¢(1)| H(O)+|¢(0)> <¢(1)| H(O)|¢(0)>
De acordo com a equacéo (2.4) temos que:

1 0 0 1 0 O

<¢T(11)| H(0)|¢1(10)> E<°)<¢<1)|¢(°>>

Logo,
ED = <¢7(10)| H(0)|¢1(11)> < (0)|H |¢(0)>
Tomando o conjugado, equagéao (2.18):

ED = <¢T(11)| H(o)|¢1(10)> < (0)|H |¢(O)>

25

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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Substituindo a equacéo (2.23), obtemos:
EW = E(o><¢7(11)|¢<0)> < <0)|H,|¢(o>>

Aplicando a ortogonalidade, equacéo (2.17), obtemos finalmente:
E® = < (°)|H’|¢(O)> (2.24)

Onde essa equacao é o resultado fundamental da teoria de perturbacao
de primeira ordem, composta por um produto interno dos vetores de estado (braket).

O H’ é o valor esperado para a perturbacdo do hamiltoniano e E(l) € a correcao de

primeira ordem da energia para o enésimo termo do hamiltoniano perturbado.

Interpretando a equagéao (2.24) percebemos que a corregdo de primeira
ordem para a energia € o valor esperado da perturbagédo no estado nao perturbado,
uma vez que estas sao as corregdes mais relevantes na perturbacido, por ser a
corregao de maior valor [10].

2.3Correcao Para o Autoestado

Para encontrar a corre¢do de primeira ordem para a fungdo de onda,
iremos novamente utilizar a expresséao (2.14) para a expansao de primeira ordem:

H(o)|¢(1)> Ly |¢<O)> _ E<0)|¢<1)> + ED |¢(o>>

Ajustando a equacdo para que os termos “nao perturbados” fiquem
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apenas do lado esquerdo da equagao e os termos que representam as perturbagbes

figuem do outro lado, temos:

H(0)|¢(1)> E(o>|¢<1)> _y |¢<0)> + ED |¢(o>>

Colocando em evidencia |1,b(1)> no primeiro termo e |¢(°)> no segundo membro

teremos:

(H(o) E(O))|¢(1)> (H, E(l))|¢(0)>

Por comodidade iremos colocar o sinal negativo do segundo membro em evidencia

para que os termos fiquem semelhantes:

(H(o) E(O)) |¢(1)> (H E(l)) |¢(O)> (2.25)

As fungdes de onda nao perturbadas constituem um conjunto completo,

portanto 1/),(11), assim como qualquer outra fungdo pode ser expressa como uma
combinacgao linear delas. Entdo, pelo principio da superposi¢gado, podemos escrever
uma combinacao linear das autofungdes ndo perturbadas:

|¢(1)> C§1)|l/11(°)> c® .. +C<1)|¢(0)>
Assim,

(1)> Z ¢ |¢(O)> (2.26)

m+n

Essa é a Equagao Geral para a corregao dos autoestados, logo veremos

o porqué de m # n.
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N&o ha a necessidade de incluir m = n na somatdria, pois se 1/),(11) satisfaz
a equacéo (2.25), entéao ( 7(11) + oap(o)) também o faz para qualquer constante q, e
podemos usar essa liberdade para subtrair o termo 1/1(0). Determinaremos o

coeficiente C,(n), pra que ao substituirmos na equacédo (2.26), obtemos a equacgao

geral para a corregdes de primeira ordem para os autoestados.

Substituindo a equagéo (2.26) na equacgéao (2.25), temos:

Z(H(o) E9)c (n)|¢(0)> (- (1))|¢<o)> 2.27)

m#n

Tomando o produto interno com<¢l(°)|:

Z <¢(0)| (H(O) E(O)) ¢ |¢(O)> <¢1(0)|( E(l)) |¢(O)>

m+n

Z [<¢(0)| H(O)C(n) |lp(0)> <l/}l(0)| E(O)C(n) |lp(o)>] <l/}l(o)| H |¢(0)> <1/J1(0)|E(1)1P(0)>

m#n

Separando os somatérios e pondo as constantes para fora do produto interno,

obtemos:

Z ¢ <¢(0)| HO |¢(0)> Z ¢ E(°)<¢f°) |¢(o>>

m+n m+n

<¢l(0)| 7 |¢(0)> E(1)<¢l<0)|¢(0)>
Aplicando a equagao (2.23) na equagao acima:

Z cMED <¢l(0)| ¢(0)> z cm E(0)<¢1(0) |¢(O)>

m+n m+n

=_< 0)|H’ |1/)(0)>+E(1)< °)|¢(°)> (2.28)
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Tomando m = [ # n, temos:

Cl(n) EI(O) <¢1(0)| ¢1(0)> _ Cl(n) Er(z())(wlm) |¢(0)> <¢1(0)| H |¢(0)> n E(1><¢l(o>|¢(0)>

Sabendo que as autofungdes sdo ortogonais, podemos reescrever a equagao acima
como:

cWE® — ¢ME® = _< 0)| H |¢(0)>
Colocando ™ e evidencia:

Cl(n) [El(O) _ Er(lo)] <¢1(0)| H |¢(0)>

o 1 o)

= 2.29
l EO _E© (229)

Obtemos, na equagédo (2.29), o coeficiente de perturbagdo para as
autofungdes. Esse coeficiente representa a perturbagdo em cada ordem, sendo, seu
valor, diminuido a medida q se aumenta a ordem de perturbagéo.

Para defini a equagéo de corregdo para primeira ordem dos autoestados
basta substituir o coeficiente de perturbacéo, encontrado na equacdo (2.29) n
equacao geral (2.26) temos:

O g @
i) = Z< E£0|)— Ll?o) >|¢(°)> (2.30)

l#n

Que da as corregbes de primeira ordem para os autoestados em teoria de
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perturbacdo independente do tempo [8].Como [ =m e, para que tenhamos um

denominador ndo nulo, temos o porqué de m # n na expressao (2.30).
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3. CONSIDERAGOES FINAIS

No trabalho apresentado mostrou o quanto se fazia necessario novas
propostas para explicar problemas existentes no final do século XIX, sendo
mostrado o surgimento de uma teoria que fosse capaz de explicar satisfatoriamente
os problemas da época, como a Radiagdo do Corpo Negro, o Efeito Fotoelétrico,
entre outros. Tais explicagbes rompiam com o determinismo classico, surgindo
teorias probabilisticas.

Indagagées e descobertas feitas por célebres personagens que
constituiram e contribuiram significativamente para a historia da Mecanica Quantica,
como Planck e tantos outros. Em seguida tratamos da equagéo de Schroedinger,
que como foi mostrado representa a dindmica do comportamento das funcbes de
onda no mundo quantico, a partir do método de separacao de variaveis obtemos a
equacao na sua forma independente do tempo, que foi de suma importancia para a
evolucao desse trabalho.

Tomando como principio a equagao de Schroedinger independente do
tempo, vimos que € possivel calcular valores exatos para as autofungdes e para os
autovalores de um potencial em especifico. Tais estados sdo denominados nao
perturbados. Contudo vimos, que ao provocar certas alteragbes no potencial do
problema, produzimos uma alteragdo em suas autofungdes e em seus autovalores.
Induzindo uma alteragdo de seus modulos, que deixam de ser exatos e passam a
ser aproximados de acordo com cada correcao sofrida. Esses estados passam a ser
denominados perturbados.

Este trabalho esteve voltado principalmente para a corre¢cdo de primeira
ordem, uma vez que estas sdo as corre¢gdes mais relevantes na perturbacgédo, pois a
medida que se aumenta a ordem das perturbagbes os valores irdo diminuir até que a
corregao na perturbagao torne-se insignificante. Como vimos a corre¢ao de primeira
ordem para a energia € justamente o valor esperado da perturbagdo no estado ndo
perturbado. Isso € um resultado caracteristico da Teoria da Perturbagéo
Independente do Tempo.

Para trabalhos futuros buscaremos encontrar as expressdes para as
demais ordens de perturbagdo, bem como aplicar a teoria em problemas da



mecanica quantica, como: O poc¢o de potencial, o potencial tipo delta, entre outros.
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Apéndice A

Efeito Compton

Para analisar o Efeito Compton, € necessario levar em conta que o efeito
e relativistico ja que o féton € uma particula relativistica e viaja a velocidade da luz.
Entdo devemos usar as equacgdes da relatividade para a variagdo da massa, da
energia e do momento linear. A massa m de uma dada particula € dada por m =

Mo

\/=V2 sendo moa massa de repouso, ¢ a velocidade da luz.
1__
c2

As energias totais antes e depois do choque s&o dadas respectivamente

por;
E = hv + mc? e E = hv' + mc?
Aplicando a conservagéo da energia e momento linear, obtém-se:
- Sobre a conservagao da energia
hv + myc? = hv' + mc?
¢ 2 ¢ 2
hz+m0C = h7+mc
Reorganizando a equagéo acima e elevando ambos os lados ao quadrado
obtém-se:

1 1 2
S 2| = 2,4
[hc (A /’l’) +myc ] mec

2

1 1 1 1
h? c2</—1— 7>2+2hc3m0 ()_l_ 7) + m3c* = m?c*
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- Sobre a conservagdo do momento linear

Conservagcdo do momento linear componente x e componente y

respectivamente:

h

1= 7 sin ¢ + mvsin

cos¢ +mvcosf e 0=7
Eliminando os termos contendo 6 nas equacgdes acima. Para isto faz-se o

quadrado de ambos lados das duas equagdes acima.

hZ
) 2 =m®v* cos®0 e )Tzsinch = m*v® sen’6

1 cosg
LN
e G-

Somando ambas as equacgdes:

2
)2 + ?sirﬁd) =m?® v” cos*0 + m*v® sen’0 = m*v?

1 cosg
2
e G-

Multiplicando por ¢ ambos os lados da equagao acima, chega-se a:

1 cos c?h?
c*h? <Z — Td)) 2+ e sin®¢ = c*m*v?

c®h?  2c?h?cos¢ N c?h?

pE YL gz = cm’
Subtraindo as duas equagdes acima:
2 c2h? 1 1\ 2c?%h?
— 2.4 3 - _ = — 2,4 120,222
T + mge* + 2hc m0</,l /’l’>+ T cos¢p = mec* —m°vc

O segundo membro da equagao acima pode ser rescrito:
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m3c?
=m?c?(c? —v?) = @ (c? —v?) = méc*

2 2,2

m2c* — m2p?c?

C2

Com isto a equagao acima assume a forma

2 c2h?
AN

A=A
Al

1 1
(1 —cos¢) = 2hc® m, <i - 7) = 2hc® m,

Simplificando ambos os lados da equacgao acima:
h 2h ¢
=1 — = —_— —_ = —_— 2
AM=1-21 — (1 —cos¢) — sen (2>
Onde foi usada a relagao trigonométrica:

1—cos¢ = 1—cos<%+%> = 1—cos’ <%> +sen’ (%)

Definido A, =% como sendo o comprimento de onda de Compton,
0

temos que:

AL =2 — A= 2, sen? <§>
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Apéndice B

Autovalores e Autofungoes

Para esclarecer estes novos conceitos serdao mostrados que a fungao

Y = Ae’*™® é uma autofungdo do operador momento linear (p) e que a fungdo

iy 2 ~ , ~ A . . . N
Y = Ae'*™*" n3do é autofungdo de p. Para verificar isto basta aplicar o operador p na
fungéo de onda, como a seguir. Por definicdo o operador momento € igual a:

 hd
Px T dx
Portanto;
prh = %:—x = ?% (Ae>) = ?ikAe“‘x = hk(Ae™*) = hky
Que pode ser escrita na forma;
Px¥ = hky = py

Assim ¢ possivel dizer que a fungdo de onda 1 = Ae’* é autofungdo do
operador p com autovalor hk. Como o numero de onda k pode ser escrito em termos
do comprimento de onda A, temos que:

Que ¢é equivalente ao resulto obtido por Bohr na quantizagdo do atomo de

hidrogénio. A agora sera verificando que a fungdo ¥ = Ae’*** ndo é autofuncédo do
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operador p.

P = hd Ei(Aeikxz )= EZikx(Ae“‘xz ) = (2hkx)y
* i dx idx i

Analisando o ultimo termo entre paréntese na equagao acima nota-se que
ele ndo € uma constante, mas sim depende da posicao. E se esta equacao fosse

escrita por:
Pxp = (2hkx)y = (Zhkx)y’

Ela seria uma equagao de autovalor? Nao, mesmo nesta forma ela ndo é

uma equacao de autovalor por que as fungdes Y e ' sdo diferentes.
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Apéndice C

Espaco de Hilbert

As operacgdes no espaco de Hilbert seguem as seguintes regras: H € um
conjunto de objetos, com uma operacdo de soma de vetores definida de tal forma
que:

e Se dois vetores |f > e |g > €H entdo a soma |f > + |g > também é

um vetor de H.

e A soma é comutativa e associativa: |f> +|g>=1g> +1|f >e

f>+lg>) + [h>=1f>+(g>+|h>).

e Existe em H um vetor chamado nulo de tal forma que: |[f > +0=|f >

para qualquer |f > + € H.

Também esta definida uma operagao de produto escalar de tal forma que,
se a e B pertencem ao conjunto dos complexos, e |f > e |g > sao elementos de H
entdo:

al f>€H
@p)| f>= a (Bl f>)
(@+P)f>=alf>+B[f>
a(l f>+lg>) =alf>+alg>
Lif>=|f>

Onde temos que H tem um produto interno, ou seja, pode-se definir uma
operagdo entre dois vetores | f > e | g > que fornece um escalar, denotada por,
| f>.| g >, sendo que ele possui as seguintes propriedades:

(lf>lg>=Ug>]f>)
(f>lg>+h>)=(f>]g>)+(f>h>)
([ f>alg>)=a(lf>|g>)
(@l f>.1g>)=a(f>.]g>)
(|f>f> =0e(]f>|f>) = 0seesomenteself >= 0 (vetornulo)






