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Resumo

Neste trabalho, estudamos as resolucoes em Z das congruéncias quadraticas da forma
2?2 = a (mod p), sendo p um ntimero primo positivo e ¢ um inteiro que nao é divisivel por
p, no sentido de verificar a existéncia ou nao de um inteiro z, tal que 22 = a (mod p).
Nosso estudo é realizado atraves do Critério de Euler e de algumas prorpiedades do
Simbolo de Legendre. Em seguida, estudamos um resutado indispensavel, conhecido
na literatura como Lema de Gauss, uma vez que, o mesmo é um ponto de partida
para provar a Lei da Reciprocidade Quadratica. Essa lei conecta a solubilidade das
congruéncias x* = ¢ (mod p) e z*> = p (mod q), em que p e g sdo primos impares distin-
tos. Em especial, caracterizamos os primos p para os quais alguns inteiros sao ou nao
residuos quadraticos médulo ¢. Por fim, encerramos o trabalho com algumas aplicacoes
da teoria estuda, bem como o teste de Pépin, que por sua vez, é um teste de primali-

dade e, também, a irracionalidade de alguns niimeros usando a Lei da Reciprocidade

Quadratica.

Palavras-chave: Congruéncias Quadraticas. Residuos Quadraticos. Lei da Recipro-

cidade Quadratica.



Abstract

In this work, we study how Z-resolutions of the quadratic congruences of the form
22 = a(modp), where p is a positive prime number and a whole is not divisible by
p, no sense of the existence or not of an integer xo such that z2 = a (modp). Our
study was elaborated through the Euler Criterion and some extensions of the Legendre
Symbol. Next, we study an indispensable result, known in the literature as Gauss’s
Lemma, since it is the starting point for proving the Law of Quadratic Reciprocity.
This law connects the solubility of the congruences 2 = ¢ (modp) and x> = p (mod q),
where p and ¢ are distinctly different primes. In particular, we characterize the primes
p for which some integers are or not quadratic residues module q. Finally, we close
the work with some applications of the theory studied, as well as the test of Pépin, in
turn, and a test of primality and also an irrationality of some numbers using a Law of

Quadratic Reciprocity.

Keywords: Quadratic Congruences. Quadratic Residue. Law of Quadratic Reci-

procity.
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Introducao

”A matemdtica € a rainha das ciéncias e a teoria dos nimeros € a rainha da matemdtica.”

C. Gauss (1777-1855).

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi um grande matemético, chamado por alguns
o principe da matematica. O mesmo contribuiu em diversas areas da ciéncia, dentre elas a
Teoria dos Ntumeros que por sua vez é o ramo da Matematica Pura que se dedica ao estudo dos
numeros inteiros e suas generalizagoes. A notavel citacao acima refere-se do quao importante

é a Teoria dos Numeros dentro da matematica e, consequentemente, da ciéncia.

Nao s6 apenas Gauss se preocupou com a Teoria dos Numeros, mas também grandes
matematicos como Pitdgoras, Euclides, Diofanto, M. Mersenne, P. Fermat, C. Goldbach, L.
Euler, L. Kronecker, G. H. Hardy, S. Ramanujan e A. Wiles. Todos esses e muitos outros que
nao foram citados desenvolveram resultados importantissimos na drea da Teoria dos Numeros
que hoje sao aplicadas em diversas areas do conhecimento como, por exemplo, Fisica, Biologia,

Acustica, Computacao, Criptografia.

A Teoria dos Numeros é dividida em varios ramos de acordo com os métodos usados
ao longo de seus estudos. Por exemplo, Teoria Elementar dos Numeros, Teoria Analitica dos
Numeros e Teoria Algébrica dos Ntumeros sao os trés principais ramos. Outro fato, a Teoria dos
Numeros também é famosa por seus problemas em aberto. Por exemplo, em 1742, Christian
Goldbach conjecturou que todo niimero par maior que 2 é soma de dois nimeros primos. Este

¢ um dos problemas mais antigos nao resolvidos da matematica. Vejamos a sequéncia,
4=2426=3+3,8=5+3,10=5+5,12=7+5,...,7760 = 5743 + 2017,....

Através de computadores ja confirmaram a conjetura de Goldbach para véarios nimeros sufi-

cientemente grandes.

Além da conjectura de Goldebach, existem outros problemas em aberto na Teoria dos
Numeros, em geral, todos relacionados a niimeros primos, tais como a conjectura dos primos
gémos e a conjectura dos primos de Mersenne. A primeira afirma que existem infinitos pares
de primos gémeos, ou seja, pares da forma (p,p + 2), em que p e p + 2 sdo ndmeros primos.

Ja a udltima, diz que existem infinitos nimeros primos de Mersenne, isto é, dado o ntmero
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M, = 2P — 1, com p primo, entao existe um conjunto infinito de valores para p tais que M, ¢
primo. Por exemplo,
My, =3, M;="7, M;=31, M;=12T7.

A Teoria dos Residuos Quadraticos é abordada na Teoria Elementar dos Numeros. No
estudo das equagoes diofanticas quadraticas, desenvolvido por Legendre, Fermat, Euler e, prin-
cipalmente, por Gauss, era de maxima importancia determinar se a era um quadrado médulo
um numero primo p > 2, ou seja, dado p um nimero primo fmpar e um inteiro a nao di-
visivel por p, se existe um inteiro b tal que p divide b?> — a. Neste sentido, o estudo da Teoria
dos Residuos Quadraticos se resume em resolver em Z uma congruéncia quadratica da forma

22 = a (mod p), com p um ntimero primo fmpar.

Em particular, destaca-se a Lei da Reciprocidade Quadratica que conecta a solugao de
duas congruéncias

2® = q(modp) e x* = p(modq),

onde ¢ e p sdo primos impares distintos. Atualmente, encontra-se mais de 300 provas da mesma.
No que lhe diz respeito, Gauss com a idade de 18 anos, no ano de 1795, achava que este resultado
era verdadeiro apds elaborar uma tabela de 10000 valores de (p/q). Contudo, ele s6 encontrou
a prova depois de mais de um ano e publicou em seu livro Disquisitones Arithmeticae, onde
apresentou duas demonstragoes, sendo uma delas usando inducao matematica. Porém, contata-
se que Gausss encontrou 8 demonstragoes distintas da Lei da Reciprocidade Quadratica. Por
isso, tem-se nocao de que muitos matematicos trabalharam na Lei da Reciprocidade Quadratica,
mas Fermat, Euler, Legendre e Gauss foram as pecas fundamentais para as contribuicoes desta

teoria.

Pierre de Fermat nasceu em Beaumont-de-Lomagne no ano de 1601 na Franga. A ele,
muitos mateméaticos o chamam de o pai da moderna Teoria dos Nimeros. Fermat provou que
para um conjunto de nimeros primos, pode-se expressar cada primo desse conjunto como sendo

soma de dois quadrados. Especificamente,
p=2"+y* < p=2 ou p=1(mod4).
Também, cle considerou resultados similares para primos da forma
22 +ny?, onde n =42, 43,45, ....

Embora Fermat nunca tenha afirmado a Lei da Reciprocidade Quadratica, os casos particulares

—1,4+2 e +3 podem ser fundamentados do seu teorema.

Leonhard Paul Euler, um dos mais prolificos matematicos, nasceu na Suica na cidade
de Basileia no ano de 1707. FEuler deu continuidade do trabalho de Fermat provando seu
primeiro teorema conhecido, hoje, como Critério de Euler. Em 1744 surgiu a primeira afirmacao

equivalénte a Lei da Reciprocidade Quadratica, que por sua vez, foi declarada por Euler. Ainda

12



ele prosseguiu com os estudos intensamente, até que, formulou a lei por completo, sem lacunas.

Porém, isso s6 foi publicado em 1783, depois de sua morte com a idade de 76 anos.

Nao muito diferente de Fermat e Euler, Adrien Marie Legendre trabalhou ardualmente
na Teoria dos Residuos Quadraticos. Legendre nasceu em Paris no ano de 1752. O mesmo,
a

definiu o simbolo (;), com p primo, que hojé é atribuido ao seu nome o Simbolo de Legendre.

Vejamos a definigao:

se a ¢ um residuo quadratico de p,

a
(—) = 0 se p divide a,
—1 se a é um residuo nao quadratico de p.

Com essa nova notagao, Legendre conseguiu demonstrar resultados com facilidade e, também,
influenciou a futuras geracoes de matematicos a seguirem sua linha de raciocinio para pro-
duzirem pesquisa na lei da reciprocidade ctibicas e superiores, como por exemplo, os simbolos de
Jacobi e Hilbert que sugiram através do estudo do simbolo de Legendre. Legendre também é re-

sposavel pela palavra “reciprocidade” na conexao das solugoes de duas congruéncias quadraticas.

Alguns chamam o de o principe da matematica, muitos lhe conhecem por Carl Gauss,
ou apenas Gauss, mas seu nome é Johann Carl Friedrich Gauss. Nascido na Alemanha em
30 de abril de 1777, Gauss na idade de 7 anos ja mostrava o seu potencial em matematica.
Ele trabalhou em diversas areas da matematica, assim como na fisica. Em particular, se
dedicou uma boa parte do seu tempo na Teoria dos Nimeros. Em 1801, publicou seu trabalho
“Disquisitiones Arithmeticae” onde nele contém a primeira prova da Lei da Reciprocidade
Quadratica, esta seria, como ja dito, por inducao matematica. O geénio alemao foi capaz de
fornecer 8 provas, cada uma delas com uma abordagem diferente, algumas usando Teoria dos

Numeros Algébricos.

O presente trabalho é uma revisao bibliografica em que a base de desenvolvimento é
a busca das solucoes de congruéncias quadraticas. O objetivo central é destacar, de modo
construtivel e detalhado, o maior niimero possivel de resultados classicos da Teoria Elementar

dos Numeros referentes as congruéncias quadraticas e aplica-16s em outros conceitos.

Neste trabalho, abordamos alguns resultados tais como Simbolo de Legendre, Critério de
Euler, Lema de Gauss, Lei da reciprocidade Quadrética e o teste de primalidade denominado
Teste de Pepin. O texto foi dividido em 5 capitulos sendo o ultimo reservado a aplicagoes,
bem como a infinidade de alguns ntimeros primos nas formas particulares e a irracionalidade

de certos ndmeros.

No Capitulo 1, apresetamos resultados introdutoérios sobre os niimeros inteiros que servirao
para o entendimento da teoria seguinte. A primeira se¢ao ¢ dedicada a conceitos de divisibili-
dade sobre Z e, em seguida, conceitos de nimero primo e congruéncias. Por ser um capitulo de
resultados preliminares, nao nos vinculemos a uma abordagem detalhada sobre esses assuntos.

Para tal, recomendamos a leitura das reféncias [5], [11] e [14].
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No Capitulo 2, iniciamos o conceito de congruéncias quadraticas e residuos quadraticos,

com uma vasta séries de execicios, visando sempre o bom entendimento da teoria considerada.

No Capitulo 3, definimos o Simbolo de Legendre e consideramos o Critério de Euler.
Também, mostramos que Simbolo de Legendre é uma funcao totalmente multiplicativa e, por

fim, caracterizamos os nimeros primos p > 2 para os quais —1 e 2 sao residuos quadraticos de
.
A lei da Reciprocidade Quadratica é dada no Capitulo 4, o qual é consequéncia do Lema

de Gauss. Na ultima secao, abordamos o Teorema da Caracterizacao dos primos p > 2 para os

quais 3, 5, 7 e 11 sao residuos quadraticos de p.

Ja o Capitulo 5, fizemos as aplicacoes da teoria apresentada nos capitulos anteriores. Tais
aplicagoes foram divididas em trés secoes, onde a primeira é destinada a infinidade de primos
das formas 3k + 1, 5k — 1 e 8k — 1. Na segunda secao, mostramos a ultilidade do Simbolo
de Legendre no Crivo de Eratdstenes e o Teste de Primalidade de Pépin. Na ultima secao,
usamos o Simbolo de Legendre revestido da Lei da Reciprocidade Quadratica para provar a

irracionalidade de alguns ntimeros.

O texto ¢é finalizado com o Anexo A, no qual destacamos uma colétanea de provas da
Lei da Reciprocidade Quadratica contendo 314 provas enumerada de 1 a 314 desde a primeira
prova incompleta de Legendre, embora Gauss foi o primeiro a provar concretamente, até a
demonstracao feita pelos mateméaticos Brunyate e Clark no ano de 2014. Também, na lista

encontra-sc o nome de cada autor, o ano ¢ o método usado pelo mesmo nas demonstragocs.

Portanto, espera-se que este projeto de pesquisa contribua para os estudantes, em especial,
para sociedade matematica, uma vez que o mesmo sera baseado nas reflexdes mais profunda
que o autor pode alcancar para a construcao de um conhecimento matematico cada vez mais

significativo e concreto.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, consideraremos topicos relacionados a Teoria Elementar dos Numeros bem como
conceitos de divisibilidade em Z, ntimeros primos e congruéncias. Tais consideragoes serao
necessarias para o estudo dos capitulos subsequentes. No entento, nao faremos um estudo geral
e aprofundado dos assuntos aqui tratados, apenas abordaremos resultados que servirao para
um bom entendimento dos estudos de Congruéncias Quadratica e suas devidas aplicagoes. Ao

leitor interessado em mais detalhes indicamos as referéncias [5], [9], [11] e [14].

1.1 Divisibilidade em 7Z

A Teoria dos Numéros se dedica ao estudos dos numeros inteiros e suas generalizagoes. O

conjunto
Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

¢ denominado conjunto dos numeros inteiros. Em particular, aos ntimeros 1, 2, 3,... sao
chamados de ntmeros naturais e

N={1,23,...}
¢ denominado o conjunto dos nimeros naturais. Dentre os conceitos relacionado aos niimeros

inteiros, destaca-se o conceito de divisibilidade, definido a seguir.

Defini¢ao 1.1. Dados dois inteiros a e b. Dizemos que b divide a, em simbolos, b | a, se
ezxistir um inteiro ¢ tal que

a = be.

Neste contexto, também dizemos que a € um maltiplo de b ou que a € divisivel por b. Caso

nao ezista o inteiro ¢ dizemos que b nao divide a e denotaremos por b1 a.

Por exemplo, 8 | 72, pois 72 = 8 - 9. Também, tem-se que 2 t 3. De fato, se 2 divide 3,
entao por definicao, existe um inteiro c¢ tal que 3 = 2¢. Dal, 3 seria um ntimero par, mas isso é

um absurdo. Portanto, 21 3.
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Teorema 1.1. Dados a, b, ¢ e d numeros inteiros, valem as sequintes propriedades:
(1) Sea|beb|c, entioalc;
(2) Sea|bec|d, entio ac| bd;

(3) Sea|bealc, entao al (bx + cy) Va,y € Z.

Demonstracao: (1) Se a | be b | ¢, entao por definicao, existem inteiros kj e ko tais que

b = aky e ¢ = bky. Desse modo, concluimos das duas igualdades que ¢ = a(k1ks) e, assim, a | c.

(2) Sea | bec|d, entao existem inteiros k; e ko de modo que b = aky e d = cks. Logo,
bd = ac(kiky). Portanto, ac | bd.

(3) Por hipétese, b = ak; e ¢ = aks, com ki, ko € Z. Dali, para quaisquer inteiros z e y, tem-se
que

b + cy = akix + akoy = a(k1x + koy),
isto é, a | (bx + cy). u

Um resultado classico da Teoria dos Numeros é o Algoritmo da Divisao. O mesmo se
encontra no famoso Livro VII dos Elementos de Euclides que viveu aproximadamente por volta

do ano 350 antes de Cristo.

Teorema 1.2 (Algoritmo de Euclides). Se a e b sdo inteiros, com b # 0, entdo existem

unicos inteiros q e r tais que

a=bq+r, com 0<r<|b|.

Demonstracao: Ver [14]. n
Os inteiros ¢ e r dados acima sao chamados de quociente e resto da divisao, respecti-

vamente.

Exemplo 1.1. Determinar o quociente e o resto da divisao de a por b, quando:

a)a=91eb=11;

b) a=—107 e b= 23;

c)a=-1009 e b= —T.

Solugao: a) Como 91 = 11 - 8 4 3 segue que o quociente é 8 e o resto é 3.

b) De inicio, para este caso, vamos determinar o quociente e o resto de 107 por 23. Sao eles 15
e 4 o resto e o quociente da divisao de 107 por 23, respectivamente, pois 107 = 23 -4+ 15. Em
seguida, manipularemos a igualdade 107 = 23-4+15 até chegarmos ao resultado. Multiplicando

a igualdade 107 = 23 - 4 + 15 em ambos os membros por -1 temos que
—107=23-(—-4)—-15=23-(—4) — 15423 —-23 =23 (—5) + 8.
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Portanto, ¢ = =5 ¢ r=38.

c¢) Para efetuar a divisdo de a = —1009 por b = —7 efetuaremos de modo semelhante ao item
b). Como 1009 = 7 - 144 + 1, entao

—1009 = (—=7)-144 —1=(-7)- 144 —-147—-7=(=7) - 145+6.
Logo, o quociente é 145 e o resto da divisao ¢ 6.

Definigao 1.2 (M&aximo Divisor Comum). Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Dizemos
que d € N € 0o mdximo divisor comum de a e b, em simbolos (a,b) = d, quando as sequintes

condicdes sao satisfeitas:

(1) d|a e d|b;

(2) Se cla e c|b, entio c|d.

Alguns autores denotam o maximo divisor comum d dos inteiros a ¢ b por mdc(a,b).

Porém, neste trabalho vamos denotéa-lo por d = (a, b).

Um consequéncia bastante impotante sobre maximo divisor comum é o seguinte:

Teorema 1.3. Se d = (a,b), entdo existem inteiros x ey tais que

d=ax+by.

Demonstracao: Ver [14]. u

Definicao 1.3. Dois inteiros a e b sdo ditos primos entre si quando (a,b) = 1.

1.2 Numeros Primos

Pode-se dizer que os niimeros primos sao os nimeros mais importantes da aritmética, ou melhor,
da Teoria dos Numeros, uma vez que pelo Teorema Fundamental da Aritmdética os nimeros
primos geram todos os niimeros naturais, exceto o nimero 1. Por isso, dizemos que os niimeros

primos sao os atomos da Teoria dos Niimeros.

Definigao 1.4 (Numero Primo). Diz-se que um inteiro positivo p € um nimero primo
quando 1 e p sao seus unicos divisores. Caso contrdrio, dizemos que p € uwm numero com-

posto.

Pela definicao, nota-se que 2 é o inico nimero primo par. Também,

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 e 37.
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sao todos nimeros primos.

Vamos agora enunciar alguns resultados importantes sobre os niimeros primos. O primeiro
deles é o Teorema Fundamental da Aritmética, que é o principal resultado da Teoria dos

Numeros.

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural n > 1 pode
ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de fatores primos.

Isto é,
n = pip2---Pr,

EM GQUE P1, P2, ..., Pr SGO todos NUMETOS PTIMOS.

Demonstracao: Ver [14]. n

Na fatoracao de um nimero natural n > 1, pode ocorre o caso de aparecer repetidas vezes
um mesmo fator primo de n. Por exemplo, 252 =2-2-3-3-7. Neste caso, podemos agrupar
os fatores primos que se repetem na fatoracao de 252 da seguinte forma 252 = 22 - 3% . 7. Desta

maneira, enunciaremos a seguinte consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética.

Corolario 1.1. Todo niumero natural n > 1 admite uma tunica fatoracao, a menos da ordem,

da forma
ki ke Lk
n=pyp2"..p",

onde p1, P2, ..., Pr SGO NUMeT0s primos distintos e ki, ko, ..., k, sao numeros naturais.

A fatoracao acima é dita fatoragao candnica do inteiro n ou simplesmente fatoracao

canonica de n.

Teorema 1.5. Sejam a e b inteiros e p um niumero primo. Se p | ab, entdo p | a oup | b.

Demonstragao: Se p | a, entdo a nossa afirmagao esta provada. Caso contrario, se p 1 a, entao

(a,p) = 1. Dai, pela Teorema 1.3 existem inteiros x ¢ y tais que
ar +yp = 1.
Multiplicando ambos os lados dessa ultima igualdade por b, vem que
abx + ypb = b,

de modo que p | b, pois p | ab, o que prova o resultado. [

O scguinte resultado ¢ um teste de primalidade estabelicido pelo matemético grego Eratostenes

durante o século III a.c..

Teorema 1.6 (Crivo de Eratéstenes). Se n > 1 for composto, entao n possui, necessari-
amente, um divisor primo p tal que p < /n. Equivalentemente, se n nao possuir divisores

diferentes de 1, menores ou iguais a \/n, entdo n € wm nimero primo.
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Demonstragao: Seja n um niimero composto. Assism, existem a e b tais que n = ab, com

1 < a,b < n. Por outro lado, se a > /n e b > y/n, entao

n=ab > /nvn=n,

o que é uma contradicao. Logo, a < \/n ou b < /n. Sem perda de generalidade, suponhamos
que a < /n. Agora, como a > 1 existe um primo p tal que p | a. Desde que a | n segue que p

divide, n com p < a < y/n. Portanto, p é um divisor de n tal que p < y/n. |

Por exemplo, para determinar se 101 é primo, ou nao, basta verificar sua divisibilidade
pelos primos p tais que p < 4/101. Como os tnicos primos menores ou iguais que /101 sao 2,

3,5 e 7 e, nenhum deles divide 101, segue que 101 é primo.

Um fato importante é que o conjunto dos nimeros primos P é infinito. A prova foi dada

por Euclides em seu livro Elementos usando o método de redugao ao absurdo.

Teorema 1.7 (Euclides). O conjunto dos nimeros primos P € infinito.

Demonstracgao: Por contradicao, suponhamos que o conjunto dos nimeros primos P seja

finito, digamos, P = {p1, pa, ..., pn}. Agora, consideremos o nimero natural a tal que

a = p1p2---pn + 1.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, a pode ser escrito como produto de fatores primos
e, como consequeéncia, existe algum fator primo p de a tal que a = pk, com k& € Z. Como por
hipétese py, pa, ..., pn, S20 0s Unicos nimeros primos, entao p = p; para algum ¢ = 1,2, ....,n. Sem

perca de generalidade, suponhamos que p = p;. Assim,

pk = pps..pn + 1,

ou melhor,
pk — pp2..pn = 1.

Logo, p | 1, o que é um absurdo. Portanto, o conjunto P dos niimeros primos ¢ infinito. ]

1.3 Congruéncias

O conceito e a notagao de congruéncia foram introduzidos por Gauss no seu livro Disquisitiones
Arithmeticae quando tinha 24 anos de idade no ano de 1801. As propriedades das congruéncias

nos permite estudar resultados sobre divisibilidade com mais eficacia.

Definicao 1.5. Sejam a e b inteiros e m um numero natural. Dizemos que a é congruente

a b médulo m quando m divide a diferenca a —b. Em simbolos,

a =b(modm).
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De acordo com a defini¢ao, tem-se que
a=b(modm) < m|(a—0).

Isto significa que a = b + mk para algum inteiro k. Por exemplo, 7 = 1(mod3), e —17 =
2 (mod19), pois 3| (7—1) e 19| (=17 — 2). Por outro lado, se m 1 a — b, entao dizemos que a

¢é incongruente a b médulo m, em simbolos,

a Z b(modm).

A relacao de congruéncia modulo m é uma relacao de equivaléncia conforme vejamos

abaixo.

Teorema 1.8. Dados a, b e ¢ niumeros inteiros quaisquer, temos que:
(1) a =a(modm);
(2) Se a =0b(modm), entdo b= a(modm);
(3) Se a=0b(modm) e b= c(modm), entao a = c(modm).

Demonstragao: (1) Para qualquer inteiro a tem-se que a —a = 0 = 0 - m e, portanto, por

defini¢ao de congruéncia a = a (modm).

(2) Por defini¢ao, a = b(modm) implica que m | (a — b). Logo, existe um inteiro k tal que

a—b=mk. Dai, b—a =m(—k), ou seja, b = a (modm).

(3) Por hipétese, existem ky e ko inteiros tais que
a—b=mky e b—c=mks.

Somando membro a membro as duas igualdades acima, vem que a — ¢ = m(k; + ko). Portanto,

a = ¢(modm). u

Outras propriedades relevantes ao estudo de congruéncia médulo m é dada pela seguinte:

Teorema 1.9. Sejam a, b, ¢ e d inteiros quaisquer. Entdo,
(1) Se a =b(modm) e c=d(modm), entdo
a+c=b+d(modm) e ac=bd(modm);
(2) Se a =b(modm), entao
(a+c)=(b+c)(modm) e ac=bc(modm);
(3) Se a=b(modm), entio a* = b* (modm) Vk € N.
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Demonstracao: Ver [14]. u

Teorema 1.10. Sejam a, b e c inteiros quaisquer. Entao
ac = be (modm) < a = b(modm/d),
em que d = (¢, m).

Demonstracao: Ver [14]. n

Corolario 1.2. Sejam ac = bc (modm) e (¢,m) = 1. Entdo, a = b(modm).

Demonstracao: De fato, se ac = bc (modm), com (¢, m) = 1, entao segue direto do Teorema

1.9 que a = b (modm). |

Definicao 1.6. Chama-se sistema completo de residuos modulo m todo conjunto S =
{ri,r9,...,rm} de m inteiros tais que para qualquer inteiro a é congruente médulo m a um

unico elemente de S e r; € incongruente a r; sempre que i 7 j.

Por exemplo, cada um dos conjuntos
{0,1,2}, {1,2,3} e {-1,6,7}
é um sistema completo de residuos médulo 3.

Teorema 1.11. O conjunto S = {0,1,2,...,m—1} é um sistema completo de residuos mddulo

m.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que os elementos deste conjunto sao dois a dois
incongruentes médulo m. Com efeito, dados os inteiros r; e 7; tais que 1 <7, 7; < m — 1, com
ri # rj, entao —m < r; —r; < m. Logo, m nao divide r; — r; e, consequentemente, r; e r; sao
incongruentes entre si modulo m. Por outro lado, pelo algoritmo da divisao com a e m, existem
inteiros g e r tais que

a=mq+r, onde 0<7r<m.

Em termos de congruéncia,

a =r (modm).

Agora, como r assume valores de 0 a m — 1 segue que o inteiro a é congruente médulo m a
um unico elemento de S. Portanto, S = {0,1,2,...,m — 1} é um sistema completo de residuos

modulo m. u

Definicao 1.7. Chama-se congruéncia linear toda congruéncia da forma
ax = b(modm),
em que a e b sao numeros inteiros, com a # 0, m um inteiro positivo e x é uma incognita.
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O estudo das congruéncias lineares se resume em determinar todas as solugoes inteiras de
ax = b(modm).

Por exemplo, xy = 4 é solucao de
7r =6 (mod11),

uma vez que 11 | (7-4—6). Porém, vale observar que nem toda congruéncia linear tem solugao,
como por exemplo 2x = 1(mod4). De fato, por defini¢do de congruéncia existe um inteiro k
tal que 2z — 1 = 4k, mas isso nos leva a um absurdo, pois o lado esquedo da igualdade é sempre
impar para todo inteiro z, enquanto que no lado direito 4k é sempre par para qualquer inteiro
k. Por isso, a congruéncia linear 2x = 1(mod4) nao possui soluc¢do inteira. No sentido da
busca de resultado mais geral da verificagao da existéncia da solugao inteira de ax = b (modm)

o resultado que segue é central.

Teorema 1.12. A congruéncia linear ax = b (modm) tem solugdo inteira se, e somente se, d

divide b, em que d = (a,m).

Demonstragao: De inicio, suponhamos que a congruéncia linear ax = b (modm) tem solucao
inteira. Assim, existe um inteiro xq tal que axg = b (mod m), ou melhor, azg—b = mk, com k €
Z, ou seja,

axy —mk =b. (1.1)

Por outro lado, sendo d = (a,m) segue da igualdade (1.1) que d divide b. Reciprocamente,
vamos supor que d divide b. Agora, como d = (a,m), pclo Teorema 1.3 existem inteiros r ¢ s
tais que

d = ar +ms.
Por hipotese, existe k € Z tal que b = dk. Com isso,
b=dk = (ar +ms)k = ark + msk.
Dai, a(rk) = b(modm) e, portanto, zo = rk é uma solucao da congruéncia linear ax =
b (modm).

Uma consequéncia imediata é que a congruéncia linear az = 1 (modm) tem solugao se, e
somente se, (a,m) = 1. Retornando a congruéncia 2z = 1(mod4), pode-se concluir que nao
possui solugao inteira, uma vez que (2,4) # 1.

O resultado seguinte ¢ bastante importante na Teoria dos Numeros. O préprio foi demon-

strado pelo matematico Fermat em 1640 e é chamado Teorema de Fermat, vejamos.

Teorema 1.13 (Teorema de Fermat). Sejam p um nimero primo e a um inteiro tal que
p1a. Entdo,
a’~t =1 (mod p).
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Demonstracao: Ver [5]. u
Vamos agora definir a funcao de Euler e suas consequéncias no sentido de nos conduzir a

resultados posteriores sobre congruéncias quadraticas.

Definicao 1.8. Chama-se funcao ¢ de Fuler a funcdao ¢ definida para todo niumero natural
n tal que ¢p(n) € igual ao nimero de inteiros positivos menores ou iguais a n que SGo Primos

comn.

Em particular, ¢(1) = 1. Também, ¢(8) = 4, pois os tinicos niimeros naturais menores
ou iguais que 8 relativamente primos com 8 sao 1, 3, 5 e 7. A seguir apresentaremos resultados

que facilitarao o calculo da fungao ¢(n) e, por fim, consideremos o Teorema de Euler.

Uma consequéncia da definicao é que
¢(n) =n—1<n é primo.

Com efeito, se n é primo, entao todos os ntumeros 1, 2,...,n — 1 sao primos relativo a n.
Logo, ¢(n) = n — 1. Reciprocamente, vamos supor que n é um nimero composto sempre
que ¢(n) = n — 1. Assim, existe um divisor d de n tal que 1 < d < n. Consequentemente,
¢(n) < n — 2, pois entre os inteiros 1, 2,. .., n tem-se de imediato que n e d nao sao relativamente

primos com n. Portanto, n é primo.

Teorema 1.14. Se p € primo e k € um inteiro tal que k > 1, entao
o(p") = p* —p*t.

Demonstragao: Sendo p um ntmero primo, entdo 0s 1inicos nimeros Nao primos menores

que p* com p* sdo exatamente 1p, 2p, 3p,.. ., (pk_l)p. Por isso, entre os inteiros 1, 2, 3,..., p*
existem p* — p*~! nimeros relativamente primos com p*, isto é, ¢(p*) = p* — p*~L. n
Teorema 1.15. Se m e n sao nimeros naturais tais que (m,n) =1, entdo

¢(mn) = ¢(m)e(n).
Demonstracao: Ver [9]. n

O Teorema de Euler é uma generalizacao do Teorema de Fermat.

Teorema 1.16 (Teorema de Euler). Sejam n um nimero natural e a um inteiro tal que
(a,n) = 1. Entao,
a®™ =1 (modn).

Demonstracao: Ver [9]. u
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Definicao 1.9. Sejam n e a inteiros, com n > 1, tais que (a,n) = 1. A ordem de a modulo

n, denotada por ord,(a), é o menor inteiro positivo k tal que
k_
a® =1 (modn).

Teorema 1.17. Seja a um inteiro com k = ord,(a). Entdo, a' = 1 (modn) se, e somente se,

k| t. Em particular, k | ¢(n).

Demonstragao: Como a* = 1 (modn), tem-se que
a™™ =1 (modn), ¥V m eN.
Por outro lado, sendo a' = 1 (modn) segue pelo algoritmo da divisao que existem inteiros ¢ e
r tais que
t=kq+r, com 0<r<k-—1.
Consequentemente,

1=a'=d""" =d"a" = a” (modn).

Mas, pela minimalidade da ordem de a médulo n, temos que r = 0 e, portanto, k£ divide ¢. Por

fim, o Teorema de Euler assegura que k | ¢(n). |

Sobre o uso da notacao de congruéncia pode-se gerar varios tipo de teste de primali-
dade. Os matematicos Brillhart e Selfrifge em 1975 elaboraram o seguinte teste de primalidade

baseado em congruéncia.

Teorema 1.18. Seja n um niumero natural. Supoe-se que para todo fator primo q de n — 1

ezxista um inteiro a > 1 tal que

(1) a" ! =1 (modn);

(i1) a7 # 1 (modn).
Entdo, n € primo.

Demonstragiao: E suficiente mostrar que o(n) =n —1e, como, ¢(n) < n — 1 basta mostrar
que n — 1 divide ¢(n). Suponhamos por absurdo que n — 1 nao divide ¢(n). Assim, existe
um primo ¢ e um inteiro r > 1 tais que ¢" | n—1 e ¢" 1 ¢(n), sendo ¢" a maior poténcia

de ¢ que divide n — 1. Agora, sejam a > 1 um inteiro e k = ord,(a). Dai, k | n — 1, pois

e _ o=l L :
a" ! = 1(modn) e k nao divide ”Tl, uma vez que a ¢ Z 1(modn), isto é, se retirarmos o

fator ¢ de n — 1 implica que k 1 "T_l. Entao, ¢" divide k. Por outro lado, como & | ¢(n) segue

que ¢" | ¢(n) o que é um absurdo. Portanto, n é primo. [ ]
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Capitulo 2

Congruéncias Quadraticas: Nocoes

Fundamentais

Depois dos estudos levantado no capitulo anterior sobre congruéncias lineares é natural olhar
para as congruéncias da forma Az?+ Bz + C = 0(modn). Porém, em particular, apenas
focalizaremos na solubilidade das congruéncias da particularidade 2 = a (modn) visto que a
resolucao em Z da primeira congruéncia se reduz a solug¢ao de um sistema de duas congruéncias
cuja uma delas é do tipo da ultima e a outra linear. Conforme isto, neste capitulo, se faz
necessario o estudo das solugoes em Z de tais congruéncias para explorar resultados futuros como
Critério de Euler, Stmbolo de Legendre, Lema de Gaus e, especialmente, a Lei da Reciprocidade

Quadratica.

2.1 Congruéncias Quadraticas

Estudaremos conguéncias da forma:

Ax® + Bx 4+ C = 0 (modn),
em que A, B,C,n € Z, n > 1 e (A,n) = 1. Essas congruéncias sao denominadas de con-
gruéncias quadraticas.

Ao longo do nosso estudo, vamos restringir o médulo a um nimero primo para facilitar
nossos calculos. No entanto, todo niimero maior que 1 é um produto de poténcias de ntimeros
primos e, portanto, fica vidvel comecarmos com o médulo sendo um inteiro positivo primo.

Assim, vamos considerar a congruéncia quadratica
A2® + Bz + C = 0 (mod p),

onde p é um numero primo. Por outro lado, observamos que a congruéncia acima é equivalente

a
4A%2* + 4ABx + 4AC = 0 (mod p).
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Mas, por ser
4A%2* + 4ABx + 4AC = (2Ax + B)?* — (B* — 4AC),

entao, podemos escrever a congruéncia dada como
(2Ax + B)? = (B* — 4AC) (mod p).
Fazendo y = 24z + B e A = B? — 4AC, temos a seguinte congruéncia
v = A (modp).

Resolver a congruéncia quadratica Az* + Bx + C = 0 (modp) é, portanto, equivalente a re-

solver o sistema de congruéncias abaixo:

y? = A (modp),
2Ax + B = y (mod p),

desde que as congruéncias tenham solugoes.

Agora, como sabemos resolver congruéncias lineares, entao apenas focalizaremos, daqui

em diante, na congruéncia quadratica do tipo:

2% = a (modp),

sendo p primo.

Notemos que se (a,p) = p, entao a = pk, com k € Z, se, e somente se, a é uma solugao
de

r* = a (modp).
Com efeito, sendo a = pg, com q € Z, temos que

a® —a = p*k* — pg = p(pk® — q),
ou seja, a é uma solugao de 2 = a (modp). A reciproca também é verdadeira, visto que se
a? = a(modp), entao p|a? — a e, como p|a, segue que o = p(k + ¢), com k € Z. Logo, p|a,

pois p é primo e, portanto, a solugao geral de 2 = a (mod p) é da forma x = p3, em que 3 € Z.

Portanto, ao estudarmos congruéncias quadréticas da forma z? = a (mod p) vamos sempre
assumir que (a,p) =1 e em que p é um primo impar, pois para p = 2 a congruéncia dada tem

sempre solucao, conforme o teorema abaixo.

Teorema 2.1. A congruéncia x* = a (mod2) tem sempre solugao.

Demonstragao: Se a é par, entao a = 2k, com k € Z e, assim, obviamente, x = 0 é uma
solugdo de 2% = a (mod?2). Se a é fmpar, entao a pode ser escrito da forma a = 2k + 1. Logo,

x = 1 é uma solucao de x*> = a (mod2). Portanto, concluimos nossa demonstragao. ]
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Uma observacao importante ¢ que nem toda congruéncia z? = a (mod p) tem solugao. Por

exemplo, médulo 5,

0°=0, 1’°=1, 2°=4, 3*=4 e 4°=1.

Dai, 22 = a (mod 5) tem solucao para a = 0, 1 ou 4 e nao tem solucao para a = 2 ou 3. Notemos
que apenas analizamos a solugao para os valores do conjunto {0, 1, 2, 3, 4} que, por sua vez, é

um sistema completo de residuos modulo 5.

Notemos que x2 = 0 (mod p) tem solucdo se, e somente se, x = 0 (mod p) tem solugao. De
fato, se 22 = 0 (mod p) tem solugio, entao existe um inteiro a tal que a® = 0 (mod p). Assim,
p | a? e, por p ser primo, p | a. Logo, a é uma solcao de x = 0 (mod p). Reciprocamente, se
x = 0 (modp) tem solugao, digamos 3, com 8 € Z, entdao p | 8 e, por conseguinte, p | 32, pois

p é primo. Portanto, 8 é uma solucio de 2% = 0 (mod p).

Vamos agora mostrar que se p { a, entdo z°> = a (modp) tem exatamente duas solucoes

incongruentes entre si modulo p. Isto é o que provaremos no teorema seguinte:

Teorema 2.2. Sejam p um primo impar e (a,p) = 1. Se a congruéncia x> = a (modp) tem

solugao, entao ela tem exatamente duas solucoes incongruentes entre si modulo p, a saber, o e

p— .

Demonstragao: Suponhamos que « ¢ uma solugio de 2% = a (modp), entdao p — a também o

é, pois, (p — a)? = o (mod p). Logo,
(p — a)® = a(modp).

Além disso, se @ = p — a(mod p), entao 2a = 0(modp), o que implica que p|2«a, mas como
pla? —ae (2,p) = 1, entdo terfamos que p|a o que é uma contradicdo e, portanto, p — a é
incongruente a a modulo p.

2 =a? = a(modp) e,

Por outro lado, seja 3 uma solu¢ao de 22 = a (modp). Assim,
portanto, 82 —a? = (B+a)-(8—a) = 0(modp). Logo, p|B + a ou p|fS — «a, o que implica
que

f=—-a(modp) ou [ =a(modp).

Agora, como p — o« = —a (mod p), obtemos que
f=p—a(modp) ou [ =a(modp).

Com isto mostramos que, caso exista solucao, existem exatamente duas solugoes incongruentes

entre si modulo p. ]

Este teorema nio é verdadeiro para o médulo composto. Por exemplo, 22 = 1 (mod 8)

tem quatros solucoes, 1, 3, 5, e 7.
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Em particular, a congruéncia quadrética 22 = 1 (mod p) é de muita importancia no nosso
estudo, com ela simplificaremos alguns resultados. O teorema a baixo nos diz que ele tem

sempre solucao.

Teorema 2.3. A congruéncia quadrdtica x*> = 1 (mod p) tem exatamente duas solugdes incon-

gruentes modulo p, que sao 1 ep — 1.

Demonstragao: De imediato, x = 1 é uma solucao e, pelo Teorema 2.2, p — 1 também o
¢, de modo que sao incongruentes entre si moédulo p e sao exatamente as duas solugoes de

22 =1 (modp). n

Exemplo 2.1. Resolver a congruéncia quadratica

2?2+ 32 —5=0(modT).

Solugao: Para resolver esta congruéncia, temos A =1,B=3,C = -5e A =32-4-1-(-5) =

29. De modo a resolver o seguinte sistema

y? =29 (mod7),
{ 20 + 3 =y (modT).
Temos que 3> = 29 = 1 (mod 7), cuja solugdes incongruentes médulo 7 sdo 1 e 6. Agora, temos
que resolver a congruéncia 2z + 3 = y (mod7) paray = 1 ey = 6. Para y = 1, temos a seguinte
congruéncia 2z = 5 (mod7), onde x = 6 é uma soluc¢do. Por outro lado, para y = 6, temos que
2z =3 (modT), em que z = 5 é uma solugao. Logo, 6 e 5 s@o as tnicas solugdes incongrunetes

entre si modulo 7. Portanto, a solugao geral é
r =6 oub(modT).
Exemplo 2.2. Se p > 3, derterminar as duas solugoes incongruentes médulo p de x* =

4 (modp).

Solugao: Seja y uma solugao de 2% = 4 (modp). Assim, y*> — 4 = 0 (modp) o que implica que
(y — 2}y +2) = 0(modp), de modo que p|y—2 ou p|y+2. Em termos de congruéncia, temos
que

y=2(modp) ou y=—2(modp).

Como —2 = p — 2 (modp), temos que as duas solugdes incongruentes médulo p sdo 2 e p — 2.

2.2 Residuos Quadraticos

A ideia de residuos quadraticos nos permite construir resultados mais sofisticados para o de-

senvolvimento dos tépicos subsequentes.
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Definicao 2.1. Sejam a,n € Z, comn > 1, tais que (a,n) = 1. Dizemos que a é um residuo
quadrdtico mdédulo n (ou den) quando a congruéncia quadrdtica x® = a (mod p) tem solugdo.

Caso contrdrio, dizemos que a € um residuo nao-quadrdtico médulo n (ou de n).

Por exemplo, 32 = 1 (mod38), entdao 1 é um residuo quadratico médulo 8. Por outo lado,

2 é um residuo nao-quadrético de 3. Com efeito, se o é uma solugao de 2 = 2 (mod 3), entao

2 —

Q@ (mod 3), isto é, 3| a® — 2 e, consequentemente, 3 1 . Agora, pelo algoritmo da divisao

a=3k+1 ou a=3k+ 2,
com k € Z. Desse modo, para a = 3k + 1 temos que
(3k +1)* = 9k* + 6k + 1 = 2 (mod 3),
o que implica que 3|1, mas isto é um absurdo. Assim, se @ = 3k + 2 tem-se
(3k +2)? = 9k? + 12k + 4 = 2 (mod 3),

0 que acarreta que 3|2, o que é uma contradigao. Portanto, 2 é um residuo nao-quadratico

modulo 3.

A seguir apresentaremos dois resultados basicos, porém considéraveis.

Proposicao 2.1. Todo inteiro a é um residuo quadrdtico modulo 2.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1 a congruéncia quadrética
2% = a(mod2)

tem sempre solucao. Portanto, para todo inteiro a, a é um residuo quadratico modulo 2. [
Observamos que para todo p primo, 1 é um residuo quadratico médulo p. Com efeito,
conforme o Teorema 2.3 a congruéncia quadratica

r* = 1 (modp)

tem sempre solucao. Portanto, 1 é um residuo quadratico médulo p, para todo p primo.

Notemos que se a,b € Z e a = b(modp), entao a é um residuo quadratico médulo p se, e
somente se, b ¢ um residuo quadréatico médulo p. De fato, basta mostrar que se a = b (modp),
entao x> = a(modp) tem solugao se, e s6 se, x> = b(modp) tem solugio. Desse modo, se

2?2 = a (mod p) tem solucio, entdo existe zy € Z tal que

73 = a(modp).

Ora, a = b(modp) implica que =3 = b(mod p). Com isto, zg é uma solugao de z* = b (mod p).

A reciproca é de modo andlogo e, assim, fica provada nossa afirmacao. Além disso, sabemos

29



que A =40, 1, 2, ..., p— 1} é um sisema completo de residuo médulo p, isto ¢, qualquer inteiro
a é congruente modulo p a um unico elemento de A. Assim, consideremos as seguintes classes
residuais

0

{a€Z:a=0(modp)},

1

{a€Z:a=1(modp)},

p—1={acZ:a=p—1(modp)}.

Por outro lado, como estamos estudando congruéncias da forma x? = a (modp) sempre que
(a,p) = 1, entao pelo algoritmo da divisao segue que a = k (mod p) para algum k = 1,2, ..., p—1.
Por isso, tomemos o conjunto R, de todas as classes residuais @ tais que a ¢ um residuo

quadratico de p. Simbolicamente,

7 € R, < 1> = a(modp) tem solucio.

De forma énaloga definimos o conjunto [V, das classes residuais @ de modo que a é um

residuo nao quadratico de p. Simbolicamente,

@ € N, & 2% = a(modp) nio tem solucio.

Vale ressaltar que
a; =a; < a; = a; (modp).
Dessa maneira, podemos denotar

R, ={a1, @z, ...,a},

com 1 < a, <p. O mesmo acontece para o conjunto NV,. Por isso,

R, N,c{0,1,...p—1} =17,

Obeservamos que 1 € R, para todo p primo.

Observagao 2.1. Ressaltamos que o conceito e as demais propriedade de classe residuais se

encontram no Apéndice A.

Proposicao 2.2. Sejam a € Z e p > 2 primo. Entdo, a € um residuo quadrdtico de p se, e s

se, a classe residual @ € Z, € um quadrado perfeito em Z,.

Demonstracao: Sendo a um residuo quadrético de p, entao @ € R,. Logo, por definigao,
@ € R, < 1> = a(modp) tem solucio < b € Z tal que b*> = a (modp) & 7= a,
0 que prova o resultado. [ ]
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Vamos considerar o niimero primo 7 e determinar os conjuntos R; e N;. Para isto, devemos

apenas considerar os quadrados dos elementos de {1, 2, ..., 6}. Com isto, temos que
12=1(mod7) 22=4(mod7) 3*=2(mod7),
42 =2(mod7) 5 =4(mod7) 6°=1(modT).
Portanto,
R-={1,2,7} ¢ N:={3,5,0).

De modo analogo, para p = 11, obtemos que

Observamos que o nimero das classes residuais dos residuos quadraticos € igual ao niimero
das classes residuais dos residuos nao quadraticos, isto para p = 7 e p = 11. Essa observacao

pode ser generalizada para todo primo p impar como consequéncia do teorema abaixo.

Teorema 2.4. Se p € primo impar, entdo entre os inteiros 1,2,....,p — 1 existem p—;1 residuos

s,y - —1 - ~ sy ’
quadrdticos e 5= residuos nao-quadrdticos modulo p.

Demonstragao: Consideremos os quadrados de 1,2, ..., 7’5—1, ou seja,

2
1292 (PZL)
b b ) 2

A principio, mostraremos que estes inteiros sao incongruentes entre si médulo p. Sejam « e [
interos, com 1 < 3, < (p —1)/2, e suponhamos que o = 32 (mod p). Consequentemente, da

definicao de congruéncia, diz que p divide a? — 5%, ou melhor,

pl (o +B)(a—f).

Assim, sendo p primo, entdo p | a« + foup | a — . Como a+ [ < p, entdo p nao divide a + .
Por consequéncia, p divide a — 8. Por outro lado, —p < a— 3 < p, o que implica que aa— 3 = 0,
isto é, a = . Portanto, os quadrados s@o dois a dois incongruentes médulo p. Agora, notemos
que se k € {1,2, ..., p%l}, entao p — k pecorre os inteiros
ptl

2

e, ainda, que (p — k)? = k% (mod p). Desse modo, pelo Proposicao 2.3 os residuos quadraticos

p—1,p—2,..,

modulo p pertencem as classes de congruéncias que contém os quadrados

—1\?
1292 (=) .
b b 7( 2

. -1 , s . . . .
Portanto, existem % residuos quadraticos entre os inteiros 1,2, ...,p — 1. Depois disso, como

os demais inteiros sao residuos nao quadraticos e

(p—1)— (p—;l) =]%1,
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segue que também existem %1 residuos nao quadraticos entre os inteiros 1,2, ...,p — 1. [ ]

Nosso objetivo é recolher o méaximo de resultados possiveis desta teoria para que se tenha
um conhemento amplo da Teoria dos Residuos Quadraticos. Em particular, uma parte desse
objetivo se resume em determinar quando um inteiro a é um residuo quadratico moédulo p ou
nao quadrético de p, ou seja, quando @ pertence a R, ou IN,. Desse modo, para determinar se
8p, com p > 5 primo, é um residuo quadratico médulo p — 2, com p — 2 primo, nao é uma tarefa
facil. Para isto, devemos encontrar um inteiro quadrado b tal que p divida a diferenca entre b2
e 8p. Isto é, queremos designar um inteiro b, se é que existe, tal que b* = 8p (mod p — 2). De

fato, esse inteiro b existe, a saber, b = p* — 2p. Com efeito,
(p* —2p)° = 8p =p° —dp* +4p> = 8p = (p = 2)(p° + 2p" + 4p).

Logo, p — 2 divide (p* — 2p)? — 8p e, portanto, 8p é um residuo quadratico médulo p — 2.
Determinar o inteiro b em funcao de p nao é um trabalho simples. Por isso, no capitulo seguinte

vamos definir um simbolo de Legendre que facilitard a resolucoes destes tipos de problemas.
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Capitulo 3
Simbolo de Legendre

Notagao matematica ¢ uma linguagem cuja grafia se aplica dos simbolos matematicos e o
estudo do significado se apoia na logica matematica. O ponto central da notacao matematica é
simplificar calculos admiravelmente complicados e complexos, como também, evitar a limitacao
das descobertas matematicas. Um grande exemplo disso é o simbolo “ = 7 de congruéncia

desenvolvida por Gauss.

Nao muito diferente de Gauss, o matematico francés Adrien Marie Legendre (1752-1833)
desenvolveu uma notagiao para abreviar quando a congruéncia z? = a(mod.p) tem ou nao
solugdo. No decorrer do seu trabalho sobre lei da reciprocidade quadratica (onde falaremos

mais adiante) identroduziu o simbolo <%> ou (a/p).

3.1 Critério de Euler

Vamos agora desenvolver um método que nos permitirao decidir quando um inteiro a é ou nao

um residuo quadratico médulo p.

Definigao 3.1. Sejam p um primo impar e a um inteiro tal que (a,p) = 1. Definimos o

Simbolo de Legendre (a/p) ou (%) da sequinte forma:

<a) B 1 se a éum residuo quadrdtico de p,
p —1 se a é um residuo nao quadrdtico de p.

a

E também conveniente fazer <5> = 0 quando p divide a. Por exemplo, para p = 7, segue
que
R, ={1,2,4} e N,={3,5,6}.

B-G-6)- (-0
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E, além disso, para alguns multiplos de 7,

T\ (14 /21 0
) \7) \7)
Vamos denominar, daqui em diante, o inteiro ¢ de numerador e o primo p de denomi-
nador do simbolo de Legendre (ﬁ)

A fim de avaliar o carater quadratico para primos maiores que 2, apresentaremos a seguir

o critério de Euler.

Teorema 3.1. (Critério de Euler) Se p é um primo impar e a um inteiro tal que (a,p) = 1,

entao
a —
<—> =q'T (modp).
p
Demonstragao: Inicialmente, notemos que as solugoes de 22 = 1 (mod p) sao z = %1 (mod p).

Agora, como por hipdtese (a,p) = 1, entao pelo teorema de Fermat segue que

p—1

(aT)2 =a’"! =1 (modp).

Portanto,
p—_=

1
a2z = +£1(modp).

Suponhamos, agora, que <%> = 1. Dal, a congruéncia quadratica #2 = a (modp) tem solucio,

digamos « € Z, isto é, a® = a (mod p). Por outro lado, (a,p) = 1 implica que (a, p) = 1. Logo,

novamente pelo teorema de Fermat, a?~! = 1 (mod p). Portanto,

p=1

21 _
a7 =(a?)7 =o' =1 (modp).
Reciprocamente, consideremos o caso em que (%) = —1. Notemos que

a’~' — 1 =0 (modp),

ou melhor,

at—1= (CL}E_I - 1)(@1';_1 +1) = 0 (modp).

Sendo a um residuo nao quadratico médulo p e usando o fato provado acima devemos ter

o' = -1 (mod p) e, portanto, fica provado o Critério de Euler. [ ]

Por exemplo, para a =2 e p = 11, temos que

2 111
(ﬁ) 277 =2°=32= —1(mod11).

2
11

de Euler, 2 é um residuo nao-quadratico modulo p = 11.

Logo, como ( ) assume valores 1 ou —1, segue a igualdade (12—1) = —1 e, assim, pelo critério

O critério de Euler pode ser também enunciado da seguinte forma:
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Teorema 3.2. Se p é um primo impar e a um inteiro tal que (a,p) = 1, entio x> = a (mod p)

tem solucdo se, e so se,

T =1 (modp),
ou nao tem solucao se, e so se,
T =1 (mod p).

Observamos que o critério de Euler nos diz quando 2% = a (mod p) tem ou nao solugao. No
caso em que tenha solucao, o critério nao nos da nenhuma maneira de encontra-lds. Natural-
mente, é possivel substituir z = 1,2, 3, ... até que encontre uma solucao, mas esse procedimente

é longo e cansativo. Porém, o método a seguir é, por vezes, mais conveniente. Por exemplo,

seja #2 = 7 (mod 31). Através do critério de Euler, chegaremos que
7 15
— | = =1 1
< 3 1) 7 (mod 31),

isto 6, 22 = 7 (mod31) tem solugao. Assim, para encontrar uma solucio de z? = 7 (mod 31)
vamos adicionar o médulo 31 ate chegar em um fator quadrado, ou seja,

v =7=238 =69 = 100 = 10 (mod 31).

De imediato, para = = 10 a congruéncia ¢é satisfeita e, por conseginte, pelo Teorema 2.2, a outra
solucao é 21. Porém, para niimeros primos relativamente grande esse método perde a eficiéncia,
mas com mais trabalho, ou nao, sempre teremos uma solucao, caso a congruéncia dada tenha
solugdo. Vejamos por exemplo, a congruéncia 2 = 41 (mod 61) tem solugao conforme o critério

de Euler. Assim, temos que
7 =41 =102 = 163 = 224 = 4* - 14 (mod 61).
Agora, como
14 =75 = 5% - 3 (mod 61),
segue que xr? = 4?2 - 52 . 3 (mod 61). Mas,
3 =64 = 8% (mod61).

Logo, #2 = 42 - 52 . 82 = 160? (mod 61) e, por ser, 160 = 38 (mod 61) concluimos que 2 = 382 (mod 61).
Cosequentemente, as duas solugoes sao 38 e 23.
Por outro lado, nao é conveniente verificar se x* = 1009 (mod 20023) tem solucao pelo

&)

critério de Euler. Mas, com alguns resultados adicionais, podemos avaliar o simbolo (20023

com certa facilidade. Vejamos alguns resultados.

Teorema 3.3. Sejam p > 2 e (a,p) = 1. O simbolo de Legendre tem as sequintes propiedades:

(1) Se a = b(modp), entao (%) — (%);
()
(3) (‘71) = (-1,
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Demonstracao: (1) Sendo a = b(modp), entao

a"T = b (modp).

§) o= =% (e

Como o simbolo de Legendre assume valores 1 e —1 e p > 2, temos a seguinte igualdade
5)-G)
p p)
a2

(2) Por hipétese, (a,p) = 1. Logo, (a?,p) = 1, pois p é um ntimero primo e, assim, <?) +

0. Por outro lado, a congruéncia quadrética r? = a? (mod p) tem solucio, em particular, a.

Portanto, (%) =1.

(3) Inicialmente, pelo critério de Euler,

<—?1> = (—1)"% (modp).

) e (—1)% assumem valores 1 e —1 e p > 2 é primo, segue a igualdade

1 _
-
D
Uma breve observacgao é que sendo a = p — 1, entao

(5)-)

Exemplo 3.1. Avaliar o simbolo de Legendre (2%)

—_

=]

Agora, como (

uma vez que p — 1 = —1 (mod p).

Solugao: Avaliar o simbolo de Legendre (%) é determinar se a congruéncia 2% = 3 (mod 29)

tem ou nao solucao. Por isso, pelo Critério de Euler,

3\ Lz oy
<@>_3 = = 3" (mod?29).

Por outro lado, como 3% = —2 (mod 29), ou ainda, 3'2 = (—2)* = 16 (mod 29), segue que
34 =16-32= 144 = —1(mod 29).

Por transitividade, tem-se que (2%) = —1(mod29) e, por conseguinte, (2%) = —1. Portanto, a

congruéncia quadritica 2% = 3 (mod 29) nao tem solucao.
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3.2 Propriedades Multiplicativas

O Simbolo de Legendre pode ser visto como uma fungao. Para cada p € N, com p > 2 primo,
seja a funcao f, : Z — {0,+£1} definida como uma regra que permite associar, de modo
bem determinado, a cada elemento a € Z, um unico elemento f,(a) € {0,£1}, de modo que
fpla) = (%) Assim, a funcao f, fica definida por

+1 se @€ Rp,
fpla) = 0 se pla,
—1 se @€ Np.

Este fato é de extrema importancia na teoria das congruéncias quadraticas, porque poder-
emos simplificar cdlculos consideravelmente dificeis. Mais adiante, mostraremos mediante a um

exemplo a sua importancia, mas antes disso consideremos o seguinte:

Definigao 3.2. Uma fun¢ao f: A — B diz-se uma fungao totalmente multiplicativa se

flab) = f(a)f(b),
para todos a,b € A

Teorema 3.4. O simbolo de Legendre é uma funcdo totalmente multiplicativa.

Demonstracao: Basta mostra que para cada p > 2 primo, f,(ab) = f,(a)f,(b) para todos a e

b em Z. IS'O é,
( ) ( )( )7 aybEZ'

Primeiramente, consideremos que (a,p) = 1 e (b, p) = 1. Assim, pelo critério de Euler,

()= o= (3) ) o

Como o simbolo de Legendre assume somente valores 1 e —1 e como p > 2, a congruéncia acima

B-660 |

Por outro lado, se p|ab, entao p|a ou p|b, pois p é primo. Logo, (7) =0e (%) =0 ou (;) =0,

o que também mostra a igualdade. Portanto, o simbolo de Legendre é uma funcao totalmente

implica a igualdade

multiplicativa. u

Generalizando, temos que se aq,as, ..., a, sao inteiros quaisquer e p > 2 é primo, entao

usando indugao matematica sobre n temos que

(=226 6)
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De fato, para n = 1 a igualdade é imediata. Além disso, para n = 2 o Teorema 3.4 garante.

Agora suponhamos que para n =k, k > 2, tem-se

(£22)-(2)3)- ()

Desse modo, para axy1 € Z qualquer, segue que

((alaz...;k)am) _ (alagp...ak) <a,;+1>'
() - (5) (5) - () (%)

O que prova nossa afirmacao.

Logo, por hipdtese,

Uma decorréncia bastante relevante do teorema acima é dada pelo seguinte resultado:

Corolario 3.1. Dados a,b € Z e p um primo impar. Entao,
(1) Sea,be R, entaoa-b € R,;

(2) Sea,be N,, entioa-be R, ;

(3) Seac R, ebe N,, entioa-be N, .

Demonstracdo: (1) Se @,b € R, entio (%) = (%) = 1. Desse modo,

(5)-G) )

Ou seja, a - b é um residuo quadratico médulo p e, por definigao, @ - be R,

(2) Se a,be N, entao (2) = <9> = —1. Logo,

-

(3) Por fim, @€ R, e b € N,, entdo temos que (%) =1le (1%) = —1. Dali,

(5)-6) ()0

o que implica que a - b é um residuo nao quadratico de p e, por consequéncia, @-b € N,,. [ ]

Portanto, @ - b € R,.

Uma outra consequéncia bastante interesante do Teorema 3.4 é que dados p > 2 primo e

k
a um inteiro tal que (a,p) = 1, entao, (%) = <7a)) para todo k € N. Com efeito,

©)-(E=2)- 9 (¢)- @)
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E claro que para k = 0 a igualdade também ocorre.

De modo geral, se considerarmos p um nimero primo impar e a um inteiro tais que |a| > 1
e (a,p) = 1, a fatoracdo canonica de a em fatores primos é da forma a = :l:2k0p’f1... pkrem que
P1, ..., Pr 80 primos distintos, ki, ..., k, sdo naturais e kg € N U {0}. Notemos que p nao é

nenhum dos primos p;, com ¢ = 1,2, ..., r, visto que p nao divide a. Entao,

) -6 G -()

Proposigao 3.1. Sejam k € N e a um inteiro de maneira que (a,p) = 1. Entao,
<a>k 1 sek € par,
p) (%) se k é impar.
Demonstragao: De fato, pelo algoritmo da divisao k = 2q ou k = 2q + 1, com ¢q € Z. Assim,

B~

para k = 2q tem-se que

Para k =2q + 1,

A Proposicao 3.1 aplicada na observagao feita acima facilita o processo de avaliar o

Simbolo de Legendre (%) Por exemplo, como 72 = 2%-3?, entdo para avaliar (£) basta

avaliar (%) Porém, notemos que esse processo nao é tao simples como parece, pois dado o

inteiro a € Z suficientemente grande, determinar sua fatoragao é uma tarefa ardua, por vezes

quase impossivel.

Vamos mostrar alguns exemplos de como o Teorema 3.4 ¢é til.
Exemplo 3.2. Mostre que 2592 € um residuo quadrdtico modulo 23.

2592
23

sfmbolo de Legendre é uma funcio totalmente multiplicativa e por 23-32-62 ser a fatoracao de

Solugao: Devemos mostrar que x? = 2592 (mod 23) tem solugao, isto é, ( ) =1. Ja que o

poténcias de primos de 2592, ocorre que

(=) (=) (6)E)E)E)

Por isso, avaliar o Simbolo de Legendre (252) equivale a avaliar (), pois (%) = (g—;) =

() (&)
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Sendo assim, pelo famoso critério de Euler,

2 ) Z 92 _gu
<23) =277 =2 (mod?23).

Por outro lado, 2° = 9(mod23) e, entdo, elevando ambos os membros ao quadrado desta

conngruéncia quadratica teremos
210 = 92 = 81 = 12 (mod 23),

que € equivalente a

2 =24 =1 (mod 23).
Portanto, (%) = 1 e, por conseguinte, 2592 é um residuo quadratico médulo 23.

Exemplo 3.3. Mostre que se a é um residuo quadrdtico de p e a-b =1 (modp), entio b € um

restduo quadrdtico modulo p.

Solugao: Por hipédtese, (%) = 1eab = 1(modp). Assim, pelo item (1) do Teorema 3.3

)-6)

Agora, pelo Teorema 2.3, (%) = 1 para todo primo p. Logo,

)

Como a é um residuo quadréatico de p e o simbolo de Legendre é uma funcao totalmente

B @)-

isto é, b é um residuo quadratico médulo p.

devemos ter

multiplicativa, temos que

Exemplo 3.4. Sendo p primo impar e a o menor residuo nao quadrdtico positivo modulo p,

prove que a < 1+ /p.
Solugao: Seja b um inteiro positivo tal que
(b—1)a <p < ba.
Multiplicando por —1 em ambos os lados da desigualdade, temos que
—ab < —p < a — ab.

Agora, adicionando ab em ambos os lados da iltima desigualdade, obtemos 0 < ab—p < a, isto
é, ab — p é um inteiro menor que a. Logo, por hipdtese, (ab—p_ﬂ) = 1, pois a é o menor residuo

nao quadrético. Por outro lado, como ab — p = ab (mod p) vem que (%b) = 1. Por isso,

) -G)G) -G =)
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Dai, concluimos que b > a. Ora, como
(a—1P=a*-2a+1<a*~a<ab—a

e 0 < ab—p < a, ou melhor, 0 < ab — a < p segue que (a — 1)? < ab—a < p implica em
a<l+.,/p.

3.3 Caracterizacao dos Primos p > 2 para os Quais -1 e

2 sao Residuos Quadraticos

Observamos pelo que ja foi visto que para qualquer primo p > 2 o inteiro 1 é um residuo
quadratico médulo p. O que faremos aqui € a caracterizacao dos primos p > 2 para os quais -1

e 2 sao residuos quadréticos ou nao médulo p. Comegamos, inicialmente, pelo inteiro -1.

Teorema 3.5. Para p primo impar, temos que
-1 +1 se p=1(mod4),
(7) N { —1 se p=3(mod4).
Demonstragao: Como p > 2 é primo, entao pelo algoritmo da divisao,
p=4k+1 ou p=4k+ 3,
com k € Z. Em termos de congruéncias, as igualdades acima implicam que
p=1(mod4) ou p=3(mod4).

Por outro lado, sabemos que pelo item (3) do Teorema 3.3

Mas, sendo p = 4k + 1,

Logo, <_Tl) = 1 para p = 1 (mod4). Agora, sendo p = 4k + 3 segue que

(%) S ey

Portanto, <_71> = —1se p=3(mod4) e, assim, concluimos a demonstragao. []

No teorema acima, caracterizamos os primos p > 2 para os quais -1 é um residuo
quadratico ou nao médulo p. Notemos que a mesma caracterizacao vale para o inteiro p — 1,
pois p — 1 = —1 (modp). Por isso, para saber se a congruéncia x?> = 40 (mod 41) tem ou nao
solugdo basta notar que 40 = —1(mod4l) e 41 = 1(mod4). Posto isso, segue do resultado

40

acima que (H) = 1. Agora, vamos caracterizar os mesmos primos para os quais a congruéncia

quadratica 22 = 2 (mod p) tem ou nao solucao. Consideremos antes o seguinte:
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Teorema 3.6. Sejam 2 o numerador e p o denominador do simbolo de Legendre, com p > 2.

Entao,

Demonstragao: Nesta demonstracao, vamos tomar os valores de r variando de 1 a -”;—1, ou

seja, r = 1,2, ..., %1 Consideremos as seguintes congruéncias p — r = r(—1)" (mod p) para

r impar e 7 = r(—1)" (mod p) para r par. Com efeito, pelo algoritmo da divisao, r = 2k ou
r=2k+1, comk € Z. Ser =2k,

ﬁ
I
=

i
—_

S~—

5
Il

r(=1)% = r (mod p).
Parar =2k +1,
p—r=r(=1)"=r(=1)*" = —r (modp).

Portanto, as duas congruéncias se verificam. Desse modo, se considerarmos as %1 congruéncias
_ 1
p—1=1(=1)" (modp).

2 = 2(—1)* (modp),

p—3=3(—1)% (modp),

-1 _
a=o—(~1)*7 (modp),

sendo a = %1 se a for par ou a = p — %1 se a for impar. Observamos que os nimeros do
lado esquerdo de cada congruéncia acima é par. Por isso, multiplicando membro a membro
todas as congruéncias consideradas, teremos do lado esquerdo os produtos dos nimeros pares
compreendidos entre os nimeros de 1 a p, enquanto do lado direito teremos o produto dos

. _ P )
nimeros de 1 a &2 vezes (—1)+2+-+5 Isto ¢,

-1 -1
2. 46 -(p—1)=1-2-3-..- pT (= 1) (mod p),
ou melhor,
1 —1 2_ —1
27 . (pT>' = (—1)J'T1 . (pT>' (modp).

Por outro lado, como ((Z&+)!,p) = 1, podemos cancelar o fator (&=)! da ultima congruéncia

e, por conseguinte

Agora, pelo Critério de Euler,
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e, por transitividade,

o que implica que

Diante disto, provaremos a caracterizacao dos primos p > 2 para os quais 2 é residuos

quadratico ou nao de p.

Teorema 3.7. Para p um primo impar, temos

(2) ] +1 se p=+£1(mod8),
p —1 se p=+3(mods).

Demonstracao: Usando o teorema anterior, basta verificar os casos para p = +1(mod8) e

p = £3(mod8). Assim, para p =1 (mod8) vem que p = 8k + 1, com k € Z. Logo,
P-1_(-1De+1) (8k)(8k+2)

= = = 2k(4k +1).
8 8 8 (4 +1)
Consequentemente,
(g) — (_1)% — (_1)2k(4k+1) - 1.
p
Da mesma forma, para p = —1 (mod 8) temos que p = 8k — 1. Por isso,
PP—1 (p—1(p+1) (8k—2)(8k)

= = =2k(4k - 1).
A 3 5 2k(4k — 1)

Ou seja, % é par e, por conseguinte, (%) = 1. De modo anélogo, sendo p = 3 (mod8), por

definicao de congruéncia, existe um inteiro k£ tal que p = 8k + 3. Com isto,

Pl oD+l | SRHERHD o

8 8 8
: 2y, . : : i
de maneira que %1 é impar e, portanto, (%) = —1. Por fim, nao muito diferente, consideremos

p da forma 8k — 3, isto é, p = 8k — 3. Desse modo,

8 8 8
2_ ’ 7 .
acarretando que %1 ¢é impar. Portanto, (%) = —1 e, assim, o teorema esta demonstrado. m

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, todo niimero inteiro a tal que |a| > 1 pode
ser escrito de forma tnica, a memos da ordem dos fatores, como pruduto de nimeros primos.
Digamos, a = £2*p% _ pkr em que p; sdo primos distintos, k; € N para todo i = 1,2,...,7 e

ko € NU{0}. Assim, dado um primo p > 2 com (a,p) = 1, tem-se que

SRCIORCE
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Por isso, para avaliar o simbolo de Legendre <%> equivale a avaliar os simbolos (%), (%) e

(%) para cada ¢ = 1,2,...,r. Desse modo, como ja caracterizamos os primos p > 2 para os
quais £1 ¢ 2 sao residuos quadraticos ou nao de p, resulta caracterizar os mesmos primos para

0s quais p; seja ou nao um residuo quadratico médulo p.

De modo geral, a teoria da caracterizagao para os primos p > 2 para os quais a ¢ um
residuo quadratico ou nao médulo p se reduz a tomar o inteiro a sendo um nimero primo impar.

Em particular, para a = 3 a caracterizagao dos primos p > 2 é dada por

(3) ] +1 se p==1(mod12),
P —1 se p=45(mod12).

Porém, a resolucao deste problema, diante dos resultados ja obtidos, é bastante trabalhosa e
enfadonho. Para primos ¢ > 3 fica muito mais dificil determinar a sua caracterizagao para
os primos p > 2 e, principalmente, encontrar a sua solugdo. Mas, o que faremos no capitulo
seguinte é aprensentar e demonstrar um resultado classico da Teoria dos Numeros, a saber, Lei

da Reciprocidade Quadratica, que falicitara a resolucao destes tipos de problemas.
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Capitulo 4
Lei da Reciprocidade Quadratica

A Lei da Reciprocidade Quadratica é um resultado de grande importancia na Teoria Elementar
dos Numeros. Ela também é de muita importancia na Teoria Algébrica dos Numeros. Neste
capitulo, vamos nés ater a resultados cldssicos da Teoria Elementar dos Nuimeros. A mesma
conecta a solugdo de duas congruéncias quadrdticas x*> = ¢ (modp) e 2> = p(modq) onde p
e ¢ sao primos impares distintos. Também, vamos introduzuir um resultado que ¢ devido a
Gauss. Em sequéncia enunciaremos e demonstraremos, assim como suas consequéncias, a Lei
da Reciprocidade Quadratica. Por fim, vamos caracterizar os primos p > 2 para os quais 3, 5,

7 e 11 sao residuos quadraticos modulo p.

4.1 Lema de Gauss

Inicialmente, antes de enunciar e demonstrar o Lema de Gauss, vamos considerar um caso
particular com a finalidade de ilustrar no que sera feito na demonstracao do suposto Lema a

considerar.

Sejam a = 5 e p = 11. Calculemos, agora, os restos dos seguintes nimeros por 11:
1-5, 2.5, 3-5, 4-5 e 5-5

cujo restos modulo 11 sao 5, 10, 4, 9 e 3, respectivamente. Assim sendo, notemos que entre os
restos considerados 3, 4 e 5 s@o menores que % e, além disso, considerando os restos maiores
que 15—1 e tomando os niumeros 11-9 e 11-10 obtemos os niimeros 2 e 1, nesta ordem. Observamos
ainda, que 2 e 1 juntamente com os restos menores que 15—1 formam os niimeros naturais de 1 a

5. Por fim, existem r = 2 restos maiores que % e, ainda,
5
Y= (2) = (12 =1
P 11

(15—1> =57 =5=5.5=4-3=1(mod11),

De fato, pelo Critério de Euler,




implicando que (15—1) =1

Posto isto, faremos exatamente o que foi feito acima, ou seja, sendo p primo impar e
r o nimero dos restos da divisao dos numeros la, 2a, ..., %a por p que sao menores que ’2—’,

mostraremos que (5> = (=1)".

Teorema 4.1. Sejam p > 2 um nimero primo, a um inteiro tal que (a,p) =1 e r o nimero

de inteiros do conjunto

S = {a,2a,3a, e (p; 1) a}

que tém restos modulo p maiores que §. Entao,

Demonstragao: Tomemos os inteiros

p—1
2a,3a, ..., | —— | .
a? a? a? ) < 2 )

O algoritmo da divisao garante que os restos dos inteiros acima moédulo p sao menores que

p. Daqui em diante, pasaremos a denotar por ai,as,...,as os restos menores que & e, por,
b1, by, ..., b, 0s restos maiores que £ médulo p. Nesta ocasiao, multiplicando membro a membro
todas as congruéncias que foram obtidos os restos, tantos menores ¢ maiores que £, obtemos a

seguinte congruéncia

—1
a-2a-...-<p2 )azal-ag-...-as-bl-bg-...-br(modp),

ou melhor,

vt [P — 1 s r
az |[— | = a; b; (mod p). 4.1

(5-) [Tt tmop @y

Agora, temos que p — b; ¢ menor que £ para todo i = 1,2,...,7. Com efeito, sendo b; > £, entao

p p p
“b<=p—b<p—=p—>bh <=
5 b Y4 5 P 1 5

Além do mais, aq, as, ...,as,p — by, p — ba, ..., p — b, s@o dois a dois incongruentes médulo p. De
fato, mostremos primeiramente que os elementos de S sao incongruentes entre si médulo p.
Por absurdo, se aa = fa(modp), em que 1 < a,f < -%1 e a # f3, digamos o > [, entdao
a = f(modp), pois (a,p) = 1. Mas, isto é impossivel, visto que 0 < o — < p. Assim,
se a; = p—bj(modp), ou seja, a;, = —b; (modp), entdo como existem inteiros k; e k2, com

1 <k, ky < p—gl, segue que kia = —(kqa) (modp). Logo,
ki1 4 ko =0 (modp),

o que é um absurdo, pois k| + ko < p. Portanto, aq,as, ...,as,p — by,p — ba, ..., p — b, sao dois a
dois incongruentes moédulo p. Dessa maneira, ay, as, ..., as,p — by, p—bs, ..., p — b, sao os inteiros

1,2,..., %1 numa determinada ordem. Consequentemente,
-1
ap-ag-..-as-(p—0b1) - (p—>by)-...-(p—>b,) = (pT>'
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Mas, para cada i = 1,2, ..., tem-se que p — b; = —b; (mod p). Imediatamente,

(—1)511 a; Hb,— = (%)! (modp). (4.2)

Multiplicando a congruéncia (4.1) por (—1)" em ambos os membros e, por transitividade com

a congruéncia (4.2), obtemos

(—1)a"T (p—;l>! = (%)! (mod p).

Ja que pe (*”;—1)' sao relativamente primos, podemos cancelar o fator comum (*”;—1)' Fazendo
isto, temos
(—1)"a*™ =1 (modp). (4.3)

Logo, usando o Critétio de Euler e a congruéncia (4.3), vem que

1= (1t = (2 (-1 (modp)

p

e, assim,

(%) = (1) (o)

Por fim, como p > 2 é primo, (f—)) e (—1)" assumem valores de 1 ou -1 e, assim sendo, segue

que

O seguinte teorema ¢é uma generalizacao do Lema de Gauss.

Teorema 4.2. Se p é um primo impar e a um inteiro também impar tal que (a,p) = 1, entdo

em que
=1
. [ka a 2a p—1 a
m = — | ==+ =+ F+ |—=].
—Lp p p 2 p
Demonstragao: Pclo algoritmo da divisao, existem rq,79,...,7 21 inteiros tais que

a
a’:p|:_:| +T17
p

R
20,:]) - +T2,
p



Notemos que os restos 71,79, ...,Tp—1 880 exatamente os inteiros a; e b; definidos na prova do
2

Lema de Gauss. Somando membro a membro as &2 igualdades obtidas acima, vem que
2 )

2 B i 2=
Zkza: Zp {—a} +Z7‘k,7
k=1 k=1 p k=1

ou melhor,

-1
a-LZ =p-m—|—Zrk, (4.4)

—1

M

, 2 2
uma vez que m = [%} e k = *”8—1. Por outro lado, sabemos, pelo Lema de Gauss, que
k=1

k=1 -
71 +r2+...—|—rpz;1 =ay+ag+...+as+by +by+...+0b,.. Assim, denotando S, = a; +as+ ... +a,

e Sp="0b; +by+ ...+ b, aigualdade (4.4) equivale a seguinte igualdade
p—1
8

a- =p-m+ S, + Sp. (4.5)

Também, de acordo com a prova do teorema anterior, ay, as, ..., as,p — by,p — ba,...,p — b, sa0

os inteiros 1,2, ..., %1 em alguma ordem determinada. Logo,

2 _ 1 S T S T
LT ST SR S Sy
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
isto é,
2
—1
L . Sa — Sp+1D. (4.6)
Agora, subtraindo membro a membro as igualdades (4.5) e (4.6) nesta ordem, temos que
p’—1
3 (a—1)=p(m —r)+25,. (4.7)

Por hipétese, p e a sao ambos impares, entao, p— 1 e a — 1 sdo pares. Por isso, existem inteiros

ae [ taisque p—1=2aea—1=23. Consequentemente,

p’ -1 _ =D+
g b= 8

20 (2a +2)

(a—1) =125 = a(a+1)

que é sempre um nuimero par, ou seja, Lg_l(a — 1) ¢é par. A vista disso, segue de (4.7) que 2
divide p(m —r). Mas, (2,p) = 1 e, assim, 2 divide m — r. Portanto, isso nos diz que r e m tém

sempre a mesma paridade e, por conseguinte, pelo famoso Lema de Gauss,

A generalizagdo do Lema de Gauss pode nos conduzir a um método para determinar

quando um inteiro ¢ impar é ou nao um residuo quadratico médulo a um p primo impar
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determinado, consinderando o fato de a e p serem relativamente primos. Por exemplo, para

a=3ep=17 tem-se que
=) e+ [+ 7] [+ L)+ L) < ] -2
17 17 17 17 17 17 17 17
Logo, pelo Teorema 4.2, ;
(ﬁ) = (=1)3=—1.

Portanto, 3 é um residuo nao quadratico médulo 17.

4.2 Prova da Lei da Reciprocidade Quadratica

Atualmente, existem mais de 300 provas da Lei da Reciprocidade Quadratica e, em par-
ticular, Gauss apresentou 8 demonstragoes distintas. Porém, nesta secao apresentaremos a
prova apresentada pelo mateméatico alemao Ferdinand Eisentein (1823-1852) usando argumen-

tos geométricos.

Teorema 4.3 (Lei da Reciprocidade Quadratica). Se p e g sio ambos primos impares

(g) (g) NS

Demonstragao: De inicio, consideremos o retangulo ABCD de vértice (0,0), (5,0), (5,%)

distintos, entao

e (0, -%) nos pontos A, B, C e D, respectivamente. Marcamos em seu interior os pontos que
pertencem ao produto cartesiano dos conjuntos {1,2,... ,p—;l} e {1,2,..., %}, conforme a

figura abaixo.

Figura 4.1: Modelo geométrico da Lei da Reciprocidade Quadratica
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E claro que o ntiimero desses pontos interiores do retangulo ¢ igual a

(=) (%)

Consideremos, agora, a reta que passa pelos pontos A e C que, por sua vez, tem coeficiente

angular 4 cuja equacdo é dada por y = 4z. Em seguida, como os niimeros 1, 2,. .., &2 sao todos
P P ) ) Sy y 9
relitivamente primos com p, entao nenhum dos pontos interiores do retangulo de coordenadas
inteiros pertence a esta reta. Desse modo, para cada k € {1,2,.. .,%}, o ponto (k, %)
pertence a reta y = %x. Por outro lado, como gf nao é um numero inteiro, entao o nimero de

coordenadas inteiras da reta z = k que estao acima do eixo-z e abaixo da reta y = -g$ é igual

a [%k]. Portanto, o nimero total m; de pontos de coordenadas inteiras do triangulo ABC é

e[ [ 524

Analogamente, considerando as intersecoes das retas y = k, paralelas ao eixo-z com a reta

igual a

y = %x, obtemos da mesma forma que o ntmero total my de coordenadas inteiras no interior

do triangulo ADC é, levando em conta que os pontos em questao sao da forma (%k, k), igual a
2 -1
iy — [2} N {_p] ey {q_z]
q q 2 q

Com tudo, segue a igualdade
-1 -1

No entanto, pelo Teorema 4.2, tem-se

consequentemente,
e, portanto,

O teorema acima pode ser avistado como um algoritmo para determinar se um dado inteiro
¢ ou nao um residuo quadréatico médulo um primo p > 2 dado. Senao vejamos, por exemplo,
66

para avaliar o Simbolo de Legendre (ﬁ) notemos, primeiramente, que 66 = 13 (mod 53). Por

66 _ (13
53)  \53)°
Imediatamente, tem-se que

(g) (%) C(c) (B - (qyem g, (4.8)

isso,



Agora, como 53 = 1 (mod 13) segue que (32) = (5

(%) = 1. Portanto, (%) = 1, isto é, a congruéncia quadrética x? = 66 (mod 53) tem solugao.

) = 1 e, assim, da equagao (4.8) obtemos

Uma consequéncia bastante interessante do Teorema 4.3 é o seguinte:

Corolario 4.1. Se p e q sao primos impares distintos, entao

(g> (g> :{ +1 se p=1(modd) ou q=1(modd),

q/) \p —1 se p=qg=3(mod4)

Demonstragao: Se p e ¢ sao primos impares distintos, entao pela Lei da Reciprocidade

£~

Por outro lado, se p =1 (mod4) ou ¢ =1(mod4), entdo existem inteiros ky e ko tais que

Quadratica,

p=4k;i+1 ou q=4ky+ 1.

Para p = 4k, + 1,
(2) (g) = () EER) — () - 1

O mesmo vale para ¢ = 4ky + 1. J4 para p = g = 3 (mod 4), existem k; e ko inteiros tais que

p=4k +3 e p=4ky+ 3.

Dali,
(2) (z) — (1B ) = (CpyeneeEn) —
q p
0 que prova nossa afirmagcao. ]

Exemplo 4.1. Sejam p e q primos impares, com p = q + 4a, a inteiro positivo. Mostrar que

“ (5) = (2)
0 (3) = (2)

Solugao: a) Como ¢ + 4a = 4a (mod q),

B)-(9-(9)- )

b) Pela Lei da Reciprocidade Quadratica,

(g) (]%) _ (1)),

ou melhor,
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Por outro lado,

3)-(57)-5)-5)- )6 = 6)

uma vez que p = g+ 4a ¢ p—4a = —4a (mod p). Logo, pelo item a) juntamente com esses dois

ultimos fatos, temos que

Desse modo,

Por fim, constatemos que p — ¢ = 4a isto é, p = ¢ (mod4). Assim, como p e ¢ sao primos

impares distintos, entao
p=q=1(mod4) ou p=q=3(modd).

Se p=q=1(mod4), entao % é par. Em seguida,

Também, verifica-se que se p = q = 3 (mod4), entao % é par e, consequentemente,
(—n(=) () = 1

Portanto,

4.3 Alguns Simbolos Especiais

Na Secao 3.3 caracterizamos os primos p > 2 para os quais —1 e 2 sao ou nao residuos
quadraticos médulo p. Nao muito diferente da Secao 3.3, a menos da construgao, vamos car-
acterizar os primos p > 2 para os quais 3, 5, 7 e 11 sao residuos quadraticos ou nao modulo p.
Porém, essa tal caracterizacao sera consequéncia de um resultado que chamaremos de Teorema
da Caracterizacao que, por sua vez caracteriza, de modo geral, os primos impares ¢ tal que a

congruéncia x2 = ¢ (mod p) tem solucao.

De inicio, consideremos o seguinte tecorema.

Teorema 4.4. Se p e g sao primos impares distintos, entao
GER, & ()= peR,
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Demonstragao: Primeiramente, suponhamos que 7 € R,,. Assim, por defini¢ao 22 = q (mod p)

tem solucao. Logo, (%) = 1. Por outro lado,

e, por hipdtese, deduzimos que

<§> — (—)(E=) (=), (4.10)

Substituindo a igualdade (4.9) em (4.10), temos

e, assim,

Portanto, (—1)])5_1]9 € R,. Reciprocamente, vamos supor que (—1)])5_119 € R,, isto é,

(—)*=p) _ .
p :

ou melhor,

Dai, pela Lei da Reciprocidade Quadratica, atingimos que <-§> = 1. Portanto, 7 € R,. [ ]

Uma consequécia do Teorema acima é a caracterizacao dos primos impares p > 3 tal que

3 ¢é ou nao um residuo quadrético de p.
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Proposicao 4.1. Se p > 3 é um primo impar, entdo

(3) ] +1 se p=+1(mod12),
P —1 se p=+45(mod12).

Demonstragao: Pelo Teorema 4.4,
3eR, = (—1)*=pe Rs.

Mas, R3 = {1}. Assim,

3 L
(;}) =1< (—1)7=7p=1(mod3). (4.11)

Notemos o seguinte, se caso %1 for par, entdo p = 1 (mod4). Logo, (—1)%1 = 1 e, assim, como
(3,4) = 1segue que p = 1 (mod 12). Caso p%l seja impar, entao p = —1 (mod 4) e (—1)‘”5_1 =-1.
Desse modo, novamente pelo motivo de 3 e 4 serem primos entri si, segue que p = —1 (mod 12).
Por isso, detemos que 3 é um residuo quadratico médulo p para p = £1(mod12). Por fim,

observemos que da equivaléncia (4.11) obtemos

(%) = —le (=)= p#1(mod3).

Também, sob a congruéncia médulo 12
p=1l, p=5 p=7=-5 ou p=11=-1.

Portanto,
(3) ] +1 se p=+1(mod12),
p —1 se p=+45(mod12).
u
Estamos a um passo para enunciar e demonstrar o Teorema da Caracterizagdo, mas antes

disso consideremos o sequinte lema:

Lema 4.1. Sejam q > 2 um nimero primo e b € Z tal que (%) =1 eb=1(modd). Entao,

existe um mimero impar a € {1,3,...,q — 2} de modo que b = a?® (mod 4q).

Demonstragao: Por hipdtese, (%) = 1, ou seja, a congruéncia quadrética x? = b(mod q)

tem solugao, digamos a. Por isso, podemos supor que a € {1,3,...,q — 2}. E claro que ¢ — a
também é solucao de 2% = b (mod q) e, ainda, ¢ — a € {1,3,...,q — 2}. Por outro lado, notemos
que a e ¢ — a tem paridades diferentes. Com efeito, como ¢ é um primo impar, segue que
existe um inteiro k; tal que ¢ = 2k; + 1. Se a for par, entao a = 2k,, com ky € Z. Dal,
q—a =2(ky— ko) +1, isto é, ¢ — a é impar, visto que a é par. De modo anélogo, se a for impar,
entdo a = 2ks + 1 e, assim, ¢ — a = 2(k; — k2). Logo, ¢ — a é par, pois a é impar. Portanto,
sem perca de generalidade, podemos supor que a seja impar. Com isto, a> = 1 (mod 4). Agora,

como b = 1(mod4) segue que b = a* (mod4). Contudo,
qlb—a® e 4|b—ad’
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Agora, como (4,q) = 1 conclufmos que 4q | b — a?, isto é, b = a* (mod 4q). N

Diante dos fatos obtidos, estamos em condicoes de enunciar e demonstrar o Teorema
da Caracterizagao. A mesma, afirma que dados dois primo impares distintos p e ¢ podemos

caracterizar os primos p tal que ¢ é um residuo quadratico médulo p.

Teorema 4.5 (Teorema da Caracterizagao). Sejam q e p nimeros primos distintos, ambos

impares. Entdao, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) q € um residuo quadrdtico mddulo p;

(ii) Eziste um inteiro impar a € {1,3,...,q—2} tal que p = a® (mod4q) oup = —a? (mod 4q).

Demonstragao: Suponhamos que g é um residuo quadratico médulo p, isto é, (3> = 1.

(—)*=p) _ .
- .

Agora, se p = 1(mod4), entao (—1)pT_1p = p = 1(mod4). Caso seja p = 3(mod4), entao

Assim, pelo Teorema 4.4

(—1)p—_rlp = —p = —3 = 1(mod4). Por isso, em ambos 0s casos, (—1)pT_1p = 1 (mod4). Deste

modo, pelo Lema 4.1 segue que existe um inteiro impar a € {1,3,...,q — 2} tal que
(—1)pT_1p = a” (mod 4q).

Portanto,
p=a’®(mod4dq) ou p= —a®(modiq),
visto que (—1)%1]7 =psep=1(mod4) ou (—1)%1]9 = —p se p = 3 (mod4).
Reciprocamente, suponhanhos que existe um inteiro impar a € {1,3,...,q¢ — 2} tal que
p=a? ou — a?(mod4q). No ato de p = a* (mod 4q) para algum a € {1,3,...,q—2}, entdao p =
a® (mod 4) e como para todo inteiro impar tem-se que a? = 1 (mod 4) logo segue a congruéncia

p =a®=1(mod4). Assim sendo, pelo Coroldrio 4.1 temos

5

Mas, como (%) = 1, segue que <%) = 1. Agora, no caso em que p = —a?(mod4q), para
algum a € {1,3,...,q — 2}, acarreta em —p = a* (mod 4) e, também, pelo fato de a ser impar

—p=a®=1(mod4), isto é, p = 3 (mod4). Dai, podemos concluir que

) (@)

Por outro lado, pela Lei da Reciprocidade Quadrética,

(g) <%> _ C)E)E),



Multiplicando a igualdade acima por ( chegamos a seguinte igualdade

(F) @ E)-

<!
L

|
|
3
il
A/~
| L
~—

q
ou melhor,
() -l (F)
2 — .
q
Mas, tendo em vista que (Tl> =(— 52_, <7) = (—1)%1 =—le (‘Tp) = 1 concluimos que
(2) = (- (-1)*=
p
Logo, (%) = 1. e, portanto, em ambos os casos, ¢ é um residuo quadratico médulo p. [ ]

O Teorema da Caracterizagao, permite caracterizar os primos p > 2 para qual o primo
q > 2 seja um residuo quadratico médulo p. Em termos logico, apartir do Teorema anterior
ganhamos um novo resultado, especificamente falando, o Teorema 4.5 é um proposic¢ao bicondi-
cional, por isso se denominarmos o item i) de proposicao a e o item iz) por b, entao o Teorema
da Caracterizacao é uma bicondicional das proposi¢oes a e b, em simbolos, a +— b. Assim, a
bicondicional ~ a <— ~ b é uma proposicao logicamente equivaelnte a proposicao a <— b,
onde o simbolo “ ~ 7 é a negagao da proposicao considerada. Como mostramos a validade da
bicondicional a <— b, isto é, o Teorema 4.5, entao a proposicao ~ a <— ~ b é verdadeira.

Entao, a proposicao ~ a <— ~ b é exatamente o seguinte resultado:

Teorema 4.6. Sejam g e p numeros primos distintos, ambos impares. FEntao, as sequintes

condigoes sao equivalentes:

(i) q € um residuo nao quadrdtico mddulo p;
(11) Para todo inteiro impara € {1,3,...,q—2} tem-se que p Z a*® (mod 4q) e p # —a? (mod 4q).
Portanto, temos em maos as ferramentas necessarias para caracterizar os primos p > 2

tal que um nimero primo impar dado seja ou nao um residuo quadratico médulo p. Faremos

agora as caracterizacoes para os primos 5, 7 e 11.

Proposicao 4.2. Se p # 5 é um primo impar, entdio

(5) ) 1 se p=1,9,11 ou 19 (mod 20),
p —1 se p=3,7,13 ou 17 (mod 20).

Demonstragao: Pelo Teorema da Caracterizagao, 5 é um residuo quadratico médulo p se, e

somente se, existe a € {1, 3} tal que
p=a’®(mod20) ou p= —a®(mod20).
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Assim, para os possiveis valores de a temos que
p=1%(mod20), p= —1%(mod20), p=3?(mod20) ou p= —3?(mod?20).
Portanto, (%) = 1se, e sése, p=1,9,11 ou 19 (mod20). Por outro lado, pelo Teorema 4.6 5
é um residuo nao quadrético se, e somente se, para todo inteiro a € {1,3,5} tem-se que
p # a* (mod20) e p# —a®(mod20).
Mas, os unicos restos possiveis para p médulo 20 para tal condicao sao 3, 7, 13 ou 17. Assim,
p=3,7,13 ou 17 (mod 20) ¢, portanto, nossa declaragao esta provada. [ ]
Proposicao 4.3. Se p # 7 é um primo impar, entdio
<7> ) 41 ose p=1,3,9,19,25 ou 27 (mod 28),
p —1 se p=5,11,13,15,17 ou 23 (mod 28).
Demonstracgao: Pelo Teorema 4.5, 7 é um residuo quadratico médulo p se, e s6 se, existe um
inteiro a € {1,3,7} tal que

p=a’(mod28) ou p= —a*(mod28).

Assim, para os provaveis valores de a vem que p = 1, 3,9, 19,25 ou 27 (mod 28) é uma condicao

necessaria e suficiente para <%) = 1. Por outro lado, pelo algoritmo da divisao os restos,

possiveis, de p médulo 28 sao 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25 ou 27. Agora, pelo teorema
equivalente ao Teorema da Caracterizacao os restos viaveis para p tais que 7 seja um residuo

nao quadratico de p sao 5, 11, 13, 15, 17 ou 23. Logo,

(g) — 1 e p=5,11,13,15,17 ou 23 (mod 28).

Por fim, vamos caracterizar os primos p > 2, p # 11, para que 11 seja um residuo
quadratico ou nao médulo p. O Teorema da Caracterizacao afirma que 11 é residuo quadrético

de p se, e somente se, existe um inteiro a € {1,3,5,7,9} tal que
p = a®(mod44) ou p = —a® (mod44).
Desse modo, temos a seguinte equivaléncia
(%) =1 p=1,5,7,9,19,25,35,37,39 ou 43 (mod 44).

Agora, como p é um numero primo impar diferente de 11, entao pelo algoritmo da divisao, os
restos viaveis de p médulo 44 sao, exatamente, 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29,
31, 35, 37, 39, 41 ou 43. Por isso, de acordo com o Teorema 4.6, para que 11 seja um residuo

nao quadratico moédulo p devemos ter que
p#1,5,7,9,19,25 35,37,39 e 43 (mod 44).
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Em vista disso, para a condicao considerada ¢ necessario e suficiente que
p=3,13,15,17,21,23,27,29,31 ou 41 (mod 44).

Portanto,

(11> f +1 se p=1,57,9,19,25,35,37,39 ou 43 (mod 44),
p —1 se  p=3,13,15,17,21,23,27,29,31 ou 41 (mod 44).
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, encerraremos a pesquisa com algumas aplicagoes da teoria ja apresentada, bem
como a infinidade de niimeros primos de formas particulares, teste de primalidade, em especial o
Teste de Pépin, que por sua vez é um teste classicos de primalidade baseados em congruéncias
para decidir se nimeros de Fermat sao primos ou compostos. Também, demonstraremos a

irracionalidade de certos niimeros usando a Lei da Reciprocidade Quadratica.

5.1 Infinidade de Numeros Primos

Euclides (~ 350 a.C') foi o primeiro matemético a provar que o conjunto P dos nimeros primos
¢ infinito, isto é,

P=1{2,3,51711,...}.
Nesta secao, vamos mostrar que existem infinitos primos da forma 3k + 1, 5k — 1 e 8k — 1, com
k pecorrendo os nimeros naturais. E importante observar que nem toda forma representativa
de uma sequéncia de nimeros primos gera primos infinitamente. Por exemplo, para a forma
do tipo k* — 1 existe apenas um ndmero primo para tal, a saber 7. De fato, basta notar que

k3 —1=(k—1)(k? + k +1) de maneira que k = 2 é a tinica solucao para k® — 1 ser primo.

De inicio, consideremos o resultado seguinte:

Teorema 5.1. Fxistem infinitos primos da forma 3k + 1, com k € N.

Demonstragao: Suponhamos por contradicao que os primos da forma 3k + 1 seja finito,
digamos p1, ps, ..., pr, para algum r natural. Primeiramente, averiguemos que o primo 2 nao
pode ser da forma 3k + 1, se fosse, existiria a € N tal que 2 = 3a 4+ 1 o que implicaria que 3
divide 1, o que é um absurdo. Do mesmo modo, 3 # p; para carai=1,2,...r, pois 3 # 3k + 1

para todo k € N. Por isso, tomemos o ntimero
n=2ppz--pi)+3.
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Tomemos também, um divisor primo p de n. E claro que p # 2, pois n é um inteiro positivo
impar. Ainda, na mesma linha de raciocinio, p ndao pode ser nenhum dos primos 3, p1, ps, - - . , s
De fato, se fosse p = 3, entao 3 dividiria p;, para algum ¢ = 1,2,...7, mas isso nao pode
acontecer. Caso seja p = p;, entao p; | 3 o que ndo é possivel, visto que p; # 3 para todo
i=1,2,...r. Logo, p é da forma 3k + 2, isto ¢, em termos de congruéncia, p = —1 (mod3) e,
como p divide n, temos que

(2p1pa -+ pi)* = —3 (mod p),

o que nos diz que (_73) = 1. No entanto,

D@ =E e

Todavia, pela Lei da Reciprocidade Quadratica,

<§> (1_9) = ()= = (C1)E (5.2)

P 3
Das igualdades (5.1) e (5.2) obtemos que

5)-06-6)

Sendo p = —1 (mod 3) segue que

(2)-(@)-or o

0 que é um absurdo pois (%3) = 1. O absurdo provém do fato de que o conjunto dos primos

da forma 3k + 1 ¢ finito. Portanto, existem infinitos primos da forma 3k + 1, com k € N. =

Teorema 5.2. Fxistem infinitos primos da forma 5k — 1, onde k € N.

Demonstragao: De inicio, suponhamos que o conjunto dos niimeros primos da forma 5k — 1,
onde k € N, seja finito. Digamos, pi,ps,...,p, para algum inteiro positivo r. Tomemos o
inteiro

n=>52pips--pi)° — 1

e, também, um fator primo p de n. Observa-se que p # 5 e n é um inteiro impar e, assim,
p # 2. Agora, averiguemos que p nao é nenhum dos primos da forma 5k — 1. De fato, se fosse

implicaria que 1 é multiplo de p, mas isso é um absurdo. Por isso, p deve ser da forma
5k +1, 5k+2 ou 5k + 3.

Se p = bk + 3, entdo p = 3 (modb) e, por conseguinte,

®-()- 9
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uma vez que 3 ¢ um residuo nao quadratico médulo 5. Por outro lado, como p | n, segue que
5(2pipa - - pi)? = 1 (mod p). Dai,
(5(2171]72"‘1%)2) _ (l)
p p)’

o que implica que (%) = 1. Mas, pela Lei da Reciprocidade Quadratica,

(g) (2) = (e <1 (5.4)

Como (f—)) = 1, da igualdade (5.4) conclui-se que (%) = 1 o que contradiz o fato da igualdade

(5.3). Logo, p nao é da forma 5k + 3. Caso p seja da forma 5k + 2, entdo p = 2 (mod?5).

Contudo, 2 é um residuo nao quadratico médulo 5. Por isso,

®-()-- E

o que é novamente uma contradi¢ao, pois ja deduzimos que (%) = 1. Desse modo, p deve ser
apenas da forma 5k + 1. No entanto, isso é ilégico, pois se todos os fatores primos de n for
desta forma, entdao n também seria desta forma o que nao é verdade. Portanto, existem infinitos

primos da forma 5k — 1. ]

Através do resultado acima, podemos mostrar que outra classe de numeros primos é
infinito. Vejamos, para primos da forma 5k — 1, tem-se imediatamente que k é par, pois se
caso k fosse impar, teriamos que 5k — 1 é par. Com efeito, sendo k impar, existiria um inteiro

positivo A tal que k = 2\ 4+ 1. Por esse motivo,
bk —1=5(2A+1)—1=10\+4,

0 que ja nao seria mas um numero primo. A vista disso, o inteiro k é par, enunciemos k = 2\,
com A um nimero natural. Assim, os primos p = 5k — 1 podem ser visto da forma p = 10\ — 1.
Portanto, do Teorema 5.2 existem infinitos primos da forma 10\ — 1, com A€ N. Em outras

palavras, existem infinitos primos cujo ultimos digitos sao 9.

Teorema 5.3. Existem infinitos primos da forma 8k — 1, com k € N.

Demonstragao: Sejam n > 1 um nimero natural arbitrario e N tal que
N =2(n!)? — 1.
Tomemos um divisor primo p de N. Desta maneira, 2(n!)*> = 1 (modp). Dai,

() ()

Mas, sendo o simbolo de Legendre uma funcao totalmente multiplicativa temos

(5)- G ) -6) o0
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Logo, segue das igualdades (5.6) e (5.7) que (%) = 1. Agora, pelo Teorema 3.7

@) — 16 p=+1(mod8).

Ou seja, é necessario e suficiente que p seja da forma 8k + 1 ou 8k — 1, com k € N. Por outro
lado, p nao pode ser da forma 8k + 1. Caso contrério, se os fatores primos de N fossem desta
forma implicaria que N também seria da forma 8k + 1, mas isso é um absurdo, pois N é da
forma 8k — 1. Para tal verificagdao, basta notar que para n > 1, 4 | (n!)? e, consequentemente,
8 | 2(n!)% Logo, existe k € Z tal que 2(n!)*> = 8k se, e s6 se, N = 2(n!)? — 1 = 8k — 1.
Portanto, para cada n deve existir um divisor p de N da forma 8k — 1 e, assim, fica provado

nossa afirmacao. |

5.2 Teste de Primalidade

O Simbolo de Legendre pode facilitar o processo de testar se um determinado niimero natural

é primo ou nao. E o que faremos nesta sec¢ao.

Um teste de primalidade classico na Teoria Elementar dos Numeros, é o teste chamado
Crivo de Eratostenes. Dado um ntmero natural n > 3 o Crivo de Eratdéstenes consiste em
testar a divisibilidade de n para os primos p < y/n. Porém, o teste tem uma deficiéncia, esté
é, a medida que n cresce, v/n também cresce de modo que para um n suficientemente grande
a quantidades de primos a se testar no Crivo de Eratdstenes é um nimero consideravelmente
grande. Por exemplo, para n = 40801 devemos tomar os primos p < V40801 < 202 para testar

a primalidade de n = 40801. Assim, a lista deste primos sao
2, 3, b5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137,

139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.
Essa lista contém 46 nimeros primos. A Lei de Reciprocidade Quadratica nos fornece uma
reducao desses primos de modo a facilitar o processo de testa se n é primo ou nao. Antes

de mostrar a eficiéncia da Lei de Reciprocidade Quadratica no teste de primalidade vamos

considerar o seguinte resultado:

Teorema 5.4. Sejam p > 2 um numero primo e n € N tais que p < n. Entdo, p divide n
se, e somente se, a é um residuo quadrdtico modulo n implica que a € um residuo quadrdticos

maodulo p, com a € Z.

Demonstragao: Suponhamos que p divide n, assim, é claro que a congruéncia x> = a (modn)

implica na congruéncia x? = a (mod p). Reciprocamente, vamos supor que para qualquer inteiro
)
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a residuo quadratico modulo n implica que a é um residuo quadratico médulo p. Por outro
lado, notemos que nk = 0 (modn) para todo inteiro k, isto é, nk é um quadréatico médulo n.
Entao, por hipétese, p | nk ou nk ¢ um residuo quadratico médulo p para todo k € Z. A
ultima condi¢ao nao pode acontecer, visto que existe algum inteiro b tal que b nao é um residuo
quadratico médulo p, ou scja, (%) = —1. Dali, teriamos (%) = —1. Contudo, n é genérico,
podendo ele ser residuo quadratico ou nao modulo p. Desse modo, existe b tal que nb seria um
quadrado médulo n mas nao seria quadratico moédulo p o que contraria a hipétese considerada

inicialmente. Portanto, p divide n. [ ]

Mediante um exemplo, vamos mostrar a ultilidade da Lei da Reciprocidade Quadratica
no teste de primalidade. Seja n = 40801. Notemos que 3 é um residuo quadratico médulo n,
pois 2022 = 3 (mod 40801). Entao, pelo teorema anterior 3 é um residuo quadrético de p, para
algum fator primo p de n = 40801 e, assim, pela Proposigao 4.1 p = +1(mod 12). Por isso,
entre os primos p < 202 devemos apenas testar aqueles que satisfazem p = +1 (mod 12). Os

primos menores que 202 satisfazendo esta congruéncia sao
11, 13, 23, 37, 47, 59, 61, 71, 73, 83, 97,

107, 109, 131, 157, 167, 179, 181, 191, 193.

Com isto, conseguimos reduzir a lista para apenas 20 nimeros primos ao invés de 46. Verifica-se
também que 2 é um residuo quadratico médulo 40801. Assim, para um fator primo p de 40801
deve ser da forma 8k + 1, isto é, p = +1 (mod 8). Desse modo, referente a nova lista de primos

p < 202, devemos considerar apenas os primos que p tais que p = +1 (mod38). Sao eles:
23, 47, 71, 73, 97, 167, 191, 193.

No total de 46 primos para testar a divisibilidade de 40801 reduzimos a 8 ntimeros primos. Por
fim, verificando a divisibilidade de 40801 por cada um dos ultimos 8 primos restante concluimos

que n = 40801 ¢ primo.

O Simbolo de Legendre também nos fornece métodos para testa a primalidade de niimeros
tendo formas particulares. Um exemplo disto é o famoso Teste de Pépin, um teste de primal-
idade para numeros de Fermat. O teste é nomeado para um matematico francés, Théophile
Pépin (1826-1904). Pépin foi responsavél por 5 demonstragoes da Lei da Reciprocidade Quadratica
e no ano 1877 formulou o teste para a verificagdo quando um numero de Fermat é primo ou

composto.

Antes de apresentarmos o Teste de Pépin vamos conhecer um pouco sobre os niimeros de
Fermat. Nimeros da forma F, = 2*" 4+ 1, com n sendo um inteiro nao negativo, sao chamados

numeros de Fermat. Os 5 primeiros numeros de Fermat sao

Fo=3, F\=5, Fy=17, F3 =237 e Fy;=65537.
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Esses 5 niimeros sao todos primos e como Fy é um nimero de 10 digitos testar sua primalidade
é um trabalho dificil, ainda mais na época de Fermat. Com isso, Fermat conjecturou que todos
os numeros de Fermat sao primos. Porém, Leonhard Euler em 1732 mostrou que 641 é um
fator primo de Fj, ou seja, que Fy é composto. O préximo nimero de Fermat é Fg que tem
como numero de digitos igual a 20 e é um nimero composto, uma vez que Landry e Lasseur

provaram que 274177 é um fato primo de Fiz no ano de 1880.

Os numeros de Fermat cresce rapidamente e sua verificacao de primalidade fica cada vez
mais complicada e complexa de se determinar. Até hoje os tinicos primos de Fermat sao Fy, I,
Fy, F3 e Fy e, também, até 2010 ja eram conhecidos 243 ntimeros de Fermat composto. Diante

disso, segue alguns problemas em aberto relacionados com esses niimeros:

1. Existe uma infinidade de ntimeros de Fermat primos?

2. Existe uma infinidade de nimeros de Fermat composto?

Nesse sentido, vamos enunciar e demonstrar o teste de Pépin que pode ser usado para

determinar se um numero de Fermat é primo ou composto.

Teorema 5.5 (Teste de Pépin). Seja F,, = 22" +1, comn > 2. Entdo, as sequintes condicoes

sa0 equivalentes:
(i) F, =2% +1 é primo e (F%) = -1,
(i1) 3 =1 (mod F,,).

Demonstracao: Suponhamos que a condigao (i) seja vélida. Entao, pelo Critério de Euler

3 = (%) = —1(mod F,).

Reciprocamente, vamos supor que a condicao (ii) seja satisfeita. Assim,

3% = 1 (mod F},)
implica que 3f»~1 = 1 (mod F,,). Pelo Teorema 1.18 segue que F,, ¢ primo. Por fim, pelo

Critério de Euler,

(%) =3% =1 (mod F,,).

Portanto, fica provado o Teste de Pépin. [
Apesar de que o Teste de Pépin seja um teste para decidir se um determinado nimero
F,, de Fermat é primo ou nao, o teste nunca provou que outro nimero de Fermat maior que Fj

¢ numero primo. Porém, o mesmo é um resultado muito pratico na exploragao de determinar

numeros de Fermat composto. Por exemplo, em 1905 Morehead e Western usando o teste de
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Pépin verificaram que F7 é composto. Também, em 1909 mostraram que F8 é composto e, além
disso, determinaram um fator primo para cada caso. O teste de Pépin sé foi executado oito
vezes ¢ o ultimo nimero de Fermat ja testado pelo teste de Pépin ¢ Fyy, 0 maior ja conhecido.

Isso gracas aos matematicos Mayer, Papadopoulus e Crandall no ano 1999.

5.3 /2 é Irracional

Nesta secao, vamos mostrar que raiz de 2 nao é um numero racional usando a teoria apresen-
tada até agora. Euclides foi o primeiro matematico a provar a irracionalidade de 2, ele usou o
método reductio ad absurdum juntamente com aritmética. Por isso, faremos aqui, uma demon-
stracao usando o método reductio ad absurdum ligadamente com alguns conceitos da Teoria

dos Residuos Quadraticos.

Teorema 5.6. /2 ¢ irracional.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que v/2 € Q. Assim, existem a e b inteiros tais que
a
V2 =—,
b
com b # 0. Consequetemente,
20° = a?.

Tomemos um primo p fmpar tal que p = £3 (mod8). Por outro lado, é notdrio que as con-

gruéncias abaixo tém solucoes:

2 = a? (modp) e 2° = b* (modp).

Logo, pelo simbolo de Legendre, (%) =1le (%) = 1. Mas, como a? = 2b? (mod p), entao

=(5)-F)-66E)-6)

o que ¢ um absurdo, pois pelo Teorema 3.7 (%

N——

= —1 para todo primo da forma p = 8k £ 3,

com k € 7. Portanto, \/5 ¢é irracional. [}

De modo andlogo, podemos provar através de residuos quadréticos a existéncia de outros

nimeros irracionais, senao vejamos.

Teorema 5.7. \/3 ¢ irracional.

Demonstracao: Vamos supor que v/3 é um nimero racional. Assim, existem inteiros a e
b # 0 tais que
a
V3 =-—.
b
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Elevando ambos aos lados ao quadrado da igualdade acima obtemos que
3b° = a®.
Por outro lado, tomemos um nimero primo p {mpar tal que p = +5 (mod 12). E claro que as

congruéencias abaixo tém solugoes:

r* = a® (modp) e 2* = b*(modp).

Logo, pelo simbolo de Legendre, ("’—:) = (%) = 1. Mas, sendo a? = 3b2 (mod p), entao

=(5)-(5)-6)
p p p)’
o que é um contradicao, uma vez que pelo Teorema 4.1 (%) — —1 e, por conseguinte, V/3 é

irracional. ]

Exemplo 5.1. Mostre que v/3 € wm nimero irracional.

Solugao: Por absurdo, suponhamos que V3 e Q. Assim, existem inteiros a e b, com b # 0,
tais que v/3 = ¢. Logo,
V3 = % & 3vt =t

Verifica-se que as congruéncias 22 = a* (modp) ¢ 22 = b* (mod p) tém solugdes, a saber a? ¢

b2, respectivamente, com p > 2 primo. Desse modo, %) ( ) = 1. Por outro lado, como

- (5)-(F)-6)

Portanto, tomando p = +5 (mod 12) concluimos que v/3 é um nimero irracional.

3b* = a* segue que
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Apendice A - Classes Residuais

Neste apéndice, vamos tratar do conceito de classe residual médulo um inteiro m, que por
sua vez, ¢ de grande importancia para a Teoria dos Numeros. Daqui em diante, passaremos a

considerar sempre que m > 1.

Definicao 5.1. Chama-se classe residual (ou inteiros) mddulo m de um inteiro a o
congunto formado por todos o0s inteiros que sao congruentes a a modulo m e denotaremos por
a. Simbolicamente,

a={r€Z:a=x(modm)}.

Nota-se que a € a. De fato, basta notar que a = a (modm). Outro fato importante sobre

classes residuais segue abaixo.

Teorema 5.8. Sejam a e b dois inteiros quaisquer. Entao, as classes residuais modulo m a e

b sdo iguais se, e somente se, a = b(modm).

Demonstracao: Suponhamos que @ = b. E claro que a € @ se, e s6 se, a € b e, por definicdo,
a = b(modm). Reciprocamente, vamos supor que a = b(modm). Por outro lado, tomemos
o inteiro x tal que x € @. Assim, a = x (modm) ¢, por hipdtese, segue que b = x (modm).
Logo, © € b, isto é, @ C b. Tomemos, agora, y € b, com y € Z. Dai, y = b (modm), mas
sendo a = b (modm) temos que y = a (modm) e, por conseguinte, b C @. Portanto, das duas

)
inclusdes obtida segue a igualdade, isto é, @ = b. ]

O inteiro a é chamado de representante de @ médulo m. Também, diz-se que a classe
residual @ é determinada ou definida pelo inteiro a. Por essas razoes, dois inteiros a e b sao

representantes médulo m se, e somente se, a = b (modm).

Teorema 5.9. Sejam @ e b duas classes residuais médulo m tais que aNb # 0. Entdo, @ =b.

Demonstracao: Realmente, se @Nb # (), entdo existe um inteiro x tais que x € @ e z € b.
Dai,

x=a(modm) e x=b(modm)
e, por transitividade, tem-se que a = b (modm). Logo, pelo teorema anterior @ = b. [

Teorema 5.10. Sejam @ e b duas classes residuais mddulo m tais que @ # b. Entdo, aNb = (.
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Demonstracao: Com efeito, suponhamos por absurdo que @Nb # (). Logo, existe um inteiro

z tais que z €T e x € b, isto é,
r=a(modm) e z =b(modm).

Desse modo, a = b (modm) e, consequentemente, @ = b. Mas, isso é uma contradigao, uma vez

que, por hipétese, @ # b. Portanto, aNb = 0. [ ]

O conjunto de todas as classes residuais médulo m é denominado por Z,,, ou seja,
L ={G:a €}

Em particular, Z; = {0}, visto que 1 | a para todo inteiro a. O resultado abaixo mostra Z,,

tem exatamente m elementos, senao vejamos o seguinte:

Teorema 5.11. O conjunto Z,, possui exatamente m classes residuais modulo m distintas, a

saber,

Loy =10,1,...m —1}.
Demonstragao: Seja n um inteiro qualquer. Por defini¢ao,
n={x€Z:n=x(modm)}.
Ora, pelo algoritmo da divisao existem inteiros g e r tais que
n=mq+r, com 0<r<m-—1.
Desse modo, n — r = nq e, pelo Teorema 5.8, segue que
n=r(modm)<n=T.

Logo, a classe do inteiro n ¢ a classe de r, onde 0 < r < m — 1. Em contrapartida, suponhamos
que exista 0 < k < m — 1 tais que T = 5. Sem perca de generalidade, vamos supor que r < s.
Assim,

r=5&r=s(modm)sm|s—r,

o que é um absurdo, pois s — r < m. Portanto, Z,, = {0,1,...m — 1}. n
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Anexo A - Coletanea de Provas da Lei

da Reciprocidade Quadratica

Segue abaixo uma lista de 314 provas da Lei da Reciprocidade Quadratica conhecida até 2015.
Nesta lista, especificamos o autor, o ano e o método usado nas demonstracoes. Sendo ela, feita

por base na referéncia [1].

Tabela 5.1: Coletanea de Provas da Lei da Reciprocidade Quadratica

Posicao | Autor Ano | Método
1 Legendre 1788 | Formas Quadraticas; incompleto
2 Gauss 1 1801 | Indugao; 8 de abril de 1796
3 Gauss 2 1801 | Formas Quadraticas; 27 de junho de 1796
4 Gauss 3 1808 | Lema de Gauss
5 Gauss 4 1811 | Ciclotomia; maio de 1801
6 Gauss 5 1818 | Lema de Gauss; agosto de 1807
7 Gauss 6 1818 | Soma de Gauss; agosto de 1807
8 Cauchy 1829 | Gauss 6
9 Jacobi 1830 | Gauss 6
10 Dirichlet 1 1835 | Gauss 4
11 Lebesgue 1 | 1838 | N (27 4 --- 22 = 1modp)
12 Lebesgue 2 | 1838 | Lema de Gauss
13 Schonemann | 1839 | Equacao Periddica Quadratica
14 Cauchy 1840 | Gauss 4
15 Eisenstein 1 | 1844 | Generalizacao da Soma de Jacobi
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Posicao | Autor Ano | Método
16 Eisenstein 2 1844 | Gauss 6
17 Eisenstein 3 1844 | Lema de Gauss
18 Eisenstein 4 1844 | Seno
19 Kummer 1 1846 | Equacao Periddica
20 Liouville 1847 | Ciclotomia
21 Eisenstein 5 1847 | Produtos Infinitos
22 Lebesgue 3 1847 | Eisenstein 2
23 Lebesgue 4 1847 | Liouville
24 Lebesgue 5 1847 | Eisenstein 1
25 Lebesgue 6 1847 | Lebesgue 1
26 Schaar 1 1847 | Lema de Gauss
27 Plana 1851 | Soma de Gauss
28 Schaar 2 1852 | Gauss 4
29 Genocchi 1 1853 | Lema de Gauss
30 Genocchi 2 1853 | Liouville
31 Genocchi 3 1853 | Seno de Eisenstein
32 Dirichlet 2 1854 | Gauss 1
33 Genocchi 4 1854 | Liouville
34 Schaar 3 1854 | Gauss 4
35 Lebesgue 7 1860 | Gauss 7, 8
36 Sylvester 1860 | Eisenstein 3 (geometria)
37 Kummer 2 1862 | Formas Quadraticas
38 Kummer 3 1862 | Formas Quadraticas
39 Dedekind 1 1863 | Formas Quadraticas
40 Gauss 7 1863 | Periodos Quadraticos; Setembro de 1796
41 Gauss 8 1863 | Periodos Quadréaticos; Setembro de 1796
42 Jenkins 1867 | Gauss 4
43 Mathieu 1867 | Ciclotomia
44 Von Staudt 1867 | Ciclotomia
45 Heime 1868 | Lema de Gauss
46 Bouniakowski | 1869 | Lema de Gauss
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Posicao | Autor Ano | Método
47 Stern 1870 | Lema de Gauss
48 Zeller 1872 | Lema de Gauss
49 Zolotarev 1872 | Permutacoes
50 Kronecker 1 1876 | Seno de Eisenstein
51 Schering 1 1876 | Gauss 3
52 Kronecker 2 1876 | Lema de Gauss
53 Mansion 1876 | Zeller
54 Dedekind 2 1877 | Gauss 6
55 Dedekind 3 1877 | Soma Dedekind
56 Pellet 1 1878 | Stickelberger-Voronoi
57 Pépin 1 1878 | Ciclotomia
58 Sochocki 1878 | Funcoes teta
59 Schering 2 1879 | Lema de Gauss
60 Petersen 1879 | Lema de Gauss
61 Genocchi 5 1880 | Lema de Gauss
62 Kronecker 3 1880 | Gauss 4
63 Kronecker 4 1880 | Periodos Quadraticos
64 Voigt 1881 [ Lema de Gauss
65 Pellet 2 1882 | Mathieu 1867
66 Busche 1883 | Lema de Gauss
67 Gegenbauer 1 | 1884 | Lema de Gauss
68 Gegenbauer 2 | 1884 | Kronecker
69 Gegenbauer 3 [ 1884 | Schering
70 Kronecker 5 1884 | Lema de Gauss
71 Bork 1885 | Eisenstein geometria
72 Schering 3 1885 | Lema de Gauss
73 Schering 4 1885 | Lema de Gauss
74 Kronecker 6 1885 | Gauss 3
75 Kronecker 7 1885 | Gauss 3
76 Kronecker 8 | 1885 | Lema de Gauss
7 Kronecker 9 1885 | Lema de Gauss
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Posicao | Autor Ano | Método
78 Kronecker 10 | 1885 | Lema de Gauss
79 Bock 1886 | Lema de Gauss
80 Eichenberg 1 [ 1886 | Schering 1
81 Eichenberg 2 | 1886 | Schering 1
82 Eichenberg 3 | 1886 | Schering 1
83 Hermes 1887 | Inducao
84 Lerch 1 1887 | Gauss 3
85 Busche 2 1888 | Lema de Gauss
86 Hacks 1889 | Schering
87 Kronecker 11 | 1889 | Lema de Gauss
88 Tafelmacher 1 | 1889 [ Stern
89 Tafelmacher 2 | 1889 | Stern/Schering
90 Tafelmacher 3 | 1889 | Schering
91 Busche 3 1890 | Lema de Gauss
92 Franklin 1890 | Lema de Gauss
93 Kronecker 12 | 1890 | Gauss 4
94 Lucas 1890 | Lema de Gauss
95 Pépin 2 1890 | Gauss 2
96 Fields 1891 | Lema de Gauss
97 Gegenbauer 4 | 1891 | Lema de Gauss
98 Gegenbauer 5 | 1893 | Lema de Gauss
99 Gegenbauer 6 | 1893 | Zeller
100 Gegenbauer 7 | 1893 | Petersen
101 Gegenbauer 8 | 1893 | Lema de Gauss
102 Heinitz 1893 | Lema de Gauss
103 Schmidt 1 1893 | Lema de Gauss
104 Schmidt 2 1893 | Lema de Gauss
105 Schmidt 3 1893 | Indugao
106 Gegenbauer 9 | 1894 | Lema de Gauss
107 Hasenohrl 1894 | Lema de Gauss
108 Bang 1894 | Indugao
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Posicao | Autor Ano | Método
109 Mertens 1 1894 | Lema de Gauss
110 Mertens 2 1894 | Soma de Gauss
111 Busche 4 1896 | Lema de Gauss
112 Lange 1 1896 | Lema de Gauss
113 De la Vallée Poussin | 1896 | Gauss 2
114 Lange 2 1897 | Lema de Gauss
115 Lange 3 1897 | Lema de Gauss
116 Hilbert 1897 | Teoria da Classe
117 Hilbert 1897 | Ciclotomia
118 Alexejewsky 1898 | Schering
119 Pépin 3 1898 | Legendre
120 Pépin 4 1898 | Gauss 5
121 Konig 1899 | Indugao
122 Lerch 2 1899 | Kronecker 4
123 Fischer 1900 | Resultantes
124 Scheibner 1 1900 | Zeller
125 Scheibner 2 1900 | Kronecker
126 Scheibner 3 1900 | Gauss 3
127 Scheibner 4 1900 | Eisenstein geometria
128 Scheibner 5 1900 | Seno de Eisenstein
129 Scheibner 6 1900 | Gauss 4
130 Scheibner 7 1900 | Gauss 4
131 McClintock 1902 | Lema de Gauss
132 Takagi 1903 | Zeller
133 Lerch 3 1903 | Gauss 5
134 Mertens 3 1904 | Eisenstein 4
135 Mirimanoff e Hensel | 1905 | Stickelberger-Voronoi
136 Cornacchia 1909 | Periodos quadraticos
137 Busche 5 1909 | Zeller
138 Busche 6 1909 | Eisenstein
139 Busche 7 1909 | Eisenstein
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Posicao | Autor Ano | Método
140 Aubry 1910 | Eisenstein 3
141 Aubry 1910 | Voigt
142 Aubry 1910 | Kronecker
143 Pépin 5 1911 | Gauss 2
144 Petr 1911 | Mertens 3
145 Pocklington 1911 | Gauss 3
146 Dedekind 4 1912 | Zelle
147 Dedekind 5 1912 | Zeller
148 Dedekind 6 1912 | Zeller
149 Dedekind 7 1912 | Zeller
150 Heawood 1913 | Eisenstein 3
151 McDonnell 1913 | Ciclotomico
152 Frobenius 1 1914 | Zolotarev
153 Frobenius 2 1914 | Zeller
154 Frobenius 3 1914 | Gauss 5
155 Frobenius 4 1914 | Gauss 3
156 Frobenius 5 1914 | Eisenstein 3
157 Lasker 1916 | Stickelberger-Voronoi
158 Cerone 1917 | Eisenstein 4
159 Bartelds e Schuh | 1918 | Lema de Gauss
160 Stieltjes 1918 | Pontos Reticulares
161 Teege 1 1920 | Legendre
162 Arwin 1924 | Formas quadraticas
163 Teege 2 1925 | Ciclotomia
164 Rédei 1 1925 | Lema de Gauss
165 Rédei 2 1926 | Lema de Gauss
166 | Whitehead 1927 | Teoria da Classe (Kummer)
167 Petr 2 1927 | Funcoes teta
168 Skolem 1 1928 | Teoria da Classe
169 Petr 3 1934 | Kronecker
170 Van Veen 1934 | Eisenstein 3
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Posicao | Autor Ano | Método
171 Fueter 1935 Algebras de Quatérnios
172 Whiteman 1935 | Lema de Gauss
173 Dockeray 1938 | Eisenstein 3
174 Kapferer 1939 | Liouville
175 Scholz 1939 | Gauss 3
176 Dorge 1942 | Lema de Gauss
177 Rédei 3 1944 | Gauss 5
178 Lewy 1946 | Ciclotomia
179 Petr 4 1946 | Ciclotomia
180 Furquim de Almeida | 1948 | Determinantes de Vandermonde
181 Skolem 2 1948 | Gauss 2
182 Aigner 1950 | Gauss 3
183 Barbilian 1950 | Eisenstein 1
184 Delsarte 1950 | Determinantes de Vandermonde
185 Rédei 4 1951 | Gauss 3
186 Brandt 1 1951 | Gauss 2
187 Brandt 2 1951 | Somas de Gauss
188 Brewer 1951 | Mathieu e Pellet
189 Zassenhaus 1952 | Corpos Finitos
190 Riesz 1953 | Permutagoes
191 Frohlich 1954 | Teoria das Classes dos Corpos
192 Ankeny 1955 | Ciclotomia
193 D. H. Lehmer 1957 | Lema de Gauss
194 C. Meyer 1 1957 | Somas Dedckind
195 C. Meyer 2 1957 | Zolotarev
196 Holzer 1958 | Somas de Gauss
197 Rédei 5 1958 | Polindémio ciclotomico
198 Reichardt 1958 | Gauss 3
199 Vandiver, Weaver 1958 | Zeller-Frobenius
200 Carlitz 1960 | Gauss 1
201 Kubota 1 1961 | Ciclotomia
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Posicao | Autor Ano | Método
202 | Kubota 2 1961 | Somas de Gauss (Hecke)
203 Kubota 3 1961 | Seno de Eisenstein
204 Skolem 3 1961 | Periodos quadraticos
205 Skolem 4 1961 | Ciclotomia
206 Skolem 5 1961 | Corpos Finitos
207 Hausner 1961 | Somas de Gauss
208 Swan 1 1962 | Stickelberger-Voronoi
209 Koschmieder 1963 | Eisenstein, seno
210 Gerstenhaber 1963 | Eisenstein, seno
211 Rademacher 1964 1964 | Anélise de Fourier Finita
212 Weil 1964 | Funcoes teta
213 Kloosterman 1965 | Holzer
214 Chowla 1966 | Corpos Finitos
215 Burde 1967 | Lema de Gauss
216 Kaplan 1 1969 | Eisenstein
217 Kaplan 1 1969 | Congruéncias Quadraticas
218 Kubota 4 1970 | Fungoes teta
219 Birch 1971 | K-Teoria
220 Reshetukha 1971 | Somas de Gauss
221 Agou 1972 | Corpos Finitos
222 Brenner 1973 | Zolotarev
223 Honda 1973 | Somas de Gauss
224 Milnor e Husemoller | 1973 | Weil 1964
225 Zagier 1973 | Somas de Dedekind
226 Allander 1974 | Lema de Gauss
227 Berndt ¢ Evan 1974 | Lema de Gauss
228 Hirzebruch e Zagier | 1974 | Somas de Dedekind
229 Rogers 1974 | Legendre
230 Berndt 1975 | Gauss 3
231 Castaldo 1976 | Lema de Gauss
232 Springer 1976 | Somas de Gauss
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Posicao | Autor Ano | Método
233 Burde 1977 | Ciclotomico
234 Friedlander e Rosen 1977 | Gauss 3
235 | Frame 1978 | Kronecker 3 (sinais)
236 Hurrelbrink 1978 | K-Teoria
237 Auslander e Tolimieri 1979 | Transformagao de Fourier
238 Rosen 1979 | Somas de Dedekind
239 Ryan 1979 | Lema de Gauss
240 Corro 1980 | Somas de Gauss
241 Brown 1981 | Gauss 1
242 Cuculiere 1981 | Tate
243 Goldschmidt 1981 | Ciclotomia
244 Kac 1981 | Eisenstein, seno
245 Barcanescu 1983 | Zolotarev
246 Barrucand ¢ Laubic 1983 | Stickelberger-Voronoi
247 Zantema 1983 | Grupos de Brauer
248 Ely 1984 | Lebesgue 1
249 Eichler 1985 | Funcoes teta
250 Gérardin 1986 | Gauss 4
251 Barrucand e Laubie 1987 | Stickelberger-Voronoi
252 Peklar 1989 | Lema de Gauss
253 Barnes 1990 | Zolotarev
254 Swan 2 1990 | Ciclotomia
255 Rousseau 1 1990 Algebra, Exterior
256 Rousseau 2 1991 | Permutagoes
257 Keune 1991 | Determinantes de Vandermonde
258 Kubota 5 1992 | Geometria
259 Russinoft 1992 | Lema de Gauss
260 Garrett 1992 | Weil 1964
261 Motose 1 1993 Algebras de Grupo
262 Laubenbacher, Pengelley | 1994 | Eisenstein geometria
263 Rousseau 3 1994 | Zolotarev
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Posicao | Autor Ano | Método
264 Cornaros 1995 | Permutacoes
265 Young 1995 | Soma de Gauss
266 Brylinski 1997 | Agoes de Grupos
267 Merindol 1997 | Eisenstein, seno
268 Watanabe 1997 | Zolotarev
269 Ishii 1998 | Gauss 4
270 Beck 1999 | Somas Dedekind
271 Motose 2 1999 Algebras de Grupo
272 Zahidi 1999 | Stickelberger-Voronoi
273 Lemmermeyer | 2000 | Lebesgue 1, Ely
274 Meyer 2000 | Somas Dedekind
275 Tangedal 2000 | Eisenstein geometria
276 Chapman 2000 | Sequéncias Recorrentes
277 Girstmair 2001 | Eichler
278 Hammick 2001 | Rousseau
279 Murty 2001 | Schur
280 Décaillot 2002 | Lucas
281 Luo 2003 | Rousseau
282 Motose 3 2003 | Determinantes de Vandermonde
283 Motose 4 2003 | Determinantes de Vandermonde
284 Kim 2004 | Rousseau 2
285 Z.W. Sun 2004 | Scholz
286 Duke e Hopkins | 2005 | Teoria dos Grupos
287 Murty e Pacelli | 2005 | Fungoes teta
288 Szyjewski 2005 | Zolotarev
289 Arkhipova 2006 | Gauss 4
290 Robbins 2006 | Zolotarev
291 Kumar 2007 | Rousscau
292 Kumar 2007 | Keune
293 Kumar 2007 | Swan
294 Castryck 2008 | Lebesgue 1
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Posicao | Autor Ano | Método
295 Gurevich, Hadani e Howe | 2008 | Schur, Weil
296 Kunisky 2008 | Rousseau 2
297 Jakimezuk 2009 | Lebesgue 1
298 Schechtman 2009 | Gauss 4
299 Chebolu, Minac e Reis 2009 | Representacoes
300 Kuroki e Katayama 2009 | Takagi
301 Hambleton e Scharaschkin | 2010 | Resultantes (Swan 2)
302 Jerabek 2010 | Gauss 3
303 Verdure 2010 | Curvas Elipticas
304 Steiner 2010 | Rousseau 2
305 Szyjewski 2 2011 | Zolotarev
306 Dicker 2012 | Determinantes
307 Hambleton e Scharaschkin [ 2012 | Conicas Pell
308 Karlsson 2012 | Soma de Gauss
309 Zver 2012 | Somas de Dedekind
310 Baker, Shurman 2013 | Zolotarev
311 Demchenko e Gurevich 2013 | Grupos Formais
312 Caldero e Germoni 2013 | Lebesgue 1
313 Burda e Kadets 2013 | Periodos Quadraticos
314 Brunyate e Clark 2014 | Zolotarev
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