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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo introdutério sobre derivada
de uma funcao real de uma variavel real. Para isto, apresentamos o conceito de fungao
derivavel, demonstramos as regras de derivacao e os principais resultados envolvendo de-
rivada. Em seguida, estudaremos algumas aplicacoes da derivada, dentre elas, problemas

de otimizacao, Regra de LL'Hopital e aproximacao por polinomios.

Palavras-chave: Derivada, Extremos de funcoes, Regra de L’Hopital.



Abstract

The present work aims to perform an introductory study on the derivative of a real
function of a real variable. For this, we present the concept of derivable function, we
demonstrate the rules of derivation and the main results involving derivative. Next,
we will study some aplications of the derivative, among them, optimization problems,

[’Hopital Rule and approximation by polynomials.

Keywords: Derivative, Extremes of functions, L’Hopital Rule
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Introducao

Sabemos que a matematica cumpre um papel muito importante nas nossas vidas,
tendo acompanhado a evolugao do ser humano, lhe permitindo avancgar cada vez mais
no desenvolvimento das ciéncias, o que lhe possibilita fazer novas e importantes desco-
bertas as quais trazem muitas contribuicoes para a vida de toda humanidade. Dentre as
importantes descobertas matematicas temos o Calculo Diferencial, que surgiu no século
XVII e foi desenvolvido por génios da época como Isaac Newton (1642 - 1727), Gottfried
Leibniz(1646 - 1716) e Cauchy(1789 - 1857). Os dois primeiros, muito embora tenham
trabalhado independentemente, foram os grandes responsaveis pelo surgimento do Célculo
Diferencial. Cada um criou a sua notacao para derivadas, por exemplo, enquanto Newton
usava a notacao @ para a derivada de y em relagao a x, Leibniz usava a notacao dy,

dx
dx, dz,... para representar valores infinitesimais. Essas duas notagoes sao usadas com
bastante frequéncia até os dias atuais. Além disso, Leibniz também foi o responsdvel
por nomear o Célculo Diferencial Integral. Outra grande contribui¢ao para o Calculo
Diferencial na época foi devido a Cauchy, responsavel pela definicao de derivadas como
conhecemos hoje em dia.

Neste trabalho, vamos realizar um estudo introdutério a respeito da derivada,
tratando o assunto de uma forma clara e direta, permitindo assim, uma compreensao mais
satisfatéria. Uma vez que sabemos que alguns tipos de derivadas exigem um pouco mais
de atencgao, como por exemplo, os casos da regra da cadeia, da derivada da funcao inversa,
do quociente, entre outros casos que nao sao resolvidos de uma forma direta.

A derivada tem uma importancia muito grande no Célculo Diferencial, pois per-
mite resolver problemas dos mais simples aos mais complexos tanto na matematica como
também em outras areas do conhecimento.

Neste trabalho, vamos abordar no primeiro capitulo o conceito de fun¢ao de-

rivavel, as regras de derivagao e os principais resultados envolvendo derivada.
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No segundo capitulo, faremos um estudo sobre crescimento e extremos de uma fungao
e no terceiro capitulo vamos estudar algumas aplicagoes da derivada, dentre elas, proble-

mas de otimizacao, regra de LL’Hopital e aproximagao por polindmios.
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Capitulo 1

A derivada de uma funcao

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e os resultados envolvendo a derivada
de uma funcao real de uma variavel real. As defini¢oes, os teoremas e as demonstragoes

abordados neste capitulo podem ser encontrados nas referéncias [1] e [5].

1.1 A derivada

Defini¢ao 1.1. (Derivada) Diz-se que uma funcao f, definida num intervalo aberto I,

€ derivavel em xy € I se existir e for finito o limite da razdo incremental

flz) = flwo)

1.1
T, (11)

quando r — xo. Fsse limite € a derivada da funcao f no ponto xy e € indicado pelas
notagoes

Fleo), (DR e ().

Fazendo x = xg + h, podemos escrever a derivada das sequintes formas:

f(x) = f(xo) ~ lim f($0+h)—f($o).

T—xT0 T — Tg h—0 h

(1.2)

Definicao 1.2. (Derivadas laterais) Define-se derivadas laterais a direita e a esquerda

como:

! o .
Ji(wo) = hli%l+

fwo + 1) = flwo)
h
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£ (o) = lim L) = F@o)

h—0— h

caso os limites existam.

Essas defini¢oes sao aplicadas mesmo com zy sendo extremo esquerdo ou direito,
respectivamente, do intervalo onde f esteja definida. E facil perceber que uma funcgao f
¢ derivavel em zg, se e somente se, suas derivadas laterais nesse ponto existirem e forem

iguais.

Definicao 1.3. (Funcgao derivada) Seja f uma funcao definida num intervalo aberto
I. Se f € derivavel para todo ponto de sew dominio, dizemos que a funcgao é derivavel e
que a funcao f': I — R que associa a cada x € I o valor de f'(z) € a fun¢do derivada de

f. Neste caso,

oy g J@+h) = f(2)
() = g LN 2T (13)
Exemplo 1.1. A derivada da fungio f: R — R, dada por f(z) =k, onde k € R, € zero
para todo x real.

Solugao: De (1.3), temos que

o feth) — f(x)
i) = Jim h
o k—k 0
= == = i =0

Exemplo 1.2. A derivada da fungdo f : R — R, definida por f(z) = ax+b, onde a € R*
ebeR, é f'(x) =a para todo x real.
Solugao: Por (1.3), temos

f'(@) = lim

flx+h) — f(x)
h

la(z + h) + b] — [ax + b]

= jn h

. laxz 4+ ah +b] — [ax + D]
= lim

h—0 h
= lima— = lima = a.

h—0 h h—0
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Exemplo 1.3. Seja a fungdo f(z) = 2® + 3z — 4, encontre f'(2).
Solugao: Note que por (1.2) temos

oy — i L2 HR) — F(2)
f(2) = lim h

h—0

. (24 h)?2+302+h)—4—(22+3-2—4)
= lim
h—0 h

(4+4h+h*+6+3h—4—4—6+4)

= i h
2
i PR PO iy =
h—0 h h—0 h—0

Portanto, f'(2) =T7.

Defini¢ao 1.4. (Fungao continua) Dizemos que uma fun¢ao f € continua num ponto

x =xo de D, se o limite de f(x) com x tendendo a xo existir e for igual a f(xg).

Observagao 1.1. A derivada de uma funcao f € também uma funcdo. Logo, faz sentido
considerar sua derivada que, caso exista, ¢ chamada de derivada sequnda de f e indicada
pelas notagoes f”, D*f ou d*f/dx®. De um modo geral, podemos considerar a derivada de
ordem n ou deriwada n — ésima, definida como a deriwvada da derivada de ordemn — 1 e
indicada pelas notagoes [, DM f ou d™f/dz™. A funcdo que possui derivadas continuas

até a ordem n é chamada funcdo de classe C™.
Teorema 1.1. Toda funcdao derivavel num ponto xy € continua nesse ponto.

Demonstragao. Considerando que uma fungao f seja derivavel, Observe que

f(@) — fxo)

r — X9

) = o) + | ) + - 1 an)] o~ )

Passando o limite quando © — xo temos

fx) — (o)

xr—T0 T—T0 r — Xy

i (o) = o)+ Ji, | 7o) + - £ o~ )

= f(zo) + f'(20) - 0 = f(mo).

O que prova o teorema. O
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1.2 Reta tangente

Definicao 1.5. (Reta tangente) A reta tangente a curva y = f(x) no ponto P € a reta
que passa por P e tem declividade f'(xo). Neste caso, a equag¢ao em coordenadas (x,y) é

dada por:
y — f(xo) = f(wo)(x — o) ou y = f(wo) + f'(w0)(x — 20). (1.4)

Exemplo 1.4. Seja a curva dada pela equacio y = 23 — 2x. Calcule a equagdo da tan-
gente passando pelo ponto da curva de abscissa x = 1.

Solugao: Como x = 1, entdo y = 2 —2x = 13 — 2.1 = —1. Portanto, o ponto é
P(1,-1).

Utilizando a definicdo de derivada e as propriedades dos limites, podemos calcular direta-

mente a derivada f'(z) da funcao f(x) = 2% — 2ux:

. flx+h)— f(x)
/ _
— im (x4 h)3—2(x+h) — (23— 22)
50 h
_ 1 23+ 3xh? + 322h + h® — 20 — 2h — 22 + 22
a0 h
_ 3xh® + 322h + h® — 2h
o h
_ i h(3zh + 3z% + h? — 2)
5 h

= lim (3zh + 32° + h* — 2) = 32> — 2
h—0

Logo, f'(x) = 32* — 2 € a derivada da funcao f(z) = x* — 2x. Em particular, para x = 1,
temos

ff1)y=3-1*-2-1=1.

Logo, por (1.4)
y = f(zo) + f'(w0)(x — 7o)

=—1+1(z—1).

Portanto, a equagdo da reta tangente é y = x — 2.
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1.3 Regras de derivacao

Proposigao 1.1. (Derivada da soma) Sejam f e g duas funcoes definidas num inter-
valo aberto I. Se as duas funcoes forem derivdveis em xg € I, entao a fungcao soma f+g

€ derivavel em xqo e vale

(f +9)(z0) = f'(20) + g'(20).

Demonstragao. Sejam f e g duas fungoes reais, entao
(f +9)(@o+h) = (f + 9)(xo) = fzo + 1) + g(xo + h) = (f(20) + g(z0))

= (f(zo +h) — f(wo)) + (9(zo + h) — g(x0)).

Portanto,
(F + ) (a) = i L2 T4 g))
h—0 h h
h—0 h ho0
= f"(x0) + ¢ (20). 0

As derivadas do produto e do quociente exigem um pouco mais de trabalho como

vamos ver a scguir.

Proposigao 1.2. (Regra do produto e do quociente) Se [ e g sdo derivdveis num

ponto x, entao o mesmo € verdade para fg e

(f9)'(x) = f(2)g'(x) + f'(x)g(x)

. Se, ainda, g(x) # 0, entdo a funcao i ¢ derivdvel em x e vale
g

1Y ) 8@ @) - f@)g @)
<g> (@) e

Demonstragao. Para o caso do produto, observemos que a razao incremental se escreve:

flx+h)glx+h) = flx)g(z) [flx+h)glx+h) = fla+h)g(x)]+[f(z+h)g(x) - flz)g(x)]

h h
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Agora, é s6 fazer h — 0 que chegamos no resultado que desejamos, isto é,

(f9)'(x) = f(z)g'(x) + f'(x)g(x).

No que diz respeito ao quociente, devemos considerar primeiro o caso em que f =1,

: 1 : -
isto é, —. Consideremos a razao incremental

1< ( 1 1 ):_g(x+h)—g(1‘) 1
g

h z+h) gz h . g(z +h)g(z)’

cujo limite, com h — 0, produz o resultado esperado, ou seja,

() -t
1

O caso de um quociente geral f/g pode ser tratado como produto: f/g = f-—.
9

Usando a regra do produto temos que:

(%) - (f(w) - Tl)) — ) =+ fla). (—ﬁ) ,

assim, chegamos ao resultado esperado, isto é,

['(x) -g(x) — [(2) - g'(x)
l9(=)]? '

a

Observagao 1.2. Em particular, se k é uma constante e f é uma fungdo derivdvel tem-se,

(kf)(x) = (k) f(x) + kf'(x) = 0- f(z) + k- f'(x) = k- f'(x).

Note que usamos o fato de que a derivada da constante € zero.

1
Exemplo 1.5. Calcule a derivada da fungao f(z) = -

Solugao: Pela regra do quociente temos.

f,(x):(l) -1 _0a-1-1_ 1

2 2 2
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Exemplo 1.6. Encontre a derivada da funcdo 2z + 1 —i—% em um ponto qualquer de seu
dominio.

Solugao: Sabemos que a derivada de f(x) = ax +b é f'(x) = a, logo a derivada de
flz)=2x+1 € f'(x) = 2. Sabemos também que a funcao g(x) = % é derivavel Vr € R*
e que ¢'(x) = —%. Portanto, (f + g)(x) = 2z + 1+ é ¢ derivdvel para todo x € R*,

assim,

(f+9)(z)= (2x+1+%)/:(2x+1)'+<l>/:2—i

T x?
Proposicao 1.3. (Derivada de poténcias inteiras) A fun¢io f(z) = 2", (n € Z) é

derivdvel para todo ¥ € R sen > 0 e derivdvel para x € R* se n < 0. Em ambos os casos
f'(x) =na" .

Demonstracao. Para n = 0 o resultado é imediato, pois 2° = 1, cuja derivada é 0.
Vamos agora, provar por inducao que o caso n > 0 vale.
Para n =1, tem-se

f@)=a'=0= f(z)=1=1-2"""1

Vamos supor que o resultado vale para n = k, isto é, f(z) = a* é derivavel e
f'(z) = ka*~'. Entdo, para n = k+1, aplicando a regra do produto, temos que f(z) =

k1 — g . 2k é derivével e

X

(@Y = (z 2" =2 2"tz () = 2P + krat = 2F 4 ket = (k4 )2,

assim, o resultado vale para n = k 4+ 1. Portanto, pelo principio de inducao Matematica,
o resultado é valido para todo n € Z.

Suponha agora, que n < 0, entao n = —m, com m > 0 e

1
Se x # 0 entao, pela regra do quociente, — ¢ derivavel e vale que:
x

LY _ G — 1@y ma! A
(?m) ST @ T T
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O

Teorema 1.2. (Regra da cadeia) Consideremos uma fungdo composta f,g, definida
num intervalo I, de modo que g(I) C Domf. Suponhamos que g seja derivdvel num

ponto x € I e [ derivavel em y = g(x). Entdo a fungao composta f(g(x)) é derivavel no

ponto x e [f(g(z))] = f'(g(x))g () .

Demonstragao. Como f é derivavel no ponto v,

fly+k)—fy)
k

= f'(y) +n(k),

onde 7(k) — 0 com k — 0. Podemos escrever essa equagao da seguinte forma

fy+k) = fly) = k[f(y) +n(k)],

que é agora verdadeira mesmo que k = 0. fazendo k = g(z + h) — g(x). Entao,

flg(z 4+ 1) — flg(=)) _ fly+ k)~ fy)

h h

ORI
h

= [f(g(x)) + n(k))Z

(z +h) —g(z)
- :

Logo, da continuidade de g no ponto x segue que k — 0 com h — 0. E, como n(k) — 0
com k — 0, dai, é s6 fazer h tender a zero na ultima igualdade que obtemos o resultado

que queremos, ou seja,

O

Proposicao 1.4. (Derivada de poténcias racionais) Seja n um nimero racional,

entdo x"™ € derivdvel em qualquer ponto interior do dominio de 2" ! e

—az" =na" L. (1.5)

Demonstragao. Consideremos p e ¢ numeros inteiros com ¢ > 0, vamos supor que
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f(z) = /aP = 2P/9. Entdo
(f(z))* = aP.

Como p e ¢ sdo nimeros inteiros (para os quais ji temos a Regra da potenciagao), podemos

derivar ambos os lados da equagao em relacao a x e obter

q(f (@) () = paP 1.

Sendo f(x) # 0, podemos dividir os dois lados da equacao por qf(z)9"! para determinar

f(z), assim

pa?”!
fl@) = ———
q(f(z))r!
p a’! .
=L o pois S@) =
_p @t D _
= EW7 po1s 5((1— 1)=p—p/q
_b .x(p—l)—(p—p/q)7
q
= Z_) . x(p/Q)_l,
q
o que demonstra a proposi¢ao. O

Exemplo 1.7. Seja f(x) = (1—2%)/* uma fun¢do definida no intervalo [—1,1], determine
/().

Solucao: Pela Regra da Poténcia Racional e Regra da cadeia

d 21/4_1 2\—3/4
(1= 2?1 = 2 (1 - %)Y (—20)
. T
T o 22

Esta derivada estd definida somente em (—1,1), pois 1 — x> #0, isto é, x # 1 e x # —1.

1.3.1 Derivadas das funcgoes trigonométricas

Trataremos aqui, das derivadas das fungoes trigonométricas senx e cosx, como
também das funcoes trigonométricas tanx, secx, cosecx e cotanx que sao obtidas a

partir das duas primeiras aplicando as regras de derivagao.
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Proposigao 1.5. Se f(z) = senx entio f'(x) = cosx.

Demonstracao. Usando os limites fundamentais:

lim =1
x—0 €T
e
lim 1 —cosx _o,
r—0 x
obtemos
. sen(z+h) — senx
/ — l
F(@) hlgcl) h

Note que, usamos a férmula do seno da soma:

sen(a + b) = senacosb + senbcosa.

, . senxcosh+ senhcosx — senx
f'(z) = lim
h—0 h

Agora, agrupando os termos com senx e cosx, passando o limite quando h — 0 e usando

os limites fundamentais, temos

N . senh . cosh—1
f(x) = cosz (flg% . )—i—senw (ilg%—h )

i [ (senh) (msh—l)}
= lim |coszx + senx | ——— .
h—0 h h

=cosx-1+senxz-0=cosx.

Logo, se f(x) = senx entdo f'(z) = cosw. O
Proposicao 1.6. Se f(z) = cosx entdao f'(x) = —senx.

Demonstracao. Para a fungao f(z) = cosx, temos

;o\ . cos(x+h) —cosx
) = Jim h

Onde, usamos a féormula do cosseno da soma

cos(a + b) = cosacosb — senasenb.
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. cosxcosh — senxsenh — cosx
= lim
h—0 h

Agrupando os termos com senx e cosx e passando o limite quando A — 0, temos

v .. cos(x+h)—cosx
Jfw) = Jim h

T cosh —1 B senh
= hlg(l] COST . senx - .

. cosh—1 . senh
=cosz | im ————— | — senz [ lim
h—0 h h—0 h

=0-cosx—1-senx = —senzx.

Portanto, sc f(x) = cosx entdo f'(r) = —senz. O

As derivadas das fungoes f(x) = tanx, f(x) = secx, f(x) = cosecx e f(x) =

cotanx sao:

(i) (tanz) = sec’r,

(ii) (secx) = secxtanx,

(iii) (cosecx) = —cosecx cotanx,
(iv) (cotanz) = —cosec?x.

1.3.2 Derivada da funcao inversa

Agora, vamos falar da derivada da funcao inversa por meio do teorema e das pro-

posigoes a seguir.

Teorema 1.3. (Derivada da funcao inversa) Seja y = f(z) uma func¢dao derivdvel
num intervalo aberto I, com f'(x) sempre positiva ou sempre negativa nesse intervalo.

Entao sua inversa x = g(y) é derivdvel no intervalo J = f(I) e

,()_1_ 1
T =) ™ Tlaly)

Demonstragao. Sejam yg € J, y € J, xg = g(yo) € x = g(y). entao

9(y) — 9(yo) T—To [f(l") ‘f(x(’)}_l.

r — X

Y — Y _f(x)—f(%)_

Note que J é um intervalo aberto, de modo que podemos fazer y variar em toda uma
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vizinhanca de g, com o que x estara variando em toda uma vizinhanca de x , e fazendo
Yy — Yo, « tenderd a xy (uma vez que g é continua), chegamos assim, ao resultado que

desejamos. O

!

Exemplo 1.8. Vejamos que (\/x) Chegaremos a esta formula usando a deri-

1
VA
vada da funcao inversa.

Solugao: A funcao g(y) = /y definida para y > 0 € a inversa de f(z) = x*. Usando o

Teorema 1.3, temos

Proposicao 1.7. A fung¢do arco seno é derivavel em (—1,1) e sua derivada é

1
arcsen) (z) = ——.
Demonstragao. Seja f = sen : [—%,%} — [=1,1]. Temos que (senz)" = cosz > 0 no
intervalo (—g, g) Pelo Teorema 1.3, temos que f~' é derivdvel em (—1,1) e

Como y = senzx e sen2 T+ 0082 r = 1, segue que
)

cos> v =1 — sen’x = cosz = V1 —sen? x = /1 — 12,

Portanto,

Sendo f~1(z) = arcsen z, segue o resultado. O

Exemplo 1.9. Encontre a derivada da funcao f(x) = arcsen(x®*—1) parax € (—\/5, V2 )
Solugao: Usando a derivada do arco seno e a regra da cadeia. Sejam, g(x) =22 — 1 e
h(z) = arcsenx, temos que g ((—\/5, \/5)) = (—1,1) estd contido no dominio de h sao
derivdveis em seus dominios, logo f = ho,g € derivdvel em (—\/5, \/5) e vale que:

1 2z

f) = Wlg@)) - 9(@) = —m=mes () = =t
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Proposicao 1.8. A fung¢do arco cosseno é derivdvel em (—1,1) e sua derivada é

(arccos)'(z) = .
V1—a2
Demonstracao. Seja f = cos : [0,7] — [—1,1]. Temos que (cosz)’ = —senz < 0 em

(0, 7). Assim, pelo Teorema 1.3, f~! é derivdvel em (—1,1) e

(FY W) =5 = -

f(x) sen

Como y = cos x e sen? x + cos® x = 1, segue que

senr=1—cos’x = senx =V1—cos?2x=+/1—12

Portanto,

Sendo f~'(x) = arccos z, segue o resultado. O

As derivadas das demais funcoes trigonométricas inversas sao as seguintesﬂ

() (arctan)(r) = - +1x2

i) (arccotan)(z) — _:c21+ 1
(i) (aresec)(z) = 712—1
(iv)  (arccosec)(x) = —#.

!Mais detalhes podem ser encontrados na referéncia [4]
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Capitulo 2

Crescimento e extremos de uma

funcao

Neste capitulo vamos apresentar a relagao entre derivada, o crescimento e os extre-
mos de uma fungao. Para isso, vamos usar o Teorema do Valor Médio, Teorema de Rolle

¢ o Teste da derivada primeira ¢ da derivada segunda.
Definigao 2.1. (Extremos) Seja [ uma fun¢ao de dominio D. Diz-se que um ponto
a € D é mdximo local de f se existe § > 0 tal que
r€(a—d,a+d6)ND= f(z) < fla),
e a € ponto de minimo local se existe 6 > 0 tal que

r€(a—d,a+6)ND= f(z)> f(a)

Usamos o qualificativo ”absoluto” para designar o mdximo e o minimo de uma func¢do
em todo o seu dominio D, dai designamos maximo e minimo absolutos ao maior e ao
menor valor da funcao em seu dominio D, chamados valores extremos da fungao ou
extremos absolutos. No entanto sao também de grande importancia os valores extremos

da vizinhang¢a de um ponto, chamados de extremos locais.

Teorema 2.1. Se f ¢ uma funcdo derivavel num ponto ¢, onde ela assume valor mdximo

ou minimo, entdo f'(c) = 0.

Demonstracao. No caso em que f assume um valor em ¢, observamos que, para |h|
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suficientemente pequeno, f(c+ h) — f(c) <0, de sorte que

<0, se h>0

fleth) = flc)
h

fleth) — f(c) >0,se h<0
h >0, .

Como consequéncia, o limite dessa razao quando h — 0 s6 pode ser zero, donde f'(¢) = 0.
O raciocinio é andlogo no caso em que ¢ é ponto de minimo/T] O

Observacgao 2.1. Note que, a reciproca desse Teorema nao € verdadeira, pois por exemplo,
a funcao f(x) = x®, tem derivada nula em x = 0, sem que esse ponto seja de mdxrimo ou

de minimo.

Exemplo 2.1. A fungio f(z) = x? tem minimo local e absoluto em x = 0, pois f(x) =

22> f(0) =0 Vo € R,

Defini¢ao 2.2. (Ponto critico) Um ponto ¢ do dominio de uma fungdio f € chamado
ponto critico se ocorrer um dos sequintes casos:
(a) f nao € derivdvel em c.

(b) f € derivivel em c e f'(c) = 0.

Exemplo 2.2. Encontre os pontos criticos da funcao f :|—4,2] — R definida por
f(z) =2 + 22% — 4o — 2.

Solugao: A funcio € derivavel no intervalo aberto (—4,2) e sua derivada é f'(x) =

322 + 4x — 4. Os 1nicos pontos criticos de f sio os valores onde

2
f’(x)=O:>3x2—|—4x—4=0:>:1:=—20u:1:=§.

2.1 Teorema do Valor Médio

Teorema 2.2. (Teorema de Rolle) Se f é uma fungio continua num intervalo [a,b],
derivdvel em (a,b), com f(a) = f(b), entdo sua derivada se anula em (a,b), isto €,

f'(¢) =0 para algum c € (a,b).

'A demonstragio completa do Teorema 2.1 pode ser encontrada na referéncia[l]
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Demonstracao. Pode ser que f seja constante e neste caso, f’ se anula em todos os
pontos de (a,b). Se f nao for constante, terd que assumir valores maiores ou menores
do que f(a) = f(b). Entao, se f assumir valores maiores do que f(a), ela ird assumir
seu maximo num ponto ¢; e se assumir valores menores do que f(a), ela irar assumir seu

minimo num ponto c¢. Em todo caso, f'(c¢) = 0. O

Exemplo 2.3. Seja a funcio f(z) = 2° —x + 1. Temos que f(—1) = f(1) =1, f ¢
continua em [1,1] e derivdvel em (1,1), Pelo Teorema de Rolle, hd pelo menos um valor
de x € (—1,1) tal que f'(x) = 0. Sendo assim, determine o valor de x.
Solugao: De fato, como f(z) = 23 —x + 1 entdo f'(x) = 3z* — 1, logo

1 V3

f’(:c)=O:>3x2—1=O:>sc2=%:x=:l:—=:|:—,

NE

3 3
e tanto =5 quanto 5 estao contidos em (—1,1).

Exemplo 2.4. Mostre que a fungio f(x) = x® + ax +b, com a > 0, possui uma tnica
raiz real.
Solugao: Como f(x) € uma fungao polinomial de grau impar, tem-se que

Jim_f() = oo ¢ i i) = o

Logo, como [ € continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio (ver [1], pg.171) existe
xgo tal que f(zo) = 0. Usando o Teorema de Rolle vamos mostrar que f(x) possui raiz
unica. Vamos fazer a prova por contradi¢ao. Supondo que houvesse outra raiz xi, entdo
teriamos f(xg) = f(z1). Logo, existe um ¢ € (xqg,x1) (caso xg < x1) ou ¢ € (x1,x0) (caso
11 < x0) tal que f'(c) = 0. Mas observe que a derivada de f é f'(z) = 3z + a. Daf,

—a

f/($)202>3x2+a:0:>f1):j: T

Como, por hipétese, a > 0, entdao f' nao tem raiz real, contradizendo f'(c) = 0. Portanto,

nao ha outra raiz x.
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Teorema 2.3. (Teorema do Valor Médio) Se f é uma funcao continua num intervalo

la,b] e derivdavel em (a,b), entao eziste ¢ € (a,b) tal que
f(b) = fla) = f(c)(b— a). (2.1)

Demonstracgao. Consideremos a fungao

Observe que F' se anula em z = a e x = b. Sendo F' continua em [a,b] e derivdvel em
(a,b), aplicando a esta fungdo F' o Teorema de Rolle, obtemos que existe ¢ € (a,b) tal

que F'(c) =0, isto é,

Plc. f(0))

|
|
s |

'. |
Ala. fla)) t
|
|
|
|

B(b. fib))

0 a C b x

Figura 2.1: Fonte: Teorema do Valor Médio - IM - UFAL.

O Teorema do Valor Médio significa que, geometricamente existe um nimero c
entre a e b, tal que a reta tangente a curva y = f(z) no ponto (¢, f(c)) é paralela a reta

que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Note que a férmula

f(b) = fla) = f(c)(b—a)

¢ valida quando a e b sao substituidos por dois nimeros quaisquer x; e xo do intervalo
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[a, b], ndo importando qual desses dois nimeros é o menor, isto é,

fxy) = f(z2) = fi(e) (w1 — 22), (2.2)

onde ¢ é um numero conveniente entre r; e xs.

Exemplo 2.5. Seja f : R — R uma fungdo derivdvel tal que f(0) = —2 e f'(z) < 5.
Qual o valor mdzximo possivel para f(2)?

Solugao: Pelo Teorema do Valor Médio, hda um nimero ¢ € (0,2) tal que

Como f'(c) <5, temos que

M§5§f(2)+2§10$f(2)§8,

assim, temos que o maior valor possivel para f(2) € 8.

2.2 O crescimento da funcao e a derivada

Nesta secao iremos apresentar uma relacao entre as propriedades de crescimento de
uma funcao e sua derivada. Essa relacao nos mostra que a funcao é crescente nos intervalos

onde a derivada é positiva e decrescente nos intervalos onde a derivada é negativa.

Proposigao 2.1. Seja f : [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b) entdo:

(i) f € ndo decrescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) > 0 para quaisquer x € (a,b).
Além disso, se f'(z) > 0 para todo x € (a,b) entdo f é crescente no intervalo [a,b).

(ii) f € nao crescente em |a,b] se, e somente se, f'(x) < 0 para todo x € (a,b). Além

disso, se f'(x) < 0 para quaisquer x € (a,b) entdo f € decrescente no intervalo [a,b.

Demonstracao do item (i). Vamos supor que f seja ndo decrescente em [a, b] ¢ deter-
minemos o sinal de f’(x). Se h > 0, temos que x + h > x e, usando o fato de que f é nao

decrescente:

f(x+h)Zf(a:):>f(:c+h)—f(x)20:>f(erh})L_f(x) >0,
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Se h < 0, temos que z + h < x e, mais uma vez usando o fato de que f é nao decrescente:

flz+h) = fx)
h

Fa+h) < fx)= flz+h) — f(z) <0 =

> 0.

Note que em ambos os casos, > 0. Portanto,

flz+h) - fx)
h

fa+h) —f@)
)= 5

! — l
fi(w) = lim
Suponhamos agora que f'(z) > 0 para quaisquer z € (a,b). Sejam xg, x; € [a,b] com

zro < x1. Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [zg,z1], temos que existe

¢ € (zg, 1) tal que

1 — 2o

fi(e) =

Como z1—x¢ > 0e f'(c) > 0, entdo f(x1)— f(zo) > 0, ou seja, f(z1) > f(xo) e, portanto,
f é ndo decrescente. No entanto, se vale que f'(x) > 0 para todo x € (a,b), fica garantido
que f'(c) > 0 e vale que f(x1) — f(xo) > 0 entdo f(x1) > f(xo), 0 que mostra que f é

crescente. A demonstragao do item (ii) ocorre de maneira analoga. O

Exemplo 2.6. Seja f(x) = 22 — 2x — 3. Determine os intervalos de crescimento e
decrescimento da funcao.

Solugao: Como f'(x) = 2x — 2, logo

flz)>0e20-2>02>1

fx)<0e <.

E a derivada tem valor zero em x = 1. O wvalor da fung¢do no ponto x =1 €
f(l)y=1"-2.2-3= -4

Assim, o trinomio decresce (derivada negativa) no intervalo (—oo, 1), atingindo o ponto
V = (1,—4) e comega a crescer (derivada positiva), isto €, cresce no intervalo (1,400)

Observe que o vértice € o ponto de minimo da fungao.
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2.3 Teste da derivada primeira e da derivada segunda

Vimos que se f’(¢) = 0 entdo ¢ é ponto critico de f e f(c) pode ser minimo local,
maximo local ou nenhum dos dois. Como o crescimento e decrescimento do grafico de
uma funcao estd relacionado com o sinal da derivada, podemos usar esta relacao para,

dado um ponto com c tal que f'(c¢) = 0, dizer em quais dos trés casos ele se enquadra.

Proposigao 2.2. (Teste da derivada primeira) Seja a fungio f : [a,b] — R continua
e derivavel em (a,b) e seja ¢ um ponto critico de f. As sequintes afirmagoes ocorrem:
(1) Se f’ passa de positiva para negativa em c, entdo f tem mdximo local em c.

(13) Se f' passa de negativa para positiva em c, entao f tem minimo local em c.
(

i1i) Se f' nao muda de sinal em c, entao f ndo tem mdximo nem minimo local em c.

Demonstracao do item (i). Se f’ passa de positiva para negativa em ¢, entao existem
zo, 1 € (a,b), zo < ¢ < x1, tais que f'(z) > 0se x € (xp,¢) e f'(xr) <0sex € (¢, x1).
Da Proposicao 2.1. temos que f é crescente em [z, ¢| e decrescente em [c, 2], dai temos
que f(c) é valor mdximo de f no intervalo [z, x1] que contém c.

Demonstracao do item (ii). Se f’ passa de negativa para positiva em ¢, entao de
modo andlogo ao que foi feito no item (i) existe um intervalo [z, 1] contendo ¢ tal que
f € decrescente em [z, c| e crescente em [c, z1]. logo, f(c) é valor minimo no intervalo
[zo, 1]

Demonstracao do item (iii). Seja I C [a,b] um intervalo contendo ¢. Como f’ nao
muda de sinal em ¢ entdo existe um intervalo [zg,z1] contendo ¢ tal que f é crescente
(respectivamente, decrescente) em [xg, | e permanece crescente (respectivamente, decres-
cente) em [, x1]. Aproximando zg e z; de ¢ o quanto for necessério, podemos supor que
[z, 1] C I. Dai, f(c) ndo pode assumir valor nem de méximo nem de minimo em 7. [

x
241

Exemplo 2.7. Encontre os minimos e mdzximos locais da fun¢ao f(z) =

Solucgao: Pela regra do quociente a deriwada da funcdao é

b (@ +1)—x(2x) 1—2a?
) = (22+1)2 (224 1)

Logo,

fllx)=0=1-2*=0=z2=—-lex=1.

Assim, concluimos que:
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i) x = —1 € minimo local, pois em x = —1 podemos verificar que a deriwada ' passa de
(1) ;P p q P
negativa para positiva. De fato, f'(x) <0, sex < =1 e f'(x) >0 se x > —1

(1i) © = 1 € mdzimo local, pois em x = 1 podemos mostrar que a derivada [’ passa de

positiva para negativa. De fato, f'(z) >0, sex <1 e f'(z) <0, se x > 1.

Proposicao 2.3. (Teste da derivada segunda) Seja f uma funcdo derivdvel num
intervalo aberto I, e seja ¢ € I tal que f'(c¢) = 0. Se f"(c) existe temos as sequintes
afirmacgoes.

(1) Se f"(c) <0, entdo f possui um mdzximo local em c.

(13) Se f"(c) > 0, entdo f possui um minimo local em c.
Observagao 2.2. Se f”(c) =0 o teste da derivada sequnda € inconclusivo.

Demonstracao do item (i). Supondo que f'(¢) =0 ¢ f”(c) < 0. Temos

/ gt 1
Tr—cC Tr — C r—c L — C
.. ) f'(x) )
Dai, existe um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que —— < 0 para quaisquer z € (a,b).
Portanto,
/
a<x<c¢x—c<0e£<0:f’(x)>0 (2.3)
!/
c<x<b$x—c>0€%<0¢f’(z)<0. (2.4)

Portanto, f passa de crescente para decrescente em c. Assim, pelo teste da derivada
primeira, f tem méaximo local em z = ¢. A demonstrac¢ao do item (ii) ocorre de maneira

analoga. O

Exemplo 2.8. Encontre os valores de mdximo e minimo local da fun¢do f(x) = 23 — 2%

Solugao: Derivando a fungio obtemos f'(x) = 3x® — 2x. Assim,

2
flr)=0=32"-20=0=2=0 ou z =,

2
ou seja, os pontos criticos de f sao x =0 e x = 3 Derivando mais uma vez obtemos
f"(x) = 6x — 2. Pelo teste da derivada sequnda temos

(i) f'0)=-2<0=2=0 é mdximo local.
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e
(2 2 2
(5) f"{=)=6|=)—2=2>0=2x== ¢é minimo local.
3 3 3
Exemplo 2.9. Determinar os mdzimos e minimos locais para f(x) = z*, g(x) = z* e

h(z) = —2*.

Solugao: As trés funcgoes sao derivaveis em todo o dominio e
flz)=0=32"=0=2=0,

Jdx)=0=42>=0= =0,

R(z)=0= —42*=0=2=0.

Note que, nos trés casos, x = 0 € o unico ponto critico. Além disso, € facil observar que
f7(0) = ¢"(0) = h"(0) = 0. No entanto, x = 0 nao é minimo nem mdzximo local de f, é
ponto de minimo local de g e ponto de maximo local de h. Note que, nao podemos aplicar
o teste da derivada segunda quando f"(c) = 0, pois o teste é inconclusivo. Portanto,
nos trés casos devemos aplicar o teste da derivada primeira, pois este pode ser usado em

qualquer caso.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos de algumas aplicacoes da derivada, dentre elas, pro-
blemas de otimizacao, regra de L'Hopital e aproximagao por polinomios. As definicoes,
os teoremas, e os exemplos apresentados nesse capitulo sdo oriundos das referéncias [2],

[5] e [11].

3.1 Problemas de otimizacao

Uma das aplicagoes da derivada mais usadas no Célculo sao os problemas de oti-
mizagao. Sao problemas modelados por uma fungao buscando obter os valores de maximo
ou minimo da funcao. Nesta secao daremos alguns exemplos de problemas de otimizagao,
em véarias areas do conhecimento, para mostrar como o Célculo pode ser aplicado nos

mais diversos campos do conhecimento humano.

Exemplo 3.1. Encontre dois niumeros nao negativos cuja soma € 30 e tal que o produto
de um dos numeros pelo quadrado do outro é mdximo.

Solugao: Sejam x e y os nimeros. Entao x +y = 30 e queremos maximizar P = xy?,
onde devemos ter 0 < x,y < 30, pois x e y sao nao negativos. Fazendo, y = 30 — x,
obtemos

P(x) = 2(30 — 2)* = 2° — 602* + 900z.

A derivada de P(x) é
P'(z) = 32 — 1202 + 900.
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Dat,
P'(z) =0 = 32> — 1202 + 900 = 0 = 2 = 10 ou z = 30,

ou seja, os pontos criticos de P sao x = 10 e x = 30. Como x = 30 deve ser desprezada,

resta x = 10, (pois x < 30). Pelo teste da derivada sequnda,
P"(z) = 62 — 120 = P"(10) = 6-10 — 120 = —60 < 0,

logo P = xy? é mdximo para x = 10.

Exemplo 3.2. Uma fazenda produz laranjas e ocupa uma certa drea com 50 laranjeiras.
Cada laranjeira produz 600 laranjas por ano. Verificou-se que para cada nova laranjeira
plantada nesta drea, a produc¢do por drvore diminui de 10 laranjas. Quantas laranjas
devem ser plantadas no pomar de forma a mazimizar a produgao?

Solugao: Para x novas drvores plantadas, o nimero total de arvores passa a ser 50 + x,
mas a producao individual passa ser de 600 — 10x laranjas por drvore, totalizando uma
producgao de

P(z) = (50 + 2)(600 — 10z) = 30000 + 100z — 10z*

laranjas por ano na fazenda.
Devemos ter x > 0 (ndo se pode plantar um nimero negativo de drvores) e, como a

producao nao pode ser negativa, devemos ter
600 — 10z > 0 = x < 60.
Derivando P(z), obtemos
P'(z) =100 — 20z ¢ P"(x) = —20.
Logo, hd um ponto critico em
100 — 20z =0 = 2 = 5.

FEste ponto serd de mdaximo, pois P"(x) < 0 para todo x € R.

Portanto, deve-se plantar 5 novas drvores para mazximizar a producao.



35

Exemplo 3.3. Um reservatorio de dgua tem o formato de um cilindro sem tampa superior

2 Encontre os valores da altura h e raio da base r

e tem uma superficie total de 36mm
que maximizam a capacidade do reservatorio.

Solucao: O wvolume do cilindro é dado pelo produto da drea da base pela altura. Logo,
V = wr?h. A superficie lateral do cilindro é S = 2nrh e a drea da base é 7r?, logo
calculando a superficie total, temos

36 — 1?2

2mrh + mr? = 36m = h = ,
2r

0 que resulta em

36 —12  7r(36 —1r?)
V =V (r) = mr?h = mr? = .
(r) =mr nr— 5

Derivando V (r), obtemos

3
V(r) = 7”(12 —12) e V'(r) = =377,

Os pontos criticos de V' sao obtidos fazendo

V() =0 (12— =05 r =23 ou r = ~2V3

Como somente os valores positivos de r fazem sentido para o problema, o inico candidato
a solucio é v = 2v/3. Como V"(r) < 0 para r > 0, pelo teste da derivada sequnda o

volume mdximo € atingido para r = 2+/3.

3.2 Regra de L’Hopital

R , . . o .0
A Regra de L’Hopital é o método usado para solucionar indeterminagoes do tipo 0 e
00
—. As demais formas de indeterminacoes podem ser transformadas em indeterminagoes
00
0 oo
do tipo 0 e — através de transformacoes algébricas simples. Para provar a Regra de
00

L’Hopital usaremos o resultado a seguir que estende o Teorema do Valor Médio.

Teorema 3.1. (Teorema do Valor Médio de Cauchy) Sejam f e g fungies continuas

num intervalo [a,b] e derivdveis em (a,b). Se ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b) entao existe
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c € (a,b) tal que

1) = fla) S0 )

g(b) —gla)  g'(c)

Demonstragao. Inicialmente, note que se g(b) = g(a), entao, pelo Teorema de Rolle,

deve existir ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0, o que contraria as hipdteses do teorema. Logo,

g(b) # g(a). Seja agora h uma func@o definida no intervalo [a, b] por

Como f e g sdo continuas em [a,b], entdo h também é continua em [a, b] e derivavel em

(a,b) e

Mas

Logo, h(a) = h(b). Aplicando o Teorema de Rolle & fungado h chegamos a conclusido de

que existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Logo,

e assim concluimos a demonstragao. O

Teorema 3.2. (Regra de L’Hépital) Sejam f e g fun¢oes derivdaveis num intervalo

aberto I, exceto possivelmente num ponto a € I. Se lim f(z) =0, lim g(x) =0, ¢'(z) # 0
r—ra Tr—ra

- f(x)
para x € I\ {a} e 3131&11 70

existe ou € 00, entao

(3.2)
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O mesmo € vdlido para limites laterais e limites no infinito, ou seja, quando a € substituido
por at, a=, oo e —oo. No caso de limites no infinito o intervalo I ocorre da sequinte

maneira, (b,00) para x — o0 e (—00,b) para r — —o0.

Demonstragao. Vamos fazer inicialmente, a demonstragao dos limites laterais a direita

/
x — a’. Suponha que xll)r£1+ f(x) =0, JL% g(xr) = 0 e que xli)rg ﬁ/éi)) exista. Entao,
vamos provar que
!
lim M = lim M
z—a™t g(l’) z—at g’(ZE)
Considere fungoes F' e GG definidas em [ por
x) sexr #a xr) se r#a
poy 7@ R0 2 | 90 e
0 sex=a 0 sex=a

Seja z € I, com z > a. Como f e g sdo derivdveis em I \ {a}, entdo F e G sao derivéveis
no intervalo (a, z| e, portanto, sao continuas em (a,z]. Mas F' e G também sao continuas
em a, pois

lim F(z)= lim f(z) =0= F(a) e lim G(z) = lim g(z) =0 = G(a).

z—a™t z—va™t z—a™t z—ra™t

Dai, temos que F' e GG sdo continuas em [a, z|, sdo derivdveis em (a,z) assim, vale que
G'(x) # 0 em (a,x) (pois, por hipdtese, o mesmo vale para g). Logo, satisfazem as

condigoes do Teorema do Valor Médio de Cauchy e existe ¢, € (a,z) tal que

S(x) _ Je)

g(z)  g'(ca)

Agora, aplicando o limite quando = — a™ nessa equagao, como ¢, € (a,z), temos que

¢z — a’, o que resulta em

fim 28 gy L) g S o S@)

r—a™t g(ZL‘) n z—at g/(Cx) ce—at g’(Cx) r—at g’((L’)

Y



assim, concluimos a demonstracao para o limite lateral & direita z — a™. A prova para o
limite lateral a esquerda ocorre de maneira andloga e assim podemos considerar provado
o caso dos limites v — a™, x = a~ e x — a.

Vamos provar agora a Regra de [.’Hopital para limites no infinito, ou seja, r —
+o0.
Sejam as funcoes F, G : (0, %) — R definidas por

Entao,

lim F(t) = lim f(z) =0 e lim G(t) = lim g(z) = 0.

t—0t T—00 t—0+ T—s00

1
Usando a Regra da Cadeia temos que, F' e G sao derivaveis em (O, —> com

b
P -2 (1) e (2).

Aplicando a parte que ja foi provada da Regra de L’Hopital, temos

lim m = lim M

=0+ G(t) =0+ G'(t)

Logo,
10
n ’
tim L) — iy 2L g 2Oy £
z—o0 g(z) 10t 1 t—o+ G(t) =0t G'(1)
I\
La(l (!
_ 12 t . t . fl(x)
= lim ———% = lim —% = lim ——=,
t—0t 1 t—0+ g (l) T—00 g’(x)
1 t
t2 A
(5)
assim, concluimos a demonstragao do teorema. O

senpx
,em quep, g € R\ {0}
g € e P \ {0}

Exemplo 3.4. Calcule lim

~ . . o 0 .
Solugao: Como lim senpxr = 0 e lim senqx = 0, o limite € do tipo —=. Aplicando a Regra
x—0 z—0 0

38
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de L’Hopital temos:

senpr . (senpx) .. pcospr p
= lim ——= = lim ==
=0 senqr =0 (senqx) =0 qcosqr g

Exemplo 3.5. Usando a Regra de L’Hopital, calcule lir% iy
xT—r €T

~ . . . o, . . 0
Solugao: Como hrrcl) senx =0 e hr%x =0, entao o limite é da forma indeterminada g
r— Tr—r

Pela Regra de L’Hopital temos:

. senx . (senx) . cosx
lim — = lim ——~ = lim =cos(0 = 1.
z—=0 z—0 (x)’ z—0 1

>+ —2

Exemplo 3.6. Calcule gl;lgi P E—

~ . : L 0
Solugao: Como hni(x2 +x—-2)=0c¢e 11rq(2x2 +x—3) =0, logo o limite € do tipo 0
z— T—

Aplicando a Regra de L’Hopital temos:

i ?+r—2 . (®+x-2) . 2z+1 3

mnm — = 1 — = |1l — = —.

21222+ —3 a1 (202 +2—3) «s14zx+1 5
. ~ ©.0)
3.2.1 Indeterminacoes da forma —
©.@)

Quando lim f(x) = +o00 e lim g(z) = +o0o, dizemos que lim (z) é uma indeter-
T—a T—a r—a g(x)

. ~ . o0
minagao do tipo —.
00

Teorema 3.3. Sejam f e g funcgoes derivdveis num intervalo aberto I, exceto possivel-
mente num ponto a € I. Se lim |f(z)| = oo, lim |g(x)| = o0, ¢'(x) # 0 para z € I\{a} ¢
r—a Tr—ra
/
lim [z)

existe entao
z—a g’(m)

lim M = l'mM

T—a g(:p) z—a g’(m).
O mesmo acontece no caso dos limites laterais, no caso dos limites no infinito e
_f'(x)
no caso em que lim

z—a g’ (m)
Demonstragao: Ver referéncia [2].

= +00.

202 +3x —1
E lo 3.7. Calcule llm — 8™ .
xemplo acuexl_{gogxz_2x+2

~ . , . . - . o0 . ~ .
Solucgao: FEste limite € uma indeterminacao do tipo —. Aplicando a Regra de L’Hopital
00
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temos:

lim 202 4+3x —1 o 4r+3 im4 2
—_—_— 1 — e
zs00 322 =20 +2 o0 br—2 2206 3

3.2.2 Outras formas indeterminadas

A Regra de L’Hopital pode ser utilizada para resolver outras indeterminagoes
transformando-as em indeterminagoes do tipo 0 e —.
00
Sejam lim f(z) = 0 e lim g(z) = oo, logo, lim f(z) - g(z) é uma indeterminagao
r—ra T—ra r—a

do tipo 0 - co. Fazendo

lim f(z) - g(z) = lim

r—a T—a ]. Tr—a 1 ’

reduzimos aos casos 0 e —, e utilizamos o que for mais conveniente.
00

1
Exemplo 3.8. Calcule o limite lim xtan—.
L—00 xT

~ o . . 1 .
Solugao: Usando a continuidade da fungao tangente temos que, lim tan— = tan lim — =
T—00 xT T—00 T

1
tan0 = 0. Logo, lim xtan— ¢é uma indeterminacao do tipo 0 - o0o. Uma solugao é a se-

T—00 T
gquinte:

1 1 5 1
tan— —— sec” —
lim ztan— = lim L — lim —& x

T—00 €T T—00 1 T—00 1

x 2

. 1
= lim sec?

—=sec’0=1.
T—00 x

0
Note que transformamos o limite dado na forma indeterminada 0 e aplicamos a Regra de
L’Hopital.
Sejam lim f(x) = oo e lim g(z) = oo logo, lim(f(z)—g(x)) é uma indeterminagao
T—a T—a T—a

do tipo 0o — co. Fazendo

BRI
lim (f(x) — g(x)) = lim 9(z) : f(x)
flx)g(x)

reduzimos ao caso 6



41

1 1
Exemplo 3.9. Calcule o limite lim < — —) .

=0t \ senx X
Solucao: Note que lim =00 e lim — = oo logo, temos uma indeterminacdao do
z—0t senx =0t T

tipo oo — 00. Mas

=0t \ senx T =0+ xsenzt

. 1 1 . T —senx
lim ( ——) = lim ——

0
que € uma indeterminacao do tipo ik Aplicando a Regra de L’Hopital temos

. T —senx . 1—cosx
lim ——— = lim
=0+ T senx z—0tT senx + rcosx
. senx
= lim
z—0T COST + cosx — rsenx
i senx 0
= lim =—==0.

z—0+ 2c08x — x senx 2

Note que aplicamos a Regra de L’Hopital duas vezes.

3.3 Aproximacgoes por polindmios

A Série de Taylor de uma fungao fornece uma aproximacao dessa fungao por meio
de polinomios. Na férmula de Taylor trataremos da n — ésima derivada de f, denotada

por f™. (Ver Observacdo 11, Pagina 13)

3.3.1 Polinémios de Taylor

Seja f : I — R definida no intervalo aberto I e n vezes derivavel em a € I. O

polinémio de Taylor de ordem n de f no ponto a é o polindomio
p(z) =co+c(r—a)+er—a)+ces(z—a) +.. +cu(z—a) (3.3)

de modo que as derivadas de ordem k < n de p(x) em x = a coincidem com as derivadas
de mesma ordem de f(x) em & = a. Os coeficientes do polinomio de Taylor podem ser

determinados facilmente em funcao das derivadas de f assim,

pla) =co+ei(r —a) + e —a)* + ez — a)’ + ..+ eu(w — a)",



fazendo a substituicao de x por a, temos

f(a) = pla) = c.

Derivando p, vamos obter:
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P () = c1 +2c2(x — a) + 3ez(z — a)* + deg(z — a)* + ...+ nea(z —a)" ™,

0 que mostra que

F(@) = pa) = e

Se n > 1, podemos derivar novamente o polindmio para obter

p'(x)=2c+3-2(r—a)+4-3(x—a)*++.. +nn—1)e, (v —a)"?

0 que mostra que

f(@)

1'(0) =p(a) =26 = e =

Agora, derivando mais uma vez e substituindo x = a, temos

f///(a)
3!

f"(a) =p"(a) = 3les = c3 =

Derivando sucessivamente, obtemos o valor dos coeficientes:

o)

X para k < n.

cr =
Exemplo 3.10. Encontre os polinémios de Taylor da fun¢ao f(x) =
Solugao: Note que, as derivadas de f sao:

() fla)= (-2 =—1(1—2)2(-1) = (1—2)2,

(i) (@)= (1—2)"2) = —2(1—2)3(=1) =2(1 —2) %,

(iii)  f"(x)=(2(1—2)3) = -2-3(1—2)4(-1)=2-3(1—2)%

Perceba que agora fica facil ver que a k — ésima derivada de f(x) = ]

ba) = —
f() (1_x)k+1'

1—

— X

em z = 0.

para x # 1 €
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Dai, o k — ésimo coeficiente do polinomio de Taylor em x =0 é

k!
B f(’“)(O) B (1 — 0)k+L .
T TE

Logo, o polinomio de Taylor de ordem k em x =0 é o polinomio
p(x) =14z +22+ 2%+ ...+~
Note que o polinémio p(x) € a soma dos k+ 1 primeiros termos da (PG) de termo inicial

1 e razao x. Se 0 < x <1, entdo a soma dos termos dessa (PG) infinita é

1

l4+ax+22+2°+ ... = .
1—=z

3.3.2 Série de Taylor

Definicao 3.1. Seja f : I — R uma funcdao infinitas vezes derivdvel em I e seja a € 1.

A série infinita

£a) = fla) + Fa)a —a) + (e — a2 4.

(g
=52, LDy

¢ denominada série de Taylor da funcdo f no ponto a.

Observagao 3.1. Quando x = 0 a série de Taylor é também chamada série de Maclaurin.

Exemplo 3.11. Obtenha a série de Maclaurin da funcio f(z) = senx.
Solucgao: Derivando senx e avaliando em x = 0, obtemos:

(i) flx) =senz = f(0) = 0;
(i71)  f'(z) =cosz = f'(0) =1;
(1i1)  f"(x) = —senxz = f"(0) = 0;

( 0) = —1;
(v) fHB(x) =senx = fH(0) = 0.

(
(

)  f"(x) =—cosz = "

Se continuarmos derivando sucessivamente, percebemos que os valores da derivada se

repetem em ciclos de periodo 4 de modo que ™ (0) = 0 para n par e f™(0) alterna os
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valores 1 e —1 para n impar. Logo, a série de Maclaurin da fun¢io f(x) = senx €

" 1 (4)
f(z) = f(0)+ f(0)x + f2<'0):1:2 + / 3('0)3&” + f4, 2t 4+
2 2
I R T
x2n+1

Assim, concluimos o exemplo.

3.4 Problemas em outras areas

Nesta secao apresentamos dois problemas envolvendo derivada em outras areas,

mais precisamente, na Fisica e na Economia.

Definicao 3.2. (Velocidade instantanea) Velocidade obtida a partir da velocidade
média reduzindo o intervalo de tempo At tornando-o prozimo de zero. A medida que At
vai diminuindo a velocidade média vai se aproxrimando de um determinado limite, isto €,
a velocidade instantanea.

Az  dx

v = lim —

0 At dt

Exemplo 3.12. Suponha que uma bola € solta a partir de um ponto de observacao a 100m
do solo. Determine a velocidade da bola apos um sequndo da largada.

Solugao: De acordo com Galileu a distancia percorrida por qualquer objeto em queda
livre € proporcional ao quadrado do tempo t em que permaneceu em queda: s(t) = 4,92,
onde t € medido em sequndos, s em metros e 4,9 € a constante de proporcionalidade,
wgual a metade da aceleracao da gravidade. Temos dificuldade de encontrar a velocidade
no instante t = 1s. Porém podemos contornar esse problema considerando a velocidade

média por breve intervalo de tempo a partir do instante t = 1:

distancia percorrida  s(t) —s(1)  4,91* —4,9(1)?

Velocidade média = - = =
tempo decorrido t—1 t—1

Y

passando o limite, com t — 1 temos, a velocidade instantanea, isto €,

4,9t% — 4,9(1)? 4 Dt -1
o)ty IO 4,00 1) 1)

t—1 t—1 t—1 t—1 :11_{?479(15‘1‘1):978771/8
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Assim, concluimos o exemplo.

Definigao 3.3. (Custo marginal) E a taza de variacdo do custo total C, por unidade

de variacao da quantidade produzida q, isto €,
CM(q) = C'(q).

Defini¢ao 3.4. (Rendimento marginal) E a taza de variagio do rendimento total R,

por unidade de variacao da demanda q, isto €,
RM(q) = R'(q)-

Exemplo 3.13. (Custo e rendimento marginais.)

Vamos supor que o custo seja
c(z) = 2* — 32 + 15z

dolares para produzir x aquecedores quando sao produzidos de 8 a 30 e que
r(r) = 2* — 32% + 122

represente o rendimento da venda de x aquecedores. Sua loja produz 10 aquecedores por
dia. Qual serd o custo adicional aprorimado para produzir um aquecedor a mais por dia
e qual o aumento estimado no rendimento na venda de 11 aquecedores por dia?

Solugao: O custo para produzir um aquecedor a mais, quando sao produzidos 10 por dia,

¢ de aprozimadamente ¢ (10):

d
= %(x?’ — 322 + 152) = 322 — 62 + 15,

()
¢(10) = 3(100) — 12(10) + 15 = 195.

O custo adicional serd de aprorimadamente 195 dolares. O rendimento marginal é

d — 327 +122) = 32 — 61 + 12.

(@) = 2o
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A funcao rendimento marginal estima um aumento no rendimento como resultado da
venda de uma unidade adicional. Se vocé vende atualmente 10 aquecedores por dia, pode

esperar que seu rendimento aumente em torno de
r'(10) = 3(100) — 6(10) + 12 = 252 délares

se a venda aumentar para 11 aquecedores por dia.
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Consideracoes Finais

A realizagdo deste trabalho contribuiu ricamente no aprofundamento e amadu-
recimento de alguns contetidos estudados durante a graduagao, especialmente a derivada
de uma funcao, regras de derivacao e as aplicacoes da derivada, como também limites
e continuidade. Possibilitando uma visao mais ampla e, consequentemente, um melhor
entendimento a respeito desses contetidos. O que despertou o interesse em aprofundar
nossos estudos a respeito do Céalculo Diferencial, em especial a derivada foi o fato de que
a derivada nos possibilita resolver diversos problemas, tanto aqueles mais simples como
também aqueles que apresentam um grau de complexidade mais elevado, Nao apenas na
matematica como também em outras dreas do conhecimento. Assim, observamos que
o Calculo Diferencial é de grande importancia para o ensino da Matematica pois, per-
mite diversas aplicagoes nos mais variados ramos da ciéncia, possibilitando a resolucao
de uma grande variedade de problemas e consequentemente, facilitando a compreensao e

interpretacao desses problemas.
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