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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o conjunto dos numeros complexos e trataremos
ainda das operacgdes nele definidas. O conjunto £ junto com essas operagdes se

mostra um ambiente adequado em que questbes que ndo sao possiveis em outros
conjuntos, sdo completamente consideradas nele. Isso certamente € verdadeiro
quando do estudo de numeros complexos em somatérios binbmias e Correntes

alternadas.

PALAVRAS CHAVES: Numeros Complexos, Aplicagées, Correntes alternadas.



ABSTRACT

We present the set of complex numbers and still treat the operations defined therein.
The set with these operations shows a suitable environment in which issues that are
not possible in other sets are fully considered it. This is certainly true when the study

of complex numbers in summations binémias and alternating currents .

KEYWORDS : Complex Numbers , Applications , Alternating currents
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INTRODUCAO

Quando estudamos o conjunto ¥, dos numeros naturais, percebemos a
necessidade de novos numeros ao tentarmos efetuar subtracbes tais como 3 — 4.
Foi criado entdo o conjunto &, dos numeros inteiros. Esse novo conjunto também se

mostrou insuficiente para efetuar divisbes como i A partir dessa necessidade foi

construido o conjunto 4% dos numeros racionais, €, a seguir, para superar outro
obstaculo, construiu-se o conjunto 1k dos numeros reais.

Estamos mas uma vez em um ponto critico. O conjunto dos reais ndo é
suficiente para efetuarmos a radiciacdo de qualquer numero, pois em I ndo existem

raizes quadradas, quartas, sextas, etc. de numeros negativos. Para que esses
resultados sejam possiveis, devemos ampliar mais uma vez o conceito de numero.

Dai surge o conjunto dos numeros complexos cujos elementos devem ser tais
que possam ser somados e multiplicados, e também possibilitem a extragéo de raiz
quadrada de um numero negativo. Certamente que 0s numeros reais precisam ser
elementos desse conjunto €, e as operagdes de adicao e multiplicagdo feitas sobre

0S numeros reais no conjunto € devem ser as mesmas apenas se estivermos com
nameros reais. Note que se isso ndo fosse observado o conjunto 1 ndo seria
subconjunto de .

Os numeros complexos s6 foram totalmente aceitos a partir do século XIX e
inauguraram um extenso campo de estudos na matematica. Um exemplo disso sdo
suas aplicagdes no estudo das equacgdes algébricas.

Este trabalho pretende mostrar uma analise sobre os numeros complexos:
Historia, definicdo, propriedades e aplicagbes por meio de resolu¢des de problemas.
Busca-se através da historia relacionar os numeros complexos com a evolugado do
pensamento matematico.

Procuramos ressaltar neste trabalho a importancia do estudo dos numeros
complexos, tendo em mente que ele faz parte dos conjuntos numéricos, que sao o
alicerce para compreensado matematica.

No capitulo 1, damos énfase a histéria dos numeros complexos, onde citamos
Cardano, Tartaglia,Rafael Bombeli, Euler,Gauss, Wessel, Argand e Hamilton que
foram alguns importantes matematicos que desenvolveram a teoria dos numeros
complexos. No capitulo 2, mostramos os principais conceitos dos numeros
complexos; tais como forma algébrica, representagdo geométrica, conjugado,
operacgdes e forma trigonométrica. O capitulo 3 é destinado a aplicagdo de numeros
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complexos, por meio de dois exercicios, no qual um deles se aplica a Complexos em
somatorios binomiais e outro a fisica por meio de correntes alternadas.

CAPITULO 1

1.1 HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

O surgimento dos numeros Complexos nos mostra como um conceito
matematico pode demorar a ser bem compreendido e aceito. Tais numeros surgiram
naturalmente, desde a ocorréncia das equagdes do segundo grau a 1700 a.c.
porém, nao foram as equagbes de segundo grau que levaram a aceitagdo dos
numeros complexos e sim, as de terceiro grau. As equagdes de segundo grau eram
vistas como a produgdo matematica de um problema concreto ou geométrico
quando em sua resolugao surgia uma raiz quadrada de um numero negativo essas
eram vistas como solugdes inexistentes.

Segundo (EVES, 2004), o livro Esteriometria do grego Héron, publicado no
primeiro século depois de Cristo, traz o primeiro registro de um numero radical
negativo. Depois de algum tempo, em aproximadamente 275 d.c. é descrito na
Arithmetica de Diofanto(275 d.c.) o seguinte problema que exemplifica a solugao de
uma equacao de segundo grau sem solugao satisfatoria.

Problema: Determinar os lados de um tridngulo retangulo de area igual a 7 e
perimetro igual a 12 unidades.

Solugdo: Tomando a # & o0s comprimentos dos catetos temos:

ol

2

-

=Te i+ b= (12— —.Erfl‘llE

Desenvolvendo a segunda equagéao temos,

13ax 4+ 128 =724 ab
Tomando £ =7 =.~al3=;14-=rb—% temos,

ba' —33n 4 Be =0 o g=Tb

i

Neste momento, Diofanto concluiu que so existiria solugao se

(B 2
2 " omeg
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Nestas condicGes € desnecessario buscar um sentido para a expressao
y—167

O interesse pelos numeros complexos surgiu na Europa, mas precisamente
na Italia no século XVI. La, em meio uma disputa entre Cardano e Tartaglia pelo
desenvolvimento da equagéo do 2° grau € que se percebeu que 0s numeros reais
ndo contemplavam as solugbes de tais equacgbes, dai surgiram as primeiras
reflexdes da criagdo dos numeros complexos. Girolamo Cardano (1501 — 1576)
matematico italiano em 1545 prop6s em seu livro Ars Magna, o seguinte problema:
“Dividir 10 em duas partes de modo que seu produto seja 40”. Resolvendo o
problema, Cardano utilizou a igualdade [z -4 2i)[a—&i)= a*+ B* que levou a

considerar as expressoes |5 + +—1%] e (5-+15) que sdo as solugdes procuradas
denominadas por numeros conjugados na forma la + &{[, (GARBI,2006). Porém ele

mesmo chegou a conclusdo que o problema era impossivel e as expressées
encontradas nao tinham nenhum significado.

De qualquer modo, o encontro dos matematicos com os numeros complexos
era inevitavel na analise das equagbes de terceiro grau. Por volta de 1510 um
matematico italiano chamado Scipione Del Fior encontrou a forma geral para
resolver equagbes do tipo =" +px-+4 =U: mas morreu antes de publicar sua

descoberta.

Quando ele morreu em 1526, a unica pessoa que conhecia
seu trabalho era um aluno seu, Anténio Maria Fior de Veneza. Na
época eram comuns desafios entre matematicos e Antdnio Fior
querendo ganhar destaque desafiou Niccolo Fontana (1500-1557), o
Tartaglia, um matematico italiano que comegava a ganhar prestigio
nos meios culturais da época. Tal desafio baseava-se na
apresentagao reciproca de questbes que deveriam ser resolvidas
pelos participantes. Tartaglia ao saber que seu oponente pretendia
resolver equagdes de terceiro grau sentiu-se um pouco ameacgado,
mesmo assim reuniu todos os seus esforgos no sentido de suplantar
seu adversario, o que conseguiu a 10 de fevereiro de 1535, onde
além de resolver equagées do tipo ™ g =g também encontrou a

formula geral para as do tipo z*+me® =y Mais tarde, Girolamo

Cardano, um génio inescrupuloso que ensinava matematica e
praticava medicina em Mildo, depois de um juramento solene de
segredo, conseguiu arrancar de Tartaglia a chave da solugdo cubica.
Em 1545, porém quando apareceu em Nuremberg a Ars Magna de
Cardano, um grande tratado em latim de algebra, la estava a solugao
de Tartaglia da cubica. (EVES, 2004)
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Em sua obra Ars Magna, Cardano apresenta pela primeira vez a férmula
descoberta por Tartaglia na resolugdo das equagbes de terceiro grau do tipo
b mrtg=1

Este fato foi considerado o inicio da historia dos numeros complexos no
periodo moderno. Porém, a formula apresentada por Cardano so6 se aplicava quando
U

+*- =% No chamado “caso irredutivel’, quando a equacao possui 3 raizes reais,

a aplicagdo do método de Cardano acarreta obrigatoriamente o uso de numeros
complexos, embora as solugdes da equagao, que formam o resultado final, sejam

reais!

Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano, apresentou um problema, que
abordaremos a seguir, o qual levou os matematicos a descoberta dos numeros
complexos.

Dada a equagdo = — 145a — & = (i,
(a) Mostre que = = + é solugdo da equagéo.
(b) Divida z* — 1%x — % = @i por = — %,

(c) Encontre as outras duas solugbes da equacdo e verifique que séo
numeros reais.

(d) Aplique a formula de Cardano e verifique que a solugédo apresentada pela
féormula é:

Assim questdes perturbadoras apareciam e ndo podiam ser descartadas, pois
além da extragdo de raizes quadradas de numeros negativos também deparamos
com uma extragao de raizes cubicas de numeros de natureza desconhecidos.

Conforme escreveu no seu livro L'Algebra(1572), Bombelli supds a existéncia

de expressdes da forma u++¥—& e a—# que possam ser consideradas,
N

respectivamente, como x = Y2431+ ;:.':- 131,

Substituindo essas expressées no problema no item (d), obtém-se

1’“ + '&':'—_-El\_-!+ I-u—j":- =4

Neste caso, as quantidades “ndo existentes” se anulam e obtemos a = 2.
Com este resultado, pode-se voltar a equagdo [=—#&* =1 +—121}) e deduzir que
=1
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Ao retomar o estudo da equagéo do terceiro grau, Bombelli introduziu sua

quantidade “piu di meno”, que corresponde a % —t, e sob forma de versos, ensinou

as regras de operagao com ela. Embora considerasse que os numeros complexos
eram inuteis, Bombelli operou livremente com eles e em sua algebra deduziu que

T — —
VE+-121= 2441

Ainda neste mesmo periodo, os matematicos Albert Girard (1590-1633), em
1629 passaram a escrever as raizes quadradas de numeros negativos na forma
u + 54 —1 e René Descartes (1596-1650), em 1637, escolheu chamar, a de parte

real e & de parte imaginaria. Vimos assim que os matematicos comegaram a utilizar

os complexos, aplicando-lhes as regras usuais de calculo com numeros reais
embora declarando que esses numeros “nao existiam”, eram “inuteis”, etc. A crenga
de que se deveria aplicar aos numeros complexos as mesmas regras do cagulo com
numeros reais levou por vezes a enganos, a exemplo temos, ja no século XVIII a
afirmacdo de Euler (1707-1783), que % —24—2=+4=2 por analogia a regra
4a «k=fab, valida para numeros reais. Foi denominado “principio da permanéncia
das formas” a aplicacdo de regras usuais do calculo algébrico a novos objetos
algébricos, onde foi usado frequentemente em &lgebra, as vezes com resultados
satisfatorio, as vezes insatisfatérios.

A partir da concepgéao de Bombelli, ainda passaram-se mais de dois séculos
para que se conseguisse, através de Euller, saber como extrair raizes de numeros
complexos.

O Teorema Fundamental da Algebra diz que toda equacdo da forma
g %4 ey ba, =0, com ay%; @, nimeros complexos tem exatamente k

raizes complexas, se contarmos suas multiplicidades. Peter Rother
(?,1617),matematico de Nutemberg, foi quem escreveu a primeira formulagao deste
teorema em sua Arithmetica Philosophica,de 1600, ele afirma que uma equacao tem
no maximo tantas raizes quanto seu grau. Além de Rother, um dos primeiros
matematicos a se dedicarem a este teorema foi um jovem Albert Girard (1595-1632)
cujo livro L'Invention Nouvelle em Algébre, de 1629, diz que uma equagao algébrica
completa de grau s (isto €, que ndo ha coeficientes nulos) possui # raizes. Pode ser

percebida uma mudanga dos matematicos em relagdo aos numeros complexos nas
palavras de Girard: “Pode-se perguntar: para que servem estas solugbes
impossiveis(raizes complexas). Eu respondo: para trés coisas — para validez das
regras gerais, devido a sua utilidade e por ndo haver outras solugées”.

Em 1749, Euler mostrou que, se a+#+¢—1 for raiz de uma equagdo,
a — k¢ —1 também sera. Mesmo assim, como a maioria ate entdo, Euler ainda era
reticente ao trabalhar com os numeros complexos.
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A grande obra a favor dos numeros complexos apareceu em 1831, na qual
Gauss inventou o termo “numeros complexos”. Nesse trabalho, ele apresentou uma
detalhada explicacdo de como os numeros complexos poderiam ser desenvolvidos
segundo uma teoria exata, apoiada na representacdo desses numeros no plano
cartesiano.

Finalmente, em 1837, Hamilton( Sir Willian Rowan Hamilton, 1805-1865)
galgou o ultimo degrau dessas descobertas reconhecendo os numeros complexos
como um par ordenado de numeros reais la #1 e reescrevendo as definicbes

geométricas de Gauss na forma algébrica.
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CAPITULO 2

2.1 NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo definiremos o conjunto dos numeros complexos, trataremos
ainda das operagdes nele definidas.

Uma forma de definir esse conjunto é a proposta por Gauss em 1831 e
reforgcada por Hamilton em 1937, segundo o qual o conjunto dos numeros complexos
€ o conjunto dos pares ordenados de numeros reais, em que estao definidas:

Adicao: +IL 2 IE — 14
[ B o @4 B
Multiplicagao: i BxlE—= 14

[oa ) om L B

As operagbes de soma e produto de numeros reais assim definidas
satisfazem as seguintes propriedades fundamentais:

1) A adicdo e a multiplicacdo sédo associativas, isto é, se a, b e ¢ sdo numeros
reais, entdo

(424 = a+ (4] e [(abw = albe)

2) A adigdo e a multiplicagdo sdo comutativas, isto €, se a e b sdo numeros
reais,

atd =bta e ab = ba
3) A multiplicagédo é distributiva relativamente a adigdo, isto €&, se w, # & sédo
numeros reais,
a4+ ) = &b + ac
4) Existem e sdo unicos os numeros 0 e 1 satisfazendo as condi¢des
a 40 = a al =,

para todo real a. estes sdo o0s neutros da adicdo e multiplicagéo,
respectivamente.

5) A todo real a corresponde um unico numero real (-a), e se a # 0, um unico
, 1 .
numero real - tais que
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g+ [—a) =0 e u{(ilﬂ= 1

i

O motivo pelo qual essas propriedades sao consideradas fundamentais € que a
partir delas podemos inferir todas as outras regras de operagdes aritméticas sobre
os numeros reais. Por exemplo, de (4) decorre que [—1}1 = —1L e de (3), (4) e (5)

decorre que @ + alt = afl-4-%) = al = 4 isto é, all = L.

A célebre “regra dos sinais” (—L1i[—1} = 1pode também ser deduzida
das propriedades acima. Basta observar que

[—1—1) + (—L) = [—1ji—1} + (1} .1
= (~LDY + If = (00 = 6

e, portanto,

(—IH—1)+ (—1i + 1 =1

donde

{(—1%(—1% = 1.

Decorre dai que o quadrado @* = 2 de um nimero real @ nunca é negativo.

Em outras palavras, o conjunto dos numeros reais ndo € suficiente para efetuarmos
a radiciagao, pois em IR ndo existem raizes quadradas, quartas , sextas, etc. de
numeros negativos. Para que esses resultados sejam possiveis, devemos ampliar
mais uma vez o conceito de numero.

Os numeros complexos nascem desta insuficiéncia. Queremos dispor de um
conjunto de objetos, o qual chamaremos numeros complexos, que possam ser
somados e multiplicados e nos quais seja possivel extrair a raiz quadrada de um
nimero negativo. E claro que queremos também que os reais sejam objetos deste
conjunto e que as operagdes de adicdo e multiplicagdo, quando feitas sobre os reais,
deem o mesmo resultado que as operagdes que ja conhecemos.

Existem diversas maneiras de definir o conjunto dos numeros
complexos. Adotaremos a seguinte:

Os numeros complexos constituem um conjunto, denotado por C, onde
estao definidas operagdes de adi¢cdao e de multiplicacdo com as propriedades (1), (2),
(3), (4) e (5). Além disso, os numeros reais estdo incluidos em C e:

a) Para ampliar o conceito de numero de modo que a radiciagdo seja sempre
possivel, definimos o numero {, ndo-real, denominado unidade imaginaria,

que satisfaz a seguinte condigao:
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b) Numero complexo é todo niumero da forma a 4 %< tal que a e & sdo numeros
reais quaisquer e € a unidade imaginaria.

A expressdo a+-#, i & <UL, € denominada forma algébrica do numero
complexo, em que u e & sdo, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria do
complexo.

As operagbes de adigdo e multiplicagdo estdo assim definidas no conjunto
dos numeros complexos:

= Adigdo:
[a bl led] = [ateb+d)

s Multiplicagao:
(a8 d) = [nr — b, ad 4 be)

Usando as propriedades de (1) a (5), podemos operar com complexos de
maneira comparavel & que operamos com reais, com o cuidado de tomar "= —1,

Por exemplo,
(54304 (845 =5 4+8 4+ [3+ 510 = 13-,
[7+ 20044300 = Wa 4 300 4 20d 4 3] = 28 4 200 4 B 4 5°
=28 — &4 (21 + B} = 33 + 3y

Observe que de (b) decorre que os complexos da forma a 4+ & sdo os
nameros reais. Além disso, sendo a + # = i 4 i, concluimos pela unicidade de b
que a = ek = d isto €, se numeros complexos sdo iguais, entdo suas partes
reais e imaginarias sdo iguais. Convém usar uma letra z = a -+ i para indicar um
namero complexo.

Da definicdo adotada decorre que podemos pensar no numero complexo
z = a 4+ Eicomo o ponto [a &)do plano cujas coordenadas sdo a e &, ou ainda

como o vetor (isto €, o segmento orientado) de origem na origem & do sistema de
coordenadas e extremidade{a &1, isto é, complexo =z é representado pelo vetor
Bz(figura1).
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[3)
Figura 1 representagido geométrica de um niimero complexo

Figura 1

No primeiro caso, o ponto (= &} é chamado de imagem do complexo
z = a 4 B e, no ultimo caso, os numeros a e b sdo chamados componentes do
vetor &'z,

Vamos ver como se interpretam as operagbes de soma e produto
quando consideramos nos complexos como vetores do plano. Usando as
propriedades de (1) a (5), conseguiremos:

[a+-d)+z+dl)=atect+dM+di =[a o)+ (4]0
[a 4 30+ &) = ac + adf + bt +B8® = Jae — Sd) 4+ (ad 4 Eci8

Assim podemos dizer que, a soma de dois numeros complexos é
representada por um vetor cujas componentes sdo as somas das componentes dos
vetores dados. Isto significa, como nos mostra a figura 2, que a soma é
representada geometricamente pela diagonal do paralelogramo construido sobre
vetores dados.

Figura 2 representagio de operagdes com niimeros complexos
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E também interessante interpretar a diferenca de dois complexos z; e
zy. Observando a figura 3, temos,

Oz, + Oz,z, =0z, ol Z, 2, =Bz, — 0z,

isto é, o vetor que representa a diferenga zy — =z € o0 vetor zgzy,

0

Figura 3 subtragido de niumeros complexos

2.2 - MODULOS E CONJUGADOS

O conjugado de um numero complexo =z =labkl=a -+ &#é o numero
complexo # ={abl= a-M Geometricamente, o conjugado Z de =z ¢
representado pelo simétrico de z relativamente ao eixo €*x da (figura 4).

Dado um numero z = a 4- &4, chama-se o miidiiz de z 0 numero real
ndo negativo |z| = +&* 4+ &°. Geometricamente, |z| mede a distancia de #a z, ou
seja, mede o modulo do vetor que representa o complexo =z, como podemos ver
claramente pelo Teorema de Pitagoras.

Observe que uma relagao entre os dois conceitos acima € obtida do seguinte
modo:

zz = (a+ bida— Bid =o' + b* = |z%

Ou seja, o produto de um complexo z por seu conjugado € igual ao quadrado
do modulo de =.



E=r

Z = (ab)

e

b -

r seux

= r oon

Figura 4 médulo de um nimero complexo

. 1
Agora vamos determinar o problema .

por:
i I T
z zi¥ |=*
Isto é,
1 o o— o &
4 B gt + b oot 5T af b

Por exemplo, se z = 1 4 3¥, temos

t 1—3 11— 1

L3 (1+3001—30 L+%

10 197

20

1 .
o A solugdo é simples, dada

Da mesma forma que para numeros reais, sao dados dois complexos =; e

. - . u
z, # 4, definimos o quociente z;7z; como sendo o produto =, (&:J Efetuamos a

divisdo multiplicando ambos os membros pelo conjugado do denominador.

Por exemplo, se z = 3 4 dfe zy = 1 4 i, obtemos

3+ (34201 — 50

w

=1

4
=

_3 + 15 1—:35:-—1.51'_ 13—1[35?_ 1 1

1450 L1+ 5001— 50

1435 Li

.
A

s
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Teorema 1: Se z; e z, s4o numeros complexos, entdo

a) [z,2;) = &5

b) (za + =4} = & + &

Demonstragts. Facamos zp = a + 8, zy = ¢ + af.
Zy2, = Lz — Bd) 4 [ Bde 4 ad),

z, z_ = (@ — bd] — b 4 ad).

Por outro lado, Z; =& — &, =, = = —iil e, portanto,
54 = (a— MiKe— a0 = (ae — bd)— ((be4-ad] = Z;z;
o que demonstra (a).

Sejam z, =&+ e z; == 4+l logo,

£y zy=lajeitlbldu=0alz; Bidli=ia )il dl=F | 5

O que demonstra (b).
Teorema 2:

|z, 2] = |z, 2]

Demonstragéo:
|z, 2 |* = (z, 2} T ) = 2,2,8,%, ==,5, 2.
= |z, [¥)z P = )z, 210

Como médulos sao positivos ou nulos, podemos extrair a raiz quadrada de ambos
os membros da expresséo acima e obter |z, z;|= |z |llz:].

2.2Plano de Argand-Gauss

O plano cartesiano é chamado plano complexo ou plano de Argand-Gauss quando o
eixo das abscissas (eixo #x) é o eixo das ordenadas (eixo &¥), o eixo imaginario.

Assim, um numero complexo z= a<-&f é representado graficamente neste plano
complexo pelo ponto de coordenadas {a. &) e esse ponto € denominado afixo ou
imagem do numero complexo.
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1.1.1  Argumento de um nimero complexo

Dado um nimero complexo ndo nulo =z = a4-&f a, & <1 consideremos no plano de
Argand Gauss os pontos @11, &= &) e angulo cujos lados sdo o semi eixo positivo
Bz e a semi reta F.

——9 =

T ¢ — — "0

Figura 5 argumento de um nimero complexo

Medindo o angulo #x,no sentido anti horario, a partir do semi eixo positivo £z,

obtém-se a medida @, com U = g < Iz ol = @ < 350, que chamamos de
argumento do numero complexo z.

1.1.2 Forma trigonométrica de um nimero Complexo

Sabemos que um numero complexo z = a +4- %4 é representado por um ponto
do plano, de coordenadas {a#} ou como um vetor oz de origem i e
extremidadela &). A representacdo z=wa-4&f da énfase as coordenadas
cartesianas do ponto & Uma representacdo que da énfase aos elementos

geométricos do vetor {z é obtido do seguinte modo:

Indiquemos por = = ||z| = +'&= 4+ &* 0 comprimento de &z que suporemos diferente de

zero, e por & o dngulo positivo =iz

Ja vimos em trigonometria que:
iH

oy = —  pumed=—,
™ ¥

Essas igualdades levam a,
z = @+ =roee? + reeni = v{cost 4 is2ndf).



23

=vlopsl + [s2nlf],

Onde os elementos geométricos & & do vetor iz estdo destacados. Portanto
a representagdo z = wicost?-isent®] é chamada forma trigonométrica ou forma
polar do complexo =z.

Uma observacgao importante é que se substituirmos & na expresséo acima por

& 4 2&m, onde & é um inteiro positivo,negativo ou nulo, o complexo z ndo se

altera. Em muitos casos é conveniente usar esta expresséo mais geral:

2‘=-;'I:mw|:_ﬂ| + 2ol + Evenlll + E&ﬂ(]

e dizer que os valores de £ + &&= sdo os argumentos de z.

Por exemplo, se z = L 4§43, temos

Jall =% =2
e, portanto,
a 1 £ 1'?
R
Como gzt = % # et = t—? , temos que & = &#3, donde

S S
= E{\ms—-_-u::f.r.::
3 3
Que também pode ser escrita como

T 7 )
z=71|zos IE 4 Zdw |+ fsen 13 + Zhax ) }.

1

=

1.1.3 Consequéncias da forma trigonométrica

A forma trigonométrica dos complexos nos permite obter uma interpretagéo
geométrica da multiplicagdo de complexos, que veremos agora.

Faremos primeiro a seguinte observagéo. Se = € um numero qualquer, entao

T
zu_l.'tfj: -+ E;I = —EmRL,

; "
s.aenrll.-r—;j = s,

Como = e = estdo sempre em quadrantes adjacentes, obteremos os sinais

indicados.
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Figura 6 consequéncia da formula trigonometrica

Iremos de inicio interpretar geometricamente a multiplicagdo de dois
complexos unitarios, isto é, de médulo 1. Sabemos que, um complexo unitario
w, = spai, 4 isendl, é representado por um ponto do circulo unitario 5*. Como

ey = Ioost 4 gl ) = —send, 4-foosH,

= £y I:-f"j + ;I + oo I'::ﬂl —f—::L

Concluimos que multiplicar =, por { significa efetuar no ponto #:, uma relagao
positiva de =. Seja agora w; = zisf, 4 isenff; um outro ponto do circulo unitario.
Entao

wywy, = [oost +isen® 4 v, = csafw, 4 senlldus,,

Isto €, o vetor que representa w;ws; € a soma (diagonal do paralelogramo) dos
vetores perpendiculares cesthw, e seni.fir,. Tomando o sistema de coordenadas
=i cujo eixo =z coincide com {#w,, obteremos que o angulo de w, com wir; & &;.

Concluimos dai que multiplicar dois complexos unitarios wy & . significa,

geometricamente, dar a um deles uma rotagao positiva de angulo igual ao angulo do
outro.

No caso dos complexos ndo serem unitarios, escreveremos Z; = ¥y, Z; = ¥ ; com
|| = |wx | = L, e o produto sera simplesmente:

Zpdy = Py iyl W S I W W,
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Assim dizendo, efetua-se o produto dos complexos unitarios correspondentes como
acima e multiplica-se o resultado pelo numero real ¥z

72.

A
Figura 7 teorema fundamental da trigonometria

A importancia da interpretacdo que acabamos de apresentar € a seguinte
proposicdo, que esta pode ser considerada como o teorema fundamental da
Trigonometria.

Teorema 2. (Férmula de adigao da Trigonometria) Fi = & ¥ =i reals quiclsgiser:

cosla 4 v) = cpgirEgy — SEMLSENY

senlz 4 v = sEnacEsy 4 SAOvCcDe

Demonstracdo: Se x e ¥ satisfazem a condigéo

sl 5= 27, B o v

Facamos
Wy = C08X 4 (5, W, = ZDs¥ - ySmy.

Pela interpretacdo geométrica do produto, wywe; é obtido de w, dando-lhe uma
rotagdo positiva de angulo . Portanto,

wy i, = mos(zx 4+ ¥ 4 tewulz 4 L
Por outro lado,

wywy = (cosx + isenx) (cosy + iseny) =
= (cosxcosy — senxseny) + i(senxcosy + senycosx).
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Fazendo a igualdade das partes reais e imaginarias de (3) e (4), obtemos

poslz 4 ¥ = cpsycegy — secgeny, smils 4-v] = sacssy 4- sMPo0s,

O que demonstra o teorema.

Se z e ¥ sdo quaisquer, achamos numeros inteiros & e I tais que
O x4 2he =x" < E=, Ol x4 2y = < 2,
Por definigéo,
CREX = (USI . SR = SHLE,CIEY = CUSE € SEAY = ey
Além disso, € imediato que
pesladt ) =iz’ v le smulz4 vl =gmels’ 4 ¥')
Como as relagbes estdo demonstradas para =° e ¥, segue-se que elas séo
verdadeiras para = e ¥.

Do teorema fundamental da Trigonometria decorre um grande numero de
identidades trigonométricas. De todo modo ndo ha necessidade de memorizar outras
identidades além das fundamentais, que sao:

posty 4 senta = 1,
saeie

= fgn, 50 oosx = O,
LRASZE
oz 4 ¥ = CPSACEEY — SETLLSIFLY,

sl x4 v = sEacesy 4 sERyoasy,

Todo o resto podendo ser deduzido dai.

Uma outra consequéncia imediata da interpretagdo geométrica do produto
dos complexos é a seguinte expressdo conhecida como § i iziclia sl e S el v

[cssx + tzmux )™ = cos|mg) 4 {senlam],

Onde = € um inteiro positivo. Geometricamente, a formula acima significa que
multiplicar o complexo unitario wesx - fs#mx por se proprio : vezes equivale a dar-lhe
1 rotagdes sucessivas de angulo .
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Uma das facilidades da formula de De Moivre é permitir a determinacdo de caswx e
senx sem o uso de formula de adigao.

Por exemplo, Calculemos o s,

cos3x +isendx = (cosx + isenx)®
= cos®x + 3cosxsenx + 3cosxi®sen’x + {®sen’x

= cos x + 3cos*xisenx

3

= cos?x — 3cosxsen*x +1(3 cos® xsenx — sen’x).

Fazendo a igualdade das partes reais e imaginaria temos:
ces3s = oS 4 — Joosrsmn I,
sERSE = Soast asnT — SR X

A férmula de De Moivre também é util na determinacdo de raizes dos numeros
complexos. Por exemplo, vamos achar as raizes cubicas de -i e interpreta-la

geometricamente.

Escrevendo z na forma trigopnométrica temos:

z=—i
i =1dh
b=—1

2| = 0F -1 =9—1=1

1}

cosf =—=10
: 1 3m
: -1 =@ =arg(z)=—
senf = T =-1 2

0=<f «<2x
Portanto:

=1 F T e '3.».‘.]
z= {‘r.::r:-' 3 L 3

Usando a segunda formula de De Moivre, segue:

3w 3
n 8+ 2km g+ 2k : -+ 2km -+ 2km
wy = #ﬂ(cas-l-— + i.s‘m%) =1 aerZT + izen ZT
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Vi=1

Como =t = 3, entdo & podera ser 4.1 @iz Z. Assim temos:

« Para & =:

L A

T + Xz JT A ow
I 3 & 3

Jw I= . -
K3 4 Lk = T Ly 1 B Fa
3 % 3 &
+« Parak =2:
diE T 11l
E 'I._ m . T + "E'. _ j _ L
3 3 5 i

w E s O,

~ T
Observe que ../ € uma PA de razéo _-

Assim, as raizes cubicas de —{ sdo:

. 3 .':E . W _ .i..'F , '.i’_ . .
w‘_.—ﬂl;c:uz:.i-l—ueew.a—" —xﬂﬁi—&aﬂi—ll—ﬁl +i.1=¢%

1( ?Tr_l_m ?*ﬂ') ?“+u T V3 :( 1) V3 :li
wy =1 cos— gn— | = co5— am—=—— —_—— | =—-————
1 & & 3 3 2 2 2 2

_1( 11w+m11w)_ nﬂ-}m 11:-:_{3 ( 1)_».-’5 1i
'I:-'l-ﬂ— coF 6 6 =Cor & T 6 = 2 T = > 2

Dai podemos concluir que todo numero complexo z, ndo nulo, admite = raizes

L . o . n , it
enésimas distintas, as quais tém todas o mesmo mddulo H:IEI:I e argumentos

~ . L4 . . i -
formando uma progressé&o aritmética de primeiro termo - e razéo f
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CAPITULO 3

3.1 NUMEROS COMPLEXOS E SUAS APLICAGOES

Neste capitulo, trataremos de duas aplicagdes envolvendo numeros complexos.

Aplicagdo 1: Numeros Complexos em Somatdrios Binomiais.

Algo intrigante que podemos retirar das propriedades de numeros complexos
€ sua propriedade de poténcia. Em ciclos de 4 poténcia o numero i se repete.

{9 o ¥ o T e )
== ==y
LR LRy L Rre——
P’ =t mam =

Vamos usar esse fato para nosso beneficio.

Do desenvolvimento binomial de Newton temos:

(142 =14 Croa4 a4 = OF g™

A partir dai podemos tirar alguns resultados bastantes uteis:

Fazendo == 1 na expressdo acima, temos o conhecido Teorema das Linhas do
Triangulo de Pascal:

(1413 =1+ & +£5 + -+ 8 =2"
Fazendox=—1: (1—11"=1—£r =& 4 —wed [—1V 8" =0
Utilizando os resultados acima é possivel provar :
L4t S e = B B s = gt

Ou seja, foi obtido faciimente, com conceitos basicos a soma binomial de
combinagdes de m tomadas em numeros pares (bem como os impares).

Sera que sabemos calcular a seguinte soma?

I+ &5+ &+ L 4+
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Utilizando resultados ja encontrados seria interessante termos o valor para & que

mude sua poténcia em ciclos diferentes de dois. Bom, conforme foi dito, o nimero
complexo i muda sua poténcia em ciclos de quatro. Vejamos como isso pode nos

ajudar:

{1+ =14 £l 84+ 0 4 0 5"

Fazendo x =¥

[1+ 0% =100+ L0 H BT =

=l —¢2 4t Ol p Y — R S T
Da expressao acima tiramos dois resultados uteis:
L% = (1 — 5 4+ O — O ) —+ =]

Preafl 42 = (£0 — £Z 28— — =)

Uma vez que:

v — 5T % : it
[1-+ "= j;.}',qiﬁuﬁ-;:u e (-:j'F.._wm ::[Ltemos:

b
{R&Ll-t—ﬂjl‘“—ﬁ.msl_?l
- -
il 4 ® =33 —
iﬁfmgj.-l 0" =33, sen {‘ﬁ

E com isso temos mais duas somas binomiais importantes:

1—edpof— b e T ey = Eﬁms??]

o

o L S SR _-,.... AN
— i -l =] mt%]

Ora, uma vez que conhecemos:

Ml—gf oo g9 T ey =33 _-_asL_—_]
L4 &2 4% 00 e = 37T

Somando ambas as expressdes, chegamos ao resultado:

w1 15y
Lk g g 2 g il 5
T el aelyy m{*)
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Aplicagao 2: Aplicando Numeros Complexo a Fisica

Em circuitos de corrente alternada, como por exemplo, as instalagbes residenciais,
as grandezas elétricas sao analisadas com o auxilio dos numeros complexos, o que
facilita muito os calculos. A relagao ¥ = K.£ estudada na fisica, e que se utiliza de

numeros reais, torna-se:
I =2Z.i em que:

7 é a tensdo, Z é a impedancia e i é a corrente elétrica, e essas grandezas passam

a ser representadas através de numeros complexos. Para que ndo haja confusao
entre i simbolo da corrente elétrica e i unidade imaginaria, utiliza-se # como unidade

imaginaria, na representacdo algébrica a-+-27 Além disso usamos a notacéo
|i#] <2 @ para a forma trigonométrica | ||[izas% 4- is2e&, do nimero complexo H.

Com base nesse texto vamos resolver o problema a seguir:

Uma fonte de tensdo de calor eficaz ZZ&* < " alimenta uma carga de impedancia
Z= 1134 141wk, Vamos obter a corrente elétrica fornecida pela fonte.

Temos: & =Z.i —H—f.

Para efetuarmos essa divisdo é preferivel ter f=x £ na forma trigonométrica, ja temos:
|&7) <o @

B =230 <" = U = 2207 (a5l 4 fzenli®)

E agora precisamos obter a forma trigonométrica de X.

\'ﬁ —_—
E= 104105 = F] = « 107+ 107 = | 2] = 12

|

10 2
mﬂ: 1_:
105 2
s 2
1642 2

Logo & = 4% entdo,
E=10=104f = 1&'&5[&5&&5" 4+ Fsrnda™)
Como:

|7] «z @, temos Lity'2 « 4%
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Assim:
u 220°(cosD® e 220

{=—= - (¢ t Jsen0”) = r[cas(ﬂ“ — 45%) 4 jsan(0° — 457)]
Z  10,/2(cos45°+ fsend5°) 10v2

§ = 11052 [cos] —e54)+ Fsiem —45*1]

= 109 2 cesds® — feendT=)
=112 (> —5/ ) =1 =11-11 ou11v2 = 45°

Vale lembrar ao leitor que para entender esse ultimo exemplo, faz-se necessario um
certo conhecimento a respeito do assunto.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Buscamos evidenciar as referencias histéricas e aplicativas acerca dos
Numeros Complexos para promover e despertar interesses a respeito do tema. Ao
analisar a evolugdo da descoberta dos numeros complexos constatou-se a
importancia do contexto histérico na compreensdo da origem, fases da pesquisa,
descoberta e aplicagées desses numeros.

Fica evidente que o presente trabalho ndo esgota esse tema. A partir da
continuidade do estudo dos numeros complexos novas descobertas e aplicagbes
surgirdo, contribuindo assim para a evolugao da matematica.

Termina-se este na esperanga que o mesmo tenha sido interessante, bem como de
facil compreensao, e que leve o leitor a pesquisar ainda mais sobre 0 assunto para
ampliar seus conhecimentos.
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