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Resumo

O objetivo principal deste trabalho e apresentar o algoritmo da divisao no con-
junto dos numeros inteiros, bem como, alguns exemplos que sao resultados basicos
para suas aplicacoes. Na qual, tém-se suma importancia na Teoria FElementar dos
Numeros. Para tanto, foram apresentados alguns resultados elementares sobre os
nimeros inteiros, como a sua fundamentagao axiomatica, o maximo divisor comum,
minimo multiplo comum e niimeros primos. Dentre estes, daremos enfasé ao Algoritmo

da Divisao (Divisao Euclidiana), cujo resultados é bastante conhecido entre os leitores.

Palavras-chave: Numeros inteiros, Algoritmo da Divisao, Nimeros Primos.



Abstract

The main objective of this paper is to present the division algorithm in the set
of integers as well as some examples are basic documents for its applications. In which,
there is a sum of importance in the Elementary Theory of Numbers. For this purpose,
we have presented some elementary results on the integers, such as their axiomatic
basis, the maximum common divisor, minimum common multiple and prime numbers.
Among these, we will emphasize the Algorithm of the Division (Euclidean Division),

whose result is well known among readers.

Keywords:Whole numbers, Division algorithm, Prime numbers.



Sumario

Introducao

1 Numeros Inteiros

1.1 Uma Fundamentacao Axiomatica dos Inteiros . . . . . . . .. .. .. ... ...
1.2 Divisibilidade em Z . . . . . . . . ..
1.3 Divisao Euclidiana . . . . . . . . ... 0
1.4 Méximo Divisor Comum . . . . . . . . . ...
1.5 Minimo Multiplo Comum . . . . . . . .. ... ...

2 Ntumeros Primos

2.1 Teorema Fundamental da Aritmética . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..

3 Divisao Euclidiana: Algumas Aplicagoes

3.1 Sistema de Numeracao . . . . . . . . . . ..
3.1.1  Alguns Critérios de Divisibilidade . . . . . . . . ... ... ... .....
3.2 Algoritmo de Euclides . . . . . . . . . ..
3.3 Crivo de Erastotenes . . . . . . . . . .
3.3.1 Fatoracao Canonicaden! . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

3.4 Consideragoes Finais . . . . . . .. ... Lo

12

13

13

16

18

21

25

27

27

33



Introducao

A Teoria dos Numeros é um dos principais tépicos da matematica pura. Essencialmente,
ela se dedica ao estudo dos nimeros inteiros e de suas generalizacoes, tais como os inteiros
algébricos. Hoje em dia, a Teoria dos Numeros nao se destaca apenas pelos seus famosos
problemas, tanto os abertos como os jé solucionados. Como ja se sabe, ela é importante para o
nosso dia a dia. Com efeitos, aplicagoes em diversas areas tais como Fisica, Quimica, Acustica,
Computacao e Criptografia, fazem dela um ramo especial, que desperta interesse nao apenas

para os matematicos, mas também de pesquisadores de outras areas.

Dentre os vérios ramos da Teoria dos Numeros, trés se tém destaque especial: A Teoria
Algébrica, Teoria Analitica e a Teoria Elementar. Isto significa que é possivel observar o estudo

dos numeros inteiros sob ao menos trés pontos de vista diferentes.

A Teoria Algébrica se dedica ao estudo dos nimeros algébricos, ou seja, aqueles niimeros
complexos que sao raizes de polinomios nao nulos com coeficientes racionais, como por exemplo,
o nimero a = v/3/2, que é raiz do polinémio f(X) = 2X — +/3. Em especial, o conjunto dos
inteiros algébricos, ou seja, o conjunto dos nimeros algébricos que sao raizes de polinomios
monicos com coeficientes inteiros, tem destaque especial. Com suas propriedades, muitos resul-
tados foram obtidos, nao apenas na Teoria dos Numeros, mas também na Algebra Abstrata. Ja
a Teoria Analitica se dedica ao estudo mais avancados sobre os nimeros primos. Ela emprega
resultados da andlise matematica, tanto real quanto complexa. Por fim, a Teoria Elementar
se constitui basicamente no primeiro contato do estudante com as propriedades dos numeros
inteiros. Os conceitos de divisibilidade, congruéncia entre inteiros e de ntimeros primos sao a

base do estudo inicial. E sao esses tépicos que iremos abordar ao longo do trabalho.

Um dos resultados mais importantes e provados da matematica é o emblematico Teorema

de Fermat. Pierre de Fermat foi matemaéatico amador francés que dedicou a uma parte de seus



estudos a Teoria dos Numeros. E grande marco dele é a equagao pitagdrica, ou seja, a equagao
nao linear,

2 +yt =z

que conhecemos no ensino bhasico de Teorema de Pitagéras, onde a soma dos quadrados dos
catetos ¢ igual a hipotenusa ao quadrado. Essa inspirou para adotar novas ideias na aritmética,

tomando assim O Ultimo Teorema de Fermat.

Neste trabalho, consideramos alguns resultados bésicos da Teoria Elemetar dos Numeros,
dando énfase ao Algoritmo da Divisao (Divisao Euclidiana), o qual é um dos mais bésicos e
principais resultados da Teoria dos Numeros e diante disso, nosso estudo resultou do embasa-
mento tedrico sobre o tema, tendo como principal referéncia o livro de Prof. Dr. Vandenberg,
“Um Curso Béasico em Teoria dos Numeros”. Assim, apds apresentado estes contetudos, con-
cluimos com as aplicagoes os sistemas de nimeracao,o Algoritmo de Euclides e por fim o crivo
de Erastotenes, resultados fundamentais para estudos da propriedades algébricas dos ntimeros
inteiros que sao apresentadas no ensino fundamental de uma forma mais simples, faremos com

abordagem mais formal.



Capitulo 1

Numeros Inteiros

Neste capitulo, iremos abordar um pouco sobre os niimeros inteiros, esse conjunto que ¢é fun-
damental no ramo da Matematica, e seus subtemas serd a fundamentacao axiomdtica dos
inteiros. A divisibilidade nos conjuntos dos niimeros inteiros e suas propriedades, o maximo
divisor comum e minimo multiplo comum que estao relacionados como resultados elementares,
entretanto, serdo necessarios para os capitulos seguintes. E ainda daremos énfase ao Algoritmo

da Divisao (Divisao Euclidiana), pois é um resultado fundamental na Teoria dos Nimeros.

1.1 Uma Fundamentacao Axiomatica dos Inteiros

As propriedades a seguir sao pré-requisitos dos proximos resultados e base de fundamentacao

tedrica do assunto central desse trabalho.

Inicialmente, denotemos o conjunto dos niimeros inteiros pela representagao usual:

Z={.,-3,-2-1,01,2,3,.}.

As propriedades das operacoes de adi¢ao e multiplicagdo de niimeros inteiros serao con-

sideradas axiomas, pois nao iremos prova-las aqui.

A operagao de adicao de numeros inteiros, indicada por “ + 7 satisfaz os seguintes

axiomas:

A; Associatividade da adigao: Para inteiros a,b e ¢, temos
a+(b+c)=(a+b)+ec.
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A; Comutatividade da adicao: Dados inteiros a e b,

a+b=">b+a.

As Existéncia de elemento neutro para a adigao: Existe um tnico elemento 0 € Z,

chamado zero, de maneira que,

a+0=a, VaeZl.

A, Existéncia de inverso aditivo: Dado um inteiro a, existe um tnico inteiro —a, chamado

simétrico ou oposto de a, tal que,

a+ (—a) =0.

A multiplicagdo é associativa, comutativa e tem elemento neutro (o ntmero 1), assim

[k

como a adicao. Denotaremos a multiplicagao por “.”,
M. Associatividade da multiplicagao: Para quaisquer inteiros a,b e c,
a-(b-c)=1(a-b)-ec.
M,. Comutatividade da multiplicacao: Dados inteiros a e b,
a-b=>-a.

Ms;. Existéncia de elemento neutro para multiplicagao: Existe um tnico elemento 1 € Z,
chamado um, tal que,

l-a=a, Vacl. (1.1)

Para préximo axioma, usamos as duas operacoes, isto é,

M,. A multiplicacao é distributiva em relagao a adigao: Para todos a,b e ¢ € Z, temos
que

a-(b+c)=a-b+a-c.
e por fim,

Ms. Lei do cancelamento da multiplicacao: Dados inteiros a,b e ¢, com a # 0,
a-b=a-c=b=c.

14



A seguir vamos apresentar as propriedades que decorrem das anteriores.

Proposicao 1.1. Sejam a,b e ¢ inteiros quaisquer. Entao:

(1) a-0=0.
(2) Sea+b=a+c, entio b= c. (Propriedade cancelativa da adi¢ao)

(3) Sea-b=0, entio a =0 oub=0. (Integridade de Z)

Demonstragao: (1) Seja a € Z. Temos que
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0=a-0+0, (1.2)

Desse modo, a-0+a-0 = a-0. E como a-0 € Z, entdo existe —(a - 0) € Z tal que
—(a-0)+ (a-0) = 0. Logo, adicionando —(a - 0) em ambos os membros de 1.2, e usando a

propriedade associativa da adicao, obtemos
(=(a-0)+a-0)+a-0=—(a-0)+a-0,
ou seja, 0+ a -0 =0, desse modo concluimos que a -0 = 0.

(2) Queremos mostrar que a +b = a + ¢, onde b = ¢ (h), para isso vamos adicionar —a em

ambos os membros de (h)
—a+(a+b)=—a+(a+c)=(—a+a)+b=(—a+a)+ec
Logo, 0 +b =0+ c,isto é,b = c.

(3) Pelo item (1), obtemos que a -0 = 0, como hipdtese temos que, a -b = 0; daf segue-se que,
a-b=a-0. Se a =0, o resultado segue naturalmente. Caso contrario, podemos usar a lei do

cancelamento da multiplicagao, temos que b = 0. ([l

A proposicao seguinte nos recordar algo que aprendemos no ensino bésico sobre os inteiros.
As propriedades sao conhecidas como as regras dos sinais, que sao 1teis para provar outras

propriedades basicas dos inteiros.

Proposicao 1.2 (Regra dos Sinais). Se a e b sdo inteiros quaisquer, entao

(1) ~(-a) =a.
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(2) (—a) - (b) = —(a-B) =a~ (D).
(3) (~a)- (-b)=a-b,

Demonstracao: (1) Note que por definicao, se a +b = 0, entdo a = —b. Por isso, como

a+ (—a) =0, segue imediato que a = —(—a).

(2) Temos que
a-b+(—a)-(b)=(a+(—a))-b=0-b=0,

isto é, (—a) - (b) = —(a - b). Da mesma maneira,
a-b+a-(=b)=a-(b+(=b)=a-0=0,
ou seja, a - (—b) = —(a - b). Portanto,

(~a)- (b) = —~(a-b) = a- (D).

(3) Usando inicialmente o item (2),

agora, pelo item (1), —(—a) = a. Assim, (—a) - (=b) =a-b. O

No conjunto Z também estd definida uma relagao de ordem, chamada por “menor ou

igual”, denotada por “ < 7. Para essa relagao existe trés propridades importantes sao elas:
Propriedade Reflexiva: Para todo a, note que a < a.
Propriedade Anti-simétrica: Seja os inteiros a e b, se a < be b < a, entdo a = b.

Propriedade transitiva: Dados inteiros a,b e c,se a < be b < ¢, entao a < c.

1.2 Divisibilidade em Z

Nesta secao, vamos apresentar o conceito de divisibilidade no conjunto dos nimeros inteiros e
suas principais propriedades. Para evitar repeticoes de certas frases, vamos sempre considerar

as letras a, b, ¢, e assim por diante, para indicar os ntiimeros inteiros.

16



Definicao 1.1. Seja a e b dois numeros inteiros com, b # 0. Dizemos que b divide a, e

indicamos por b | a, se existir q € 7 tal que

a = bg. (1.3)
Dessa forma,

bla < a=bg paraalgum ¢ € Z.

Indicaremos o fato de b nao divide a pelo simbolo b 1 a.

Exemplo: Temos que 7 |49, —3 | 21, pois, 49 =7-7, 21 = (—=3) - (—7) respectivamente, além
disso note que 3149, pois nao existe ¢ € Z, tal que 49 = 3 - q.

Notemos que 1| a, a | a e a | 0 para qualquer inteiro a, pois

Notemos que a | 0 < a = 0. Portanto, excluimos o caso que 0 é divisor. A

A seguir enunciaremos alguns resultados que sao propriedades elementares da divisibili-

dade, a qual suas demonstragoes serao encontradas em [1].

Proposicao 1.3. Em Z valem, as sequintes propriedades:

(1) a|0, 1|a e al|a, coma0.
(2) Os tnicos divisores de 1 sao 1 e —1.

(8) Sealb e b|a, entao a = =£b.

No teorema a seguir, veremos outras propriedades elementares da divisibilidade.

Teorema 1.1. Dados a,b,c,d € Z, sao validas as sequintes propriedades:

(1) Sealb e b]c, entao alc.
(2) Sea|b e c|d, entao ac | bd.

(8) Sealb e alc, entao a| (mb+nc), Vm,n € Z.
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1.3 Divisao Euclidiana

O algoritmo da divisdo (Divisdo Euclidiana) é considerado um dos fundamentos da Teoria dos
Numeros. Sendo bastante conhecido no ensino fundamental, porém é apresentado de uma
maneira mais direta afim de tornar-se mais compreensivel para os alunos. A divisao euclidiana
é um resultado que servird de base para propriedades algébricas nos niimeros inteiros. Como ja
foi abordado as primeiras introdugoes da divisdo no ensino fundamental sao apresentadas com
a forma de facil de compreensao para os alunos e neste trabalho, vamos abordar com um nivel

mais formal da divisao euclidiana. Vejamos o seguinte teorema.

Teorema 1.2 (Divisao Euclidiana). Sejam a,b € Z, com b > 0. Entao, eziste inicos q,r € 7,
respectivamente, tais que

a=bg+r, com 0<r<b (1.4)

Demonstracao: Consideremos o conjunto

L={a—-bqg:q€Z e a—bg=>0}.

Primeiramente, vamos verificar se L nao é vazio. De fato, visto que b > 1, entao |a|-b > |a].
Logo,
a—(—lal)-b=a+lal-b>=a+|a] > 0.

Como x =a — (—|a|) - b é da forma a — bg, com g = — |a|, segue que x € L.
Mostremos agora a existéncia e a unicidade dos inteiros q e r.

(Existéncia) Sendo L limitado inferiormente (por zero, por exemplo) e ndo vazio, temos pelo
Principio da Boa Ordenacao (PBO), podemos encontrar este conceito em [5], que L possui

menor elemento, digamos r = min L.

Comor € L,entao r>0e
r=a—>bgq, com q€Z,
afirmamos que r < b. De fato, se isso nao ocorre, entao r —b > 0 e
r—b=a—-bg—b=a—->b(qg+1).

Portanto, r —b € L er —b < r, o que contraria a minimalidade de r. Por consequéncia

a=qb+r,comqeZeO<r<b, isso mostra que existem os inteiros ¢ e r.

18



(Unicidade) Para unicidade, consideremos ¢y, r; € Z tais que
a=bg +ry, com 0<r <b.
dessa forma, bq + r = bq; + 1, 0 que resulta em
r—ri=>b(g—q),

isto é, b | (r—ry). Como |r —r| < b, segue que r —r; = 0, ou seja, r = r;. Portanto ¢; = ¢,

visto que b # 0. 0J

Podemos generalizar a Divisao Euclidiana por meio da substitui¢ao na condi¢ao b > 0 por

b # 0, conforme o seguinte resultado, que sua demonstragao encontra-se em [2].

Corolario 1.1. Se a e b sao inteiros, com b #£ 0, entdo, existe unicos q e r tais que

a=bg+r, com 0<r<]lb. (1.5)

Demonstracao: E suficiente considerar o caso b < 0. O teorema anterior nos mostra que

existem tnicos inteiros ¢ e r tais que,
a=1blgi+r, com 0<r<]lb.

Como |b| = —b, entdo,

a=blg+r=>0(—q)+r,

de maneira que, tomando ¢ = —¢q;, temos que,

a=bg+r, com 0<r<|b.

O

Os inteiros ¢ e r dados em 1.5 sao chamados, respectivamente, de quociente e resto da
Divisao Euclidiana de a por b, respectivamente. Notemos que na Divisao Eucliadiana , com
a=bqg+r,

r=0<b]a.

Ora,

Observacao 1.1. Temos o0s sequintes casos particulares:
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e Sea=0,entao g =1r=0.

e Sea>0¢e¢a<bqg=0er=a.
Exemplo: Determinar o quociente e o resto da Divisao Euclidiana de a por b quando:

a) a=65eb=6
b) a=-32eb=3

c) a=-2435eb=-8

Solugao: (a) Como 65 =10.6+5¢e 5 < 6, entdo g =10 e r = 5.
(b) Para este caso, vamos efetuar a divisao natural de 32 por 3. A seguir, manipularmos a
expressao de modo conveniente. Se 32 = 10 - 3 4 2, entao
—-32 = -10-3-2

= —-10-3-243-3

= —-10-3-3—-2+3

= 3-(-10—-1)+1

= 3-(—11)+ 1.
Assim, g =—11ler=1.

(c) Seja a = —2435 e b = —8, vamos efetuar a divisdo natural de 2435 por 8 e usamos o artificio

analogo ao caso b). Como 2435 = 304 - 8 + 3, temos:
—2435 = 304(—8)—3
= 304(—8)—3+8-38
= 304(—8)—-8—-3+38
= —8-(304+1)+5
= —8-305+5.
Logo, ¢ — 305 e r = 5. A

Conforme a Divisao Euclidiana, se a é um numero inteiro qualquer, entao a resolucao da

sua divisao por b = 2, obtemos os possiveis restos r = 0 ou r = 1, isto é,
a=2q+r, com 0 < r<l1.
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Se r = 0, entao a é denotado da seguinte forma a = 2¢ e é denominado niimero par; se

r =1, segue que a é da maneira a = 2q + 1 e é chamado de nimero impar.

Por exemplo, os nimeros 8 e —16 sao pares, pois
8=2-4 e —16=(-2)-8,
No entanto, 21 e —13 sao impares, note que
21=4-541 e —13=7-(-2)+1.

Definicao 1.2. Pela paridade de um inteiro, queremos dizer se ele € par ou impar.

Se P e I é denominado os conjuntos dos ntimeros pares e impares, respectivamente, entao,
P={2k:kelZ} e I={2k+LkeZ}.

E imediato verificar que:

(1) PnI=0.
(2) Sez,ye Pentatoxtye Pex-y € P.
(8) Sex,yel,entaor+yc Pex-yel.

(4) Seze Peyel,entiortyelex-ye P.

No capitulo 3 apresentaremos algumas aplicagoes da Divisao Euclidiana. Lembrando que

um inteiro @ é um quadrado perfeito quando a = ¢? para algum inteiro g.

1.4 Maximo Divisor Comum

O conceito de mdzimo divisor comum (mdc) é um dos conceitos primordiais da Teoria Elementar

dos Numeros. Aqui vamos consideréd-lo e apresentar algumas propriedades basicas.

No ensino basico o calculo de mdc entre dois inteiros é, em geral, realizado por duas formas:
através da fatoragao canodnica; e por meio dos conjuntos dos divisores positivos escolhendo, neste

caso, o maior inteiro da intersecao desses conjuntos.

Vale aqui chamar a atencao que tais métodos nao sao eficientes, mesmo para nimeros

grandes ao efetuarmos o mdc, pois dependendo dos valores dos inteiros, o calculo do mdc entre
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eles é no minimo tedioso. De fato, determinar a fatoragao canonica entre inteiros ¢ um problema
sem solucao satisfatéria, e como determinar todos os divisores positivos de um dado inteiro esta
instrinsecamente ligado a obtencao de fatoracao canodnica, entao o segundo método também
tem suas limitagoes. Por isso, no ensino bésico considera-se sempre nimeros relativamentes
pequenos. Por exemplo, para calcularmos o mdc entre 22 e 64, iniciamos a divisao pelo menor

primo que divide ao menos um deles. Fazendo isso, temos:

22,64
11,32
11,16
11,8
11,4
11,2
11,1

N NN NN

—_
—_

1,1

Logo, considerando o produto dos fatores comuns, podemos concluir que o maximo divisor

comum de 22 e 64 é 22.

O método mais eficiente para se determinar o maximo divisor comum entre dois inteiros
¢é através do algoritmo de Euclides, o qual consiste em divisoes sucessivas, tendo como base o

Algoritmo da Divisao.

Numa linguagem mais técnica, podemos mostrar a existéncia de mdc entre quaisquer dois

inteiros a e b com a # 0 ou b # 0 da seguinte forma. Sejam
D,={neN:n|a} e Dy={neN:n|b},

em que N indica o conjunto dos naturais (ou inteiros positivos). E claro que D, N Dy # 0, pois
1lael]|b Assim, D, N Dy é um conjunto finito e, por isso, possui maior elemento, o qual é

chamado maximo divisor comum de a e b.

Quando a = b = 0, os conjuntos D, e D, sao infinitos. E por isso que este caso nao serd

considerado e convencionaremos que o maximo divisor comum entre eles é zero.

O que iremos apresentar aqui é essencialmente a mesma coisa, mas usando certo rigor
matematico e destacando propriedades referentes ao contetido que tem como forma

um dos pilares da aritmética de Euclides.
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Definigao 1.3. Dados a,b € Z, com a # 0 ou b # 0, o inteiro positivo d € o mdximo divisor

comum (mdc) de a e b, quando:
(@) d|aed]|b.
(b) Se ¢ € Z, é um divisor comum de a e b, entdo ¢ divide d.

Assim, o maximo divisor comum de a e b é um inteiro positivo que os divide e é divisivel

por todo divisor comum de a e b. Indicaremos este nimero por
d = mdc(a,b).

A notagao utilizada pela maioria dos livros didéticos do ensino fundamental é d = (a, b), isso é

feito devido a praticidade. Notemos que:

mdc(a,b) = mdc(b, a).

Para alguns casos particulares, é trivial calcular o mdec. Por exemplo, se ¢ é um nimero

inteiro nao nulo, temos claramente que:

(1) mdc(a,0) = |al.
(2) mde(a,1) =1.
(3) mdc(a,a) = |al.
Assim, para todo b € Z, temos que a divide b se, e somente se, |a| é o mdc entre a e b,
isto é,
a|lb < mde(a,b) =|al.
Além disso, como D, = Dy, entao:
mdc(a, b) = mde(—a, b) = mde(a, —b) = mde(—a, —b).
Desse modo, assumimos que a e b sao sempre positivos.

O Teorema a seguir é fundamental para resolugoes de muitos problemas na Teoria dos
Ntumeros, pois tem uma importante identidade que relaciona os nimeros a e b e seu mdc. Esta
identidade é conhecida como identidade de Bachet-Bézout, o nome associado aos matematicos
francéses Etienne Bézout e Claude-Gaspard Bachet de Méziria que foram os primeiros a demon-
strar a identidade, respectivamente, através do resultado para polinomios e para os numeros

inteiros.
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Teorema 1.3 (Identidade Bachet-Bézout). Se d = mdc(a,b), existem inteiros xo e yo tais que

d = axo + byp.

Demonstracao: Consideremos o conjunto:

X={ax+by:z,y€Z e axr+by>0}.

Note que, existem em X elementos que sao estritamente positivos, por exemplo para
xr =1y = 1, obtemos

a-1+b-1l=a+b>0=a+bec X.

Admitindo H como o subconjunto de X constituindo por esses elementos. Desse modo, pelo
PBO, H possui menor elemento d. Iremos mostrar que d = mdc(a,b), sabendo que d € H,
existem x,, y, € Z tais que

d = az, + by,.
Usando o algoritmo da divisao com os elementos a e d, temos:
a=dq+r, com 0<r<d, (1.6)
isolando r substituindo o valor de d em 1.6, segue-se que
r = a—dq = a—(ax,+by,) q
= a—a%oq — byoq
= a(l—qz,) +b(—qy).
Logo,
r=a(l—qz,)+b(—qy).
Por isso, se r # 0, entao r € H. Mas, sendo r < d entao pela minimalidade de d, devemos

necessariamente ter r = 0, isto é, a = dgq, o que mostra que d | a.Por conseguinte mostra-se que

d|b. Agorase c € Z tal que ¢ |a e c|b, entdo a = c\j e b= chg, onde A\; , Ay € Z. Assim,

d = ax,+ by,
= A\ To + CA2Y,
= (M To + A2Yo) ,
isto é, ¢ | b. Portanto d = mdc (a,b) . O

Da mesma maneira, pode-se definir o méximo divisor comum entre n inteiros. No entanto,

isto nao serd considerado neste texto. Para tanto, indicamos a referéncia [5].
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1.5 Minimo Miiltiplo Comum

O conceito de Minimo Muiltiplo Comum (mmc) é um resultado que decorre de um processo
analogo ao conceito de mdc, bastante conhecido no ensino fundamental e médio.Quanto a sua
aplicacao neste nivel de ensino, é normal existirem poucos e simples exemplos de contextual-

izacao. Vejamos entao:

Sejam a e b dois inteiros nao nulos, e tomemos os conjuntos
Wy={neN:a|n} e Wo={neN:al|n}.

Consideremos que |ab| € W, e |ab| € W}, afim de que |ab] € W, N W, C N. Dai, pelo PBO, o
conjunto M, N M, possui menor elemento, denominado de minimo miltiplo comum (mmc) de

a e b, que sera indicado por mmec (a,b).

Em suma:

Definicao 1.4. Sejam a,b € Z, coma # 0 e b # 0. O nimero m é o minimo mailtiplo

comum de a e b, quando as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

(a) a|m e b|m.
(b) Se ¢ € N é um miltiplo comum de a e b tal que a | ce b | ¢, entdao m | c.

Por exemplo,

mme(5,7) = 35, mme(8,16) =16 ¢ mme(8,—16) = 16.

Podemos mostrar sem muitas dificuldades que, para quaisquer a,b € Z*,
mmc(a,b) = mme(—a, b) = mme(a, —b) = mme(—a, —b).

Portanto, para o calculo do mmc, podemos considerar sempre a > 0 e b > 0.

O Teorema a seguir, mostrar a existéncia do minimo multiplo comum m para quaisquer

dois inteiros ndao nulos a e b, o qual denotamos por m = mmec (a,b) .

Teorema 1.4. Sejam a,b € Z, com d = mdc(a,b). Entao existe m = mmc(a,b), temos que
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~ a ~
Demonstracao: Notemos que m; = —— e provemos que m; = m. Como d | a e d | b, entao

d
a=d\ e b=dN\y, com A\, \y € N. Assim,
ab  A\db
= = 1d = Mb=b|m.
Além disso,temos,
B a_b _ald Y
my = d = d = A9 a|my.

Tomemos agora my outro multiplo comum de a e b, isto é, ma = aca; e me = bay, com o, as € N.

Pela a identidade de Bachet-Bézout, existem inteiros z e y tais que d = ax + by. Logo,

Mo mad axms + byme

my mayd ab
abasx + abaqyy

ab
ab (ax + aqy)

ab

= ¥ + o1y,
isto é, my | my. Isso mostra que o minimo multiplo comum m entre a e b existe m = ab/d. A
Conforme o Teorema 1.4 , mmc(a,b) < ab. Ora, o célculo de d = mdc(a,b), o que é
executado de modo pratico através do algoritmo de Euclides que apresentaremos na Segao 3.2

, acarretando diretamente na resolugao de m = mmec(a,b). Portanto, basta dividir o produto

ab por d.

Uma consequéncia direta do teorema anterior é o seguinte resultado:

Corolario 1.2. Sejam a,b € N, temos que mmc (a,b) = ab se, e somente se, a e b sdo primos

entre si.

De fato, basta observar que mdc (a,b) = 1.
Exemplo 1.1. Calcular o mme(426, 146).

Solugao: Como mdc(426,144) = 3, entao

426 - 144
mmc(426, 146) = GT = 20448.

De forma similar, podemos definir o minimo multiplo comum entre n inteiros, entretanto,

isto nao sera considerado neste texto. Por conseguinte indicamos a referéncia [5]
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Capitulo 2

Numeros Primos

Nesta secao, vamos destacar os numeros primos que, conforme o Teorema Fundamental da
Aritmética, sdo os principais nimeros inteiros. E importante ressaltar que a idéia primalidade
considerada sobre os nimeros inteiros se estende para ambientes mais amplo, especificamente,
para extensoes dos nimeros inteiros. Essa ideia pode ser encontrada na referéncia [5]. Ainda
nessas generalizagoes, o conceito de primalidade tem muitas aplicagoes nos outros ramos da
Teoria dos Numeros, como por exemplo, na Teoria Algébrica dos Nuimeros e na Teoria Analitica
dos Numeros, sendo de grande relevancia na matematica, pois, ainda existem alguns resultados
desses nimeros que nao tem solugao. No entanto, para nao fugir aos objetivos do nosso trabalho,
vamos direcionar nosso estudo nos conceitos e resultados sobre os nimeros primos, os quais
daremos destaque ao Teorema Fundamental da Aritmética e o Crivo de Eratéstenes, como um

resultado da Divisao Euclidiana.

2.1 Teorema Fundamental da Aritmética

Consideremos o numero 28 e observe que ele pode ser fatorado nas seguintes formas:
28=1-28, 28=2-14, 28=7-4.

Nota-se que, além da fatoracao canonica 28 = 1-28, existem as fatoragoes 28 = 2-14 e 28 = 7-4,
isto é, o niimero 28 possui divisores diferentes de 1 e dele préprio, enquanto com o nimero 13,
por exemplo, 13 = 1- 13, isto ja nao acontece, pois os scus Unicos divisores sao 1 e cle mesmo.

Isto motiva a seguinte defini¢ao:
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Definigao 2.1. Um nimero p € Z — {0,%1} é chamado primo quando seus tunicos divisores

positivos sao 1 e |p|. Caso contrario, dizemos que p é composto.

Observemos que o numero 1 nao ¢ primo nem composto (de acordo com existéncia cle-
mento neutro da multiplicacdo), e que 2 e —2 s@o os tnicos primos pares. Além disso, a € Z é

composto se, e somente se,

a=bc com beceZ e 1<|bl,|c|<]al.

Os nimeros primos serao indicados sempre pelas letras p e ¢ , a nao ser que mencionamos

o contrario.

Exemplo 2.1. Os niumeros 7,-11 e 5 sao primos, ja 14 =7-2,4 = 2-2,16 = 4-4 sdo compostos.
A

Exemplo 2.2. Note que o niimero a = 368 — 252 € composto. Pois, escrevendo a como uma

diferenca de quadrados, temos
a=(6%)"—25 = (6% +25) (6 —25).
Portanto, b = (6% + 25) é uma divisor préprio de a. A

Exemplo 2.3. Mostre que se m —1 e m+1 sao primos, com m > 4, entao m é multiplo de 6.
Solugao: Por Algoritmo da Divisao, temos que m = 6g+r, com r € {0,1,2,3,4,5}. Logo,

m—1=6¢g+r—1 e m+1=6¢g+r+1.
Desde que m —1 > 3 e m+ 1 > 5 sao ambos primos, entao r s6 pode assumir o valor
r = 0,isto é, m = 6q. JAN

J& que p é primo se, e somente se, —p é primo, consideremos apenas 0s nimeros primos
positivos, e seu conjunto destes tera a seguinte notacao P. Posteriormente, mostraremos

que o conjunto P é infinito. Os onze primeiros niimeros primos sao:

P={2,35711,13,17,19,23,31,37.. .} .

Notemos que o conjunto dos nimeros compostos também é infinito, porque cada inteiro

da maneira 2k (um inteiro par), para k > 1, tem o nimero 2 como um divisor préprio.
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Se a ¢ um numero composto e a divide o produto bc, entdo nao necessariamente a | b ou
a | ¢. Por exemplo, 9| 6-3, mas 916 e 913. Vamos observar um caso particular. O primo

p = 5 divide 200, na qual pode ser escrito como as multiplicagoes seguintes:
200=2-100=4-50=5-40=8-25

A cada uma dessas multiplicacoes, temos p = 5 dividindo ao menos um dos fatores. Formal-

izando, obtemos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.1. Sejam ay,ay € Z e p um numero primo. Se p | ajaz, entao p | a; ou p | as.

Demonstracao: Como p é primo, mdc(a;,p) = 1 ou mde(a;,p) = p. Se p 1 a; entao

mdc (ay,p) = 1. Como a,b € Z, sao ditos primos entre si ou relativamente primos quando

mdec (a,b) = 1. Logo, temos que p | as. [l
Generalizando o resultado anterior para um produto de n inteiros, temos
Corolario 2.1. Se p é primo um tal que p | ajasas...a,, entdo existe um indice k com
1 <k < n, tal que p | ay.
A demonstracao pode ser encontrada em [1].
Corolario 2.2. Se p,q1,q2,q3, ..., ¢ SGo nimeros primos e p | q1¢2qs...q-, entio p = qx para

algum k,1 < k < n.

Demonstracao: De fato, pelo Corolario 2.1, existe um indice k, com 1 < k < r , tal que
P | g, como os unicos divisores positivos de g sao 1 e gx. Dai, segue que p =1 ou p = gx. Mas,
p > 1, pois p é primo. Logo, p = qy. 0

O resultado da Proposicao 2.1 é parte da determinacao dos niimeros primos a partir do

teorema seguinte.

Teorema 2.1. Um inteiro p > 1 € primo se, e somente se, toda vez que p dividir wm produto

de dois numeros, dividird ao menos um deles.

Demonstracao: Sabendo que se p é primo e divide o produto de dois inteiros, entao p divide
ao menos um deles. Reciprocamente, consideremos que dados inteiros a e b, com p | ab, entao
p | @ ou p | b. Suponhamos, por absurdo, que p nao é primo. Logo, podemos escrevé-lo na
forma

p=cd com 1<ec,d<np.

Assim, p | ed, mas ptce ptd, o que é contradicao. O
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Teorema 2.2. Se a > 1,entdo existe um primo p tal que p | a.
A demonstragao pode ser encontrada em [3]

Teorema 2.3 (Fundamental da Aritmética - TFA). Todo nimero natural maior do que 1 pode
ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de niumeros primos.

Especificamente,

a4 = P1P2---Pn,

em que py,ps2,..., Pn, SGO PTIMOS.

A demonstragao pode ser encontrada em [5].

O TFA nos garante que, se a é um nimero primo, entao o produto de nimeros primos,

resulta o préprio a .

Os primos que surgem na decomposi¢ao canonica de um dado inteiro a > 1, nem sempre,
sao distintos. Por exemplo, 400 = 2-2-2-2-5-5 = 2%.52. Portanto, organizando os primos, cujo

a repeticao na fatoracao de a. Podemos, assim enunciar o Teorema 2.3 da seguinte maneira:

Corolario 2.3. Todo niumero natural, a > 1 pode ser escrito de modo unico, a menos da ordem

dos fatores, na sequinte maneira

172 Tk
@ =Py Py Py > (2.1)
em que pi, Pa,..., Pr Sao primos distintos e 1,y ..., 75 sao nimeros naturais.

A representacao de um inteiro a > 1 dada em 2.1 é denonimada a sua fatoragao ou

decomposicao candnica em fatores primos.

Exemplo 2.4. Mostre que V3 é irracional.

Solugdo: Se V3 = a/b, com mdc (a,b) = 1, entdo 3 - b*> = a?, isso mostra que 3 divide a>.
Sendo 3 primo, entao 3 divide a?, isto é, a = 3k. Substituindo este valor em 3-b? = a2, obtemos

que b? = 3k?, ou seja, 3 também divide b. Logo, mdc(a,b) # 1, o que é uma contradicao. A

Teorema 2.4. Se a = pi'py..pl» € a fatoracdo canonica de a > 1, entdo um inteiro d é um

divisor positivo de a se, e somente se,
_ S1 ,.52 S
d=pi'py’ . Py
em que 0 < s; < 1; para cada i =1,...,n.
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Demonstracao: Se d = pi'p3®...p3", com 0 < s; < 74, entdo r; = s; + k; para cada i =
1,2,...,n. Dessa maneira,

p581+k1) (S2+k2) . ‘pgfn‘i‘kn)

a = pi'py...pm = D5

ki k
= ('py o) (s )
ki, ke
= d * p11p22 .. prn7
ou seja, d | a.
Reciprocamente, vamos supor que d | a, isto é, a = dc para algum c.

Conforme o TFA, obtemos

kn Sn

c:p’flpg?...pn e d=pi'p3...p,

no qual 0 < s; e 0 < k;para cada i = 1,2, ....n. Logo,

PIps e = (s ) (Pl ) = TR e,
Pelo TFA, devemos necessariamente ter
r; =8+ k; paracadai=1,2,...,n.
Como 0 < k;, entao s; < 1; paracadai=1,...,n. O

Exemplo 2.5. Em conformidade com o Teorema 2.4, os divisores positivos de a = 80 = 2.5

sao:
d = 205 = 1, dy, = 2'-5° = 2,
ds = 22.5° = 4, dy, = 23.5° = 8,
d; = 2*.59 = 16, dg = 2°-5' = 5,
d; = 2'-5' = 10, ds = 22-5' = 20,

dg = 23'51 = 40 dl() = 24'51 = 80
A

Por vezes, se um determinado primo p, nao ocorre na fatoragao de a € N com expoente

maior que 0, é adequado escrever na seguinte maneira
T, T2 7y, 0
a=py Py --Pp Pk
Assim, dados a,b € N, com a > 1 e b > 1, sempre é possivel escrevé-los como
— 1 T2 T — nS1,,52 S
a=p'p’..p e b=pi'p3..pr,
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sendo py, pa...., p, primos distintos e r;, s, € NU {0} .

Por exemplo, a =312=2%2-7-11 e b=176=2%-11, temos

a=2312=22.30.50.7.11 ¢ b=176=2*.3°.5°.79.11.

Para o resultado seguinte, estas consideragoes nos sao necessarias.
Teorema 2.5. Sejam a = pi'py’..pjr e b=pi'ps®...pi", sendo p1,pa. ..., P, primos distin-

tos e ri,s; € NU{0}.Entao,

mde (a,b) = p*ps? ... py",  com o =min{r;, s}, 1<i<n,

mme (a,b) = p’flp§2 .. .pﬁ”, com [; =max{r,s;}, 1<i<n,

onde, min {r;, s;} e max{r;, s;} indicam o minimo e o mdximo entre r; e s;, respectivamente.

A demonstracao podemos encontrar em [5].

Para calcular o mdc e o mmc entre dois inteiros utilizando o Teorema 2.5, é preciso
determinar a fatoracao canonica de cada um deles. A complexidade deles, provém exatamente
disto, pois fatorar algum nimero como produto de poténcias de primos, em geral, é dificil.
Percebendo assim que o Algoritmo de Euclides é a maneira mais eficaz, que serd e demonstrado

na Secao 3.2.
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Capitulo 3

Divisao Euclidiana: Algumas

Aplicacoes

3.1 Sistema de Numeracgao

Alguns resultados aritméticos elementares foram determinados pelos antigos gregos, com a
representando dos nimeros foi estabelecido um método de facilitar as operacoes aritméticas
entre eles, ou seja, soma, subtracao, multiplicacao e divisao. Nesta linha de raciocinio, o

sistema de numeracao decimal é com certeza o mais eficaz.

O sistema de numeracao decimal é constituido por dez algarismos que podem ser or-
denados de maneiras distintas, formados nimeros de qualquer classe e ordem. A saber sao

esses:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Quando um nimero natural é composto por eles, afirmamos que é escrito na representacao
decimal. Por exemplo, a = 47372 esta na representagao decimal, podendo ainda ser colocado

na base 10, obtendo assim:

a=4-10"+7-10>4+3-10>+7-10+ 2.

Generalizando, um ntmero natural a = r,r,_1...r1r9 no sistema decimal é formado uni-
camente como um somatoério finito, em que cada parcela é multiplo da poténcia de 10, mais
propriamente,

a=7rpl0" + 7, 110" 4 o 410 + 7,
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com os 7;/s (os algarismos de a) sdo inteiros com 0 < r; < 9, para i = 1,...,n.

O teorema seguinte é uma aplicacao deste trabalho e a demonstragao encontra-se em [5].
Podemos representar os niimeros naturais de diversas maneiras. Cada uma delas é chamada de
sistema de numeracdo. Alias, pode-se provar que estas, existem em comum o caso de os nimeros
naturais serem denotado por numeros (Digitos ou Algarismos) que pertecem ao conjunto finito

de inteiros.

Teorema 3.1. Seja b um inteiro, com b > 1. Entao todo inteiro positivo a pode ser escrito de
modo na forma

a=ryb" 4+ 1y 16" by o,

em quen =0, r, #0 e para cada i, com 0 < i< n, temos que 0 <r; <b en = [log,al.

Nas condicoes do Teorema 3.1, a expressao
—1
a="71b" + 1, 10"+ 4+ 11by + 70,
¢é chamada expansao de a na base b ou expansao b-adica de a, a qual indicaremos por

(PpTp—1...7170), ,
em que n + 1 é o nimero de digitos, sendo r,, > 0 o primeiro digito, r,_; o segundo, e assim
sucessivamente. Desde que b =1-b+ 0, entdo b = (10),.

Observemos que, a demonstragao do Teorema 3.1, nos traz a vantagem de ser algoritmica

no sentido de dar um metodologia para calcular a expansao b—adica de a.

Quando nao indicarmos a base b, entao ela é a usual, isto é, a decimal b = 10, de
modo que (7,75—1...7170), assim, podendo ser escrito da seguinte forma r,7,_1...r179. Ora, se
b > 10, entao indicaremos a = (7,7,1...7170), € Util representar os algarismos r; > 9 por letras,

especificamente, x,y, w, z, etc, para nao gerar divida. Por exemplo, se b = 12, entao, dado que,
49978 =212 +4-12° + 11122 + 0 - 12 + 10,

escrevemos 49978 = (2420y),,, com z = 11 e y = 10.

Existem algumas bases que tém nomes especiais, tais como a decimal, a bindria com b = 2,

ternaria se b = 3, octal se b = 8 e a hexadecimal sendo b = 16.

O sistema bindario, é um dos mais utilizados, principalmente na aréa da Informatica, pois

¢é a linguagem dos computadores. Para este, cada inteiro positivo a é representado como uma
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soma de poténcias de 2, isto €,
a=2"+7r,_ 12" 1+ 41,
naqual r; ¢ 1 ou 0 paraz =0,....,n — 1.

Exemplo 3.1. Vamos calcular a expansao 8-adica do inteiro a = 1034. Escrever também

(15263), na base 10.

Solugao: Dados n = [logg 1034] = 3, logo o numero de digitos de a na base b=8 é 3+ 1 = 4.

Assim, nas divisoes sucessivas, tambem terd o quociente g3 ¢ igual a zero. Temos,

1034 = 8-120+2 (gop=129 e 7r0=2),

129 = 8-16+1 (p1=16 e r =1),
16 = 8:240 (G2=2 e 19=0),

Dessa forma,

1034 =2-84+0-8+1-8+2,
isto é, 1034 = (2012), . Agora,

(15263), = 1- 7" +5- 7 +2-7*4+6- 7+ 3 = 4259.

3.1.1 Alguns Critérios de Divisibilidade

Nesta secao, consideremos alguns critérios de divisibilidade, baseando-se na representacao deci-
mal de um dado nimero natural e o item (3) do Teorema 1.1 com sua generalizacao. Conforme

o Teorema 3.1, todo niimero natural a pode ser escrito de maneira tinica da seguinte forma:
a=1,10" + 7, 110" + - 4+ 710 + 79, (3.1)

no entanto, n > 0, r, # 0, e para cada 7, com 0 <7< n, 0 < r; < 10.

Divisibilidade por 2, 5 e 10
Os critérios por 2, 5 e 10 sao obtidos diretamente. De fato,
710" + 7 110" - 4 1 10,
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¢ uma soma na qual todas as parcelas sao multiplos de 2, 5 e 10, respectivamente, resultando
de 3.1, temos

2|la< 2| rygs rgé par,

isto é. 2 divide a se, somente se, rg = 0,2,4,6 ou 8. Dessa forma,

Um inteiro é divisivel por 2 se, somente se, seu ultimo algarismo (das unidades)

for par.

Por exemplo, a = 64234 ¢ divisivel por 2, ja b = 462137 o que nao ¢ valido para este caso.
Da mesma maneira,

S5laeb|rgerg=0o0ury)=>5.

dai,

Um inteiro é divisivel por 5 se, somente se, seu ultimo algarismo (das unidades)

for 0 ou 5.

Desse modo, a = 73980 e b = 34695 sao divisiveis por 5. Agora, ¢ = 5426 ¢ d = 85738, o

que nao ¢é valido para este caso. Por fim,
10|CL<:)10|T0<:>7"0:0,

ja que rg = 0 ¢ o tnico multiplo de 10. Portanto,

Um inteiro € divisivel por 10 se, somente se, seu ultimo algarismo (das unidades)

for 0.

Tais como, a = 20150 e b = 74630 sao divisiveis por 10. No entanto, ¢ = 30985 e d = 76592

estes ja nao sao divisiveis.

Divisibilidade por 3 e 9
Os critérios por 3 e 9 sao semelhantes. Primeiro, comegaremos mostrando que

3110 =1, Vn=0 (3.2)
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J& que 3] 10° — 1 = 0, entao o resultado ¢ valido para n = 0. Vamos supor 10" — 1 = 3k, isto

¢, 10" = 3k + 1, dai
107+ —1=10"-10—1 = (3k+1)-10—1
= 30k+3
= 3(10k+1),
ou seja, 3 | 10"t — 1. Conclui-se, 3 | 10" — 1 para todo n > 0.
Consideremos, a = r,10" + r,,_;10" 1 + - - - + 7110 + 7y, segue que

a—(rp+rn1++ri4re) =71, (10" = 1)+, (10" =1) 4+ + 7 (10— 1).

Em conformidade com 3.2, os termos a direita da ultima igualdade sao sempre divisiveis por 3.
Entao,

a_(rn‘|‘7’n_1+"‘+7’1+7’0):3k7 com k€ Z.

Dai, segue que, se 3 divide a, entao 3 divide r,, +r,_1 4+ -+ - + 11 + ro (soma dos digitos de a).

Reciprocamente, se 3 divide r,, + r,_1 + - - - + r1 + 70, entao 3 divide a. O que resulta,
Um inteiro é divisivel por 3 se, somente se, a soma de seus digitos é divisivel por 3
Como 9 divide 3, entao 9 | 10" — 1, assim o critério por 9 é analogo, isto é,

Um inteiro € divisivel por 9 se,somente se, a soma de seus digitos € divisivel por 9.

Por exemplo, a = 468 e b = 41583 sao divisiveis por 3, pois
446+8=18=3-6 e 4414+54+84+3=21=3-7.

mas, os numeros ¢ = 683 ¢ d = 809120 nao ¢ possivel ser divisivel por 3, respectivamente, pois
64+84+3=17e8+04+9+ 14240 =20. Do mesmo modo, a = 759087 e b = 967876983 sao
divisiveis por 9, agora, ¢ = 5964 e d = 2643, nao sao divisiveis por 9.

Divisibilidade por 4

O nimero a = r,10" 4 r,_110" ! + ... + 7110 + ry pode ser escrito da seguinte maneira:

a = 100:1{3‘“7‘11"0,
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pois, a = r, 10" 4+ 7,_110" ! +- - - + 75102 é divisivel por 100 = 4-25. Portanto, para determinar
a divisibilidade por 4, analisaremos o nimero r7g, que é formado pelos algarismos da dezenas

e unidades. Em resumo temos,

Um inteiro € divisivel por 4 se, e somenle se, o numero formado pelos Algarismos

das dezenas e das unidades é divisivel por 4.

Como 36 é multiplo de 4, logo a = 42736 é divisivel por 4. No entanto, b = 732839 nao é

divisivel por 4, pois 39 nao ¢ multiplo de 4.

Divisibilidade por 7
Para o resultado do critério por 7, detalharemos um pouco mais. Assim, temos
a=r,10" 4+ 7, 110" + - 4710 + 70,
ou melhor,
a = 10k + ro,
pois, 7,10" + r,, 110! + -+ + 7110 é multiplo de 10, e k = r,r,_1 ... 7971 (0 nimero formado

pelos algarismo de a, exceto o das unidades). Mostraremos que

7|CL¢>7|]€—2’F0.

Com efeito, se 7 divide a, entao existe um inteiro m tal que a = Tm. Dai, como ry =
a — 10k,
k—2ry = k—2(a—10k) = k—2(7m — 10k)

= 21k —14m

= 73k —2m),
ou seja, 7 divide k — 2rg. Por outro lado, se 7 | k — 2rg, entdao k — 2rg = 7, com « € Z, isto é,

k = Ta + 2ry. Dessa maneira,
a=10k+19o=10(Ta 4 2r¢) + 1o = 7 (10a + 3ry) .

Logo, conclui-se que 7 divide a.

O processo apresentado anteriormente devemos repetir, até que o nimero seja facil iden-

tificar a divisibilidade por 7, algumas vezes, respectivamente.
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Por exemplo, a = 16079 é divisivel por 7. Diante disso, temos que £ = 1607 e ry = 9.
Logo,
k —2rq = 1607 — 2 -9 = 1589,

visto que, o niimero 1589 é menor que 16079, mas ainda é dificil identificar a divisibilidade por
7. Portanto, aplicaremos novamente o processo. Note que, k = 158 e ry = 9, assim
k —2ry =158 — 2 -9 = 140,
repetindo o processo com k = 14 e ryp = 0, temos
k—2rg=14-2-0=14

Logo, 7 | 14, dai,7 | 140, acarretando que 7 | 1589, por fim, 7 | 16079. Agora, para a = 12643,

aplicando de maneira sucessiva, obtemos
1264 — 2-3 = 1258,
125 — 2.8 = 109,
10 - 29 = -8

Pois 7t —8, podemos concluir que 71 12643.

3.2 Algoritmo de Euclides

Existe alguns dados histéricos referente ao conhecimento sobre a vida do matemético Euclides
de Alexandria (fl. c. 300 AC), mas é imensamente vasta as consequéncias advindas de seus
estudos. Dentre suas obras, destaca-se Os Elementos, livro que fundamentou toda a Geometria
Euclidiana Plana que conhecemos hoje em dia. Esse livro se compoe de 13 capitulos, no qual o
sétimo apresenta o processo conhecido como Algoritmo Euclidiano, processo fundamental para
encontrarmos o maximo divisor comum de ntimero inteiros, podendo ser usado para verificarmos
se dois numeros sao primos entre si. Diante disso, iniciaremos um estudo em tal algoritmo,

sendo uma das principais aplicacoes da divisibilidade euclidiana.

Para determinar d = mdc(a,b), quando a > 0 e b > 0 sao relativamente “pequenos” a
resolucao é feita sem muitas complicacoes. Agora para encontrar d quando temos a = 4838 e

b = 308572, onde a e b sao consideravelmente grandes torna-se bastante impraticavel e tedioso.
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A seguir mostraremos um resultado bastante notavel, sendo fundamentado para atingir de
uma forma mais satisfatéria para calcular d = mdc (a, b), para quaisquer que sejam os inteiros

a e b, que baseia-se em divisoes sucessivas.

Lema 3.1 (Euclides). Se a = bg + r, entao mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracgao: Por 1.4, todo divisor de b e r é também divisor de a. Por outro lado, se
deNétal qued|a ed]|b, entdo, como r = a — bg, segue que d | r. Isto é suficiente para que

tenha mdc (a,b) = mdc (b, 1) . O

Podemos concluir pelo Lema 3.1 que o problema em determinar mdec (a, b) reduz a calcular

mdc (b, r) .

Consideremos a, b € Z, com a > b > 0. Pela divisao euclidiana, obtemos

a=b-q+1ry, com a<r,<b.

Conforme o Lema 3.1, mdc (a, b) = mdc (b, ro) . Desse modo, vamos considerar dois casos:

1. Se rg = 0, entao

mdc (a,b) = mdc (b, o) = mdc (b,0) = b.
2. Se rg # 0, dessa maneira vamos efetuar a divisao de b por ry, dai
b=ro-q+mr, com 0<r; <ry.
Assim,
3. Se 1o # 0 segue-se que
mdc (a,b) = mdc (b, ro) = mdc (ro,m1) = mdc (g, 0) = ro.
4. Se r1 # 0, efetuamos a divisao de o por r, temos

ro="71-qa+1ry com 0<ry<ry,

procedemos, mais uma vez conforme fizemos anteriormente, temos

mde (a,b) = mde (b, ro) = mdc (ro,m1) = mde (r1,79) ,
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e assim sucessivamente. Desse modo, existe um indice n tal que r, # 0 e 7,41 = 0, 0 que nao

é possivel.

Por conseguinte temos:

mdc (a,b) = mdc (b,19) = mdc (ro,r1) = mdec (r1,r2) = - - - = mdc (rp, 7py1) = mde (rp,0) =1,

Conclui-se que o ultimo resto nao é nulo r, é o mdec de a e b. Em resumo, temos o

resultado seguinte, cuja demonstragao pode ser encontrada em [4]

Teorema 3.2 ( Algoritmo de Euclides). Sejam ro = a e ry = b inteiros nao negativos, com

b # 0. Se o algoritmo da divisao for aplicado sucessivamente para obter-se,
Tj = Qi e, 07 <1y,

para j =0,1,2,...n—1 er,1 =0 entao (a,b) = r,, o dltimo resto nao-nulo.

A seguir, vamos exemplificar com o calculo de mdc por intermédio do algoritmo de Eu-

clides.

Exemplo 3.2. Calcular d = mdc(1036,246) e expressa-lo conforme o Teorema 1.5.

Solugao: Note que 1036 > 246, usando o Algoritmo de Euclides, dividindo a = 1036 por
b = 246. Segue-se que:

1036 = 2462+ 52 mdc (1036, 246) = mdc (246, 52) ,

246 = 52-4+ 36 mde (246, 52) = mdc (52, 36) ,
(3.3)

52 = 36-14 12 mde (52,36) = mdc (36, 12),

A

36 = 12-340 mdec (136,12) = mde (12,0) = 12,
Logo, mdc(1036,246) = 12.

Agora vamos encontrar x, e yo € 7Z tais que 12 = 1036 - =, + 246 - y,. [sso, consiste em

isolar os restos nao nulos da divisao de baixo para cima das igualdades em 3.3, substituindo-os
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sucessivamente. Temos,
12 = 52—-36-1 = 52—36-(246—4-52)
= 52—-36-246 — 36 (—52-4)
= 145-52 — 36 - 246

= 145-52 — (1-246 — 4 - 52) - 246.
= 145-52—246-1-246 + 984 - 52
= 1129 -52 — 246 - 246

= 1129 (1036 — 246 - 4) — 246 - 246
= 1129 -1036 — 4762 - 246,

Dai, podemos afirmar que,

12 =1129 - 1036 — 4762 - 246.

Por conseguinte, temos que zy = 1129 e y, = 4732. A

Definicao 3.1. Dois inteiros a e b sdo ditos primos entre si ou relativamente primos quando

mdc (a,b) = 1.

Por exemplo, 10 e 3 sao primos entre si, pois mdc (10, 3) = 1; Note que, para os nimeros

20 e 3 nao sao primos entre si, ja que mdc (20, 3) = 2.

Como consequéncias imediatas do Teorema 1.3 temos:

Corolario 3.1. Os inteiros a e b sdo relativamente primos se, e somente se, existem v,y € Z

tais que ax + by = 1.

A demonstragdo podemos encontrar em [5]

Corolario 3.2. Sejam a,b,c € Z. Se a | bc e mdc(a,b) =1, entdo a | c.
Demonstracao: Por hipétese, be = ak, com k € Z. Alfas, pelo o corolario 3.1, existem z,y € Z
tais que ax + by = 1. Dai, multiplicando ambos os membros desta igualdade por ¢, temos
¢ = car+cby = caxr+ aky
= af(cx +ky).
Logo, a | c. O
Corolério 3.3. Sejam a,b € Z tais que mdc(a,b) =1. Sea|c eb|c entio ab]|c.
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Demonstracao: Como mdc(a,b) = 1, entdo pela a identidade de Bachet-Bézout, existem
x,y € Z tais que
1 = az + by, (3.4)

por outro lado, A\; e Ay € Z tais que ¢ = a\; = DAy, dessa maneira

cb = abA e ca = ab)s,

multiplicando ambos os membros da igualdade em 3.4 por ¢, temos que

¢ = cax+cby = ablx + ab\y
= ab(lex + \1y).

Portanto, ab | c. O

3.3 Crivo de Erastotenes

E normal dentro da Teoria dos Ntmeros, nos questionar se algum numero natural é primo
ou nao. Vamos analisar através do Crivo de Erastétenes, que foi um matématico, astronomo,
historiador, gedgrafo e fildsofo grego, que contribui para a Teoria Elementar dos Nimeros com a
determinacao dos nimeros primos menores ou iguais a qualquer nimero natural n. Ressaltemos

um resultado importante que é o Teste de Primalidade, segue-se:

Teorema 3.3 (Teste de Primalidade). Sen > 1 for composto, entao n possui, necessariamente,
um divisor primo p tal que p < \/n. Isto €, se n ndo possui divisores diferentes de 1, menores

ou iguais a \/n, entao n € primo.
Demonstracao: Como n é um nimero composto, entao

n=a-b, com 1<ab<n.

Se a > +/n e b > /n, entao
n=a-b>+n-vn=n,

o que é impossivel. Portanto, a < y/nou b < /n. Vamos supor que a < y/n. Como a > 1,

existe pelo Teorema 2.2 um primo p, com p | a. Desde que a | n, temos que p | nep < a < y/n.

4

43



O Teorema 3.3 nos garante que, para provar se algum nimero n > 1 é primo, é bastante

notavel a sua divisibilidade pelos primos p < 1/n.

Enquanto n cresce, v/n também cresce, mesmo com menor intensidade, isto &,

lim — = 0.

x
RN

Portanto, o Teste de Primalidade dado pelo teorema anterior perde a eficiéncia, quando os

nimeros de n aumentam consideravelmente. Por exemplo, para n = 40963956, temos [\/n] =

6400, dessa forma, determinamos todos os primos menores ou iguais a 6400 é algo inviavel

na prética (sem o auxilio do computador, é obvio). Como j& falamos, ainda nao existe um

algoritmo sobre primalidade que seja eficiente do ponto de vista computacional. Por exemplo,

o RSA.

Exemplo 3.3. Para o nimero n = 211, temos que [\/n] = 14 e os primos menores que 14 sao
2,3,5,7,11 e 13. Note que estes primos nao divide n. Logo, n € primo. Agora, n = 265, ¢

composto, pois [v/n] =16 e 5 divide 265. A

E importante destacar o seguinte:

Observacao 3.1. Ao iniciar, excluindo os multiplos de um determinado niumero primo p de
uma lista de k, podemos comecar excluindo a partir de p*. Dai, se m é composto menor que p?
que nao foi excluido por meio de p, entdo m = p1q, sendo p; € o menor divisor primo de m.
Dessa maneira, pelo Teorema 3.3, p1 < \/m < p, ou seja, m necessariamente foi excluido por

meio de pr.

Para o método de Erastotenes, apresentaremos os passos a seguir que sao baseados em

todos os primos menores do que n .

Passo 1: Consideremos os nimeros de forma ordenada, a partir de 2, ou seja,
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16, ..., n. (3.5)

Passo 2: Se 2 é o primeiro primo que aparece na sequéncia de 3.5, entao podemos exclui dela

todos os scus nimeros pares maiores que 2, restando os seguintes niimeros:
2,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23 ... n. (3.6)

Passo 3: Agora, excluindo o segundo niimero que aparece na sequéncia 3.5 que é o 3. Sabemos

que, este é primo, sendo assim, excluimos de 3.6 todos os seus multiplos exceto ele mesmo, assim,
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temos,

2,3,5,7,11,13,17,19,23,25,29, ..., n. (3.7)

Passo 4: Por fim, notemos que 5 é o primeiro nimero que nao foi excluido em 3.7, também

primo. Removendo os multiplos de 5 maiores que ele, vamos obter a sequéncia

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,33,34, ..., n.

Repetimos o processo até que o primeiro niimero nao excluido da lista seja maior que /7,
pois de acordo com o Teorema 3.3, todo os niimeros que restaram sao os primos menores ou

iguals a n.

Listamos a seguir todos os primos menores que 75, os que sao primos destacaremos com

retangulos.
10

2] [38] 4 [6]6 [7] 8 9
14 15 16 [17] 18 [19] 20

[11] 12 [13]

21 22 24 25 26 27 28 30
[31] 32 33 34 35 36 [37] 38 39 40
(41| 42 43| 44 45 46 |47] 48 49 50
51 52 [53] 54 55 56 57 58 [59] 60

62 63 64 65 66 68 69 70

EIRE
[ —

72 74 75

Como /75 < 11 , entao excluimos todos os multiplos primos até 7, isto é, os multiplos de 2, 3,5
e 7; Assim, como o primeiro nao excluido é 11 e 11?2 > /75, logo nao é necessario considerar

os multiplos de 11.

3.3.1 Fatoracgao Canonica de n!
Conforme o TFA, dado n > 1 com fatoracao canonica
n = PPy ps ..ot (3.8)

temos que para cada ¢ = 1,2,3,...k, o nimero r; é o maior expoente de p; que surge nesta

fatoragao. Determinamos a fatoragao candnica de n!, utilizando este fato.

Iniciaremos com a seguinte:
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Definicao 3.2. Seja p um nimero primo. Dado um niumero natural n, denotemos por O, (n)

o expoente da maior poténcia de p que divide n.

Ora, se O, (n) = a, entao p® | n, mas p**! { n.Por exemplo, para qualquer primo p temos

para todo g # p. Além disso,

0:(23) =2 02(2'-3) =3, 03(2:3) =6, 0a(2:3) =T

De acordo com a defini¢ao anterior, vamos reescrever o inteiro n dado em 3.8 da seguinte
maneira:

Op, (n)pQOpz (n)

Op, (n) Op, (n)
n=p Y

p

Teorema 3.4. Se p é um numero primo, entao, para qualquer m,n € N, temos

Op (m-n) = Op (m) + Op (n).

Demonstragao: Indicaremos O, (m) = a e O, (n) = 3, desde que p*p® = p**¥ é a maior

poténcia de p que divide m - n. Dessa maneira,

O,(m-n)=a+p=0,(m)+0,(n).

O
Lema 3.2. Dados a,b e c inteiros, consideremos b e ¢ positivos e a nao negativo. Entao,
a
G pe
c | lbel
Demonstracao: Consideremos
)
. —
oo« -]
Assim,
a = bq + 1y, com 0<r <b, (3.9)
e
q = [%] =cqs + T2 com 0<m<ec (3.10)
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Portanto, substituindo 3.10 em 3.9, temos
a="b(cq +ry)+ 11 =0begy + (bra+11).

Queremos mostrar ainda que bro+7; < be—1. Com efeito, como 0 <y < b—1e0 <79 < c—1m,
dai
b’l“2+’l“1 < b(C—l)-i—b—l:bC—l.

a
Assim, concluimos que g3 é o quociente da divisao de a por be, ou seja, g = {b—} : A
c

O resultado seguinte é dedicado a Legendre, que foi um matematico franceés que contribuiu
com resultados importantes para a Teoria dos Numeros, a Teoria Algébrica e a Teoria Analitica.
Este nos mostra como determinar O, (n!), ainda que a fatoracao canonica de n!, nao seja dado

claramente. ¢ omitiremos a demonstragao, que podemos verificar em [2]

Teorema 3.5 (Férmula de Legendre). Sejam p primo e n > 1 um nimero natural. Entao

ool - [ ()

Em conformidade com a Férmula de Legendre, calcular O, (n!) é algo facil e, para tanto,

consideremos as divisoes sucessivas

n = pg1 + r, com 0<7r; <p,
@ = pg2 + 712, com 0<ry<p,
(3.11)
gs-1 = pgs + 15, com 07y <p,
na qual ¢s_; = 0, pois ¢; > ¢1 > ---, e assim deve existir s tal que ¢s < p. Substituindo os ¢.s
em 3.11, temos
n o= pg -+
= P+
= Pas+ry
= pSQS + 7{97

em que 0 < r}, < p* para k = 2,.... s, ou seja,
Op(n) =g +q+-+gs
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Exemplo 3.4. Paran =15 e p =2, temos que
15 15 15
15 = |— — —
o = |3+ 5]« (5]
isto €, Oy (15!) =743+ 1 = 11. Portanto,
15! = 24k,
com mdc (2,k) = 1. A

14

A partir dai, ao dizermos que “r € o numero de zeros de a”, em outras palavras “ a
termina com r zeros consecutivos”. Por exemplo, para a = 120327000, temos que r = 3, e para

a = 53671, r = 0 (a ndo termina em zero)
Teorema 3.6. O numero de zeros de n! € igual a

min {Os (n!), 05 (n!)}.

Demonstracao: Dados Oy (n!) = a e Oy (n!) = 5. O nimero de zeros de n! é rigorosamente

igual a maior poténcia de 10 = 2 - 5 que divide n!.

Assim, essa poténcia ¢ igual a

10min{o¢,,@}7

logo, o nimero de zeros de n! é igual a min {O, (n!),O5 (n!)}. O

Como consequéncia imediata do Teorema 3.6, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.4. Sen > 5, entdao o nimero de zeros de n! € igual a Os (n!). Paran <5, n! nao

tem zero.

Exemplo 3.5. Determinar o nimero de zeros de 1000!.

Solugao: Pelo corolério anterior, o nimero de zeros de 1000! é igual a O5 (1000!). Assim,

05 (10001) = {10001 [1000] [1000} [moo

- = = 54] 00 + 40 + 8 + 8,

logo, o nimero de zeros de 1000! é 249. JAN

Exemplo 3.6. Determinar a fatoracao canonica de 20! e verificar com quantos zeros ele

termina.
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Solugao: Primeiro, vamos determinar O, (20!), para todo primo p < 20. Sao eles p =

2,3,5,7,11,13 e 19. dai,

20] 20 20
' pr— — — — = =
05 (20!) 7 + {22] + {23] 10+5+3 =18,
201 [20
O3(201) = |—|+ [?} = 64+2=38,
o0
Os(20)) = |— = 4,
_5_
-
0-(20) = |2 _ 9
L 7 .
0]
200) = |—= = 1
Oll ( 0 ) -11- )
o0
N = |= =1
013 (20!) ) :
o0
| — — =
O19 (20!) 7| 1.

Portanto, 20! = 218.38.5%.72.11.13- 19, e como Oj (20!) = 4, temos que 20! termina com 4

ZEeTOoS. A

3.4 Consideracoes Finais

Esperamos que este trabalho possa atingir os propésitos de fundamentacgao tedrica e principal-
mente pratica, no intuito de suprir as eventuais necessidades de contextualizagao de contetidos
curriculares nos niveis de ensino, ressaltando a possibilidade de inserir conceitos pertinentes a

Teoria dos Numeros em niveis iniciais com aplicagoes basicas.

E necessaria uma dedicacao dos professores em buscar novos caminhos que proporcionem
uma aprendizagem significativa. Com isso, a insercao dos conceitos e aplicacoes tratadas neste,

podem auxiliar na busca de resultados mais proveitos no estudo de determinados assuntos.
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