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RESUMO

E muito importante sabermos que o desenvolvimento do Calculo teve suas ideias bases por
volta de 2000 anos antes de Newton e Leibniz, que mais tarde formalizaram o Calculo
Diferencial e Integral, com matematicos bastantes conhecidos sdo eles, Arquimedes, Zeno e
Eudoxo mas, neste trabalho iremos nos restringir ao desenvolvimento do Calculo Diferencial
feito por Newton e Leibniz. Newton relacionava o calculo com o movimento, ja para Leibniz
com a diferen¢a infinitamente pequena de dois valores consecutivos de uma varidvel y, ele
por sua vez, foi feliz na escolha da notacgdo, pois ¢ a mais utilizada até entdo. Neste trabalho,
estudamos um pouco do Calculo Diferencial, mais precisamente, a defini¢cdo de derivada, suas
propriedades e alguns resultados, dentre eles os Testes da Derivada para determinagdo de
maximo e minimo, com o principal objetivo de aplicar estes conceitos na resolu¢do de
problemas em diferentes areas, em particular, estudamos algumas aplicagdes na Fisica, na
Engenharia Civil, na Matematica Financeira, Geometria e Taxa de Variacao.

Palavras-Chave: Derivada. Testes da Derivada. Aplicagdes.



ABSTRACT

It is very important to know that the development of Calculus had its basic ideas about 2000
years before Newton and Leibniz, who later formalized the Differential and Integral Calculus,
with well-known mathematicians, Archimedes, Zeno and Eudoxo, but in this work we will
restrict ourselves to the development of the Differential Calculus made by Newton and
Leibniz. Newton related the calculation with motion, for Leibniz with the infinitely small
difference of two consecutive values of a variable y, he in turn was happy in the choice of
notation, since it is the most used until then. In this work, we study a bit of Differential
Calculus, more precisely, the definition of derivative, its properties and some results, among
them the Derivative Tests for maximum and minimum determination, with the main objective
of applying these concepts in solving problems in different areas, in particular, we studied
some applications in Physics, Civil Engineering, Financial Mathematics, Geometry and

Variation Rate.

Keywords: Derived. Derivative Testing. Applications.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Figura 7 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Representacdo grafico de dx € dy ...cocvvveemecienieicieneeeeeeee 17
INCHNAGAO dATEA S ..eecevvieeiieeeeee ettt eeaee e 18
Variagao da reta SECANTE .......cc.eeeveeereeeeeeeteeereeeee et eeteeereeeteeereeeaeeeeaeeeareeeree e 19
Gréafico de uma fungdo Y = f(X).eererreriererierieeeiereete e 34
Bombeando Petroleo de uma Perfuracao para uma Refinaria ..........ccccc..... 43
Representacao dOS PASLOS ..ecvvierveeriieiieriieieecie ettt 48
CaiXa de PAPLIAO ..eovvveeeeeeieiieie ettt eb e 51



SUMARIO

INTRODUGAO ....ourrteeteernesssssssssssss s s ssssssssssssssssesssasssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssasssans 11
1. DERIVADA ... s 16
1. 1 Definicao de Derivada ........cocuvmesessesmsssmsssssssssssssssssssssssssssssssss s s ssssssssasssssssssssnsas 16
1.2 Regras de DeriVaga0.......ccuieerumsessssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssassnssssssssnsss 20
1.2.1 Derivada de uma FUNCA0 COoNStaNTe........cccevcrmssrsmsmsssssssssmsssssssssssssss s ssssssssssssssnnens 21
1.2.2 Derivada de uma FUNCA0 POENCIA......cccvuremrercrmsncsnsesssssss s sn s sesssassnsnsns 21
1.2.3 Derivada do Produto de uma Constante por uma FUNGAO0 ........cccvecverernsesussesnsnsesnens 22
1.2.4 Derivada da Soma ou da DiferenCa.......c.ccouercemrursmsmsssmsssssmsesssssssassesmss s sssmsassssnsas 23
1.2.5 Derivada de Um Produto.........ccccomimrnnmninncnmsnnsssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssas 24
1.2.6 Derivada de um QUOCIENTE........ccvercrmnmsmrsssesnsss s sss s 26
1.2.7 Derivada da Fungao Composta (REGRA DA CADEIA).........nnrereerenenes 27
1.3 Derivadas SUCESSIVAS ......uvereicsmrsmsessrssmssssmsssssssssssssssssssssssss s s ssssssssasssssssssnsassnssssssnsasas 29

2. ALGUNS CRITERIOS PARA DETERMINAR O MAXIMO E O MINIMO DE

FUNCOES USANDO A DERIVADA.........oconerreresssssssssesssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssasnes 32
2.1 MAximOoSs € IMIINIMOS.......coiuieriicsiisess s sn s sn s e 32
2.2 Critérios para Determinar os Extremos de uma FUNGAO0.........ccocumnmrmsusssessssssssssssnenesns 34
3. APLICAGCOES DE DERIVADAS ........coeomsermersessssssessssssssssesssesssssssssssssssssssssasesssesas 38
3.1 Aplicagdes de Derivadas Na FiSiCa ......c.cuusermrmssrsmmsmsmsmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssseses 38
3.2 Aplicacao de Derivadas na resolucao de Problemas de Otimizagao........c.cceveererareas 41
3.2.1 Aplicacao da Derivada na Engenharia Civil.......c.cccovrirnicnnsnsnssensssnnssssesesesacsenns 41
3.2.2 Aplicacao da Derivada na Matematica Financeira .........cocuvcnmnmsnssssssssssssssssssssens 45
3.2.3 Aplicacoes da Derivada na GeOmMetria........cocuuremrmrrimssssnsmsssssssssssssssssssssssasssssssssssassnnss 47
3.3 Aplicacao da Derivada na Taxa de Variagao.......c.cuusereseressssmssssssesssssssssssssssssssssssssesens 51
CONCLUSAO.......coureemsssesssessssssasesssassssssassssssssssssassssssassssssssessssassssssassssssassssssasessssassssssasees 52
APENDICE - ALGUNS RESULTADOS UTILIZADOS........ Erro! Indicador ndo definido.

REFERENGCIAS. ......oeeeeeeeeeseesessesessssesssssssssssesssssessasesessasessssasessasessasssessasasessssessssasessasesessasen 53



11

INTRODUCAO

O calculo teve suas ideias iniciais por volta de 2000 anos antes de Newton ¢ Leibniz
formalizarem o célculo Diferencial e Integral, com matematicos bastantes conhecidos sdo
eles, Arquimedes (287-212 a.C.) que nasceu na colonia grega de Siracusa, na Sicilia, Zeno
(495 — 435 a.C.) e Eudoxo (408-355 a.C.). No momento iremos nos restringir ao
desenvolvimento do Célculo Diferencial feito por Newton e Leibniz.

Isaac Newton nasceu prematuro no dia de Natal de 1642, em uma aldeia de
Woolsthorpe, na Inglaterra, seu pai morrera antes de seu nascimento, sua mae casa-se
novamente quando o mesmo tinha trés anos. Foi educado pela avo, um tio recém-formado em
Cambridge, ao notar a capacidade do desenvolvimento do sobrinho em matematica de
maneira extraordindria, induziu a mae do menino a matriculd-lo em Cambridge. Em 1661
Newton ingressou no Trinity College, embora inicialmente ndo tenha apresentado um grande
interesse pela matematica, mas sim pela quimica que durou por toda sua vida. Mesmo assim,
no inicio de seu primeiro ano estudou um exemplar de Euclides, leu Clavis de Oughtred, a
Geometria a Renato Des Cartes de Schooten, a Optica de Kepler, as obras de Victe,
Arithmetica infinitorum de Wallis, como também teve aulas de Barrow sobre “Lucasion
professor”, dentre tantas outras obras que Newton veio a conhecer (Boyer, 1996), o que fez
com que despertasse no mesmo a simpatia pelo célculo.

Devido a uma epidemia a Universidade veio a fechar, assim que Newton terminou sua
graduacdo, levando-o a voltar para sua aldeia onde ficou durantes os anos de 1665 ¢ 1666
(Avila, 2006), periodo do seu florescimento, quando comegou a fazer suas contribui¢des e
suas primeiras descobertas que lhe deram reconhecimento até os dias de hoje, sendo elas, o
teorema binomial, o célculo, a lei da gravidade e a natureza das cores.

As pesquisas de Newton sO foram publicadas muito depois de suas descobertas,
devido a receio de criticas, por partes de outros cientistas. Em 1669 foi denominado professor
em Cambridge (Boyer, 1996), o qual lhe proporcionou grandes incentivos e reconhecimentos
por parte de seus colegas de trabalhos, em suas pesquisas.

Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu 1646 em Leipzig na Alemanha, como seu pai e seu
avo materno lecionavam em universidade, isto lhe favoreceu a uma vida académica brilhante,
desde cedo demostrou gosto pelos estudos, passava horas na biblioteca de seu pai, aos quinze
anos entrou na Universidade e aos dezessete adquiriu o grau de bacharel. Estudou Direito,
Filosofia, Teologia e Matematica na Universidade. Ja estando apto a receber o titulo de doutor

aos vinte anos, mas lhe foi recusado, uma vez que sua idade tenha sido considerada precoce.
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Deixando sua terra natal Leipzig, recebeu seu grau de doutor pela Universidade de Altdorf em
Niiremberg, onde lhe propuseram o cargo de professor, no entanto, Leibniz recusou, segundo
Boyer (1969) e Avila (2006).

Posteriormente Leibniz ingressou no servi¢o diplomético, no qual serviu inicialmente
para o eleito de Mainz, em seguida para familia de Brunswick, e encerrou nos Hanoverianos,
com quem permaneceu quarenta anos. Em 1673 seguiu em missdo politica para Londres, onde
adquiriu um exemplar das Lectiones geometricae de Barrow. Quando Leibniz retorna a
Londrez em 1676, traz consigo uma maquina de calcular, que durante muito tempo de sua
vida dedicou-se ao aperfeicoamento da mesma. Leibniz do contrario de Newton, ndo tinha
receio em divulgar suas pesquisas, isso fez com que os seus estudos embora mais recentes do

que os de Newton se propagassem de maneira mais rapida, (Boyer 1969).

Isaac Newton

Fonte: http://philosophyofscienceportal.blogspot.com.br/search?q=newton

O célculo fluxional de Newton foi o estudo realizado por ele em 1665 (Maciel, 2012),
no qual descreve a solucdo para encontrar a tangente de uma curva dada através de uma
equacdo f x,y = 0, Newton relacionava o calculo com o movimento. “As varidveis x ¢ y
eram denotadas como fluentes, isto ¢, grandezas que variam ou “fluem”, com o passar do
tempo. Podendo considera-las fungdes do tempo” (Avila, 2006, pg. 188). Ao considerar um
ponto P(x,y) genérico, movel pertencente a curva exibida pela equagdo, o deslocamento de P
sobre a curva faz com que o valor de x e y variem, podendo este deslocamento ser
representado pelas projegdes sobre o eixo, e a velocidade de cada varidvel nada mais ¢ que a
derivada, que eram chamadas de fluxées de x e y, representadas em simbolos por x e y. Desse

modo x e y seriam as variagOes destas varidveis em um determinado tempo. Considerando um
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incremento de tempo “infinitamente pequeno”, representado por "0", x e y se movem através
de um incremento “infinitesimais” x, € y,, respectivamente. Com isso, ndo devemos ter

unicamente f x,y = 0, como também f x + x,,y +y, = 0.

. x , . dy/dt dy
Newton quis demonstrar = temos hoje — = —.
O que Newton quis demons yeoque emos Ojedx/dt ™

Um exemplo fornecido pelo proprio Newton. Empregando a equagao
fxy =x*—ax?*+axy—y*=0

Considerando a relagdo entre fluentes, f(x, a, y), determinar a relagdo entre as fluxdes
(ou seja, encontrar a inclinagdo da reta tangente no ponto P). Inicialmente Newton
multiplicou a equagdo por uma progressao 3, 2,1, 0 sendo uma equacao cubica, ou seja, uma
equacdo do terceiro grau em x resultando em 3x%x — 2axx + ayx. Em seguida utilizando da
mesma equag¢do, mas desta vez como sendo do terceiro grau em y fazendo os devidos céalculos
por meio da mesma progressdo, obteve axy — 3y%y. Posteriormente ele somou as duas
equacoes e igualou a zero que resultou na equacao desejada,

3x%x — 2axx + ayx + axy — 3y?y = 0.

Por fim Newton fez a divisdo,

y 3y?—ax

x  3x2=2ax+ay’

, . d -
Atualmente, c 51mp1esmente 2= ﬁ
dx fy

O método de Newton (Maciel, 2012), ¢ justificado pela ideia de momento (ou seja, um
infinitésimo) da quantidade de fluente. Newton define, momento como sendo um incremento
infinitamente pequeno que sofrem por um fluente como x, em um infinito pequeno intervalo
de tempo o (nada mais € que dt). A posicao de um determinado fluente x ¢ dada por x,. Ele
desprezou os termos que continha 0 como fator, por serem “infinitamente pequenos”, assim
resta a equagdo com as coordenadas x e y do ponto fornecedor da curva e suas fluxdes x e y.
Com isso, 0 momento de x passa a ser x + x, € 0 momento de y passa a ser y + y, (Observe
que, o momento de x, resultado por x,, € atualmente (dx/dt) * dt, ou seja, dx).

Seja a equagdo da curva de terceiro grau x3 — ax? + axy — y® = 0. Substituindo x
por x + xo e y por y + yo, obtém-se:

x3+3x% xo +3x x0 24+ xo0 3 —ax?—2ax xo —a xo 2+ axy +ay xo
+axo yo +ax yo —y*—3y*> yo —3y yo?— yo3=0

E mais, como x* — ax? + axy — y* = 0, dividido por 0 e desprezando os termos que
contém 0, obtém-se

3x%x — 2axx + ayx + axy —3y?y =0
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Esta relacdo pode ser escrita da seguinte forma

y _ 3x®’—2ax+ay _ dy
x  3y?-—ax  dx '

Gottfrid Wilhelm Leibniz

Fonte: http://www.editorialinfinito.com.ve/biografia 06.html

Leibniz entorno de 1676 chega ao mesmo resultado de Newton (Boyer, 1996), no
entanto Leibniz tinha uma preocupagao, no que diz respeito a notacdo uma vez que a mesma
facilita no desenvolvimento do pensamento, particularmente acertou na sua escolha, ja que é a
mais utilizada até entdo. Apesar de que inicialmente fizesse uso da seguinte notacdo x/d e
y/d em indicar o abaixamento de grau, dentre tantas outras notagdes, por exemplo, omn,
mais tarde y e depois ydx, o sinal de integral como sendo a letra s (para soma)
aumentada, depois de varias tentativas fixou em dx e dy.

Leibniz inventara uma nova forma de determinacdo da tangente e rapidamente
publicou muitas técnicas, a exemplos de: o uso de coeficientes indeterminados, a
determinacdo dos contornos, a integragdo das funcdes racionais mediante fragdes parciais,
como também a conhecida “regra de Leibniz” (Maciel, 2012 e Boyer, 1996).

As publicacdes de Leibniz logo se espalharam por todos os matematicos da Europa
continental, que ndo desenvolveu apenas as notagdes do Calculo Diferencial, mas também em
1675 através dos estudos dos indiziveis de Cavaliere, apresentou o que se conhece por
Célculo Integral (MACIEL. 2012).

A ideia de Leibniz do calculo a diferencial, que nada mais era que a diferenga
infinitamente pequena de dois valores consecutivos de uma varidvel y. Para as diferenciais
das varidveis x e y, ele usou a notagdo dx e dy, respectivamente. A interpretacdo grafica de

acordo com Maciel (2012), dy ¢ a diferenca infinitamente pequena entre duas ordenadas y,
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no caso de dx a diferenca infinitamente pequena entre duas abscissas x, portanto, dx ¢ a

distancia entre duas ordenadas y consecutivas.

Figura 1: Representagdo grafico de dx e dy

dx

Fonte: Elaborada pela autora com base em Maciel (2012).

Uma vez que essas diferenciais sdo “infinitamente pequenas”, ¢ possivel fazer uma
comparagado entre si, ou seja, a razdo dy: dx ¢ finita. No que diz respeito a quantidades finitas
ordindrias as diferenciais podem ser desconsideradas, isto ¢, x + dx = x. Portanto adx +
dydx = adx. Para Leibniz as diferencas (diferenciais) menores em x e y, eram
respectivamente dx e dy, logo dxy é a menor diferenca (diferencial) emxyeé x+dx y+
dy — xy. Para as operacdes com variaveis, isto ¢ generalizado fornecendo as regras basicas
de derivacdo (MACIEL, 2012).

O célculo de Leibniz, na formagao original ¢ mais complexa do que a de Newton.
Todavia sua formalizagdo, fora uma conquista bem-sucedida. As notagdes dx, dy, e ds para
elementos “infinitesimais” tem uma grande comodidade de ‘“‘sugerir” os seus respectivos
resultados.

Tendo visto um pouco sobre do desenvolvimento da Historia do Célculo Diferencial,
este trabalho tem como objetivo principal o estudo das derivadas ¢ de algumas de suas
aplicagdes. Para isto, 0 mesmo foi dividido em 3 capitulos, no primeiro capitulo temos uma
revisao da definicdo de derivadas e suas propriedades, além das regras de deriva¢do, no
segundo temos alguns resultados também relacionados a derivadas para determinar maximo e
minimo de fungdes, resultados estes necessarios para a continuagdo deste trabalho,
finalmente, no terceiro capitulo apresentamos algumas aplica¢des de derivada, e para isto

utilizamos os conceitos estudados nos capitulos anteriores, além de outros conceitos de outras
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areas, visto que trabalhamos com as aplicagcdes ndo apenas em matematica, mas em diversas
areas.

1. DERIVADA

Neste capitulo iremos definir a derivada e apresentar algumas propriedades e

resultados sobre a mesma.

1. 1 Definicao de Derivada

Nesta se¢do iremos definir a derivada. Para isto, inicialmente, iremos definir a
inclinagdo de uma curva y = f x para, em seguida, encontrar a equagdo da reta tangente a
curva num ponto dado, e a partir dai definir a derivada.

As ideias que usaremos foram introduzidas no século XVIII por Newton ¢ Leibniz.

Seja y=f x uma curva definida no intervalo a,b , como na figura 2. Sejam
P(x1,y1) e Q(x,,y,) dois pontos distintos da curva y = f x . Seja s a reta secante que passa
pelos pontos P e Q. Considerando o tridngulo retdngulo PMQ, na figura 2, temos por
defini¢do que a inclinagdo da reta s (ou coeficiente angular de s), satisfaz a igualdade.

YZ_Y1: A_y

tg X = \
& Xy — Xq Ax

Figura 2: Inclinagéo da reta s

|
|
|
|
i |
Iy |
1y |
I |
I |
1 |
i1 1

X

axg

Fonte: Elaborada pela autora com base em Flemming e Gongalves (2006).

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em diregdo a P.

Diante disto, a inclinagdo da reta secante s ira variar. Notemos que, a medida que Q vai se
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aproximando cada vez mais de P, a inclinacdo da secante varia cada vez menos, tendendo
para um valor limite constante (ver figura 3)
Esse valor limite ¢ chamado inclinagdo de reta tangente a curva no ponto P, ou

também inclinagdo da curva em P.

Figura 3: Variagdo da reta secante

/

A

Fonte: Elaborada pela autora com base em Flemming e Gongalves (2006).

Assim, podemos definir a inclinagdo da reta tangente, usando limite.
Definicdo 1.1.1: Dada uma curva y = f x , seja P(x4,y1) um ponto sobre ela. A inclinagdo

da reta tangente a curva no ponto P ¢ dada por:

. A . fx,—fx
_ Yy L 72 J 71
m xX; = llmQ_>p A = llmx2_>x1 o , (1)

quando o limite existe.

Fazendo x, = x; + Ax podemos reescrever o limite 1 na forma

f x1+Ax —f x4

m x; = limp, g v

Desta forma, conhecendo a inclinagdo da reta tangente a curva no ponto P, podemos encontrar

a equacao da reta tangente a curva em P.

Defini¢ao 1.1.2: Se a fungdo f x ¢ continua em X4, entdo a reta tangente a curva y = f x

4

emP xi,f x; ¢
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(1) A reta que passa por P tendo inclinagao.
, Ax — . . -
m x; = limp,_g W, se este limite existe. Neste caso, usando a defini¢do de

equacdo de reta (ver apéndice A), temos a equagao

y—f x =mx—xq .

f x1+Ax

- X . .
I %1 for infinito.
Ax

(i)  Aretax = x; se limp,_
Exemplo 1.1.1: Determinar a equagdo da reta tangente a curva f x = x*—3x+ 6, no
ponto x = 2.

Solucao:

O ponto da curva f x = x%—3x + 6, cuja abscissa ¢ 2, ¢ oponto P 2,f 2 =P 2,4,
poisf 2 =22—3-24+6=4.

Agora encontremos a inclinagdo da curva f x = x? — 3x + 6 no ponto P(2,4). Para isso,
encontraremos primeiro a inclinagdo da curva num ponto (x;,y;). Temos, pela Definigao
1.1.2, que

. fxt+tAx —f x
m x; = lim ;
Ax —0 Ax

ecomo f x = x?—3x+ 6, segue que

x;+Ax 2—3 x;+0x +6— x¥—3x,+6

mx= AI;TO Ax
. x4+ 2xAx + Ax?—3x; —3Ax+6—x%+3x,—6
=>m x; = lim
Ax —0 Ax
. 2xAx + Ax? —3Ax
=>m x; = lim
Ax -0 Ax
. Ax(2x1 + Ax —3)
=>m x; = lim
Ax -0 Ax
>m x; = lim 2x; + Ax —3.
Ax —0

Usando as propriedades de limite, obtemos
m x; = 2x1— 3,
consequentemente, m 2 = 2-2—3=1.
Mas, por defini¢ao, sabemos que a equagdo da reta ¢ dada por:
y—f x1 =m(x—x)

Logo, a equagdo da reta tangente a curva no ponto P(2,4) ¢é
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y—4=1x—-2,
ou ainda,

y—4=x—-2=>x—y+2=0.
Finalmente, iremos definir a derivada de uma funcao.

Definicao 1.1.3: A derivada de uma fungdo f x no ponto x;, denotada por f’ x; ¢ definida

pelo limite

. [ %1+ Ax —=f(x1)
f'xg = limpy o — Ax =,
quando este limite existe.

Também podemos escrever
I %2 =/ (1)

, o

f X1 = llmx2—>x1 Xy =1
Observe que, conforme vimos anteriormente, a derivada nos dd exatamente a

inclinacdo (ou coeficiente angular) da reta tangente a curva y = f x no ponto (x1, f x1 ).
Logo, geometricamente, a derivada de uma funcdo y = f x no ponto x;, representa

a inclinagdo da curva neste ponto.

Definicao 1.1.4: A derivada de uma fung¢do y = f x ¢ a fungdo denotada por f' x ouy’,
tal que seu valor em qualquer x € D (f) ¢ dado por

fx o= lirrlfx+ Ax — f(x)
T Ax—0 Ax

se este limite existir.

Notagdes:

y'=f"x,Dyf x ,Dyyou %.

IMPORTANTE: Dizemos que uma fungdo ¢ derivavel quando existe a derivada em todos os

pontos de seu dominio.

Exemplo 1.1.2: Determine a derivada de f x = 3x% — 1 no ponto x = 4.

Solugao:
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Usando a defini¢ao de derivada, temos,

f4+Ax —f(4)

f"4 = lim

Ax—0 Ax
, . 34+4Ax%2—1—(3"42-1)
ﬁf 4 _Alalcr—?o Ax
, . 347242 4Ax+AMx* —1—(3"16—1)
>[4 =A1916r_r)10 Ax
, . 3:4243-2+4-Ax+3-Ax*—1—(48—1)
= [ =AlalcTo Ax
 3-16+3-8-Ax+3-Ax*—48
= f"4 = lim
Ax—0 Ax
, . 48+ 24-Ax+ 3+ Ax*—48
=f "4 = lim
Ax—0 Ax
4 = i 24+ Ax + 3+ Ax?
=f _Aalcr—r>10 Ax
, . Ax(24+3-Ax)
=fa _AlalcTo Ax

= f'"4 = lim (24 + 3+ Ax).
Ax—0

Logo, f' 4 = 24.

Teorema 1.1.1: Toda fungédo derivavel num ponto x; é continua nesse ponto, isto ¢, se f(x) é
uma fungao derivavel em x;, entdo

i) f(xq) existe.

i1) lim,_, f x existe.

1i1) lime, f x = f(xq1).

Prova: (Flemming e Gongalves, 2006, pag. 126)

1.2 Regras de Derivacao

Nesta secdo estudaremos algumas regras de derivacdo, que permitem determinar as
derivadas das fun¢des de forma mais direta, sem necessariamente aplicarmos o uso da
definicdo por meio de limite. Para isto, iremos trabalhar com fungdes derivaveis, isto &,

fungdes onde a derivada existe em todos os pontos de seu dominio.



1.2.1 Derivada de uma Funcao Constante

Proposicao 1.2.1: Seja ¢ uma constante ¢ f x = ¢ para todo x, entdo f' x =0.

Prova: De fato, seja f x = c, aplicando a definig¢do de derivada, temos:

, i fx+Ax —f(x)
f x _A,lcr—r}o Ax
Ly o= i c—c
if x _A,lcr—{lo Ax
REARRP Y Y:

= f’ X = limAx_)o 0.
Portanto, usando as propriedades de limite, concluimos que:

f' x =0, paratodo x, como queriamos mostrar.

Exemplo 1.2.1: Calcule a derivadade f x = 8.
Solugao: Como a fungao ¢ constante, pela Proposi¢do 1.2.1, temos que,

ffx =0

1.2.2 Derivada de uma Funcao Poténcia

Proposicao 1.2.2: Se n ¢ um niimero inteiro positivoe f x = x™ entdo f x =n-x""1.

Prova: Seja f x = x™. Usando a defini¢ao de derivada temos:

frx o= limf x+Ax —f(x)
Ax—0 Ax
Dai,
fra =limy S ()

Desenvolvendo o (x + Ax)™ pelo Bindomio de Newton, temos:
x+Ax "= 8 x"Ax° + 7; x"TAxt + ; x"2Ax% 4+ 2 xOAx™

Resolvendo o Binomio de Newton:
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! 0 n! 1AL ! 2A 2
x+Ax "= x"Ax® + x"TH A + x" T Axc +
0l n—0! 1l n—1"! 2l n—2!
I
v xOAx™
n'n—n!
FAx T ! "A°+n n—1/ ”‘1A1+n. n—1 n—2" n-25,2
—3 = _—
XA E Y T 20n—21 &
n! 0
. n
+n! 01 x"Ax

= x4+ Ax "= x"+nx"1Ax + % X" 2Ax% 4 - 4+ AXT

Agora, substituindo a ultima igualdade na equacao (1), obtemos:

XM Ax + % x"TEAXE 4+ AX™ — X
Fx = lm v
nx"Ax + % x"TEAXE 4 4 Ax™
= f'x = lim '

Ax—0 Ax

Pondo Ax em evidéncia, obtemos:

Ax nx™ 14 % “x"2Ax 4 o+ Ax™

, .
x = lim
f Ax—0 Ax

n
=>f x = lim nx" 1+ —-x"2Ax + -+ (Ax)"?
Ax—0 2!

Aplicando as propriedades de limite, concluimos que para todo x,

"=1 como queriamos mostrar.

f'x = nx
Observacao 1.2.1: Demonstramos a regra da poténcia quando o expoente n é um numero

inteiro positivo. Mas, esta regra ¢ valida para qualquer expoente n real.

Exemplo 1.2.2: Calcule a derivada da fungdo f x = x1°.

Solucéo: Como a fungdo ¢ poténcia, usando a Proposigdo 1.2.2, temos que

fx =15x,
1.2.3 Derivada do Produto de uma Constante por uma Funcao

Proposicao 1.2.3: Seja f uma fungdo, ¢ uma constante e g a fungdo definida por g x =
cf x .Se f'(x) existe, entdo

g x =cf' (%)
Prova: Por hipotese, como f'(x) existe, entdo
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fx o= limf x+Ax —f(x)
T Ax—0 Ax '

Usando a defini¢do para calcular a derivada de g, temos:

g x+Ax —g x

, .
x = lim
g Ax—0 Ax

Mas, g x =cf x ,dai,
cf x+Ax —cf(x)

g = fim, Ax
’ T [ x+Ax =f(x)
> 500 = Jim, ¢ LI,
Aplicando as propriedades de limite, temos que
oy — i £ A @)
9:() = ¢ lim, Ax
Logo,
g'x)=cf x,
Como queriamos mostrar.
Exemplo 1.2.3: Determine a derivada da fungdo f x =— %x‘3.
Solugao: Usando a Proposigdo 1.2.3, temos que,
1
f'x ==3 —3 x7371,
Logo,
, 3
flix) =-x7%

1.2.4 Derivada da Soma ou da Diferenca

Proposicédo 1.2.4: Sejam f e g duas fungdes e h a fungdo definidapor h x =f x + g(x).
Se f'(x) e g'(x) existem, entdo

' x =f"x +g'(x).
Prova: Por hipotese, como f' x e g’ x existem,

[ x+Ax =f(x)

g x+Ax =g(x)
Ax ’

eg' x =limp,ug e

fhx = limpyeso

Usando a defini¢do para calcular a derivada de h,

h x+Ax —h(x)

h' x =lim
Ax—0 Ax

Mas,h x =f x + g(x), dai
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, . fx+Ax +gx+Ax — fx +g(x)
h' x = lim
Ax—0 Ax

. x+Ax —f x + g x+Ax —g(x
=>h' x =limy,, ! ! g 9t
Ax
Aplicando as propriedades de limite,
. f x+Ax —f x . g xtAx — g x
h' x = limp,_ T+ llmAx—mT~

Logo,

h' x =f"x + g'(x), como queriamos mostrar.

Observacao 1.2.1: O processo da derivada da diferenga é analogo. Logo, a derivada da soma
(ou da diferenga) de duas fungdes ¢ a soma (ou diferenga) das derivadas, quando elas

existirem.

Exemplo1.2.4: Determine a derivada da fungdo f x = 3x% + 6x — 10.
Solucao: Usando a Proposigdo 1.2.4, temos que,
f'x =3-2x+6.
Logo,
f'x =6x+6.

1.2.5 Derivada de um Produto

Proposicao 1.2.5: Sejam f e g duas fungdes e h a fungdo definida por h x =f x - g(x).
Se f'(x) e g'(x) existem, entdo

hx =fx g"'x +gx -f «x
Prova: Por hipotese, como f' x e g’ x existem, entdo:

f x+Ax —f(x)

g x+Ax —g(x)
Ax ’

eg' x =limyyg o

f "x o= limAx—>0
Usando a definigao, a derivada de h ¢ dada por

. hx+Ax —h(x)
h' x = lim
Ay—0 Ax

. x+Ax ‘g x+Ax - f x 'g(x
:h’x=llmAx_>of g Ax [x9()

Agora subtraindo e somando a expressao f x + Ax = g(x) no numerador, obtemos:

f x+Ax -g x+Ax —f x+Ax -g()+f x+Ax -g(x)— f x -g(x)
Ax

h' x = limp,_

’

o fx+Ax gx+Ax —gx) +g(x) f x+Ax —f x
=>h' x = lim
Ax—0 Ax
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Sh ox = lim fx+Ax gx+Ax —g(x) +g(x)fx+Ax —f x

Ax—0 Ax Ax
=R x =limy., f x+ Ax M +g(x).%_
Aplicando as propriedades de limites,
. g x+Ax —g(x) ) fx+Ax —f x
h' x = Al)lcl’_l;lo f x+ Ax A +AI}C1110 gx) A
=>h" x =
. BT g x+Ax —g(x) . T f x+Ax —f x
limp,of x + Ax Alglcr—l;lO—Ax +Al}cll109(x) Al;rilo—Ax .

Mas, como f e g sdo derivaveis e sabemos que toda fungdo derivavel em x; ¢ continua neste

ponto. Dai,
lim f x + Ax = f(x),
Ax—0
. g x+Ax —g(x) _ '
Aim S = g (%),
Jime x = g0
e
I fx+Ax —fx
T A =
Portanto,

h"x =fx *g"x +g x - f" x ,como queriamos mostrar.

Deste modo a derivada do produto de duas fungdes € primeira fungdo sem derivar
vezes a derivada da segunda funcao, mais a segunda fungdo sem derivar multiplicado pela

derivada da primeira fungdo.

Exemplo 1.2.5: Determine a derivada da fungdo f x = 2x+1 - 3x2+6,
Solugao: Usando a Proposigdo 1.2.5, tem-se
flx =2+ 3x2+6 +(2x+1)-(6x)
= f' x =6x%+ 12+ 12x% + 6x.
Logo,
f'x =18x%+ 6x + 12
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1.2.6 Derivada de um Quociente

Proposicao 1.2.6: Sejam f e g duas fungdes ¢ h a fungdo definida por h x = ;—z, onde

g(x) # 0. Se f'(x) e g'(x) existem, entdo

By —lxg x-gxlx

g(x)?
Prova: Por hipotese, como f'(x) e g’ (x) existem, entdo.
’ . [ x+Ax =f(x) ’ . g x+Ax —g(x)
flx = llmA,HoTe g x =limp,o EEwE—
Usando a defini¢do de derivada,
, h x +Ax —h(x)
h" x = lim
Ax—0 Ax
fx+Ax  f(x)
X+ Ax X
>k x = limZ 9t
Ax—0 Ax

. 1 f x+Ax g x =f(x)g x+Ax
x =lim —
Ax=0 5y g x+Ax -g(x)

!

=>h

Agora subtraindo e somando a expressdo f x - g(x) no numerador do ultimo limite dado
acima, obtemos:

1 fx+Ax gx —fx gx +fx -gx —f(x)g x+ Ax

h' x = lim —
X T a0 Ax g x+Ax - g(x)
1 fx+Mx —fx gx —fx gx+Ax —gx
=>h" x = lim —
Ax—0 Ax g x+Ax - g(x)
f x+tAx =f x g x+Ax —=g x
’ _ 1 T 9xX o x /e
= h' x =limp,g 7 xthr 500

Aplicando as propriedades de limites,

x+Ax —f x . ) . x+Ax —g x

f g g

A limg x — limf x - lim A

W x = Ax—0 X .Ax—>0 Ax—>f) Ax—0 X
fimyg x+ 8% fimg()

Mas, como f e g sdo derivaveis e sabemos que toda fungdo derivavel em x; é continua neste

ponto. Dai,

. f x+Ax —f x

Aim - = f'(x),

limg x = g(x),

Ax—0
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Jmf x = fo),

g x+Ax —g((x)

T A = §)

e
Al}crllog x+Ax =g(x)

Portanto,

, flxgx —fx-g' x

h" x =

g(x)-g(x)

Por fim,

' ffxgx—-fx-g x
h —
x 90x) 2

Sendo assim a derivada do quociente de duas funcdes ¢ obtido da seguinte forma,

, COMO queriamos mostrar.

tendo no numerador a derivada da primeira fungdo multiplicado pela segunda fungao sem
derivar, menos a primeira fungdo sem derivar vezes a derivada da segunda fungdo, e no

denominador o quadrado da segunda fun¢ao sem derivar.

2x+4
3x-1'

Exemplo 1.2.6: Determine a derivada da fungdo f x =

Solugao: Usando a Proposigdol.2.6, temos
23x—1 — (2x +4)3

frx = (3x — 1)?
Sy = bx —2—6x—12
(Bx —1)2
Logo,
—14

I =G

1.2.7 Derivada da Fungao Composta (REGRA DA CADEIA)
Agora iremos apresentar a regra da cadeia, que nos da a derivada da funcdo composta
gef em termos das derivadas de feg, onde fe g sdo fungdes derivaveis com y =

g u eu= f(x),paratodo x tal que f x estd no dominio de g e podemos escrever

y=gu =9 fx = geof (0.
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du

™ existem, entdo a fungdo

Proposicao 1.2.7: Se y=g u eu=f x e as derivadas Z—Ze

compostay = g f x tem derivada que ¢ dada por.

dy _dy du o e o
dx  du dxouy x _g(u) f x -

Prova Parcial: Vamos fazer a demonstragdo supondo que existe um intervalo aberto I
contendo x, tal que

Au= fx+Ax —f x #O0sempreque x+Ax €lelAx # 0. (1)

Isso se verifica para um grande numero de fungdes, porém ndo para todas. Por exemplo, se f
for uma fun¢do constante, a condi¢do apresentada ndo ¢ satisfeita, visto que se f x =,
com ¢ constante, temos Au = f x+ Ax — f x = c— c = 0. Porém, neste caso, podemos
provar a formula facilmente. De fato, se f x = ¢, temos por defini¢do que

f'x =0ey=gf x =g c éconstante.
Assim,y' x =0=g"u f" x .
Entdo provemos que y' x =g’ u - f' x quando f x satisfaz a condigdo 1 .
Comoy x =g f x ,peladefinicdo de derivada, temos:

gfxtAhx —gf x
Ax

Yy x = limp, , se este limite existir.

Vamos considerar primeiro o quociente

gf x+Ax —-g f x
Ax )

Seja Au=f x+Au —f x, temos f x+Au = f x + Au. Entdo Au depende de Ax ¢
Au — 0 quando Ax — 0, dai

gfxthx —gfx _gfx+Alu-gfx
Ax - Ax ’

E como u = f(x), temos:

gfx+thx —gfx _ gutAu-—-gu
Ax - Ax ’

Para a condi¢do (1), Au # 0 em um intervalo aberto contendo x. Assim, podemos dividir e

multiplicar o 2° membro do ultimo quociente por Au, de onde obtemos que

gfxthx —gfx guthu-gu Au g utAu —gu Au

Ax Ax Au Au Ax’
Mas, Au = f x + Ax — f(x), assim

gfx+Ax =g fx _guthu-gu f x+Ax =f x
Ax - Au Ax )

Aplicando o limite, em ambos os membros da ultima igualdade, obtemos.
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gfxtAx —gf x
Ax

g utAu —g u

[ x+Ax —f x
Au ’

Ax

y'x = limpyeso = limpyo - limpyo
Portanto,

y'x =g u *f" x,como queriamos mostrar.

Exemplo 1.2.7: Determine a derivada da fungdo f x =10 3x2 + 7x—3 10,
Solugao: Podemos reescrever esta fungdo da seguinte forma f x =g u = 10ul®, onde
dy _dy . du

u(x) = 3x? + 7x — 3. Assim, pela regra da cadeia: T 1w © usando as propriedades

vistas anteriormente, temos que
flx =10-10u’+ 6x+7 .
Logo,
f' x =100(3x%+ 7x—3)%+ (6x + 7).

1.3 Derivadas Sucessivas

Nesta se¢do iremos definir derivadas sucessivas. Para isto, considerando f uma fungado
derivavel definida num certo intervalo. A sua derivada f’ é também uma fungédo, definida no

mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na derivada da fungio f’.

Definicao 1.3.1: Seja f uma fungdo derivavel. Se f’ também for derivavel, entdo a sua

derivada é chamada derivada segunda de f e ¢é representada por f''(x) (1€-se f-duas linhas de

2
x) ou % (1e-se derivada segunda de f em relagdo a x).

Observacao 1.3.1: A derivada de ordem n ou n — ésima derivada de f, representada por

£ (x) é obtida derivando-se a derivada de ordem n— 1 de f.

Exemplo 1.3.1: Dada a fungdo real definida por f x = 3x* — 2x, determinar as derivadas
sucessivas de f até a ordem 5.
Solucgao:
Calculando f'(x), temos
fl'x =3+4x3-2
> f x =12x3—2.



Calculando f"'(x), temos

f"x =2-12x*

= " x =24x?

Calculando """ x , temos

f'" x =2+24xt

= " x =48x.

Calculando f*(x), temos

f*(x) =1-48x°
= f*=48.

Calculando f°(x), temos

fix =0
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2.4 Tabela das Derivadas: A partir das proposigdes estudadas anteriormente e outras nao

apresentada temos a tabela geral das derivadas. Nesta tabela u e v sdo fungdes derivaveis de x

€ c, a ¢ a sao constantes.

l. y=c=>y'=0 2. y=x=y'=1

3. y=cru=>y' =c-u 4, y=u+v=>y' =u +7

5. y=urv=ay' =u-v+u-v 6. y=%$u'-vv—2u-v’

7. y=u®*a#0 =2y =a-u*1u| 8 y=a*a>0a#1 >y =a*-lna-v

9. y=e'>y =" 10.y=logau:y’=%’logae

ll.y=lnu:y’=% Ry=uw=y =vut-u+u lnu-
v'(u>0)

13.y=senu=y =cosu-u 4. y=cosu=y' =—senu-u'

15.y =tgu=y' =sectu-u 16. y = cotgu = y' = —cossec*u -u’

17.y =secu=y' =secu-tgu-u 18. y = cosecu = y' = —cosecu - cotgu-u’

19.y =arcsenu=y' = 1u_,u2 20y =arccosu=>y' = :iz

2l.y =arctgu :y’=l+;2 22.y=arccotgu:;y’:;HL’2

23.y=arcsecu, u =21=y = " 1;’2_1, u>1

24.y =arccosecu, u =1y = u_Z;_l, u>1




25.y =senhu =y = coshu-u 26.y = coshu =y ' =senhu "u

27.y = tghu =y’ = sech®u-u 28.y = cotghu = y' = —cosech?u-u’'

29.y =sechu =y =—sechu-tghu

30. y = cosechu = y' = —cosechu - cotghu = u'
3l.y =argsenhu=y' = ﬁ 32.y=argcoshu:y’=uu+_l,u>1
33.y=argtghu=>y’=1i—;2, u <1

4

34.y =arg cotghu =y ' =—, u >1

1—u?’

35.y =argsechu=1y' =%
u -u

L 0<u<l1

36.y = arg cosechu = y' = %,u # 0
u u
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2. ALGUNS CRITERIOS PARA DETERMINAR O MAXIMO E O MiNIMO DE
FUNCOES USANDO A DERIVADA

Neste Capitulo, usaremos a defini¢do de derivadas e os resultados estudados para

determinar Maximos e Minimos de fungdes, para isto, estudaremos os Testes da Derivada.
2.1 Maximos e Minimos

Nesta sessdo iremos definir Maximo e Minimo de uma fungdo e apresentar alguns
resultados com objetivo de estudar algumas aplicagdes de derivada.
Inicialmente, observe o grafico a seguir da fungdo y = f(x) (figura 4), onde

assinalamos pontos de abscissas xq, X,, X3 € X4.

Figura 4: Grafico de uma fungdo y = f(x)

Fonte: Elaborada pela autora com base em Flemming e Gongalves (2006).

Esses pontos sao chamados pontos extremos da funcao. Ja os valores f x; ¢ f(x3)
sdo chamados maximos relativos enquanto que f x, e f(x,) sdo chamados minimos
relativos.

Ao fixamos, por exemplo, o intervalo [ = x,,x, , temos que f x3 ¢ chamado de
maximo absoluto de f em I, ¢ f x, ¢ chamado de minimo absoluto.

A seguir, iremos formalizar estas defini¢des.
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Defini¢do 2.1.1: Uma funcdo f tem um maximo relativo em c, se existe um intervalo aberto

I, contendo c, tal que f(c) = f(x) paratodo x € I N D(f).

Defini¢ao 2.1.2: Uma fungdo f tem um minimo relativo em c, se existe um intervalo aberto [,

contendo c, tal que f(c) < f(x) paratodo x € I N D(f).

Proposicao 2.1.1: Suponhamos que f(x) exista para todo os valores de x € a,b e que f

tem um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(c) existe, entdo f' ¢ = 0.

Prova: (Flemming e Gongalves, 2006, pag. 195)

Observacao 2.1.1: Geometricamente, se f tem um extremo relativo em ¢ e se f'(c) existe,

entdo o grafico de y = f(x) tem uma reta tangente horizontal no ponto x = c.

Defini¢ao 2.1.3: O ponto ¢ € D(f) tal que f' ¢ = 0 ou f' ¢ ndo existe, é chamado ponto

critico de f.

Exemplo 2.1.1: Determinar os pontos criticos da fungao real dada por

_x
y_x2—4'

Solugao: Pela Definigédo 2.1.3, os pontos criticos da fungdo sdo os valores de x tais que

f'" x = 0ou f'(x) ndo exista. Calculando a derivada da fungdo f, obtemos

' 1 x?-4 —x2x  x?-4-2x%  —x%-4
frx = x2-42 x2-42 = x2-472

Note que:

—x?%=4

i. f'x =0& ~=0 © —x*—4 =0 x?=—4, ¢ esta equagdo ndo admite

x2—4
solugdo no conjunto dos niimeros reais, ou seja, ndo existe x € R tal que f' x = 0.
ii.  f'(x)ndoexiste,se x2—4 = 0,isto é,sex =2ex = —2 .

Logo x = 2 e x = —2 sdo os pontos criticos da fung¢do dada.

IMPORTANTE: Conforme vimos nas definigdes de maximo ¢ minimo ¢ na ultima
proposi¢do, uma condicdo necessdria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto ¢

¢ que ¢ seja um ponto critico.



34

Podemos observar que uma funcao definida num dado intervalo pode admitir diversos
pontos extremos relativos. Dentre eles, o maior e o0 menor sdo chamadas respectivamente de

Maximo Absoluto ¢ Minimo Absoluto da func¢ao neste intervalo.

Proposicado 2.1.2: Seja f: a,b — R uma fung@o continua, definida em um intervalo fechado
a,b . Entdo f assume maximo e minimo absoluto em a,b . Isto significa que existem
pontos x; € x, em a,b taisque f x; =max f x , x€ ab ef x, =min f x, x €
a,b
Prova: (Maciel, 2005, pag. 148)

Para analisar 0 maximo ¢ o minimo absoluto de uma fun¢ao quando o intervalo nao

for especificado usam-se as defini¢des a seguir.

Definicao 2.1.4: Dizemos que f(c) € o maximo absoluto da fungdo f, se ¢ € D(f) e f(c) =

f (x) para todos os valores de x no dominio de f.

Definicao 2.1.5: Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da fungdo f, se c € D(f) e f(c) <

f (x) para todos os valores de x no dominio de f.

Exemplo 2.1.2: O nimero x, = 0 € um maximo absoluto para a fun¢do f x = —x?, pois
fx <f 0,vx€D(f).

Mas, considerando agora a fungdo f x = x?, temos que o nimero x, = 0 é um minimo

absoluto, pois

fx =f0 =0%=0,Vx € D(f).

2.2 Critérios para Determinar os Extremos de uma Fun¢ao

Nesta secdo iremos apresentar os critérios para determinar o maximo ¢ minimo de
funcdes, mais conhecidos como Teste da Derivada 1? e Teste da Derivada 2%
Teorema 2.2.1 (Critério da derivada primeira para determinacao de extremos): Seja f
uma fun¢do continua num intervalo [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo

(a, b) exceto possivelmente num ponto c.
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(1) Sef' x >0para todo x<c ef’' x <0 para todo x >c, entdo f tem um
maximo relativo em c.

(i) Sef' x <Opara todo x<c ef’ x >0 para todo x >c, entdo f tem um
minimo relativo em c.

Prova: (Flemming e Gongalves, 2006, pag. 202)

Teorema 2.2.2 (Critério da derivada segunda para determinagao de extremos): Sejam f
uma fun¢do derivavel num intervalo (a, b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto é,
f' ¢ =0,coma < c <b.Se f admite a derivada f" em (a, b), temos:

(1) Se f"" ¢ <0, f tem um valor maximo relativo em c.

(i) Sef" ¢ >0, f tem um valor minimo relativo em c.

Prova: Temos por hipotese que:
= f ¢éderivavel em (a, b);
* ¢ éum ponto critico de f neste intervalo, isto é, f'(¢)=0;
s f" existe em (a, b);
1) Como f" existe em (a,b) ¢ f" ¢ <0. Usando a definicio de derivada
(Definigdo 1.1.3), temos

144

c = limx%% <0.
Portanto, como utilizando o seguinte resultado:
“ Se lim,._q f(x) existe e & negativo(positivo), existe um intervalo aberto contendo a tal que
f x <0(f x > 0)paratodo x # a no intervalo”.
[ x =1
x—c

Como lim,._,, existe e ¢ negativo, existe um intervalo aberto I, contendo o

ponto c tal que:

f'x =f'(c)

xX=C

<0,Vx €l (D

Note que podemos escrever [ =[; U, U{c}, onde | ={x€l:x<c}, , ={x €
I:x >c}ecel

Entdo, no intervalo I;, podemos observar que ¢ ¢ o extremo direito. E, no intervalo I,
¢ € o extremo esquerdo.

Assim, se x € [;, x < ¢ = x —c < 0, entdo segue de (I) que f' x — f' ¢ > 0. Mas,
f'c =0,daif" x >0.
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Por outro lado, se x €I, x > c = x—c¢ > 0, entdo segue novamente de (I) que
f'x —f"c <O0.E,sendo f' ¢ =0,segueque f' x <O0.
Como f'"x >0,Vx<cef'x <0, Vx>c, pelo Teste da Derivada 1*(Teorema

2.2.1), f tem um méximo relativo em ¢, como queriamos mostrar.
i1) A demonstragdo ¢ analoga a de 1).

Observacao 2.2.1: Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 também sdo conhecidos, respectivamente como

“Teste da Derivada 1*” e “Teste da Derivada 2*” para determina¢do de maximo e minimo.

Exemplo 2.2.1: Determinar os maximos e minimos das fungdes reais f x = 4 — 3x + 3x2
no intervalo [0,3].
Solugao: Temos que f ¢ derivavel em [0,3], pois é uma func@o polinomial, e

f'x =—=3+6x
Como f ¢é derivavel em [0,3], para encontrar os pontos criticos de f, basta encontrar os
valores de x € [0,3] taisque f* x = 0.
Note que se f' x = 0, temos

—3+6x=0

=>6x =3

3
=>x ==
6
1, o
=>x = 7 € ponto critico.
Verificando se este ponto ¢ de maximo ou de minimo. Para isto, apliquemos o Teste da

. ;- 1
Derivada Segunda. Temos f” x = 6 > 0, logo f tem um valor minimo em x = ~> € como

fs =4-3-

N -

1 1 3
+3.E ﬁf; _4_E+4_}__’
temos que —143 ¢ um valor minimo de f em (0,3).

Além disso, calculando o valor de f nos extremos do intervalo 0,3 , obtemos

f0 =4

f3 =4—3-3+3:32=4—9+27=22,
Logo no ponto x = 3 f assume o valor maximo que ¢ 22.

Portanto 3,22 ¢ ponto maximo e %,14—3 ¢ ponto minimo em [0,3].



: . - 13 , .
Ou seja, 22 ¢ valor médximo de f e S ¢ valor minimo de f.

37
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3. APLICACOES DE DERIVADAS
Neste Capitulo iremos utilizar as defini¢oes e resultados estudados nos Capitulos 1 e 2,

para mostrar algumas aplicacdes da derivada em diversas areas.
3.1 Aplicagdes de Derivadas na Fisica

Nesta se¢do, iremos apresentar aplicacdes da derivada na fisica, em particular, no
calculo de velocidade e aceleragdo instantanea.

Os conceitos de velocidade e aceleragdo sdo comuns a todas as pessoas no seu
cotidiano, para medirmos a distancia percorrida em um determinado espago de tempo, seja em
qualquer meio de transporte, a cada instante o velocimetro marca a velocidade do transporte.
Ao acelerar ou frear, a velocidade ¢ alterada de maneira perceptivel.

Vejamos agora uma maneira de encontrarmos a velocidade e aceleracdo por meio de

limites, e consequentemente pela defini¢do de derivadas.
3.1.1 Velocidade

Suponha que um corpo se mova em linha reta e que s = s(t) represente o espago
percorrido pelo movel até o instante t. Entdo, no intervalo de tempo entre t e t + At, o corpo
sofre um deslocamento As = s(t + At) — s(t).

Definimos velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente

s(t + A) — s(t)
Vm = At
Isso ¢, a velocidade média ¢ o quociente do espago percorrido pelo tempo gasto em

percorré-lo.

De modo geral, a velocidade média nada nos diz a respeito da velocidade do corpo no
instante t. Para obtermos a velocidade instantdnea do corpo no instante t, calculamos sua
velocidade média em instantes de tempo At cada vez menores. Assim, podemos observar que
a velocidade instantanea, ou velocidade no instante t, ¢ o limite das velocidades médias

quando At se aproxima de zero, isto &,

s(t+At)—s(t)

vt =lim A _ lim
- At—0 At At—0 At
Mas, se lembrarmos da definicdo de derivada, vista no capitulo anterior, o limite acima ¢ a

derivada da funcdo s = s(t) em relagdo a t. Logo,
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3.1.2 Aceleracao

O conceito de aceleracdo ¢ introduzido de maneira andloga ao de velocidade. Por

defini¢do, a aceleragdo média no intervalo de tempo de t até t + At ¢ dado por:

_v(t+AD)-v(D)
m At :

Observe que ela mede a variagdo da velocidade do corpo por unidade de tempo no
intervalo de tempo At. Desta forma, para obtermos a aceleragdo do corpo no instante ¢,
tomamos sua aceleragdo média em intervalos de tempo At, cada vez menores. Assim a

aceleracdo instantanea é o limite

at = lim v(t+At)=v(t)
At—0 At ’

Novamente, por definicdo de derivada, podemos observar que este limite ¢ a derivada de v(t)

em relagdo a t. Logo,

3.1.3 Exemplo
Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posi¢do no instante t ¢ dada por f t =
16t + t2,0 < t < 8, onde o tempo é dado em segundos ¢ a distAncia em metros.

a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo b,b+ h ,0 < b < 8.

b) Achar a velocidade média durante o intervalo 3;3,1 .

¢) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer ¢t.

d) Achar a velocidade do corpo no instante t = 3.

e) Determinar a aceleragdo no instante t.

Solucoes:
a) Temos que, f t = 16t +t2,0 <t < 8, representa o espago percorrido pelo corpo.

E por definigdo, a velocidade média ¢ dada por:

_ [+A)-f (1)
m At

Devemos achar a velocidade média durante o intervalo de tempo b, b+ h ,0 < b < 8. Desse
modo,

_ fbth)=f(b)

Um h



__ 16 b+h +(b+h)?=(16b-b?)

m h
16b+16h+ b%2+2bh+h?—16b—b?
- VU = h
16h+2bh+h?
- vm = T
h 16+2b+h
= Vn =T

Logo, a velocidade média ¢ dada por

UV =16+ 2b+hm/s;com 0 < b <8,

b) Temos que o intervalo dado é da forma b,b+h,comb=3eb+h=31=>h
0,1.
Dai, como pelo item (a),
Uy =164+ 2b+ h. (1)
Substituindo b = 3 e h = 0,1 em (1), obtemos:
U =16+23+0,1=221m/s
Logo, a velocidade média no intervalo 3,3, 1 ,¢év,, = 22,1 m/seg
¢) Pordefinicdo, v t = f'(t), dai,como f t = 16t + t?, temos que a velocidade do
corpo num instante t qualquer ¢

v(t) = 16+ 2t m/s.

d) Como, peloitem (c) v t = 16 + 2t, temos,
v3 =164+2-3 >2v 3 =22m/s.
Logo, a velocidade no instante t = 3 ¢ 22m/s.

e) Por defini¢do, temos que,

. v(t+At)=v(t
at = lim M.
At—0 At
Dai,
. 1642 t+At —16-2t
at = lim
At—0 At
. 16+2t+2At—16-2t
at = lim
At—0 At
. 2At
at = lim—
At—0 At

at =2m/seg?

Observacao: Neste item também podemos usar o fato de que,

40
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at =v't ouat =f"(t)
Assim,
at =2m/seg?
Ou seja, encontramos a aceleracdo no instante t, sem aplicarmos diretamente o calculo do

limite.

3.2 Aplicacao de Derivadas na resolucao de Problemas de Otimizacao

Nesta se¢do iremos utilizar os conceitos e resultados estudados no capitulo 1, sobre
derivadas, para resolver alguns problemas praticos sobre maximos e minimos em diversas
areas.

O primeiro passo na solugdo de um problema desse tipo ¢ decidir precisamente o que
vocé quer otimizar. Uma vez identificado esta grandeza, escolha uma letra para representa-la,
e escreve-se a fung¢do que devera ser analisada. Esta fungdo podera ser escrita em funcao de
uma ou mais variavel devemos procurar expressar uma das variaveis em fungao da outra.

Uma vez que escrevemos a fungdo e identificamos o intervalo apropriado, a parte
dificil esta feita, para conclusdo basta aplicar as defini¢des e resultados estudados para

otimizar (calcular o maximo ¢ minimo) a fung@o no intervalo especificado.

3.2.1 Aplicacao da Derivada na Engenharia Civil

Nesta subsecdo iremos apresentar um problema relacionado com a engenharia civil,

cujo objetivo ¢ minimizar o desperdicio de dutos utilizados por uma refinaria para o

bombeamento de petroleo de uma perfuragao.

Exemplo 3.2.1.1: Uma perfuragdo a 12 milhas da costa serd conectada a uma refinaria
costeira, 20 milhas da ilha de perfuragdo. Os dutos subaquaticos custam R$ 50.000,00 por
milhas e os terrestres, R$ 30.000,00 por milhas. Qual é a combinagao dos dois tipos de dutos

que vai fornecer a conexao menos dispendiosa?
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Figura 5: Bombeando Petréleo de uma Perfuragdo para uma Refinaria

A Perfuracao

12 milhas
C D l a B Refinaria
—20—y e y
« 20 milhas
Fonte: Elaborada pela autora.
Solugao:

Queremos saber qual a combinacao dos dois tipos de dutos que ird fornecer a conexao
com menos desperdicios, isto €, uma combinacdo em que o custo seja minimo. Para
encontrarmos iremos atribuir o comprimento x para tubulagdo subaquatica e o comprimento y
para a tubulagdo terrestre, conforme figura apresentada. Pela figura dada, podemos observar
que o tridngulo ACD ¢ reto em C, uma vez que a perfuragdo forma um angulo de 90°C com o

solo, com isso podemos aplicar o Teorema de Pitagoras, e mais,

x2=1224 20—y 2> x = 144+ (20 —y)2. )

Como os dutos subaquaticos custam R$ 50.000,00 por milhas e os dutos terrestres R$

30.000,00 por milhas, temos que o custo de toda tubulacdo ¢ dada pela expressao:
C = 50.000x + 30.000y. (1D

Onde:
C = custo;
x = comprimento da tubulagao subaquatica;
y = combinagdo da tubulagdo terrestre;

Para expressarmos € em funcdo de uma unica varidvel, podemos substituir a equacio

(I) em (II), com isso obtemos,

€ = 50,000 144+ 20—y 2+ 30,000y, (111

ou seja,

1
Cy =50.000 144 + 20—y 2z + 30.000y.
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Para que o desperdicio seja o menor possivel, temos que C(y) deve ter um valor
minimo, no intervalo 0 < y < 20. Para calcular este valor, usamos o Teste da Derivada 2*
(Teorema 2.2.2), e para isto, temos que determinar os pontos criticos de C.

Calculemos C’(y). Fazendo u=144+ 20—y ?=144+400— 40y +y* ¢
calculando a derivada de u, obtemos u’ = —40 + 2y. Com isso, usando a Regra da Cadeia
(Proposicao 1.2.7), temos que

-1
2.

1
C'y =550000'u u’ + 30000

1

= C'(y) = 25000 144+ 20—y 2 "2 —40+ 2y + 30.000.

E mais,

25000
144+ 20—y 2

C'(y) = —40 + 2y + 30,000.

Note que 144 + 20—y 2> 0, para todo 0 <y < 20, ou seja, C'(y) existe para todo
0 <y < 20, Assim, os pontos criticos, sdo os valores de y tais que C' y = 0. Isto é, os

valores de y tais que,

25000
—40+2y +30.000=0
144 + 20—y 2
% —40 + 2y = —30.000.
144+ 20—y 2

Dividindo ambos os membros da ultima equagdo por 1000, temos:
25
144+ 20—y 2

—40 42y =—30

=25 —40+2y =—30 144+ 20—y Z.

Elevando ambos os membros da ltima equacao ao quadrado, obtemos:

—1000 4+ 50y 2= (—30 144+ 20—y 2)?
= 1000000 — 2+ 1000 - 50y 4+ 2500y2 = 900 144 + 20—y 2
= 1000000 — 100000y + 2500y% = 129600 + 900 400 — 40y + y>
= 1000000 — 100000y + 2500y% = 129600 + 360000 — 36000y + 9002
= 1000000 — 100000y + 2500y2 = 489600 — 36000y + 900y2.

Agora, organizando a equac¢ao trazendo tudo para o primeiro membro e realizando as devidas
operacdes, obtemos

1600y% — 64000y + 510400 = 0.
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Dividindo ambos os membros por 1600, chegamos a equacao do segundo grau
y?—40y+319=0
Cuja solucdo dada pela formula de Baskara ¢,

_ —=bt b%2-4ac
2-a ’

Dai,
_ —(—40)+ 402—4-1-319
B 2+1
40+ 1600 — 1276
ﬁy:
2
40+ 324
=1 = -
Y 2
40+ 18
iy: >

Com isso temos que 0s pontos criticos sao:

_ 40418

40-18
Y1 =

=29¢cy, =——=11.

Observemos que para y; = 29, ndo podemos utiliza-lo, uma vez que estamos trabalhando
com comprimento e, devemos ter 20 — y > 0, (ver figura 5), com isso, o ponto critico a ser

utilizado ¢ y, = 11.

Agora calculemos C"'(y), como

C'(y) 25000 40 + 2y +30.000
y) = - y '
144+ 20—y 2
Obtemos:
25000 L 144+ 20—y 2 7 —40 + 2
. T g latt 20—y —40+ 2y 25000
c"y = > —40+2y + -
144 + 20—y 2 144 4+ (20 —y)
—25000 - (—20 + y) 50000
=>C"y = - —40 42y +
144+ 20—y 2 - (144 + 20—y 2) 144 + (20 — y)?

Como o ponto critico de C que nos serve ¢ y, = 11, obtemos:
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—25000 - (—20 + 11) 50000
c"11 = - —40+22 +
1444+ 20—y 2 - (144 + 20—y 2) 144+ 20—11 2
cn 1 o 250000 =9 .. 50000
= = (— —
144+ —9 2 (-18) 225

—4050000 50000

c" 11 =
= 3375 | 15

= C" 11 = 15000+ 3333,33 = 18333,33 > 0.
Portanto, pelo teste da Segunda Derivada, temos que para y = 11 a fungdo atinge minimo
relativo.

Agora, calculemos o comprimento da tubulagdo subaquatica para y = 11 por (I) temos:

x= 144+ 20—11 2
>x= 144+ 92
=>x= 144 +81
=>x= 225
= x = 15.
Portanto, a combinagdo dos dutos que ira fornecer a conexao menos dispendiosa ¢ y = 11 e

x = 15, ou seja, 15 metros da tubulagao subaquatica e 11 metros da tubulagao terrestre.

3.2.2 Aplicacao da Derivada na Matematica Financeira

Nesta subse¢ao iremos apresentar alguns problemas que envolvem alguns conceitos de

matematica financeira, cujo objetivo ¢ encontrar Custo Minimo e/ou Lucro Méximo.

Exemplo 3.2.2.1: Suponha que o custo total C(q) de produgdo g toneladas de um produto,
em milhares de reais, ¢ dado por
C q =0,04q3—23¢> + 42q.

Suponha que a empresa possa vender tudo o que produz, determinar o lucro maximo
que pode ser obtido, se cada tonelada do produto ¢ vendida a um prego de 24 milhares de
reais.

Solucgao:

Temos que a fungdo do custo total € (q) de produgdo q toneladas, ¢
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C qg =0,04q°—2,3q% + 42q. (D
Sabemos que para o lucro maximo o custo deve ser minimo.
Consideremos a fungdo receita total dada pelo produto da quantidade q de toneladas
vendidas pelo preco unitdrio de cada tonelada &,
R q = 24q. (II)

O lucro total dessa empresa é por defini¢do a diferenca entre a Receita ¢ o Custo, isto

Lq =Rq —C(q). (1)
Ou seja, substituindo (I) e (IT) em (III), obtemos:
L q =24q—0,04¢ +23¢%> —42q
=L q = —0,04¢° + 2,3¢g> — 18q. (IV)

Queremos que o lucro seja maximo, para isso, usaremos o Teste da Derivada 2°.
Derivando L(q), temos:

L' g =—0,12q%+ 4,6q — 18.

Fazendo L' q¢ = 0 para encontrarmos os pontos criticos de L(q), temos
—0,12¢q%> + 4,6q—18 =10
Usando, a formula de Béskara para resolver esta equagao do 2° grau,

_ —bt b%-%4ac

2-a

Temos,

_ =46+ 4,67—4-(=0,12)-(—18)

1= 2+(=0,12)
—46+ 21.16—8,64
e =
1 —0,24
_, ;o Th6%355
9= -0,24 °

Portanto os pontos criticos de L(q) sdo,

_ —4,6+3,55
9 ="

-4,6—3,55
-0,24

=437¢eq,; = = 33,96.

Agora calculemos L''(q), como L' ¢ =—0,12¢% + 4,6q — 18, obtemos:
L" q = —0,24q9 + 4.,6.
Como os pontos criticos de L(q) sdo q; = 4,37 e q, = 33,96.
Para g, = 4,37, obtemos:
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L'" 437 = —0,24-4,37 + 4,6
= L" 437 = —1,0488 + 4,6
= L" 437 = 35512>0
E para g, = 33,96, obtemos:

L'" 3396 = —0,24+-3396+4,6
= L" 33,96 = —8,1504 + 4,6
= L[" 3396 = —3,5504 <0

Portanto pelo Teste da Derivada 2° para g = 33,96 a fungdo atinge o maximo relativo.

Agora calculemos o lucro maximo através de (IV), com isso,

L 33,96 = —0,04 33,96  + 2,3 33,96 2 —18(33,96)
L 33,96 = —0,04-39165,44 + 2,3-1153,28 — 611,28
L 3396 = —1566,62 + 2652,54 — 611,28

L 33,96 = 474,64.

Logo o lucro méaximo dessa empresa ¢ R$ 474,64.

3.2.3 Aplicacoes da Derivada na Geometria

Nesta se¢do iremos usar os resultados estudados para resolver problemas de geometria,

mais precisamente, problemas que envolvem Perimetro Minimo e o Volume Maximo.

Exemplo 3.2.3.1: Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensdes a ¢ b,
com um lado comum a. Se cada pasto deve medir 400 m? de area, determinar as dimensdes a

e b, de forma que o comprimento da cerca seja minimo.

Solugao:

Figura 6: Representagdo dos pastos

b b

b b

Fonte: Elaborada pela autora.
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Quando falamos em comprimento da cerca, estamos nos referindo ao perimetro, e
queremos que este seja minimo.

Sabemos que o perimetro ¢ a soma da medida dos lados, e como o terreno tem um lado
comum a, o perimetro deste terreno ¢ dado por:

P = 3a+ 4b. (D
Por outro lado, a area do terreno que ¢ retangular ¢ dada por:
A=a-"b.
Mas como sdo dois terrenos, a drea total € obtida pela seguinte formula,
A=ab+a-b,
ou seja,
A=2-a-b.

E mais, como cada terreno deve medir 400 m? de area, temos:

2ab = 400 + 400

, _ 800
=>ab=—
w==

= ab = 400

400
P

>bh= (ID)

Para expressarmos P em fun¢do de uma Unica variavel, podemos substituir a equacdo (II) em

(I), de onde obtemos:

400
P(a) = 3a + 47

= P(a) = 3a +%00.

Para que o comprimento seja minimo, o valor de P(a) deve ser o menor possivel, como,
1600
P(a) =3a+——.
Derivando P(a) para encontrarmos os pontos criticos de P, tem-se:

1600

a? ’

P'a =3-—

Agora, fazendo P’ a = 0, isto é:

1600
3———=0
a
3a% — 1600
- -0

aZ

= 3a?—=1600=0

=
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= 3a? = 1600
1600

>q= —
¢ 3
40 3
=>q=—

Note que P’ a ndo existe se a = 0, mas como a representa um comprimento, devemos ter

. I . 40 3
a # 0, Logo, o tnico ponto criticode P ¢ a = -

Calculemos a derivada segunda de P a , como

1600
P'a =3 —7,
temos,
P 1600 - 2a
a =——; —
a3
3200
=>P"a =—.
a

Usando o Teste da Derivada 2° para encontrar o valor minimo relativo, temos

40 3 3200
P T = —
40 3
3
40 3 3200
= p"

3 123168

=P’ 22 =026>0.
40 3 o - .
Logo para a = — 2 fungdo tem valor minimo relativo.

Substituindo a = % em (II), temos:

=>h=10 3.

Portanto para que o comprimento seja minimo as dimensdes devem ser:
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a=$meb=10 3m.

3.2.3.2 Exemplo: Uma caixa sem tampa deve ser feita de papeldo medindo 8cm por 15cm.
Destaca-se quadrados iguais dos quatro cantos dobrando-se os lados. Qual ¢ o tamanho dos
quadrados para se obter uma caixa de volume maximo.

Solugao: Seja x o comprimento dos lados dos quadrados (em c¢m) a serem cortados ¢ seja V o

volume (em cm?®) da caixa resultante. Observe a figura 7.

Figura 7: Caixa de Papeldo

Fonte: Elaborada pela autora.

Como estamos removendo quadrados de lados x de cada canto, a caixa tera dimensdes
8 — 2x por 15 — 2x por x. Logo seu volume V sera:
V= 8-—2x 15—2x x = 120x — 46x? + 4x>. (1)
A varidvel x esté sujeita a certas restricdes. Como a largura da caixa mede 8cm entdo:
0<2x<8=>0<x<14
e desta forma reduzimos o nosso problema ao de encontrar o valor (ou valores) de x no
intervalo [0, 4] para os quais o volume dado pela fungdo V = 120x — 46x? + 4x>, é maximo.
Temos que,
V' x =120—92x + 12x% = 4(30 — 23x + 3x?).
Calculemos os pontos criticos da fungdo V, isto €, os valores de x tais que, V' x = 0. Mas,

V'x =0=>30—23x+3x%2=0 $x=6oux=§.
Logo, os pontos criticos sdo: x = 6e x = E Como x = 6 esta fora do intervalo [0, 4], entdo o

. 5
valor maximo de V ocorre ou no extremo x = 3 Mas, de (1), temos

V0O =0eV 4 =1204—4642+4.4%=0.
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2450

. .. 5
Assim, o volume maximo V,,,, =V 3 = 7cm3 ocorre quando cortamos quadrados com

g cm de lado.

3.3 Aplicacao da Derivada na Taxa de Variacao

Nesta se¢do iremos trabalhar com o problema de eficiéncia maxima do trabalhador. Neste tipo
de problema o objetivo ¢ maximizar a taxa de producdo do trabalhador. Ou seja, a funcdo a
ser minimizada ¢ a taxa de variacdo da primeira derivada da funcdo de produgdo do

trabalhador.

3.3.1 Exemplo: Um estudo de eficiéncia no turno da manha em uma fabrica indica que um
trabalhador médio, que comega as 08:00 h, tera produzido

Qt =—t3+9t2+12t
unidades t horas depois. A que horas durante a manha o trabalhador atua com o maximo de

eficiéncia?

Solucdo: A taxa de producdo do trabalhador ¢ a derivada da fungdo de produgdo do
trabalhador Q(t), se representarmos esta taxa por P, temos
Pt =Q' t =-—3t>+18t+ 12,

Considerando que o turno da manha vai de 08:00 h até o meio dia, nosso objetivo ¢é
encontrar o maximo absoluto da funcdo P(t) no intervalo fechado 0 < t < 4. Como P(t) ¢
dada por

Pt =-3t*+ 18t + 12
Calculando P'(t), obtemos:
P't =—6t+18.

Fazendo P’ t = 0, para encontrarmos os pontos criticos de P t , tem-se:

—6t+18=0
= —6t = —18
—18
>t=——o0
>t=3.

Logo t = 3 ¢ ponto critico de P(t).

Agora calculemos P"'(t), uma vez que P’ t = —6t + 18, dai:
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Pt =—6.
Substituindo o ponto critico t = 3 em P t = —6, obtemos
P'3 =—-6<0

\

Portanto Pelo Teste da Derivada 2* a fungdo P(t) atinge maximo em t = 3, isto &, as
11:00 horas é quando o trabalhador atua com o maximo de eficiéncia. Calculemos sua
producao neste instante, isto €,
P3 =-3-32+18-12+12
P3 =-3-9+4+54+12
P 3 =39,
Portanto, as 11:00 horas ¢ quando o trabalhador atua com o maximo de eficiéncia, produzindo

cerca de 39 unidades por hora.

CONCLUSAO

O componente curricular de Calculo Diferencial ¢ considerando como umas das
disciplinas que mais acarretam duvidas sobre seu entendimento, sem falar que ¢ uma das que
mais reprovam, isto devido a tantos mitos que assolam a mesma, de que ¢ “dificil”,
“complicada”, “que ndo ¢ para qualquer um”, dentre tantas outras coisas que sdo citadas pelos
alunos. Para os discentes do curso de Licenciatura em Matematica nao ¢ diferente, uma vez
que ¢ um dos primeiros componentes ditos avancados, que os alunos se deparam, e muitas
vezes ndo trazem consigo “bagagens” necessarias para seu estudo, consequentemente acabam
ndo percebendo a beleza que existe no Calculo Diferencial. Porém, é um dos contetdos que
mais tem aplicabilidade, até mesmo em problemas que estdo no nosso cotidiano e que nao nos
damos conta que podemos resolvé-los com derivadas.

Espero que através deste breve estudo auxilie aos futuros discentes de Calculo
Diferencial a entenderem como se deu o seu desenvolvimento, como também a defini¢do de
derivada ¢ suas propriedades basicas ¢ algumas de suas aplicagdes que vao além das
comentadas aqui, mas que sdo pouco discutidas aos alunos de Licenciatura em Matematica,
que em sua maioria sdo presos as listas de exercicios e demonstragdes que também se fazem
necessario, mas ndo devem ser exclusividade, como foi dito a aplicacdes sdo muitas, sintam-

se indagados a ir em buscas de conhecer outras aplicacdes.
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APENDICE — ALGUNS RESULTADOS UTILIZADOS

Apresentaremos agora, alguns dos principais resultados ¢ definicdes que forma

utilizadas durante o trabalho.

A.1. Definigédo de Limite e suas Propriedades.

Definicao A.1 (Limite): Intuitivamente, dizemos que uma fungdo f(x) tem limite L quando x
tente para a, se ¢ possivel tornar f(x) arbitrariamente proximo de L, desde que tomemos
valores de x, x # a suficientemente proximos de a. Formalizando, temos que:

Seja f(x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto, possivelmente, no
proprio a. Dizemos que o limite de f (x) quando x aproxima-se de a ¢ L e escrevemos,

limf x =L

x—a

se, para todo € > 0, existeum § > 0, talque f x —L <esempre0 < x—a <Jd.

Proposicao A.1: Se a, m e n sdo numero reais, entao:

lim,,, mx+n =ma+n.

Proposicao A.2: Se lim,_, f(x) e lim,_, g(x) existem, ¢ ¢ ¢ um nimero real qualquer,
entao:

a) limy,, f(x) £ g(x) =lime,, f(x) £ limy,q g(x);

b) limy_,cf x =c-lim,, f(x);

¢) lime,of x »g x =limyq f(x) - limyq g(x);

[0 _ limyq 70
g(x) limy_,q g(x)’

d) lim,_, desde que lim,._, g(x) # 0;

e) limy,, f(x) ™ = lim,_, f(x) ™ para qualquer inteiro positivo n;

D) limysg ™ f(x) = ™ limeg f(x), se limy_q f(x) > 0 ¢ n inteiro ou se limy_q f(x) <
0 e n ¢ um inteiro positivo impar;

g) limy_ g in f(x) =Inlim,,, f(x) selimy,, f(x)> 0;

h) limy_, cos f(x) = cos lim,_, f(x) ;

1) lim,_,sen f(x) = sen lim,_, f(x) ;

_]) limx_)a ef) = elimx—mf(x)_



55

A.2. Definicao de Equacao da Reta.

Definicao (Equacao de uma reta r passando por um ponto P): Scja P(x,,y,) um ponto
conhecido, a equagao da reta r que passa por P ¢ dada por

Y — Yo = m(x —xo)
onde m representa o coeficiente angular de r e (x,y) representa um ponto qualquer

pertencente a reta.

Observacao: Se a reta r for perpendicular ao eixo x, sua equagao é:

X = Xp.



