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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar a importancia do software R no calculo das matrizes e
suas operacoes para o Ensino Médio. Mostrar como este software pode auxiliar o professor
por ser uma excelente ferramenta especialmente desenvolvido que permite uma simples
manipulacdo, incluindo a visualizacdo ou modificacdo dos dados brutos. As matrizes tem
como objetivo béasico organizar informacgoes na forma de tabelas com linhas e colunas
de tal forma que se possa interpreta-las a luz dos objetivos de certas situacoes. Assim,
utilizar-se do programa estatistico R como ferramenta de trabalho facilitard a compreensao
e aprendizagem dos contetidos de matrizes em sala de aula com alunos do ensino médio,
bem como apoio a didatica utilizada pelo docente, tornando a aula mais dindmica e
atrativa. Visto que o uso de recursos tecnologicos como ferramenta de trabalho tem sua

grande e crescente importancia.

Palavras-chaves: Matrizes, propriedades, programa estatistico R.



Abstract

The objective of this work is to show the importance of software R in calculating matrices
and their operations for high school. show how this software can help the teacher by being
an excellent tool especially developed that allows a simple manipulation, including the
visualization or modification of the raw data. Arrays have as basic objective to organize
information in the form of tables with rows and columns in such a way that they can be
interpreted in the light of the objectives of certain situations. Thus, using the statistical
program R as a working tool will facilitate the understanding and learning of classroom
contents in the classroom with high school students, as well as support for didactics used by
the teacher, making the class more dynamic and attractive. Since the use of technological

resources as a work tool has its great and growing importance.

Key-words: Matrices, properties, statistical program R.
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1 Um pouco da histéria de matriz

As matrizes aparecem historicamente ligadas a solucao de equacoes lineares. Em
1730 Maclaurin escreveu um tratado de algebra que contem os primeiros resultados de
determinantes, nome que foi introduzido por Gauss em 1801, que propds a multiplicacao
de matrizes e o conceito de matriz inversa. Cauchy estudou os autovalores de uma matriz
em 1826 e Cayley, em 1841, introduziu a notagao atual dos determinantes com duas linhas
verticais e, em 1858, apresentou a primeira definicao geral de matrizes introduzindo as
operagoes de soma, multiplicagao e o calculo geral da inversa pelo determinante. Em 1870
Jordan introduziu a forma candnica que leva seu nome e Frobenius, em 1878, o posto de
uma matriz. O conceito de espago nulo de uma matriz se deve a Sylvester, em 1884. A
teoria de matrizes se completa com os trabalhos de Weierstrass e Kronecker em meados
do século XX (PENA, 2002).

No inicio do século XIX, os varios sistemas numéricos usuais ja haviam se incorpo-
rado a matematica, mas faltava a eles uma fundamentacgao logica satisfatéria. Por isso, a
fim de se guiarem em suas manipulacoes algébricas com esses sistemas, os mateméaticos da

época simplesmente estendiam a todos as propriedades dos inteiros positivos.

Essa visao, embora conduzisse a muitos acertos e tivesse contribuido para o desen-
volvimento da matematica, elegia as leis da algebra classica como as tnicas vélidas, o que
era uma limitacao muito grande. Por exemplo, por esse entendimento, era inconcebivel
uma operagao algébrica que nao fosse comutativa. Porém, perto da metade do século
XIX, tal visao seria superada e uma nova era, de grande liberdade e desenvolvimento, se
iniciaria para a algebra. Varios matematicos contribuiram para isso, mas o inglés Arthur
Cayley (1821-1895), foi o criador das matrizes, uma das ferramentas mais importantes da
matemdatica moderna. O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo de Cayley, de
1855, embora o termo matriz ja tivesse sido usado cinco anos antes, com o mesmo sentido,

por Silvester (FELDMANN;, 1962).

1.1 Uso de ferramenta inovadora: uma aprendizagem significativa

Aprender é o processo através do qual se adquire novas competéncias, habilidades
ou conhecimento como resultado do estudo, mas para obté-lo, se requer por parte do
professor, a aplicacao de ferramentas que sejam inovadoras e motivadoras de forma que o

aluno alcance através destas uma aprendizagem significativa.

Portanto, o objetivo deste trabalho ¢é utilizar o programa estatistico R no célculo de

matrizes e suas operacoes para alunos do ensino médio e superior, com estratégia didatica
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que permita que os alunos obtenham aprendizagem significativa no contetdo de algebra

de matrizes, focado nos conhecimentos tedricos que possuem.
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2 Introducao ao R

O R (R Core Team, 2017) é um software estatistico, com ambiente integrado e com
linguagem de programacao especialmente desenvolvido para a analise de dados, calculos

estatisticos e representagoes graficas.

E uma linguagem de programacao muito simples, disponibilizada para diferentes
plataformas (Uniz, MacOS, Windows) e de facil instalagdo. O melhor de tudo isso, é que

se trata de um software gratuito e amplamente utilizado na pesquisa cientifica

Primeiro, para instalar o R deve-se fazer o download no site oficial http://cran.at.r-
project.org/, de preferéncia a ultima versao estavel, 3.4.0, clicando no Windows e depois
clicando na base e, a partir dai, baixar o R-3.4.0-win.eze. E agora ¢é s seguir os passos
solicitados, em caso de dividas, pode consultar a instalagao passo a passo em https://cran.r-

project.org/doc/contrib/Itano-installation.pdf.

Apés a instalacao do R, instala-se o RStudio, que é um software livre de ambiente
de desenvolvimento integrado ao R. E um ambiente mais amigavel do que R para se
trabalhar. Sua instalacdo também simples e recomenda-se baixar a versdo mais estavel. O

download pode ser feito em https://www.rstudio.com.

O RStudio, apresenta algumas vantagens, sao elas:

e Uma interface que permite uma simples manipulagao, incluindo a visualizacao ou

modificagdo dos dados brutos.

e Uma interface entre o usudrio e dados que podem executar varias operagoes ou

) Rstudio =5 R ==
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
Olel ¥~ [ v Addins ~ & Project: (None) ~
in* (] Untitled2* @] Untitled3* » =[] [Environment History = ]
Souce | Q 7 - . » £ | [ o Console | =00 Source | @ & Diferentes janelas para:
3 Tlibrary("clvalid" - Tibrary("clvalid") 2
4 data("mouse" data("mouse™) F v'  Scripts
5 express <- mouse[, c("M1", "M | express <- mouse[, c("M1", "M2", "M3", v Console de comando
§ rownames (express) <- mouse3Il | rownames(express) <- mouse$ID
/ intern - dvﬁl;ggﬁ:?re%z%aﬁf intern <- clvalid(express, 2:6, cIMetho. _ ¥ Listade varidveis
- e o ——————— —————— v’ Histérico
13 model™), valide W e T rackages || ek || Viewer =0 .
0 - . =T v Gréficos
summary (intern) Zoom M Export v y % -~ "
12 i = ? == v'  Gerenciamento de pacotes
11731 « C Lm‘ = » 2 - v' Diretério
2 (Top Level) R Script >
B8 2 9 7 9 v Help
Console -0 2 ) -9 p—,
Lo ST . S o lqie—gesempo—g =Tl
Connectivity 2 8 I T T T T
bunn 2 2 3 4 5 6

Silhouette 2

> op <- par(no.readonly = TRUE) Number of Clusters
> plot(intern, legend = FALSE)

Figura 1 — Interface de usuario para RStudio
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aplicar varios testes para os dados (geralmente conjuntos de coordenadas no nosso

caso), e que apresentam resultados de diversas maneiras (graficos, tabelas, etc).

e Para evitar a multiplicacao de aplicagoes de software para a obtencao de dados

utilizados na estatistica analisa.

e Para os dados 3D, os dispositivos graficos devem permitir alguma interatividade.
Uma vez que a tela é plana, é preciso observar e girar dados 3D de uma forma

convencional.
e Para obter resultados e armazenar esses resultados sob a forma de gréaficos e tabelas.

e Para se adaptar e converter os arquivos que foram tratados com outros softwares e

arquivos de exportacao.

Pode-se obter ajuda do préprio programa digitando o comando help(). Uma breve
introdugdo ao uso do programa R pode ser encontrada em (Landeiro, 2011) no site
https://cran.r-project.org/doc/contrib/Landeiro-Introducao.pdf. Outra opgao é ler o ma-
nual R for Beginners (Paradis, 2005).

O R, em especial, ¢ uma linguagem de programagio criada em um ambiente pensado
para andlise estatistica e grafico de dados. E um software livre e pode ser manuseado
facilmente pelo analista de dados. Para usar o R é necessario conhecer e digitar comandos.

Em seguida serd apresentado alguns topicos importantes.

2.1 Objetos

Os objetos sao caracterizados por seus atributos. O modo e duragao sao atributos de
todos os objetos em R. Se os elementos sao dados, eles podem ter quatro modos diferentes:
numérico, carater, complexo e légica (FALSE ou TRUE, alternativamente digitado como
F ou T). O comprimento ¢ o nimero de clementos do objeto ¢ ¢ devolvido digitando
comprimento lenght(objeto). Finalmente, a funcao str mostra a estrutura interna de um

objeto no R.

>a<-777; b<-3+4i; c<-"CD"; d<-TRUE
>mode (a) ; mode(b); mode(c); mode(d)

E possivel verificar e coagir o modo de objetos usando as funcoes: is.numeric,
is.complex, is.character, is.logical, as.numeric, as.complex, as.character, as.logical. O
“is" antes dos modos significa uma pergunta, por exemplo o nimero dois é numérico?:
is.numeric(2), a resposta serd TRUE (verdadeiro). E o “as” antes dos modos em algumas
vezes significa transformar um modo, por exemplo, como caracter, as.character(3), embora

0 3 seja um numérico se torna aqui como um caracter, e para identificar entre aspas, “3”.
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#SE workspace estd vazio?

1sQ)

# Se seu diretdério de trabalho é o desejado?
verifique que estd vazio, com o comando:
dir()

#Salve-o usando o comando:

save.image ()

2.2 Encontrando uma funcido no R

Através de algumas web site pode-se encontrar qualquer funcao no R. No quadro

abaixo tem-se alguns provaveis links de ajuda e algumas das principais fungoes usando o

R.
http://www.r-project.org R web site
http://www.cran.r-project.org Downloads
http://www.rseek.org Buscador de fungao

http://www.cran.r-
project.org/web/views
http:/ /www.tolstoy.newcastle.edu.auitas de discussao sobre o R

Pacotes organizado por tarefa

Através do comando “apropos”; é possivel encontrar algumas func¢oes que foram

carregadas com os pacotes instalados. Também é possivel pesquisar a documentacao entre

todos os pacotes instalados no R, usando o comando “help.search”.

apropos(“read”) Funcoes que se iniciam com read
apropos(“mult”) Funcoes que se iniciam com mult
. Funcgoes que se iniciam com
help.search(“matrix”) oesd :

matric

Busca as fungoes que terminam
apropos(“.test”) §oes 4

com .test

apropos (plot)
help.search(field="title","skew")
example (mean)

args(chisq.test) # lembrar do argumento da fung&o

2.3 Instalando pacotes no R

Pacotes sao conjuntos de funcionalidades (fungoes,dados e exemplos) distribuidos

em conjunto para realizar tarefas especificas. Por exemplo, o pacote base quando instalado
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automaticamente(deixa disponivel para uso) um conjunto de ferramentas bésicas no R. E
necessario entender as diferengas entre baixar (download) o pacote do repositério e carregar
no scu computador. Para baixar algum pacote disponivel no repositério CRAN (Comprehen-
sive R Archive Network) do R é necessario utilizar o comando install.packages(“pacote”),
também se pode instalar automaticamente através do menu do R Studio. O R possui

diversos pacotes (http://www.r-project.org/).

2.4 Operacoes basicas em vetores e matrizes

E muito facil realizar operacdes basicas no R. Na Tabela abaixo mostra alguns

exemplos

> A<k- 3 +5+ 3; A

> B<- 3-8-7; B

> C<- 3%4

> D<- 9/7

> 2 + 6 # forma direta e o resultado

Logaritma [0Gpase(T) log10(2) >log(2,base =10)=0.301
Raiz quadrada | >sqrt(x) Vi >sqrt(4) =2
Logaritma log.(2) | >log(2,exp(1)) | >log(2,base = exp(1l)) = 0.693
seno(x) seno(m/4) sen(m/4) >sin(pi/4) = 0,707

O R tem uma sintaxe de expressao aritmética convencional com aritmética habitual

e operadores condicionais
> help(Arithmetic)
> help(Comparison)

> help(Syntax)

Os operadores aritméticos e condicionais sao

a+b soma a==>, a é igual a b?

a-b subtracao al=Db a nao é iqual a b?
a*b | multiplicacao | a < b a ¢ menor que b?
a/b divisao a<=b| aémenor eigual ab?
a’ potenciagdo | a > b a ¢ maior que b?
-a negacao a >= b | a é maior ou igual que b?
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a=c(0,2,3,4,5,6,7)

b=c(1,5,2,8,12,10,10)

a+b #somando os elementos de a com os de b
[1] 1 7 512 17 16 17

a<b # Testando os correspondentes elementos
TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

# Apenas o terceiro é maior que b
Na matriz aritmética teremos

x = matrix(1:9,nrow=3, ncol=3)

# O elementos de 1 a 9 em 3 linhas e 3 colunas

x1 = matrix(c(1,2,3,4,5,6,7,8,9), ncol=3, byrow=TRUE)
# 3 colunas, leitura por linha

xc = matrix(c(1,2,3,4,5,6,7,8,9), ncol=3, byrow=TRUE)

# 3 colunas, leitura por colunas igual a x

Uma varidvel de tipo caracteres que mantém como valor uma cadeia de valores de

digitos pode ser manipulada por meio de funcoes especiais, vejamos algumas

o paste(--- ,sep = “"). Concatena (junta) vetores depois de transformé-los em carac-

(1%

teres; o sep = “” indica como as séries serao separadas (a definigdo padrao é um

espago em branco).

>(nth<-paste0(1:5,c("ind","ind","ind",
rep("Novo",2))))
[1] "1ind" "2ind" "3ind" "4Novo" "5Novo"

e nchar(). Retorna o nimero de caracteres que forma uma cadeia x

>X<_C(llall,llb|l’llcll)
>nchar (x)
(11 111

e substr(x, start, stop). Extrai ou substitui em um vetor de caracteres. No exemplo

abaixo, observe os caracteres de 2 a 5.

> x <= c("AeeeeB", "CffffH", "HkkkkY", "a", "Jonas")
> substr(x, 2, 5)
[1] "eeee" "ffff" Ilkkkkll nn "dWir"
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o strsplit(z, split, --- ). A palavra split significa dividido. Observa-se que divide a

palavra considerada na letra E.

> x <- c("AaaEB", "CffEfH", "HKKkEY", "E", "Jonas")

> strsplit(x,"E")
[[1]1]

[1] "Aaa" "B"
[[2]]

[1] "Cff" "fH"
[[3]]

(1] "Hkkk" "Y"
[[4]]

[1] "

[[5]1]

[1] "edwird"

e “tolower(x)”. Reescreve o vetor nao numérico em letras mintdsculas.

> x <- c("AaaEB", "CffEfH", "HkkkEY", "E", "Jonas")
> tolower (x)

[1] "aaaeb"  "cffefh" 'hkkkey" "e" "Jonas"

o “toupper(z)”. Reescreve o vetor ndo numérico em letras maitsculas.

> toupper (x)
[1] "AAAEB" "CFFEFH" "HKKKEY" "E" "JONAS"

Vamos criar algumas frases criadas com objetivo de ilustrar estas fungoes no R

Nome<- "Jonas"

Pessoa<- paste(Nome, "Luiz Silva Camélo")

Pessoa
End<-paste("Av. Baratnas", 300, "s/n", "Bodocongd",
"Campina Grande-PB"
Sep=ll . II)
End

nchar (End) # Namero de caracter
s<-strsplit(End, split=";") # Elimina a pontuacgio ;
s

cat ("0 numero de caracteres da frase é:",nchar(End),



Capitulo 2. Introducio ao R 20

"caracteres\n")

# 0 nGmero de caracter da frase é: 48 caracteres

2.5 Operacao de arredondamento e truncamento

O sistema utiliza basicamente 4 fungoes:

floor(zx). Arredonda o valor passado no argumento para o proximo menor. Floor =

piso.

trunc(z). Trunca o valor eliminando a componente decimal

round(x, digits=0). Arredonda para o niimero inteiro mais préximo. o arredondamento

vem efetuado ao nimero decimal considerado.

ceiling(x). Arredonda para o proximo superior. Ceiling = teto.

Na Tabela 1 ilustra estes arredondamentos e truncamentos

Tabela 1 — Arredondamentos e truncamentos de valores

Valor floor(x) trumc(x) round(x) rond(x,3) ceiling(x)

7.4955 7 7 7 7.495 8
-7.4955 -7 -7 -7 -7.295 -7

7.5 7 7 7 7.5 8
7.511 7 7 8 7.511 8

-7.511 -8 -7 -8 -7.511 -7
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3 Introducao a matrizes

Uma matriz é uma tabela retangular de elementos. O elemento a;; da matriz A
ocupa a linha 7 e a coluna j da tabela. Diz-se que uma matriz com m filas e n colunas
tem ordem e tamanho m X n. Um elemento qualquer dessa matriz sera representado pelo
simbolo a;;, no qual o indice 4 refere-se a linha em que se encontra tal elemento ¢ o indice

j refere-se a coluna em que se encontra o elemento.

Representa-se também a matriz A por A = (a;j)mxn. Note que 1 < i < m e
1<j<n.

Exemplo 3.0.1. Seja a matriz M =
Q21 Q22

ailz Aaig ]

4 2
Considerando M =
2 3

O elemento que esta na linha 1, coluna 1, é a;; = 4.; elemento que esta na linha 1,
coluna 2, é a;o = 2.; o elemento que esta na linha 2, coluna 1, é ay; = 2. e ags = 3. é 0
elemento que estd na linha 2, coluna 2. As matrizes sdo indicadas por letras maiusculas e
seus elementos, por uma letra miniscula acompanhadas de dois indices, como vimos o

primeiro indica a linha a qual o elemento pertence e o segundo indica a sua coluna.

As matrizes constituem um importante instrumento de calculo, com aplicagbes em
Matematica, Estatistica, Informatica entre outras ciéncias. Também no nosso dia-a-dia as

matrizes podem ser utilizadas em diferentes situacoes.

3.1 Matrizes Especiais

Os principais tipos de matrizes especiais sao (FONSECA, 2003):
1. Matriz Linha: E uma matriz formada por uma tnica linha, como por exemplo a
matriz M 3.

Exemplo 3.1.1. M = [ ajy Qo Q13 }

2. Matriz Coluna: E uma matriz formada por uma tnica coluna, como por exemplo
a matriz M3y, podendo ser representada por M’ = ¢(M). Sendo o simbolo ¢ a

transposta da matriz M.

3. Matriz Nula: E uma matriz cujos elementos sao todos iguais a zero.
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0 0
Exemplo 3.1.2. Seja a matriz M = [ 0 0 ] .

4. Matriz Diagonal: Uma matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos

acima e abaixo da diagonal principal sao nulos, considere um exemplo de uma matriz

A3><3-
-2 00
Exemplo 3.1.3. A=| 0 5 0
0 0 3

5. Matriz Identidade: E uma matriz diagonal em que, quando i = j, a;; = 1, todos
os elementos na diagonal sdo iguais a 1. Ela é representada por I e desempenha o
papel de elemento neutro na multiplicacao de matrizes - ou seja, verificaremos que a
multiplicagdo de qualquer matriz por I resulta na matriz original (FONSECA, 2003).

A matriz identidade de ordem m aparece a seguir

0
1 ... 0
I, =
1
00 1]

6. Matriz Inversa: Uma matriz A de ordem n é dita inversivel(ou invertivel) se existir
uma matriz B tal que: AB = BA = I5,5. Nesse caso, B é dita inversa de A e
indicada por A1

Exemplo 3.1.4. A inversa de A =

) o
0|, qa_ |12 o0
4 -3 2/3 —1/3

O produto matricial de A pela inversa de A seria
1 1 0]
AA = 20 /20 = ; = Ioxo
4 -31|2/3 -1/3 0 1|

3.2 Passos para a inversao de matrizes

Abaixo segue os passos (SARTORIS, 2000) para encontrar uma matriz inversa com

objetivo de ilustra no programa R

a) Célculo do determinante: é um escalar associado a uma matriz quadrada.

Exemplo 3.2.1.

aix a2

A= , |A] =det(A) = anraz — apan

Q21 Q22
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Para matrizes de ordens maiores, o calculo do determinante requer o calculo de

menores e co-fatores

Manor do elemento a;; é o determinante de submatriz obtida apds a supressao

do i-ésima linha e j-ésima coluna de A

Exemplo 3.2.2.

a a
AT M| = (M| =

Qg1 Q22
Co-fator é o menor multiplicado por (—1)'m;;. O ¢;; = (—1)"/m;;. Exemplo:
e = (—1)%ag = ag
Expansao de Laplace para célculo de determinante de uma matriz quadrada. To-

mando por base qualquer linha (ou coluna), calcula-se o determinante somando

os produtos de cada elemento da linha (ou coluna) pelo respectivo co-fator.

@11 Qa2 Q13
A= a21 (Ag22 A23

a31 Q32 Q33
|A| = ajic11 + aiacia + agscrs
= @12C12 F A22C22 + A32C32

Matriz dos co-fatores é a matriz em que cada elemento de A é substituido pelo

seu co-fator

@11 Q12 Q13 C11 Ci12 Ci13
A = 21 Qg2 Q23 |, Co1 Co2 Ca3
31 azz 33 C31 C32 C33

Matriz adjunta é a transposta da matriz dos co-fatores

adjA = C

Matriz inversa

_ L

A—l
A

adj A

7. Matriz Quadrada: E uma matriz que possui o nimero de linhas igual ao nimero de

colunas. Considere a matriz A uma matriz quadrada de ordem n
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11 a2 -+ Aip

Qo1 Q22 - QA2p
A =

Gp1 Gp2 - App

Os elementos de A cuja soma dos indices da linha e da coluna ¢ igual a n + 1
constituem a (diagonal secundaria) de A. Se, por exemplo, A é quadrada de ordem
3, os elementos a3, agseas; formam a diagonal secundaria de A, conforme indicado

abaixo:

ailz a2 as

A= a1 Q22 (A23

a3; G32 as3

12
20
2
67

Exemplo 3.2.3. Seja a matriz M =

S 0 O N
|
—

N Ot = Ot

Os itens abaixo descreve as matrizes quadradas importantes (SARTORIS, 2000)

Matriz identidade I,

Matriz diagonal :

A0 .0
A=10 X ... 0
0 0 ... A\
Matriz escalar ¢é a matriz diagonal, quando A\y = Xy = --- | \,.

Matriz idempotente é a matriz quadrada tal que

A = A2=A3=...
Matriz nula :
A+0 = A
A0 = 0
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Traco de uma matriz :

[ ] tI‘(A) = Zaii

o tr(cA) = c(tr(A))

e Se A é mxn, entao AB e BA sao ambas matrizes quadradas, e tr(AB) =
tr(BA), segue que

o tr(ABC) = tr(CBA) = tr(BCA), deste que o produto existe

Através da matriz inversa é possivel obter solucao da equacao do tipo

XA =B

Sendo a matriz A invertivel, tem-se que:

X.A = B
XA = (XA)AT
X.A = BA!

X(AA™Y) = BA™!
X.I, = BA!

Assim, podemos escrever X.A =B = X =B.A™!

Ainda, considere a matriz A definida da seguinte forma

All A12
A21 A22

Entao, a inversa de A pode ser escrita da seguinte forma

A =

1 Ay —Ap
Ay Ay —ApAy | —A, Ay

Seguindo, tem-se

1 AH A12 1 A22 —A12
AA =
Ay Ay | AiAs — ApAy | —A, Ay
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AAT =

1 A A Ay —Ap
A1Ay —ApAg | Ay Ay —-Ayy Ay

Fazendo a multiplicacdo de matriz do segundo membro de 3.1, tem-se

AAT =

1 A1Ag — ApAy —ApAp+ARAY
A11Ag — ApAg | AyjAg — ApAy —AgApp+ Ay Apy

Forma quadratica : Suponha que x é um vetor coluna (m x 1) ndo nula e A uma
matriz quadrada simétrica (m x n). Uma forma quadratica ¢ um escalar definido
como (SARTORIS, 2000):

, m n
X Ax = Z Z AT, T

i=1 j=1

T
€Tr =
T2
11 A2
A=
Q21 A22

/ a11 a2 € 1101 Q1272
JZA.X:[JTl xg} :{Cﬁl 5172}
a21 A2 X2 a21T1 QA22T2

Exemplo 3.2.4.

X Ax = alle + A1201%9 + A21T1 T2 + a22x§ + 2a127122 + aggzv%
pois: A = A’ = a9 = ayy
Se:
e X' Ax > 0, A é definida positiva, = # 0
o Az >0, A ¢é semidefinida positiva, z # 0

o Az <0, A é definida negativa, z # 0

o Az <0, A é semidefinida negativa, = # 0

Todas as matrizes de varidncia-covariancia sao definidas positivas

10
01
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8. Matriz Transposta

Dada uma matriz A de ordem m X n, denomina-se matriz transposta de A, indicada
porA’, a matriz de ordem m x n, cujas linhas sdo ordinariamente iguais as colunas de
A, em outras palavras dada uma matriz A = [a;;],,x, sua transposta é representada

por A’ = [a;i]nxm-

a1 aig a11 a9l
A= = Al =
21 Qa22 12  Aa22

3 10
3 5 23

Exemplo 3.2.5. A = [ =A'=|5 2
10 2 21

23 21

A seguir, aparecem as principais propriedades da transposicao:

e Sc A’ = A, essa ¢ uma matriz simétrica, e vice-versa
e Realizando duas vezes a transposigao, obtém-se a matriz original, (A’) = A
e Distributividade em relacao a adigao, (A +B)' = A’ + B’

e Permuta com a multiplicagdo por escala, (kA) = kA’

9. Matriz Simétrica

Quando uma matriz quadrada A é igual & sua transposta A’(A = A"), dizemos que

A é uma matriz simétrica.

-3
Exemplo 3.2.6. A= | 0
bt

D = O
w O Ot
[y
=
|
ot O
S = O
wWw O Ot

3.3 Adicao de matrizes

Dadas duas matrizes, A = (aij)man € B = (bjj)man @ matriz soma
A + B ¢ a matriz C = (¢;)man, €m que ¢;; = a;; + b;; Para todo 4 e todo j, tal que
1<i<mel<j<n.

Em outras palavras, a matriz soma C é do mesmo tipo que A e B é tal que cada

um de seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A e B.

Exemplo 3.3.1. Sejam A =

bi1 b2 b
g |t b2 by
a1 baz  bos

Somando elemento com elemento correspondente tem-se

G21 Q22 (23

a11 a2 a13]
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app +bi1 arp + b2 aiz+big

a1 + Doy age + bay  agg + bog

A+ B=

3.4 Subtracdo de matrizes
Conside duas matrizes, A = (a;;)man € B = (bij)man- A matriz A+ (—B) é chamada

matriz diferenca entre A e B e indicada por A — B.

3.4.1 Equacdo matricial do tipo: X+B=A

Considere as matrizes A e B do mesmo tipo m x n. A matriz X tal que X+B = A

¢ uma matriz do tipo m x n que satisfaz a igualdade X = A — B. Entao pode-se escrever

X+A = A=X=A- B

3.4.2 Propriedade de adicao e subtracdo de matrizes

Sendo Ay, Ay e A3 matrizes de mesmo tipo e O a matriz nula, valem as seguintes

propriedades para adi¢ao de matrizes:

A+ Ay = A, + Ay (comutativa)

(A1 + Ay)+ Az =A; + (As + Aj) (associativa)

A+ (—A;) = O (oposto)

A, + O = A, ( elemento neutro)

3.5 Multiplicacao de matrizes por um escalar

O produto de uma matriz A de dimensdo n X m por um escalar ¢ resulta em uma

matriz B = cA de mesma dimensao n x m, tal que b;; = cA, Vi, j.

Exemplo 3.5.1.

O produto de uma matriz M(n x m) por um vetor v(m x 1)resulta em um vetor

y(n x 1), de forma que
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m

Yi = Zaiﬂ}j, 1=1,---,n.
j=1

Segundo (SARTORIS, 2000) o produto de uma matriz A(n X p) por uma matriz
B(p x m) é uma matriz C = AB(n x m), tal que

p
Cij = Zaikbkjvizlv"'vn S jzla"'7m
k=1
O elemento ¢;; ¢ obtido pela soma dos produtos dos elementos da linha 7 de A
pelos correspondentes elementos da coluna j de B. Desse modo, duas matrizes podem ser
multiplicadas se, e somente se, o niimero de colunas da primeira for igual ao nimero de

linhas da segunda.

A pré-multiplicacao de uma matriz A por uma matriz D tem o efeito de multiplicar
cada linha de A pelo correspondente elemento de D (FILHO, 2007).

dll
A - dgg
ds3

11 Q12 Q13
B=| axn ax 23

31 Q32 33

dy1ay dyarz diars
C=AB = dosasy  dasage  disass
dszas)  dszazy  dszass
Por sua vez, a pés-multiplicacao de uma matriz A por uma matriz diagonal D faz

com que cada coluna de A seja multiplicada pelo correspondente elemento de D.

a1 Qai2 Q13 diy ajidyy  aradaa  aq3dss
A= (21 Q22 (23 B = dao —-C= AB= agidyy  agaday  agsdss
a3; a3z as3 ds3 asidin  aseday  assdss

Pelas expressoes anteriores, pode-se verificar que a multiplicacado matricial nao
segue a lei comutativa, ou seja, geralmente AB # BA. E desnecesséario a implementagao

das matrizes acima no R.
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3.6 Produto interno e produto externo (matrizes)

O produto escalar ou interno entre um vetor x(n x 1) e um vetor y(n x 1) é um

escalar ¢ obtido por

c = ffly =21Y1 + ToY2 + - + TplYn = Z%‘yj
i=1

Por outro lado, o produto externo entre um vetor x(n x 1) e outro vetor y(m x

1)resulta em uma matriz P(n x m), de forma que

’

P = 2y
Com my; = z;y;, e =1,--- ,nej=1--- ,m.Istoé
T1Y1 .. T1Ym
IpY1 -+ Tnlm

3.7 Diagonalizacao de uma matriz simétrica

Considere elementos os da matriz quadrada H definidos por h;; (1 <i<n,1 <

j < n), a matriz que satisfaz h;; = hj; é chamada de matriz simétrica (Rodrigues, 2009)

Assumindo que U uma matriz simétrica 2 x 2 satisfaz a seguinte equacao

U'HU = A

Em que U é uma matriz de dimensao 2 x 2 e A é uma matriz diagonal também de

mesma dimensao. Escrevendo U e A como
Uy U A0
U — 11 U2 A= 1
U U2 0 A
Assim, HU pode ser escrito da seguinte forma

hiiury + higuar  hiuis + higug ]

horuir + hootiar  hojtya + hogtis

- |

Teremos entao
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UA=

Uil Uiz At 0 _ Atunn - Agurz
U21 U2z 0 A Atlzr  AgUza
hiruir + higugr  haruis + higuss | | Adtunn Aguig
horuy + hasuar  haruiz + hasuss

UA =

AlUa1r  AgUgo

Isto pode ser transformado em

hir — M\ hio _un | 0 hir — Ae hio | wme | 0
ha1 hor — A\ Usy 01’ ha1 haa — Ag U 0

As equacoes sao satisfeitas se uq; e uz; ndo sdo zero, assim teremos as Equacoes
3.1e3.2.

hii — A hay
pum— 3-].
iz has — A1 (3.1)
hiy — Ay ha
= 3.2
h12 has — A (3.2)

Ainda estas equacoes podem ser transformadas em

(h11 — A1) (hog — A1) — highoy =0
(h11 — A2)(hog — A2) — highoy =0

A Equacao 3.3 na forma mais geral no contexto de matrizes tem a seguinte forma

hll - )\1 h12 -0
h21 h22 - >\1

b= he |
h21 h22 - )\2

As vezes podem ser escrito da seguinte maneira

H-A\1 = 0
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E, para A,

H—XI = 0
Em que I é uma matriz identidade, |H — A\I| é denominado o determinante de
(H — MI). As Equacgoes 3.3 e 3.3, tem como solu¢ao A; e Ay da equagao
(h11 = A)(ho2 — X) — highoy = 0

Se A\ = Ay a Equagao 3.3 é transformada em

AN+ (hiy + hag)A — hirhay — highey = 0

O discriminate serd entao

D = (k1 + hoa)A — 4(h11hae — highoy)
= (h11 + h22)2 + 4hi2hoy

Sendo H uma matriz simétrica e satisfazendo as igualdades hio = hoy € highoy > 0.

Obtém-se entao que D > 0. Assim, ambos \; e Ay sdo numeros reais.

Os autovalores e os autovetores associados dado pela Equacao 3.1 satisfazem

Em outras palavras, quando uma matriz inversa de U é requerida, a matriz
transformada de U pode ser usada e sendo denominada matriz ortogonal. A diagonalizagao

de uma matriz simétrica pode ser aplicada em varios calculos.
Exemplo 3.7.1.

(U'H U™ = A™

Em que U U = I, assim nos temos

(U'HU™ = U'H"U=A\"
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Por tanto, podemos obter

H" = UANU!

Sendo A uma matriz diagonal, A™ pode ser escrito da sequinte forma

0 AT

3.8 Posto de uma matriz

Segundo (FONSECA, 2003) o posto de uma matriz A, denominado posto(A), é
o nimero de pivés que ela possui. Pode-se observar que na forma escalonada o niimero
de linhas de A= nimero de pivés + nimero de linhas com todos os elementos iguais a
zero. O conceito de posto possui um papel importante na andlise de sistemas de equagses,

relacionadas com a existéncia, ou nao, de solugao (ou solugoes).

3.9 Particao de matrizes

Segundo (DANIEL, 2002) uma matriz particionada de pode subdividir-se em

elementos que sejam a sua vez matrizes.

[ 9 4 5 |
A |2 4 5
2 4 5|

A matriz A estd particionada da seguinte forma

B, B
B; B,

Em que se verifica que

2 3 4
) B2:
) 6 1

Se verificam as seguintes regras
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e Inversas

Se

All A12
A21 B22

Em que Aj; e Ay sdo matrizes quadradas nao singular, e chamamos B = (A, —
A AL Ags) 7L Verifica-se que

Al B ~BApAS
~AAB AL+ AL ALBAKLAL
Como se observa na multiplicagdo direta.

e Determinantes

Se

A A
A 1 A
A By

O determinante da matriz particionada sera
Al = [An[|An — ApAy Ay
Al = |Au|[An — Au A A

e Inversas da soma de matrizes

Se A e C sao matrizes nao singular de dimensao n x m, B de dimensao n x m ¢ D

de m X n. Prova-se por multiplicagao direta que:

(A+BCD)™ = A7'-A'B(DA'B+C ) 'DA™!
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4 Matrizes e propriedades no R

Uma matriz é uma colecdo de elementos de dados dispostos em um layout retangular

bidimensional. Considere uma matriz H com 2 linhas e 3 colunas.

H = matrix(

c(7, 7, 3, 2, 4, 2), # os elementos da matriz
numero de linhas
numero de colunas

byrow = TRUE) lendo os dados por linha

H O OH =

"print" a matriz
[,11 [,2] [,3]

[1,] 2 4 3

[2,] 1 5 7

Pode-se separar alguns elementos da matriz usando a expressao H[m,n|. Por

exemplo

H[2, 3] # Elemento da 2 linha e 3 coluna
(1] 7

> H[ ,c(1,3)] # primeira e terceira colunas
(11 [,2]

[1,] 7 3
[2,] 2 2
> dimnames(H) = list(
c("rowl", "row2"), # nomes das linhas
c("coll", "col2", "col3")) # nomes das colunas
> H
coll col2 col3
rowl 7 7 3
row2 2 4 2
A<-H[ ,c(1,3)]
coll col3
rowl 7 3
row2 2 2

Pode-se construir matrizes no R, usando os argumentos ncol e nrow. Veja o exemplo
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> M<-matrix(1:18, ncol=6)
> M

(,11 [,2] [,3] [,4] [,5]1 [,6]
[1,] 1 4 7 10 13 16
[2,] 2 5 8 11 14 17
[3,] 3 6 9 12 15 18
> M<-matrix(1:18,nrow=6)

> M

[,11 [,2] [,3]
[1,] 1 7 13
[2,] 2 8 14
[3,] 3 9 15
(4,1 4 10 16
[5,] 5 11 17
(6,] 6 12 18

O argumento byrow pode ser "TRUE"ou "FALSE". Vejamos um exemplo, a sequén-

cia de ntmeros pode ser escrito por linha ou por colunas, respectivamente usando o
byrow = TRUE ou byrow = FALSE.

> Mi<-matrix(1:18, ncol=6, byrow=TRUE)
> M1

[,11 [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 1 2 3 4 5 6
[2,] 7 8 9 10 11 12
3,] 13 14 15 16 17 18
> Mi<-matrix(1:18, ncol=6, byrow=FALSE)
> M1

[,11 [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 1 4 7 10 13 16
[2,] 2 5 8 11 14 17
[3,] 3 6 9 12 15 18

As dimensoes e a quantidade de elementos da matriz pode ser encontrado usando
o seguinte comando

> dim(M)

[1] 3 6 # a dimensdo da matriz M & 3 linhas e 6 colunas
> length(M)

[1] 18 # Numero de elemento da matriz M
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Pode-se também usar as fungoes rep() repeticao, cbind() para juntas colunas para
construir matrizes. Vejamos o exemplo:

> rep(2,3) # Repete o nlmero 2 trés vezes
[1] 222

> M2<-cbind(c(3,5,7), rep(2,3),1:3)
> M2
[,1] [,2] [,3]
[1,] 3 2 1
[2,] 5 2 2
[3,] 7 2 3

A funcao cbind() junta a coluna (3,5,7), com (2,2,2) e os trés elementos (1,2,3).

Pode-se também acrescentar uma quarta linha na matriz M2 definida acima. Para
isso usa-se o seguinte comando:

> M3<-rbind (M2, c(12,15,7))
> M3
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 3 2 1
[2,] 5 2 2
[3,] 7 2 3
[4,] 12 15 7

Observa-se que usando a fungao rbind() acrescentou a linha (12,15,7) na matriz
M2.

4.1 Encontrando elementos ou particio de uma matriz no R

Conhecida uma matriz é possivel encontrar elementos ou partes de uma matriz

> A<-matrix(c(10,14,4,2,6,5,7,0,8), ncol=3, byrow=TRUE)
> A
(,11 [,2]1 [,3]
[1,] 10 14 4
[2,] 2 6 5
(3,] 7 0 8

> Aa<-A[1,3] # 0 elemento 1 linha e 3 coluna
> Aa
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[1] 4
> Ab<-A[,3] # Todas as linhas 3 coluna
> Ac<-A[2,] # 2 linha todas as colunas
> Ac
[1] 265
> Ad<-A[c(1,3),] #1 e 2 linhas com todas as colunas
> Ad
(,11 [,2] [,3]
[1,] 10 14 4
[2,] 7 0 8
> Ae<-A[,c(2,3)] # 2 e 3 coluna, todas as linhas
> Ae
[,11 [,2]
[1,] 14 4
[2,] 6 5
[3,] 0 8
> Af<-A[-1,] # eliminando a 1 linha
> Af
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 2 6 5
[2,] 7 0 8
> Ag<-A[,c(-2,-3)] # eliminado a 2 e 3 coluna

> Ag

[1] 10 2 7

> Ah<-A[c(1,2), c(2,3)]
> Ah

[,11 [,2]
[1,] 14 4
[2,] 6 5

4.2 Propriedade de adicao e subtracao de matrizes no R

Para exemplificar estas propriedades no R, considere as matrizes A;, Ay e Aj

abaixo

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> Al

[,11 [,2]
[1,] 1 2
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[2,] 3 4
> A2<-matrix(c(5,6,7,8) ,ncol=2, byrow=TRUE)
> A2
[,11 [,2]
[1,] 5 6
[2,] 7 8
> A3<-matrix(c(9,10,11,12) ,ncol=2, byrow=TRUE)
> A3
[,11 [,2]
[1,] 9 10
[2,] 11 12

> Al + A2 # (Comutativa)
[,11 [,2]

[1,] 6 8

[2,] 10 12

> A2 + Al
(.11 [,2]

[1,] 6 8

[2,] 10 12

> A1 + ( A2 + A3)#(Associativa)
[,1]1 [,2]

[1,] 15 18

2,1 21 24

> (A1 + A2) + A3
[,11 [,2]

[1,] 15 18

[2,] 21 24

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> Al
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> (- A1)
[,11 [,2]
[1,] -1 -2
[2,] -3 -4
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> A1 + (-A1) #oposto
(.11 [,2]

[1,] 0 0

[2,] 0 0

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> Al
(,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> A2<-matrix(c(0,0,0,0),ncol=2, byrow=TRUE)
> A2
[,11 [,2]
[1,] 0 0
[2,] 0 0

> Al + A2  # elemento neutro
(,11 [,2]

[1,] 1 2

[2,] 3 4

4.3 Multiplicacao de matriz no R

O produto de uma matriz A de dimensao n X m por um escalar ¢ resulta em uma

matriz B = cA de mesma dimensao n x m, tal que b;; = cA, Vi, j. Exemplo

1 2 10
M:
{3 4 5}

Fazendo ¢ = 5, o produto ¢M pode ser encontrado no R da seguinte forma

> M<- matrix(c(1,2,10,3,4,5), ncol=3, byrow=TRUE)

> ¢c<-5
> c*M

(,11 [,2]1 [,3]
[1,] 5 10 50
[2,] 15 20 25

Exemplo 4.3.1. O produto de matriz por matriz



Capitulo 4. Matrizes e propriedades no R 41

~
I

16
220 6 12
B=|4 0| —>C=AB=
35 6 5 5 41 48

No R seria

> A<-matrix(c(2,2,0,3,5,6), ncol=3, byrow=TRUE)
> B<-matrix(c(1,6,4,0,3,5), ncol=2, byrow=TRUE)
> C<- A%*% B
> C

[,11 [,2]
[1,] 10 12
[2,] 41 48

Quanto ao produto interno e externo no R, tem-se

Exemplo 4.3.2. O produto interno e externo de dois vetores

5
—1|,]3| > K=2y=51+(-1)3+24=10 (produtointerno)
2 4
51 53 54 5 15 20
P=uzy =|-11 -13 —-14|=| -1 -3 —4
21 23 24 2 6 8

No R o produto de matriz seria

x<-matrix(c(5,-1,2), ncol=1)
y<-matrix(c(1,3,4), ncol=3)
X *h y

O produto escalar seria

x<-matrix(c(5,-1,2), ncol=3)
y<-matrix(c(1,3,4), ncol=3)
sum (x*y)

[1] 10
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Para efetuar uma multiplicacao de matrizes no R, usa-se a notagdo: % * % entre as

matrizes. Observe um exemplo abaixo

1 2
Sejam A; =
3 4

multiplicar essas matrizes.

) . .
e A, - duas matrizes, vejamos o exemplo de como

Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> Al
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> A2<-matrix(c(5,6,7,8),ncol=2, byrow=TRUE)
> A2
[,11 [,2]
[1,] 5 6
[2,] 7 8
> A1%*x%A2
[,11 [,2]
[1,] 19 22
[2,] 43 50

4.3.1 Propriedade de multiplicacdo de matrizes no R

e Associativa

(A1.A5). Az = Ap.(As.Ay)

e Distributiva a direita em rela¢do a adigdo/subtracao

(Al :l: AQ).A3 = Al.Ag :|: AQ.A?,

e Distributiva a esquerda em relagao a adigao/subtracao

Az (A £ Ay) = Az A £ Az A,

Exemplo 4.3.3. > Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE) # (D)
> Al
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> A2<-matrix(c(5,6,7,8),ncol=2, byrow=TRUE)
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> A2
[,11 [,2]

[1,] 5 6

[2,] 7 8

> A3<-matrix(c(9,10,11,12) ,ncol=2, byrow=TRUE)

> A3
[,11 [,2]

[1,] 9 10

2,1 11 12

> (A1 %*% A2)%x% A3
[,11 [,2]

[1,] 413 454

[2,] 937 1030

> A1 %% (A2 %x% A3)
[,11 [,2]

[1,] 413 454

[2,] 937 1030

> (A1 + A2)YxY, A3 # (II)
(,1]1 [,2]

[1,] 142 156

[2,] 222 244

> (A1 - A2)%x% A3
(,11 [,2]

[1,] -80 -88

[2,] -80 -88

> A1l %% A2 + A3
[,11 [,2]

[1,] 28 32

[2,] 54 62

> Al Yx), A2 - A3
[,11 [,2]

[1,] 10 12

[2,] 32 38

> A3 %x)% (Al + A2) #(III)
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[,11 [,2]

[1,] 154 192

[2,] 186 232

> A3 Ux% ( A1 - A2)
[,11 [,2]

[1,] -76 -76

[2,] -92 -92

> A3 %x% Al + A3 %xY A2
[,11 [,2]

[1,] 154 192

[2,] 186 232

> A3 %x% A1l - A3 %xJ, A2
[,11 [,2]

[1,] -76 -76

[2,] -92 -92

4.4 Inversa e poténcia de matrizes no R

A, 5 6
7 8

O procedimento no R para encontrar a inversa matrizes A; e A, serao

1 2

Sejam A =
) 1 [ 3 4

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> Al
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> A2<-matrix(c(5,6,7,8),ncol=2, byrow=TRUE)
> A2
[,11 [,2]
[1,] 5 6
[2,] 7 8
> solve(Al)
[,11 [,2]
[1,] -2.0 1.0
[2,] 1.5 -0.5
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> solve(A2)
[,11 [,2]

[1,] -4.0 3.0

[2,] 3.5 -2.5

A inversa de uma matriz quadrada A; de ordem n é representada por A’ e
definida tal que A;.A;* = I,. Em que I, é a matriz identidade de ordem n. Assim, a
lei comutativa existe para o produto de uma matriz por sua inversa. Abaixo mostra tal

procedimento no R

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> I<- A1 %x% solve(Al)
> 1
[,1] [,2]
[1,] 1 1.110223e-16
[2,] 0 1.000000e+00
> round(I,0)
[,1]1 [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1

Operagoes com transposta e inversa
L. (A =A

> A<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> A
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4
> t(t(A)
[,11 [,2]
[1,] 1 2
[2,] 3 4

2. (AT T=A

> A<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> solve(solve(A))
[,11 [,2]
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[1,] 1 2
[2,] 3 4

> t(solve(A))
[,11 [,2]
[1,] -2 1.5
[2,] 1-0.5
> solve(t(A))
[,11 [,2]
(1,1 -2 1.5
[2,] 1-0.5

4. Se A=BCD, entaio A’ =D'CB' e A =D 'C'B™*

B<-matrix(c(5,2,1,4) ,ncol=2, byrow=TRUE)
C<-matrix(c(2,2,3,2),ncol=2, byrow=TRUE)
D<-matrix(c(7,1,3,5),ncol=2, byrow=TRUE)
A<= B %x% C %*%h D

t(A)

tA<-t (D) %x% t(C) %x% t(B)

tA

De forma semelhante encontra-se o produto das inversas.

5. (A+B) =A'"+B

> A<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> B<-matrix(c(5,2,1,4),ncol=2, byrow=TRUE)
> t(A+B)
[,11 [,2]
[1,] 6 4
[2,] 4 8
> t(A) + t(B)
[,11 [,2]
[1,] 6 4
[2,] 4 8

6. A+B)'#£A 4B
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> solve(A+B)
[,1] [,2]
[1,] 0.250 -0.1250
[2,] -0.125 0.1875
> 8S<-solve(A) + solve(B)
> round(SS,2)
[,11 [,2]
[1,] -1.77 0.88
[2,] 1.44 -0.22

Claramente se observa que (A + B)™! £ A~ + B~..
Célculo da inversa usando o féormula 3.1 no R

A<-matrix(c(1,2,3,4) ,ncol=2, byrow=TRUE)
A
adjA<-matrix(c(4,-2,-3,1),ncol=2, byrow=TRUE)
adjA
Ainv<- (1/det(A)) * adjA
Ainv
A%x% Ainv
[,11 [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1

InvA<- function(){
aa<-matrix(c(1,2,3,4), ncol=2)
print("aa")

print(aa)

bb<-solve(aa)
print ("bb")
print (bb)

cc<-aa %*) bb
print("cc")

print(cc)

dd<-bb %*} aa
print("dd")
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print(dd)

>  print(dd)
[,11 [,2]

[1,] 1 0

[2,] 0 1

O resultado como de esperar serd uma matriz identidade I

4.4.0.1 Resolvendo equacodes simultdneas

Considere o seguinte sistema de equacao

—2.’L‘1 + X9 = 4
—81’1 + 51‘2 =—11

Este sistema pode ser escrito da seguinte forma

IR

Multiplicando ambos os lados pela primeira matriz do primeiro membro obtém

HEERRH
HE A MR

> A<-matrix(c(-2,1,-8,5), ncol=2, byrow=TRUE)
> A
(.11 [,2]
(1,1 -2 1
[2,] -8 5
> B<-matrix(c(4,-11), ncol=1)

> B

[,1]
[1,] 4
[2,] -11

> Ai<-solve(A)
> Ai<-solve(A)
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XX<- Ai %*% B
SS<-A Y%x% XX

vV V V V

[,1]
[1,] -15.5
[2,] -27.0

SolucaoSistema

SolucaoSistema<- solve(A,B)

4.4.1 Poténcias com matrizes no R

Observe como calcular poténcias com matrizes no R. Sejam dois escalares X =2 e

Y = 3. Encontra a poténcia da matriz A* e AY. O simbolo *x* é equivalente a A.

> Al<-matrix(c(1,2,3,4),ncol=2, byrow=TRUE)

> Al**2

[,11 [,2]
[1,] 1 4
[2,] 9 16
> A1%%*3

[,11 [,2]
[1,] 1 8
[2,] 27 64

Algumas fungoes de matrizes sao apresentadas abaixo.

t transposta t(H)
diag diagonal diag(A)
% * % multiplicacao A% x %A
det determinante det(A)
solve inversa solve(A)
eigen autovalores eigen(A)$values
eigen autovetores eigen(A)$vectors
svd | decomposicao de valores singulares svd(A)
qr descomposi¢ao QR qr(A)
chol decomposi¢ao Choleski chol(A)

Exemplifica-se cada fun¢ao de matriz no R

A<-matrix(c(1,2,3,4) ,ncol=2, byrow=TRUE)

A # A matriz A

t(A) # transposta de A

diag(A) # diagonal principal de A
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det(A) # determinante de A
solve(A) # Invsersa de A
eigen(A) # Aurovalores e autovetores

svd(A) # decomposigdo de valores singulares

4.5 Traco de matriz no R

Vamos a considerar duas matrizes A e B ambas de dimensao 3 x 3. Vamos provar

algumas propriedades de traco de matriz.

> A<-matrix(1:9, ncol=3)
> A

[,11 [,2] [,3]
[1,] 1 4 7
[2,] 2 5 8
[3,] 3 6 9
> TracoA<- sum(diag(A))
> TracoA
[1] 15
> ¢<-10
> trcA<- cxTracoA
> trcA<- c*TracolA; trcA
[1] 150
> atrA<- sum(diag(c*A)); atrA
[1] 150
> B<-matrix(9:1, ncol=3)
> B

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 9 6 3
[2,] 8 5 2
[3,] 7 4 1
> B<—matrix(9:1, ncol=3)
> B

(,11 [,2]1 [,3]
[1,] 9 6 3
[2,] 8 5 2
(3,] 7 4 1
> trAB<- sum(diag(A%*%B))
> trAB
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[1] 189

> trBA<- sum(diag(B%*%A))
> trBA

[1] 189

4.6 Diagonalizacao de uma matriz simétrica usando o R

A Equagao 3.3 foi calculada por A;. Os diversos valores de matriz, autovalores e

autovetores estao discriminados abaixo no R.

function() {
A<-matrix(c(-2,-8,-8,3), ncol=2)

print (A)
Al1<— A %x% A %xh A %x% A %% A
print (A1)
> Al
[,1] [,2]

[1,] -352 -40888

[2,] -40888 25203
eigenl<-eigen(A1)
Lam<-eigenl$values
Vet<-eigenl$vectors

diagl<- diag(c(Lam[1]"5, Lam[2]75))
print(diagl)

aaeigen<-Vet %xY diagl %x% t(Vet)
aaeigen

print (aaeigen)

> det1<- det(A-Lam[1]*diag(2))

> detl

[1] 3053997559

> det2<-det(A-Lam[2] * diag(2))

> det2

[1] 924949651

}
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4.7 Forma quadratica no R

Na Equacao 3.1 tem-se a forma quadratica que sera implementada no R. Sera
considerado uma matriz simétrica com objetivo de encontrar o contorno gerado pela forma

quadratica. Fazendo a Equagao 3.1 numa simplificada forma, como vista na Equacao 4.1.
X Ax = Mz’ + Nl

Exemplo 4.7.1. Considere a matriz A definida por

A 5 =3
-3 8
Implementado a forma quadratica no R, tem-se

> par(mfrow = c(1,1), mai = c(2, 1, 1.5, 0.1),
+ omi = ¢(0, 0, 0, 0))

> # (2)

> A <- matrix(c(5, -3 , -3, 8), ncol = 2)

>  print("A")

[1] ||An
>  print(A)
(.11 [,2]

[1,] 5 -3
[2,] -3 8

contour(xxl, xx2, yym, xlab = expression(x[1]),

> # (3)

> nl <- 24

>  xx1 <- seq(from = -2, to = 2, length = nl)
> n2 <- 64

>  xx2 <- seq(from = -3, to = 3, length = n2)
> # (4

> yym <- matrix(rep(0, length = nl * n2), ncol = n2)
> for(ii in 1:n1){

+ for(jj in 1:n2){

+ xx12 <- c(xx1[ii], xx2[jjl)

+ yyml[ii, jjl <- t(xx12) %x*% aa %*% xx12
+ +

+ }

> # (5)

>

+

ylab = expression(x[2]), cex.axis = 0.95,
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Figura 2 — Gréfico de uma fung¢do em forma quadratica

lam <- eigenl$values

+ cex.lab = 0.9)
> # (6)

> eigenl <- eigen(A)

> # (7D

>

>

print("lam")
[1] "lam"
>  print(lam)
[1] 9.854102 3.145898
> uu <- eigenl$vectors
>  print("uu")
(1] "uu"
>  print(uu)
[,1] [,2]
[1,] -0.5257311 -0.8506508
[2,] 0.8506508 -0.5257311

Na Figura 2 mostra um gréafico de forma quadratica, em que A\ e Ay indicados por lam1
e lam?2, respectivamente. Também no algoritmo acima encontram-se: a matriz A, os
autovalores e os autovetores associados a cada autovalor.

4.8 Particao de matrizes no R

Particionando em 2 x 2, uma matriz A4 x 4 temos

> A<-matrix(c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16), ncol=4)
> A
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[,11 [,2]1 [,3] [,4]
[1,] 1 5 9 13
[2,] 2 6 10 14
[3,] 3 7 11 15
[4,] 4 8 12 16
> A11<-A[1:2,1:2]
> A1l
[,11 [,2]
[1,] 1 5
[2,] 2 6
> A12<-A[1:2,3:4]
> A12
[,1]1 [,2]
[1,] 9 13
[2,] 10 14
> A21<-A[3:4,1:2]
> A21
[,11 [,2]
[1,] 3 7
[2,] 4 8
> A22<-A[3:4,3:4]
> A22
[,1]1 [,2]
(1,1 11 15
2,1 12 16

Facilmente, pode-se encontrar o determinante, a inversa e a inversa da soma de
duas matrizes.
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5 Conclusao

O programa R é extremamente importante na andlise de dados oriundos das mais
variadas areas e amplamente utilizado na Pesquisa Cientifica. Particularmente, o Software R
¢ fundamental pela eficiéncia no estudo de matrizes, quando pretende-se explorar qualquer
tipo de estudo relacionado as matrizes e suas operacoes para chegar aos resultados finais

pretendidos.

E possivel que no inicio do ensino de matrizes no R ocorra alguma dificuldade por
parte do aluno, ja que para o uso do programa ¢ necessario ter conhecimento basico de
informatica. Por ser uma linguagem de facil aprendizagem, logo, entende-se que com a

pratica, tal dificuldade seja solucionado.

Para uma aprendizagem significativa, esta aula pratica utilizando o R deve ser
paralela ou posterior a teoria de algebra de matrizes, focado nos conhecimentos tedricos

adquiridos pelo aluno.
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