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RESUMO

Neste trabalho, fazemos um estudo sobre o surgimento e desenvolvimento do Teorema de
Pitagoras, destacando as varias civilizagdes que, durante diversas épocas e de maneira
independente, contribuiram para que tivéssemos uma solidez para esse resultado.
Apresentamos a reciproca do Teorema de Pitdgoras e mostramos a sua extensdo para o
espago. Evidenciamos todas as definigdes e resultados pertinentes, pois acreditamos que essa
construgdo situara o leitor de uma forma mais compreensivel sobre os estudos realizados. No
capitulo dedicado as aplicacdes, enfatizamos o estudo sobre as lunulas de Hipocrates e os
ternos pitagoricos. Todas as figuras do trabalho foram construidas utilizando o Geogebra.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Aplicacdes, Geogebra.



ABSTRACT

In this work, we study the emergence and development of the Pythagorean Theorem,
highlighting the various civilizations that, at different times and independently, contributed to
having a solidity for this result. We introduce the reciprocal of the Pythagorean Theorem and
show its extension to space. We have shown all the relevant definitions and results, as we
believe that this construction will put the reader in a more understandable way on the studies
carried out. In the chapter devoted to applications, we emphasize the study of the lunulae of
Hippocrates and the Pythagorean suits. All work figures were constructed using Geogebra.

Keywords: Pythagorean Theorem, Applications, Geogebra.
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Introducao

Durante os tltimos séculos do segundo milénio a.C., houve uma enorme transi¢do no
que diz respeito ao predominio econdmico e politico das civilizagdes em todo o mundo. O
poder do Egito e da Babilonia dava lugar a ascensdo dos povos hebreus, assirios, fenicios e
gregos. Com isso, o homem passou a se indagar sobre algumas questdes racionalistas e
comegou a procurar respostas fundamentadas na ci€éncia. A matematica comecava a tomar
cara de ciéncia abstrata a medida em que os métodos demonstrativos iam surgindo e as
experiéncias, tornando a dedugdo matematica cada vez mais explorada e discutida. Acredita-
se que a geometria demonstrativa comegou, de fato, com Tales de Mileto, ao decorrer da
primeira metade do sexto século a.C.. Por essa questdo, ele ¢ creditado como o primeiro
matematico a realizar descobertas matematicas. Grande parte dos trabalhos matematicos feitos
durante os 300 primeiros anos da matematica grega sofreram uma certa desvalorizagdo apos
os Elementos de Euclides, escritos por volta de 300 a.C.. Diferentemente com o que ocorre
com a matematica antiga do Egito e da Babilonia, poucos sdo os manuscritos que evidenciam
as pesquisas realizadas pelos gregos, o que dificulta uma melhor observa¢do sobre o

desenvolvimento da matematica grega.

A filosofia pitagorica baseava-se na suposicdo de que as varias caracteristicas do
homem e da matéria se relacionavam com os nimeros inteiros. Esse grupo de estudiosos
tornou-se conhecido na Idade Média e constituiam a geometria, a musica e a astronomia como
artes liberais basicas. Como os ensinamentos da escola davam-se apenas de maneira oral e
como todas as descobertas eram sempre atribuidas ao mestre, no caso Pitagoras, fica dificil

saber exatamente quem foi o verdadeiro autor de cada descoberta.

E indiscutivel que Pitagoras seja colocado como o mentor dos estudos sobre os lados
de um triangulo retdngulo, embora antigas civilizagdes, de maneira independente, ja terem
mostrado determinado conhecimento sobre o assunto, tais como os babilonicos, os indianos,
os chineses e os subalsutras. Essa atribuicdo ¢ devida a Pitdgoras por ele ter conseguido
realizar uma demonstragdo convincente para o resultado, o que deu mais solidez a sua
descoberta. Temos o proposito de apresentar algumas demonstracdes do Teorema de
Pitagoras, um dos mais importantes teoremas da geometria plana e que pode ser enunciado da

seguinte forma:
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“A area de um quadrado cujo lado é a hipotenusa de um tridangulo retangulo é igual a soma

das dreas dos quadrados cujos lados sdo cada um dos catetos desse mesmo triangulo”.

Nao se tém trabalhos da época que comprovem a demonstragdo desse resultado, pois
eles ndo costumavam escrever seus trabalhos, mas assim como eles conseguiram justificar o
resultado para um tridngulo retdngulo isosceles utilizando comparagdes entre dareas,
acredita-se que o mesmo fora feito com o caso mais geral, para um tridngulo retingulo de

lados quaisquer.

Para se ter uma ideia da quantidade de possiveis demonstracdes para o Teorema de
Pitagoras, basta ser citado o livro “The Pythagorean Proposition”, publicado pelo professor
Elisha Scott Loomis, o qual em sua segunda edi¢@o ja continha nada mais nada menos que
370 demonstracdes diferentes para o resultado, todas utilizando apenas argumentos

geométricos e algébricos.

Em uma época bem antes do nascimento de Cristo, os egipcios ja conheciam o fato de
que qualquer triangulo com lados medindo 3, 4 e 5 € obrigatoriamente retangulo. Alguns fatos
evidenciam que eles utilizavam esse conhecimento para construir angulos retos durante o
cotidiano da sociedade egipcia. Na remarcagdo das terras situadas as margens do rio Nilo,
sempre que elas eram inundadas e tinham suas divisas destruidas pelas enchentes; na
constru¢cdo de paredes, obviamente sempre perpendiculares ao solo, e das coberturas das
casas, sobretudo na elaboragdo das piramides, simbolo mais marcante do Egito. Com isso,

percebemos que a geometria era quase sempre utilizada de modo a auxiliar na construgao.

Por volta de 1900 a 1600 a.C., os babilonicos também ja mostravam dominio sobre
essa relagdo, durante o Primeiro Império Babilonico, territorio onde atualmente esta situado o
Iraque. Uma escrita muita famosa que evidencia esse dominio, encontra-se em uma das tdbuas

babilOnicas:

“4 é o comprimento e 5 a diagonal. Qual a abertura? Seu tamanho néo é conhecido.
4 vezes 4 € 16. 5 vezes 5 é 25. Se tomar 16 de 25, restam 9. O que vezes o que devo ter para

obter 9? 3 vezes 3¢ 9. 3 ¢ a abertura’.

Outra tabua revela uma curiosidade ainda maior: uma aproximac¢do para o nimero

irracional /2. Consiste em uma figura composta por um quadrado de lado 30 e suas
diagonais, sobre as quais podemos observar os numeros 1,24,51,10 e 42,25,35. Ela ¢

conhecida como tdbua babilonica YBC 7289, conforme figura 1.
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1,24/51.10

|
4225 35

Copyright: A Aaboe

Figura 1: Foto, copia e diagrama da tabua babilonica YBC 7289.

Como os mesopotamicos usavam o sistema sexagesimal, ou seja, a base 60,

convertendo tais nimeros para o sistema decimal, obtemos:
1,24,51,10 40)= 1 x 60° + 24 x 60" + 51 x 60 + 10 x 60°
1,24,51,10 60)= 1 + 0,4 + 0,01416 + 0,00004629
1,24,51,10 60) = 1,41420629.

Como se ndo bastasse, se multiplicarmos 30 por 1,24,51,10 iremos encontrar o numero

42,25,35, correspondente a 304/2.

Os subalsutras foram outros que utilizaram o Teorema de Pitdgoras para obter éxito
nas construgdes, destacadas por serem altares que deveriam conter medidas exatas para que
fossem aceitas pelos deuses. Era como se fosse um ritual de sacrificio prestado entre os anos

de 2000 e 1500 a.C.. O texto do documento Subalsutra de Baudhayana comprova isso:

“Uma corda esticada sobre a diagonal de um quadrado produz uma area que é

duas vezes maior que a area do quadrado original ”.

Assim como os babilonicos, os subalsutras também conseguiram uma aproximagao

para o niumero irracional V2. Ela¢ apresentada no texto Apastamba ¢ diz:

“Some a uma unidade sua ter¢a parte e a quarta parte dessa ter¢a parte, e subtraia a

trigésima quarta parte dessa quarta parte de ter¢a parte”.
Com efeito, o texto acima nos remete a seguinte expressao:

RS

) 11 408-136+34—1 _ 577
34

12 408 408 408

1+

14 % N = 1,414215686.

W | =

1 1
+ =X - X
4 4

W | —
W | —
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Diferentemente dos gregos, mesmo com tantas aplicagdes satisfatorias, os subalsutras
nunca mostraram preocupagdo em apresentar uma demonstracdo ou uma generalizacdo para
os seus estudos, pelo contrario, buscavam desenvolver suas habilidades matematicas apenas

para realizar atividades especificas.

Na China antiga, o método de calcular a hipotenusa de um triangulo retdngulo também
parecia ndo ser um mistério. Essa construgdo encontrava-se no livro Zhoubi suanjing, que
continha o topico “diagrama da hipotenusa”, acrescentado em uma edi¢do comentada por
Zhao Shuang por volta do século III d.C.. A figura que representa o diagrama da hipotenusa é
composta por retangulos com lados medindo 3 e 4 tracados adjacentes aos lados de um

quadrado de lado unitario, resultando em um quadrado maior de lado 7.

<
Vi ~
’ Nag
/ ~
/ ~
~
’ ~
’ ~
Fd ~
~
’
~
e
s /
' /
a /
R /
~ ’
~ l ’
o /
~
~ r
~ /
b 7
~
~ ’
~ s
~
&
4 3

Figura 2: Diagrama da hipotenusa.

Tracando as diagonais desses retdngulos, construimos outro quadrado intermediario,

como no tracejado da figura acima. E facil ver que sua area ¢ dada por:

F "'\.l
7x7 —dx | 224 249 _4x6=25.

4

Portanto, nada mais justo do que afirmar que o lado do quadrado intermedidrio vale 5
e, por conseguinte, que a hipotenusa dos triangulos retangulos formados mede exatamente 5

unidades.

Como pudemos perceber, os estudos sobre o Teorema de Pitdgoras permeiam varias
civilizagdes durante diversas épocas, de modo que varios povos conseguiram chegar a prova
do resultado de maneira independente. A figura abaixo nos revela alguns registros de provas

que percorreram o mundo e os tempos.
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Chinés Grego

PCI“M{WWJC b RIS,
I'yne

Latim Francés

Figura 3: Registros de provas do Teorema de Pitagoras.

Sdo vérias demonstragdes realizadas por povos das mais diferentes civilizagdes.
Podemos observar que apesar de os registros apresentarem certa semelhanca quanto aos tragos
das figuras, ndo ¢ dificil verificar também que ambos possuiam as suas devidas
particularidades, o que nos mostra uma vasta quantidade de pensamentos e reflexdes por tras
de cada uma das demonstragdes, tornando o Teorema de Pitdgoras um resultado ainda mais
encantador ¢ interessante de ser explorado. Enfatizamos as possibilidades para uma
abordagem sobre esse contetido aplicada ao ensino basico, utilizando a historia da matematica
como uma ferramenta incentivadora para despertar nos alunos uma maior admiragdo pela

matematica e proporcionar uma experiéncia de compreender como se dao a constru¢do e o

desenvolvimento dos saberes cientificos.

A seguir, trazemos a bibliografia de quatro grandes matematicos que contribuiram
para o desenvolvimento e as aplicagdes do Teorema de Pitdgoras e das mais variadas areas da

matematica, sendo os seus estudos, fundamentais para a escrita deste trabalho.
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Pitagoras

Figura 4: Pitagoras.

O grego matematico e filosofo Pitdgoras nasceu na ilha de Samos, no mar Egeu, por
volta de 570 a.C.. Desde jovem impressionava os mestres das melhores escolas de Samos.
Aos 16 anos foi enviado para Mileto, para estudar com Tales, o maior sabio da época. Tales
logo reconheceu que nada mais tinha que ensinar ao jovem, € passou a estudar as descobertas
geométricas e matematicas realizadas pelo excepcional aluno. Ainda com 18 anos de idade,
Pitagoras ja conhecia ¢ dominava muitos conhecimentos matematicos e filosoficos da época.
Ja adulto, em busca de novos conhecimentos, foi para a Siria, a Ardbia, a Caldeia, a Pérsia, a
india e o Egito; nesse ultimo, onde se fixou e passou mais de 20 anos. Enquanto visitava
o Egito, impressionado com as pirdmides, desenvolveu o famoso Teorema de Pitdgoras.

Atribui-se também a ele o desenvolvimento da tdbua de multiplicagdo, o sistema
decimal e as proporg¢des aritméticas. Sua influéncia nos estudos futuros da matematica foi
enorme, pois foi um dos grandes construtores da base dos conhecimentos matematicos,
geométricos e filosoficos que temos atualmente.

Posteriormente, apos ter sido expulso da Grécia, Pitdgoras consegue fundar sua escola,
onde lecionava aritmética, geometria, musica, astronomia, religido e moral. Sua institui¢do
tinha uma doutrina diferente, baseando-se na concep¢ao de que todas as coisas eram niimeros
e o processo de libertagdo da alma seria resultante de um esforco basicamente intelectual.
Virias propriedades interessantes e curiosas sobre os nimeros foram descobertas pelos
pitagoricos, tais como os niimeros figurados e os nimeros perfeitos. Pressionado pelo governo

de Milos, Pitagoras foi forcado a fugir e cometer suicidio por volta do ano 500 a.C..
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Hipocrates

Figura 5: HipOcrates.

O grego matematico e astronomo Hipdcrates nasceu na ilha de Quios, no arquipélago
de Dodecaneso, por volta de 470 a.C.. Hipdcrates de Quios ¢ o mais antigo matematico grego
a respeito de quem se tem evidéncias concretas. Acredita-se que as ideias desenvolvidas por
ele tiveram grande influéncia dos fil6sofos pitagoricos. Como sempre gostou de analisar as
luas crescentes, passou a estudar sobre o comportamento das linulas.

Enquanto comerciante, Hipdcrates seguia para Atenas quando perdeu todo o seu
dinheiro em Bizéncio, envolvido em uma fraude. Esse incidente fez com que se voltasse para
o estudo da geometria. Ele foi o primeiro a escrever um texto de matemadtica basica,
denominado Elementos, no qual provavelmente apresentava postulados e teoremas de forma
organizada e sistematica. Posteriormente, muitos matematicos seguiram esse sistema em seus
escritos; o mais famoso de todos foi Euclides de Alexandria.

As contribui¢des geométricas atribuidas a Hipocrates sdo importantes, destacando-se
as investigacOes relacionadas aos trés famosos problemas gregos. A saber: a trisseccdo do
angulo, que consistia em dividir um angulo dado em trés partes iguais; a duplica¢dao do cubo,
que consistia em encontrar o lado de um cubo cujo volume fosse o dobro do volume de um
cubo dado; a quadratura do circulo, que consistia em encontrar um quadrado de area igual a
de um circulo dado. E verdade que ele ndo conseguiu resolver de fato esses problemas
classicos, mas suas ideias serviram de base para os estudos de outros matematicos que,
eventualmente, chegaram a uma solu¢ao usando outros métodos. Hipocrates veio a falecer por

volta do ano 410 a.C..
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Polya

Figura 6: Polya.

O austro-hungaro George Polya nasceu em Budapeste em 1887, oriundo de uma
familia judaica de origem polaca. Apesar de seus pais serem catolicistas e ter sido batizado na
igreja catolica romana, mais tarde, tornou-se agnoéstico. Licenciou-se em 1905, tendo sido
considerado um dos quatro melhores alunos do seu ano, o que lhe permitiu ganhar uma bolsa
de estudos na Universidade de Budapeste, onde comegou a estudar Direito, seguindo os
passos de seu pai. Insatisfeito, comegou a estudar seguidamente uma vasta quantidade de
areas: Linguas e Literaturas, Latim, Fisica e Filosofia; até que finalmente passou a se
interessar pela Matematica, concluindo o seu doutorado em 1912.

Polya foi professor de matemadtica de 1914 a 1940 na universidade de Ziirich, na
Suica. Logo em seguida, foi nomeado professor emérito da Stanford University, onde
permaneceu lecionando o resto de sua vida e carreira. Ele trabalhou em uma variedade de
topicos matematicos, incluindo-se séries, teoria dos nimeros, analise matematica, geometria,
algebra, combinatoria e probabilidade.

Ele se destacou pela grande quantidade de publicagcdes. Ainda no inicio de sua
carreira, escreveu, juntamente com Gabor Szeg6, dois livros que trabalhavam a resolucdo de
problemas. A partir de entdo, comegou a pesquisar sobre os métodos de resolugdo de
problemas. Um fato curioso € que enquanto fazia o seu poés-doutorado em Paris, foi chamado
pelo seu pais para a guerra, mas recusou-se a prestar servigo militar, situagdo que o obrigou a
retornar a Hungria somente apos o término da Segunda Guerra Mundial. Polya faleceu em

1985 em Palo Alto, California, Estados Unidos.
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Dedekind

Figura 7: Dedekind.

O alemao Julius Richard Dedekind nasceu em Braunschweig em 1831, oriundo de
uma familia de professores. Aos 7 anos de idade, ele entrou para o colégio Martino-
Catharineum, onde comegou a desenvolver seu interesse pela matematica. E mesmo antes de
ingressar na faculdade, j& estudava conceitos de Calculo Diferencial e Integral, Geometria
Analitica e fundamentos da Analise, entrando para a faculdade de Gottingen, em 1850.

Enquanto estudante em Gottingen, participou de um curso ministrado por Gauss e
desenvolveu seus estudos tendo o proprio Gauss como orientador, recebendo o titulo de
doutor em 1852. Logo depois, em 1854, Dedekind comegou a lecionar probabilidade e
geometria na mesma faculdade. Um ano depois, em 1855, com a morte de
Gauss, Dirichlet passou a orientd-lo no aprofundamento dos seus conhecimentos em teoria
dos niimeros, teoria potencial, integrais definidas e equagdes diferenciais parciais. Dedekind
viveu uma vida de professor universitdrio de uma maneira que satisfazia todos os seus
anseios, encontrando tempo e tranquilidade suficientes para se dedicar ao trabalho cientifico.

Em 1872, publicou sua maior obra, Stetigkeit und Irrationale Zahlen, que tratava dos
cortes de Dedekind. Seu intuito era compreender o que ha na grandeza geométrica continua
que a distingue das grandezas representadas pelos nimeros racionais. Essa reflexao o levou a
conclusdo de que a esséncia da continuidade de um segmento ndo se deve a propriedade da
ligacdo mutua, mas a uma propriedade exatamente oposta, a natureza da divisdo do segmento
em duas partes por um ponto sobre o proprio segmento. Essa constru¢do nos leva a definicao

de um numero irracional. Dedekind faleceu em 1916 em Braunschweig, na Alemanha.
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1 Congruéncias e semelhancas de triangulos

Antes de qualquer demonstracdo de fato do Teorema de Pitdgoras, tivemos a
preocupagdo de apresentar todas as definicdes e resultados pertinentes a realizagdo das
demonstragdes. Sao resultados que vao desde a defini¢do de tridngulo até as proposi¢des que
destacam os casos de congruéncia e semelhanca de triangulos. Todos esses resultados podem
ser encontrados em [1], mas buscamos reescrevé-los de uma forma mais clara e ludica para
uma melhor interpretacdo do leitor desse texto. Acreditamos que essa construcdao torna mais

clara a compreensao do teorema principal do trabalho.

Na geometria plana, muitas figuras sdo construidas a partir de segmentos de reta. A
mais simples dessas figuras ¢ conhecida como triangulo e ¢ formada por trés pontos nado
colineares, ou seja, que ndo pertencem a uma mesma reta € os segmentos determinados por
esses trés pontos. Tais pontos sdo chamados vértices do triangulo e os segmentos, lados do

triangulo.

Figura 1.1: Triangulo.
Lema 1.1. A soma dos angulos internos de um tridngulo vale 180°.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo. Trace uma reta paralela a AB passando pelo ponto C,

como mostra a figura 1.2. Indique as medidas dos angulos formados por a, b e c.
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Figura 1.2: Angulos a, b e ¢ formados.

Perceba que A=ae B=b, pois os mesmos sdo angulos alternos internos visto que os
segmentos AC e BC sdo transversais as paralelas destacadas, ou seja, sdo congruentes entre si.
Também fica claro que os angulos a, b e ¢ fomentam um angulo raso, por isso temos que
a+b+c=180° Dai,

at+b+c=180°

A+ B+c=180°

Portanto, fica provado que a soma dos angulos internos de um tridngulo vale 180°.

1.1 Congruéncia de triangulos

Defini¢cao 1.1. (Congruéncia). Dizemos que dois tridngulos sdo congruentes quando é
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de tal maneira que

lados e dngulos correspondentes sejam congruentes.

Para indicarmos as congruéncias, marcamos tracinhos para os lados e arquinhos para
os angulos, tal como figura 1.3. Assim, nimero igual de tracinhos indica lados congruentes e

numero igual de arquinhos indica dngulos congruentes.
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Figura 1.3: Triangulos ABC e EFG.

Se ABC e EFG sao dois tridngulos congruentes de modo que a correspondéncia
biunivoca estabelecida fora A <» E, B «» F ¢ C < G, entdo sdo satisfeitas as seis relagdes

abaixo:

AB=EF BC=FG AC=EG

~ n

A=E B-F C-G
A diante, apresentaremos um postulado que ¢ suficiente para mostramos a congruéncia

de dois tridangulos. Salientamos, apenas, que como o resultado trata-se de um postulado, entdo

iremos nos convencer da sua veracidade sem a necessidade de demonstracao.

Postulado 1.1. (Caso lado, angulo, lado - LAL). Sejam ABC e EFG dois triangulos em que
AB =EF, A = E e AC = EG, entéo os tridngulos sdo congruentes.

A figura 1.4 ilustra essa congruéncia e nos leva a seguinte implicacdo, a qual indica
que para verificarmos a congruéncia dos trés pares de lados e dos trés pares de angulos
correspondentes, basta que tenhamos em dois triangulos ABC e EFG, as relacdes AB = EF,
A=EeAC=EG.

]

Figura 1.4: Dois triangulos ABC e EFG congruentes.
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Proposi¢do 1.1. (Caso angulo, lado, angulo - ALA). Sejam ABC e EFG dois tridngulos em

que A=E, AB=EFe B= F, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Considere os tridngulos ABC e EFG tais que A = E, AB=EF e B=F, como

propde a hipotese da proposicao.

"\\ A ,_
-- / O\

-
1
P

=5
-

Figura 1.5: Triangulos ABC e EFG.

No triangulo ABC, seja D o ponto pertencente a semirreta Sac tal que AD = EG e

trace o segmento DB.

Figura 1.6: Segmento DB tracejado.

Com isso, fomentamos o tridngulo ABD. Devemos compara-lo com o triangulo EFG.
Note que AD = EG (por construgio), A = E e AB = EF (ambos por hipétese), o que nos diz
que os tridngulos ABD e EFG sdo congruentes, pelo postulado 1.1. Por isso, o angulo
ABD = F. Mas, por hipotese, F=ABC. Logo, temos que ABD = ABC ¢ em consequéncia
disso, os lados DB e CB coincidem, bem como os pontos D e C. Portanto, os triangulos ABD
e ABC coincidem. Ora, como ja provamos que os tridngulos ABD e EFG sdo congruentes,

entdo fica claro a congruéncia entre os triangulos ABC e EFG. [
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Proposicdo 1.2. (Caso lado, lado, lado - LLL). Se dois tridngulos possuem os trés lados

correspondentes congruentes, entéo os triangulos séo congruentes.

Demonstragdo. Considere os triangulos ABC e EFG tais que AB = EF, BC = FG e AC = EG,
conforme figura 1.7. Mas antes de provarmos a congruéncia entre 0s mesmos, vejamos as

seguintes defini¢des ¢ um lema, cuja demonstracao ¢ deixada a cargo do leitor.

Definicdo 1.2. (Semiplano). Sejam m uma reta e A um ponto que ndo pertence a ela. O
conjunto formado por todos os pontos de m e por todos os pontos B tais que A e B estao em
um mesmo lado da reta m é denominado semiplano determinado por m contendo A, o qual é

indicado por Ppa.

Definicao 1.3. (Tridngulo isosceles). Dizemos que um tridngulo € isosceles quando possui
dois lados iguais. Tais lados sGo chamados de laterais e o terceiro lado do tridangulo é a base.

Lema 1.2. Os dngulos da base de um triangulo isésceles sao iguais.

Figura 1.7: Triangulos ABC e EFG.

Retornemos a nossa demonstragdo. A reta que contém AB determina dois semiplanos,
um que contém e outro nao contém o ponto C. No semiplano que nao contém o ponto C,
construa um 4ngulo de mesma medida do angulo E. Sobre o angulo construido, marque o
ponto D tal que AD = EG e trace o segmento DB. Como AB = EF (por hipotese), DAB = E
(por construcao) e AD = EG (por construcdo), entdo pelo postulado 1.1, os triangulos ABD e

EFG sdo congruentes. Agora, tracemos o segmento CD.
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Figura 1.8: Novo triangulo ABD e segmento CD tracejado.

Dessa congruéncia, temos que DB = GF, mas ja tinhamos que GF = BC, entdo
DB = BC. Também construimos AD = EG, porém EG = AC de acordo com a hipdtese da

proposi¢do, entdo AD = AC. Sendo assim, os triangulos ADC e BDC sdo isosceles de base
DC. Com isso, segue-se que ADC - ACDe CDB = DCB, 0 que nos diz que os angulos ADB
e ACBsio iguais. Portanto, pelo postulado 1.1, os tridngulos ABD e ABC s3o congruentes.

Ora, como j4 provamos a congruéncia entre os tridngulos ABD e EFG, resta-nos concluir que

os triangulos ABC e EFG sdo congruentes. m

Definicao 1.4. (Tridngulo retangulo). Dizemos que um tridngulo é retdngulo quando possui
um angulo reto. Chamamos de hipotenusa ao lado oposto ao angulo reto e de catetos, aos
outros dois lados.

hipatenusa

Figura 1.9: Triangulo retangulo ABC.
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Proposicdo 1.3. (Congruéncia de tridngulos retangulos). Sejam ABC e EFG dois tridngulos
retangulos. Se ao menos uma das condigdes abaixo for satisfeita, entdo os tridngulos sdo

congruentes.

(1) Cateto e &ngulo oposto congruentes
(2) Cateto e hipotenusa congruentes

(3) Hipotenusa e angulo agudo congruentes

Demonstraggdo. (1) Considere os triangulos retdngulos ABC e EFG que possuem,

respectivamente, angulos retos nos vértices A ¢ E. Admitamos que os tridngulos possuam

AB=EFe C=G, como mostra a figura 1.10.

Figura 1.10: Triangulos retangulos ABC e EFG.

Na semirreta Syc, marque o ponto D de tal maneira que AD = EG e trace o segmento
DB. Como AD = EG (por construco), A = E (pois sio retos) e AB = EF (por hipétese), entdo
pelo postulado 1.1, os triangulos ABD e EFG s@o congruentes.

13 e . B

Figura 1.11: Segmento DB tracejado.
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Dessa congruéncia, segue-se que ADB=G. Mas j& tinhamos que ACB=G (por
hipotese), o que nos diz que ADB=ACB. Logo, os pontos C e D coincidem e,
consequentemente, coincidem também os tridngulos ABD ¢ ABC. Ora, uma vez que o0s

triangulos ABD e EFG foram congruentes, entdo os tridngulos ABC e EFG também o sao.
[

(2) Considere os triangulos retangulos ABC e EFG que possuem, respectivamente, angulos
retos nos vértices A e E. Admitamos que os tridngulos possuam CB = GF e AB = EF, como

mostra a figura 1.12.

Figura 1.12: Triangulos retdngulos ABC e EFG.

Na semirreta Sac, marque um ponto D de modo que AD = EG e trace o segmento DB.
Como AD = EG (por construgio), A = E (pois sdo retos) e AB = EF (por hipotese), entdo pelo
postulado 1.1, os tridngulos ABD e EFG sdo congruentes.

Figura 1.13: Segmento DB tracejado.

Dessa congruéncia, segue-se que DB = GF. Mas ja tinhamos que CB = GF (por

hipotese), o que nos diz que DB = CB. Logo, os pontos D e C coincidem e,
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consequentemente, coincidem também os tridngulos ABD e ABC. Ora, uma vez que os

triangulos ABD e EFG foram congruentes, entdo os tridangulos ABC ¢ EFG também o sdo.
|

(3) Considere os triangulos retangulos ABC e EFG que possuem, respectivamente, angulos

retos nos vértices A e E. Admitamos que os tridngulos possuam CB = GF e B=F, como

mostra a figura 1.14.

f‘ B c |. I IM.\ F

Figura 1.14: Triangulos retangulos ABC e EFG.

Na semirreta Sga, marque o ponto D de modo que DB = EF ¢ trace o segmento CD.

Como DB = EF (por construcdo), B-F (por hipotese) e CB = GF (por hipotese), entdo pelo
postulado 1.1, os triangulos DBC e EFG sdo congruentes.

Figura 1.15: Segmento CD tracejado.

Dessa congruéncia, segue-se que CDB-E ¢ dado que o angulo E = 90° (pois é reto),
ndio nos resta outra alternativa a ndo ser concluir que CDB = 90%. Logo, os pontos A ¢ D
coincidem e, consequentemente, coincidem também os tridngulos DBC e ABC. Ora, uma vez
que os triangulos DBC e EFG foram congruentes, entdo os triangulos ABC e EFG também o

sdo. ]
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1.2 Semelhanca de tridangulos

Definicao 1.5. (Semelhanga). Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando é possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de tal maneira que seus
angulos correspondentes sejam congruentes e seus lados correspondentes sefam
proporcionais.

Figura 1.16: Triangulos ABC ¢ EFG.

Se ABC e EFG sdo dois triangulos semelhantes de modo que a correspondéncia

biunivoca estabelecida fora A < E, B «» F ¢ C < G, entdo sdo satisfeitas as seis relagoes

abaixo:
A=E B=F =6
AB BC CA
FF FG GE

Chamamos de razao de proporcionalidade ao quociente comum entre as medidas dos
lados correspondentes dos dois triangulos. Note que dois triangulos congruentes sao também
semelhantes com razdo de proporcionalidade igual a um, bem como, dois triangulos

semelhantes com razdo de proporcionalidade igual a um sdo congruentes.

A A A A

Proposicao 1.4. Sejam ABC e EFG dois triangulos em que A = E e B-=F, entdo os

tridngulos sdo semelhantes.

Antes da demonstragdo da proposi¢do, devemos ficar a cabo do seguinte lema, cuja

prova ficard a cargo do leitor.
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Lema 1.3. Se uma reta, paralela a um dos lados de um tridngulo, corta os dois outros lados,

entao ela os divide sob a mesma raz3o.

Demonstrag&o. Considere os triangulos ABC e EFG tais que A=E e B=F, como propoe a

hipotese da proposi¢do. Como a soma dos angulos internos de um tridangulo resulta em180°,
entdo a igualdade entre os dngulos A ¢ E e os 4ngulos BeF implica a congruéncia entre os

angulos C e G. Basta provarmos que os lados correspondentes sdo proporcionais.

Figura 1.17: Triangulos ABC e EFG.

Na semirreta Sgr, marque o ponto H de modo que AB = EH e trace, passando pelo

ponto H, uma reta paralela ao lado GF. Chame de J ao ponto de interse¢do dessa reta com o

lado EG. Perceba que os angulos correspondentes EHJ e F sdo congruentes, pois a reta que

passa por EF ¢é transversal as paralelas JH e GF.

Figura 1.18: Segmento JH tragado.
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Com isso, fomentamos um novo triangulo EHJ, que ¢ congruente ao tridngulo ABC,
pela proposicdo 1.1, pois A = E (por hipétese), AB = EH (por construgio) e B=F=EHJ (por

hipotese). Em consequéncia disso, segue-se que AC = EJ e fazendo uso do lema 1.3, obtemos:

—_— = S — = —. (1)

Mais uma vez, devemos nos concentrar no tridngulo EFG considerado inicialmente.
Na semirreta Sgg, marque o ponto K de modo que KG = AC e trace, passando pelo ponto K,

uma reta paralela ao lado EF. Chame de L ao ponto de intersecdo dessa reta com o lado GF.
Perceba que os angulos GKL ¢ E sdo congruentes, assim como os angulos correspondentes

GLK eF, pois a reta que passa por GF ¢ transversal as paralelas KL e EF.

Figura 1.19: Segmento KL tracado.

Com isso, fomentamos um novo tridngulo KLG, que ¢ congruente ao tridngulo ABC,
pela proposi¢do 1.1, pois C=G, AC=KG (por construgio) e A = F = GKL (por hipotese).
Em consequéncia disso, segue-se que CB = GL e fazendo uso do lema 1.3, obtemos:

2

GL
—_— e ==
GE GF GE

@]
| &l

: 2)

De (1) e (2), concluimos a seguinte proporcionalidade e fica, portanto, justificada a

semelhanga existente entre os tridngulos ABC e EFG.

AB CB
EF GF

7| z]
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Proposicdo 1.5. Sejam ABC e EFG dois triangulos em que A = E e éi 2:2 entdo os
triangulos sao semelhantes.

) . . . . . AB AC
Demonstraggo. Considere os triangulos ABC e EFG tais que A = E ¢ = =E=G, como

propde a hipotese da proposigdo. Construamos o tridngulo HIJ tal que HI = EF,

H- Ael-B, conforme a figura 1.20.

Figura 1.20: Triangulos ABC, EFG e HIJ.

Com base na proposi¢ao 1.4, os tridngulos ABC e HIJ sao semelhantes, haja vista que

A A A oa AB A
H=Ael=B (por construcdo). Sendo assim, ﬁ = ﬁC Ora, como HI = EF (por construcao)

AB AC A :
e == = (por hipoétese), entdo HJ = EG. Além disso, A = E = H, o que nos diz que so

EF
congruentes os tridngulos EFG e HIJ, pelo postulado 1.1. Portanto, o fato de termos provado a
semelhancga entre os tridngulos ABC ¢ HIJ garante a semelhanga entre os tridngulos ABC e

EFG. | |

~ . L AB A ~
Proposicdo 1.6. Sejam ABC e EFG dois tridngulos em que — === ==C, entdo os
EF GF EG

triangulos sdo semelhantes.

a hipotese da proposig¢ao. Construamos o triangulo HIJ tal que H- A, HI = EF ¢ HJ = EG,

conforme a figura 1.21.
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|'I'\
Figura 1.21: Triangulos ABC, EFG e HIJ.
AB AC .
Como HI = EF e HJ = EG (por construgdo) e ﬁ = E=C (por hipdtese), entdo
AB AC ., .~ : " -
ﬁ = ﬁ Além disso, H = A, 0 que nos diz que os triangulos ABC e HIJ sao semelhantes,
- . AB_CB -
com base na proposic¢do 1.5. Sendo assim, = = T Ora, como HI = EF (por construgdo) e
B ., . . . A
=== (por hipotese), entdo JI = GF. Por isso, sdo congruentes os triangulos EFG e HIJ,

A
EF GF
pela proposicao 1.2. Portanto, o fato de termos provado a semelhanga entre os tridngulos ABC

e HIJ garante a semelhanga entre os triangulos ABC e EFG.

Uma vez apresentados e demonstrados todos esses relevantes resultados, podemos

adentrar de fato no principal teorema do trabalho, o Teorema de Pitagoras.
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2 O Teorema de Pitagoras

A seguir, apresentamos algumas das principais demonstracdes do Teorema de
Pitdgoras, as quais podem ser encontradas em [3]. Como ja mostramos, sdo provas que
contemplam tanto um ponto de vista matematico quanto dos detalhes historicos envolvidos.
De um modo geral, as provas do Teorema de Pitdgoras se dividem em trés tipos: por

disseccdo, por areas e por similaridade.

As demonstragdes realizadas por dissecgao estdo ligadas ao fato de os angulos agudos
de um tridngulo retangulo serem complementares, isto €, tém soma igual a 90 graus. Ja as
justificativas que utilizam éareas dependem fundamentalmente dos resultados de éareas de
paralelogramos e triangulos. Finalmente, as provas por similaridade dependem das relagdes de

proporcionalidade entre figuras semelhantes.

2.1 Algumas demonstracoes

Teorema 2.1. (Pitagoras). Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa
é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstragdo 1. Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa CB com lados medindo a, b
e ¢, conforme a figura 2.1. Considere m e n como sendo, respectivamente, as projegoes dos

catetos b e ¢ sobre a hipotenusa e chame de h a altura AD relativa ao lado BC. Com isso,

formamos dois angulos retos: CDA ¢ ADB.

Figura 2.1: Triangulo retangulo ABC de hipotenusa CB.
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Feito isso, surgiram dois novos tridngulos CDA e ADB, ambos retangulos.

Figura 2.2: Novos tridngulos retangulos CDA e ADB.

3

Na figura 2.1, observamos que DCA - CAD - 90® ¢ CAD + DAB =90, 0 que nos diz

que DCA =DAB. Por isso e por CDA - ADB - 907, temos que os tridngulos DAC e DBA

sao semelhantes, pela proposi¢do 1.4. Dessa semelhanga, concluimos que CAD = ABD. Por

outro lado, também observamos que ABC=ABD (ver figura 2.1), o que nos diz que

CAD=ABC. Por isso ¢ por CDA = CAB=90%, temos que os tridngulos DAC e ABC sao

semelhantes, pela proposicao 1.4. Agora, como a semelhanga de tridngulos ¢ transitiva, entdo

fica clara a semelhanga entre os triangulos DBA e ABC, ou seja, conseguimos mostrar que

todos os tridngulos sdo semelhantes entre si e podemos desfrutar da proporcionalidade

existente entre seus respectivos lados.

Portanto, da semelhanga entre os triangulos DAC ¢ ABC, segue o seguinte:

—. b’ —am

m
b

o | o

E da semelhanca entre os triangulos DBA e ABC:

Somando (1) e (2) e observando que m + n = a, obtemos:

b?+c?=am+an=a(m +n) =a’> —+a’=b>+ ¢, o que finaliza a demonstracio.

(1)

)
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Além disso, podemos concluir outra importante relacdo em um tridngulo retdngulo: o
produto dos catetos ¢ igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a ela. De fato, da

semelhanca entre os tridngulos DAC e ABC, segue-se que:

E= — bc = ah. | |

h
c

o

Demonstragdo 2. Seja ABCD um quadrado de lado k e considere, em cada um dos lados do
quadrado, os segmentos b e ¢ de sorte que b + ¢ = k. Prossigamos fracionando o nosso
quadrado original em quatro novos triangulos retdngulos mais um quadrado menor, conforme

figura 2.3. Chame de a o lado do quadrado menor.

D C
Figura 2.3: Quadrado ABCD — primeira divisao.

E facil ver que esses quatro tridngulos sdo todos congruentes entre si e tétm b como

medida da base e ¢ como medida da altura. Logo, cada um dos tridngulos tem como area

bc
comum 7

Por outro lado, temos que a area do quadrado ABCD ¢ igual a soma das areas dos

quatro tridngulos construidos mais a area do quadrado menor. Assim,

K= 20 4 2224 obe (1)

Podemos dividir o quadrado ABCD de outra maneira, como mostra a figura 2.4.
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Figura 2.4: Quadrado ABCD — segunda divisao.

Com essa nova divisdo, construimos dois novos quadrados (um de lado b e outro de
lado c) e dois novos retdngulos com lados medindo b e c. Dessa forma, conseguimos obter a
area do quadrado ABCD como soma das dreas dos dois novos quadrados mais as areas dos

dois novos retangulos.
k*=b*+ ¢* + 2bc. )
Comparando as expressdes (1) e (2), conseguimos:
a’ +2bc =b* + ¢* + 2bc = a’ = b” + ¢, 0 que conclui nossa demonstragio. |

A seguir ¢ apresentada uma adaptagdo da demonstracdo do Teorema de Pitdgoras feita
por George Polya. Para compreendemo-la melhor, precisamos ficar a cabo de uma
consequéncia muito importante da semelhanga de tridngulos (para falar a verdade, semelhancga

de figuras planas quaisquer), a qual segue em forma de um coroléario.

Corolario 2.1. A razdo entre as areas de duas figuras planas semelhantes é igual ao
quadrado da razao de semelhanca entre essas figuras.

Demonstragdo 3. Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa CB com lados medindo a, b
e c. Construa sobre os seus lados figuras semelhantes F;, F, e F; de modo que

area(F,) = area(F,) + area(F;), conforme a figura 2.5.
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Figura 2.5: Figuras semelhantes F, F, e Fs.

Como as figuras Fy, F, e F5 sdo semelhantes e os seus lados correspondentes sdo a, b e

¢, entdo:

b ~ o
— — razdo de proporcionalidade entre F, e F;
a

c ~ S
— — razdo de proporcionalidade entre Fs e F.
a

Com base no corolario 2.1, podemos estabelecer o seguinte:

area(F,) |#E "'|2 b_2 area(Fy) |“ c "‘lz

C2
—-

Somando as expressdes acima e usando o fato de area(F,) = area(F,) + area(Fs), vem

que:

rea(Ry) area(Ry) b2 ¢*  drea(B) s drea(B) bi+c?
2 2 -
a a

area(F) darea(F) a2 area(R)

. 2 2 2
area(f) b7 ¢ _}b 2C —1—a2=b24cl.

drea(F))  a> a




39

Ou seja, mostramos que podemos considerar figuras semelhantes quaisquer sobre os
lados de um tridngulo retangulo, sendo suficiente apenas a condicdo de suas areas se

complementarem para ser satisfeito o Teorema de Pitagoras.

2.2 Reciproca do Teorema de Pitagoras

Uma vez demonstrado o Teorema de Pitdgoras, eis que surge a seguinte pergunta:

2

dado um triangulo de lados a, b e ¢ tais que a® =b? +c2, serd que esse tridngulo ¢ retdngulo

de hipotenusa a? Para responder a essa pergunta, vejamos o seguinte teorema, o qual trata da
reciproca do Teorema de Pitdgoras, justificando que tal resultado ¢ uma proposicao

bicondicional.

Teorema 2.2. (Reciproca do Teorema de Pitagoras). Se um tridngulo de lados a, b e c é tal

que a® = b? + 2, entdo esse triangulo é retdngulo de hipotenusa a.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo de lados a, b ¢ ¢ tal que a’ = b? + ¢?

, como propde a
hipétese do teorema. Faremos a demonstragdo de duas maneiras distintas: uma usando

congruéncia de tridngulos e outra, fazendo algumas considera¢des sobre a medida do angulo

~

A.

Primeira maneira. Construa um triangulo retangulo cujos catetos megam exatamente b e ¢

(ver figura 2.6).

Figura 2.6: Triangulo retangulo de catetos b e c.

De acordo com o Teorema de Pitdgoras, a hipotenusa desse novo tridngulo sera igual a

Vb? +c?. Assim, esse tridngulo - que é retangulo - tem lados medindo a, b e c. Mas, pela

proposigao 1.2, podemos afirmar que ele é congruente ao triangulo ABC, pois possuem seus
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trés lados correspondentes congruentes. Portanto, os angulos correspondentes nos dois
triangulos também sdo congruentes, o que nos diz que o angulo formado entre os lados b e c,
no tridngulo ABC, ¢ reto. Consequentemente, o tridngulo ABC ¢é de fato retdngulo e sua

hipotenusa mede exatamente a. u
Segunda maneira. Fagamos algumas consideragdes sobre a medida do angulo A.

Se A < 90°, entdio a projecdo ortogonal de C sobre o lado AB resulta em um ponto D

que pertence a esse segmento. Chame AD=x ¢ CD =h.

Figura 2.7: Triangulo ABC.
Como o tridingulo ADC é retangulo, entdo b® = h* + x* —» h’=b*—x~.
Como o tridngulo BDC ¢ retangulo, entdo:
a’=h’+ (c—x)°
a’= b — x>+ ¢’ —2cx +x°

a’=b"+c? —2cx == a’ <b’>+ ¢?, pois cx > 0.

Se A > 90°, entdo a projecdo ortogonal de C sobre a reta que contém AB resulta em

um ponto D que ndo pertence a esse segmento. Chame DA - x ¢ CD — h.
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Figura 2.8: Triangulo ABC.
Como o tridngulo ADC é retdngulo, entdo b* = h* + x* = h*=b> — x°.
Como o triangulo BDC ¢ retangulo, entdo:
a’=h’+(x +c)’
a’= b —x*+ x>+ 2cx +¢?

a’=b’+ ¢’ +2cx =» a’ > b* + ¢, pois cx > 0.

. . . 2 2 2
Ora, em nenhum dos dois casos considerados, conseguimos obter a“ =b“ =c“. Dessa
forma, resta-nos apenas concluir que A = 90°, o que nos leva a crer que o tridngulo ABC ¢

retangulo de hipotenusa a. [
2.3 Ternos pitagoricos

J& sabemos que um tridngulo de lados 2, 5 e J29 ¢ retangulo, pois:

(52 -2 5

Desde a antiguidade até os tempos atuais, um fato muito intrigante ¢ a busca por
tridngulos retdngulos cujos lados sejam representados por numeros inteiros positivos. E
sabido que o famoso triangulo de lados 3, 4 e 5 ¢ retdngulo, mas quem se arisca afirmar que o
triangulo de lados 372, 925 e 997 ¢ retangulo? Esse ¢ o tridngulo retdngulo de maior
perimetro com lados menores que 1000. Com base nisso, nossa curiosidade nos leva a
seguinte pergunta: como encontrar triangulos retangulos cujos lados sejam dados por nimeros

inteiros positivos? Vamos tentar encontrar uma solu¢ao para essa pergunta.
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Definicdo 3.1. (Ternos pitagoricos). Dados a, b e c inteiros positivos, com a > b e a > c,
dizemos que (b, ¢, a) é um terno pitagdrico se & = b° + ¢*.

E facil ver que (6, 8, 10) e (5, 12, 13) sdo exemplos de ternos pitagoricos. Dizemos
que um terno pitagorico (b, ¢, a) é primitivo quando b e ¢ forem primos entre si, isto é, quando
o maximo divisor comum entre b e ¢ for 1. Logo, (8, 15, 17) é um exemplo de terno
pitagorico primitivo, haja vista que 8 e 15 sdo primos entre si. Naturalmente, todo terno da

forma (3k, 4k, 5k) ¢ pitagorico e ndo primitivo, para algum k inteiro maior que 1. De fato,
(5k)* = (3k)* + (4k)*
25k* = 9k* + 16k*
25k* = 25k

Quer quebrar um pouco a cabeca? Tente encontrar um terno pitagdrico primitivo
diferente de (3, 4, 5), (8, 15, 17) e (5, 12, 13).

Viu como da trabalho? Por isso, vamos encontrar uma férmula para gerar ternos

pitagoricos. Sendo m e n inteiros positivos com m > n, suponha:

2—112, c=2mn ¢ a=m°+n°.

b=m
Observe que o terno (b, ¢, a) € pitagorico, pois:

b2 +ci= (m2 — n2)2 + (2mn)2 =m®-2m’n’ + n* + 4m’n’ = m* + 2m’n? + n* = (m2 + nz)2 =a’,

Dessa forma, para quaisquer m € n inteiros positivos, o terno (b, c, a) € pitagorico. Por

exemplo, param=10en=9:
b=10"-9*=100-81=19, ¢=2.10.9=180 ¢ a=10"+9”=18I.
Dai,
b2+ c2=19*+ 1807 =361 + 32400 = 32761 = 181% = a’.

Assim, o terno pitagérico associado sera (19, 180, 181), que coincidentemente ¢
primitivo, pois 19 e 180 s@o primos entre si. Entretanto isso ndo aconteceu por acaso, mas sim
pelo fato de tomarmos m e n primos entre si. Vejamos um caso em que m € n nao sejam

primos entre si. Por exemplo, param=9en=6:

b=9"-6*=81-36=45, ¢=2.96=108 ¢ a=9"+6>=117.
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Dai,
b2+ c2 =452+ 1082 =2025+ 11664 = 13689 = 117%> = a°.

Assim, o terno pitagorico associado sera (45, 108, 117), o qual ndo ¢é primitivo, pois 45
e 108 ndo sdo primos entre si. Além disso, sempre que tomarmos m € n com mesma paridade,
isto ¢, ambos pares ou ambos impares, encontraremos ternos pitagoricos ndo primitivos, visto
que todos os termos de cada terno serdo pares. Finalmente, veremos um exemplo em que m e

n tém mesma paridade. Para m =7 e n = 3, temos:
b=7"-3"=49-9=40, c=2.73=42 ¢ a=7"+3=58.
Dai,
b+ ¢* =40 + 427 = 1600 + 1764 = 3364 = 58° = a’.

Assim, o terno pitagoérico associado sera (40, 42, 58), o qual ndo € primitivo, pois

todos os termos do terno sdo pares, o que implica que 40 e 42 ndo sdo primos entre si.

O esquema abaixo resume isso melhor.

p
m e n de mesma paridade — Terno pitagorico ndo primitivo

m e n primos entre si — Terno pitagoérico primitivo
m e n de paridades distintas
m e n ndo primos entre si — Terno pitagdrico ndo primitivo
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3 Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

Este capitulo ¢ dedicado as aplicagdes do Teorema de Pitagoras. Veremos que varios
matematicos estudaram as aplicacdes desse resultado e de certa forma contribuiram para o seu
desenvolvimento. Alguns problemas mais classicos envolvem a geometria espacial, como o
calculo da altura de um tetraedro regular e a formula para determinar a medida da diagonal de
um paralelepipedo retangulo. Por outro lado, sdo abordadas algumas aplicagdes mais
sofisticadas do Teorema de Pitdgoras, como o problema das linulas de Hipocrates e o
problema que relaciona as faces de um tetraedro com um triedro trirretangular. Por fim,
apresentamos uma questao retirada de um livro didatico que mostra como podemos utilizar tal
resultado em algumas situagdes em nosso cotidiano de modo a facilitar nossa vida.

Ha outras aplica¢des do Teorema de Pitagoras que podemos sugerir para o deleite do
leitor, também bastante classicas e que nos permite deduzir varias formulas matematicas
importantes. S3o aplicagdes com as quais, vez por outra, deparamo-nos, mas que em
pouquissimas vezes temos a oportunidade de compreender melhor como se da sua construgao.
Dentre elas, enfatizamos: os casos de inscri¢do e circunscri¢do de poligonos regulares, o
calculo das diagonais do quadrado e do cubo, a formula para determinar a distancia entre dois
pontos, a relagdo fundamental da trigonometria e o calculo do valor absoluto de um nimero

complexo.

Proposicao 3.1. Determinar a altura de um tetraedro reqular.

Demonstragdo. Seja ABCD um tetraedro regular de aresta a. Devemos calcular a distancia
entre a face BCD e o vértice A. Como nosso poliedro ¢ regular, entdo todas as suas faces sdo
triangulos equilateros cujos angulos internos medem 60° e a projecao do ponto A sobre a base

BCD coincide exatamente com seu centro. Chame de P a essa projecao.
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Figura 3.1: Tetraedro regular.

Tome o ponto médio M da aresta BC, trace a altura DM (perpendicular a BC) e

construa o tridngulo retangulo DMC.

Figura 3.2: Triangulo retangulo DMC.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, conseguimos encontrar uma férmula para calcular

a altura de um triangulo equilatero.

_ _ _ _ son2 _ 2 _ 2 _
DC’ DM’ - MC> — a2 _DM" |%] —a2 _DM" - aT—hDMZ_%—:-DM_%.

LY

Prosseguimos tragando o segmento PC e construindo mais um tridangulo retangulo,

conforme figura 3.3.
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o L N

Figura 3.3: Triangulo retangulo PMC.

Note que os tridngulos PMC e CMD sdo semelhantes, pela proposicdo 1.4, pois

PMC = CMD =90° ¢ PCM = CDM = 30° (pois DP e CP sdo bissetrizes, ou seja, dividem o
angulo ao meio). Da proporcionalidade entre os lados correspondentes, segue-se:

PM PC PM PC — PC

J— —. j—

- = - .

—_— —_— iy —
CM CD a a
2

Por outro lado, como Pf)C=PéD=30°, entdo o triangulo DPC ¢ isosceles e,

consequentemente, DP - PC. Dai,
o - 5P P =2 58 2P 0520 ) 5P = P - 22,

Finalmente, focando no triangulo ADP, vem que:

Figura 3.4: Triangulo retangulo APD.
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oy CoRY 2

AD” =DP” + AP” —a? =| # |AP2—*>a2_a?|AP2—:>
4

— 2 — —
2 xp o233 xp_ade
343 3
. a6 :
Portanto, a altura de um tetraedro regular de aresta a ¢ dada por W [ |

3.1 Lunulas de Hipdcrates

Definicao 3.1. Chamamos de lunula ao complemento de um circulo em outro, de modo que
ambos se intersectem e nenhum seja subconjunto do outro. Em outras palavras, lunula é a

regido limitada por dois arcos circulares de raios distintos.

Proposicao 3.2. (Lunulas de Hipocrates). Em um tridngulo retangulo, a soma das areas das
lunulas formadas sobre os catetos desse tridngulo é igual a area do mesmo.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa CB e considere as lunulas E e
D formadas sobre os catetos desse tridngulo, como na figura 3.5. Devemos mostrar que a

soma das areas das lunulas € igual a area do triangulo ABC.

Figura 3.5: Triangulo retangulo ABC e linulas E e D.

Para obtermos essas ltnulas, tragamos os semicirculos de didmetros CA ¢ AB sobre os
catetos do tridngulo ABC. Em seguida, tragamos o semicirculo de didmetro CB, o qual

certamente passa pelo ponto A haja vista que o 4dngulo A é reto. Finalmente, fazemos a
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diferenca entre os dois semicirculos menores ¢ o semicirculo de maior didametro. Chamemos,

ainda, de T o tridngulo ABC e de G ¢ F os segmentos circulares fomentados.

A drea do semicirculo de didmetro CB ¢ dada por:

fa’ 2
"l 2 ma’
area(G) + area(T) + area(F) = — 2" == (1)
A érea do semicirculo de didmetro CA ¢ dada por:
] b ~_|2
Py 2
4rea(E) + area(G) = ; L - ’ﬂ; . @)
E a area do semicirculo de diametro AB ¢ dada por:
P
| C°
g P nc?
area(F) + area(D) = — > — = - (3)

Somando as expressdes (2) ¢ (3) e usando o fato de o triangulo ABC ser retangulo,

segue-se que:

2 2 2 2 2
area(E) + area(G) + area(F) + drea(D) = ’tz | “g _ 10 8+C ) _ 7‘2 .

4)

Por outro lado, na terceira demonstragdo do Teorema de Pitagoras apresentada,
mostramos que as areas de quaisquer figuras semelhantes formadas sobre os lados de um
triangulo retangulo sdo complementares. Portanto, nada mais justo do que afirmar que as
areas dos semicirculos construidos s3o complementares (semicirculos sdo sempre

semelhantes).
De fato, comparando as expressodes (1) e (4), concluimos que:
area(QG) + area(T) + area(F) = area(E) + area(G) + area(F) + area(D)

area(T) = area(E) + area(D). [
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3.2 O Teorema de Pitagoras no espaco

A seguir, veremos duas aplicacdes que consistem na extensdo do Teorema de

Pitagoras para o espago.

Proposicao 3.3. Em um paralelepipedo retangulo, a medida da sua diagonal é igual a raiz
quadrada da soma dos quadrados das suas dimensées.

Demonstragdo. Seja ABCDEFGH um paralelepipedo retdngulo com dimensdes a, b e c.
Chamamos de diagonal do paralelepipedo a todo segmento de reta que une dois vértices que
ndo pertencem a uma mesma face. Como as diagonais de um paralelepipedo retangulo sdo
congruentes, entdo podemos considerar a diagonal AG para realizarmos a demonstragdo. A
consequéncia de o paralelepipedo ser retangulo é que o angulo formado entre arestas

consecutivas ¢ sempre igual a 90 graus.

Figura 3.6: Paralelepipedo retangulo ABCDEFGH e diagonal AG.

Primeiramente, vamos calcular o comprimento do segmento AC, hipotenusa do

triangulo retangulo ABC.
AC” - AB” +CB° = AC” —a? b2
Por outro lado, no tridngulo retangulo ACG, temos o seguinte:
AG- =AC ~CG =a?-b*+c? = AG=+a2 + b2 +c2. u

A proxima proposicdo ¢ um problema proposto no livro Temas e problemas
elementares, da colecdo do Professor de Matematica, publicagio da SBM — Sociedade

Brasileira de Matematica.
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Proposicao 3.4. Em um tetraedro com um triedro trirretangular, o quadrado da drea da face

oposta a esse triedro é igual a soma dos quadrados das areas das outras faces.

Demonstragdo. Seja ABCO um tetraedro com um triedro trirretangular no vértice O tal que
AO=a, OB =be CO = c,conforme figura 3.7. Devemos mostrar que o quadrado da drea da

face ABC ¢ igual a soma dos quadrados das areas das faces AOC, COB e AOB.

Figura 3.7: Tetraedro ABCO com um triedro trirretangular.

Vamos seccionar nosso tetraedro com um plano que contém o segmento CO e ¢

perpendicular a AB. Chame de D o ponto de interse¢do entre esse plano e o segmento AB.

Feito isso, construimos um novo triangulo retangulo COD. Digamos que OD=deCD =h.

Figura 3.8: Novo tridngulo retdngulo COD fomentado.
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As areas das faces AOC, COB e AOB sao dadas por:

area(AOC) = az_c’ area(COB) = l)2_C e area(AOB) = a_zb'

Agora, recordemos que em um tridngulo retdngulo o produto dos catetos ¢ igual ao

produto da hipotenusa pela altura relativa a ela. Por isso, no tridngulo AOB:

ab=dAB = a’b? -dzﬁz.

Ainda sobre o mesmo tridngulo AOB, temos que AB - a’ + b’, enquanto que no
tridngulo COD verificamos h? = ¢ + d*
Sendo assim, a soma dos quadrados das areas das faces AOC, COB e AOB é¢:

area’ (AOC) + drea’(COB) + area’(AOB) =

|’ac‘2 Il"bc"'2 I|'fab"|2 _a*e? bi? ath? o’ ¢+ }d2ﬁz -
20 W2, 2 e e T 4
=—=2 =2 =24 'Y —=2 >
c’AB zd AB _AB (4“1 2 ABITrea¥(ABC). ]

Observacao 3.1. Na verdade, esse tltimo resultado ¢ ainda mais geral. Se uma figura plana
qualquer for projetada em trés planos perpendiculares dois a dois, entdo o quadrado da area
dessa figura sera igual a soma dos quadrados das areas das trés projecdes. Essa observagao

pode ser encontrada em [6].

A proxima aplicagdo do Teorema de Pitagoras ¢ um problema proposto em um livro
didatico, [5], o qual mostra como podemos utilizar tal resultado em algumas situacdes em

nosso cotidiano de modo a facilitar nossa vida.

“Um grupo de escoteiros deve atravessar um rio caudaloso. Para isso, o melhor
nadador deve cruzar o rio com uma corda e amarra-la do outro lado. Qual deve ser o

comprimento aproximado da parte esticada da corda?”
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Figura 3.9: Ilustracao.

Solugdo: Primeiramente, note que o menor tridngulo que aparece na figura ¢ retangulo e, por

isso, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras para calcularmos o valor da sua hipotenusa.

=924+ 72
X =81+49
x> =130

X =+/130 = 11,4 metros.

Agora, observe que os dois tridngulos que aparecem na figura sdo semelhantes, pela

proposicao 1.4.

Figura 3.10: Triangulos retangulos ABC e DEC.

Pois, ABC=DEC =9 ¢ ACB=DCE (pois, na ilustracdo, sdo angulos opostos pelo

vértice). Da proporcionalidade entre os lados correspondentes, segue-se:

7 114
r—_—=

20 DC

—_—

. DC =g - DC = 32,57 metros.

Bl
i
2|zl
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Portanto, o comprimento aproximado da parte esticada da corda sera dado por:
AC+DC =114 +32,57 = 43,97 = 44 metros.

Um fato bastante curioso ¢ que Pitdgoras sabia que seu teorema tinha uma falha.
Quando os catetos do tridngulo eram iguais, nao era possivel encontrar uma medida racional
para a sua hipotenusa. Frente a essa incoeréncia, ele decidiu esconder tal fato para nao
levantar dividas sobre a veracidade do seu resultado. Desde entdo, varios matematicos se
propuseram a compreender o porqué da incomensurabilidade dos lados no tridngulo
retangulo. Uma solugdo convincente para esse problema so veio 25 séculos depois, durante o
século XIX, quando Dedekind decidiu cortar a reta dos nlimeros racionais e introduzir o
conjunto dos numeros irracionais para suprir essa deficiéncia da matematica, a qual era

também facilmente encontrada em outras situagoes.

Uma famosa aplicacdo desse resultado é a espiral de Teodoro. Com ela, podemos
construir, utilizando apenas régua e compasso, segmentos de reta com comprimentos iguais a

raiz quadrada de qualquer numero inteiro positivo.

Figura 3.11: Espiral de Teodoro.

Cada uma das hipotenusas acima foi calculada utilizando o Teorema de Pitagoras. Elas

formam uma sequéncia de raizes quadradas de inteiros positivos.
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Consideracoes finais

Neste trabalho, entendemos como surgiram os primeiros estudos sobre as relagdes
existentes entre os lados de um tridngulo retdngulo. Vimos que varias civilizagdes, durante
diversas €pocas e de maneira independente, contribuiram para que tivéssemos uma solidez
para o resultado do Teorema de Pitagoras. E valido salientar que antes da demonstragdo de
fato de qualquer teorema, fizemos toda uma preparagao para que chegassemos efetivamente a
ele, apresentando definigdes, lemas e proposigdes pertinentes, e ainda justificando grande
parte dos resultados necessarios para as devidas demonstragdes. Acreditamos que essa
construgdo situard o leitor de uma forma mais compreensivel sobre os estudos realizados.

Mostramos que o Teorema de Pitdgoras sempre ¢ valido para qualquer triangulo
retangulo e provamos, ainda, que sua reciproca também ¢ verdadeira. No capitulo dedicado as
aplicagdes do Teorema de Pitagoras, fizemos a generalizacdo desse resultado para figuras
semelhantes quaisquer tragadas sobre os catetos de um triangulo retangulo e apresentamos o
famoso problema das lunulas de Hipocrates, mostrando a relagdo que hé entre as areas dessas
figuras. Sem falar nas aplicagOes classicas que envolvem a geometria espacial, como o célculo
da altura de um tetraedro regular ¢ a formula para determinar a medida da diagonal de um
paralelepipedo retangulo. Destacamos a importdncia da utilizagdo de um aplicativo
matematico para facilitar a visualiza¢do das figuras e propriedades estudadas, como foi em
nosso caso com o GeoGebra.

Finalmente, almejamos que este trabalho possa ser utilizado por professores e alunos
para facilitar e propagar os estudos sobre o Teorema de Pitdgoras, servindo como material de
apoio para sanar eventuais duvidas sobre esse resultado, que ¢ tdo importante para a geometria
plana e espacial. E como proposta de aplicagdes do Teorema de Pitagoras, indicamos o estudo
sobre os casos de inscri¢do e circunscri¢do de poligonos regulares, o célculo das diagonais do
quadrado e¢ do cubo, a formula para determinar a distdncia entre dois pontos e a relagdo
fundamental da trigonometria. Ainda sobre as aplicacdes, ndo poderiamos deixar de citar a
forte conexao entre os estudos sobre os ternos pitagdricos e a teoria dos numeros, da qual
conseguimos encontrar uma foérmula muito simples e pratica para determinar tridngulos
retangulos cujos lados sejam representados por niimeros inteiros positivos. Sugerimos, ao
leitor, folhear um pouco as paginas do livro “The Pythagorean Proposition”, o qual contém
nada mais nada menos que 370 demonstragdes diferentes para o Teorema de Pitdgoras. Enfim,

sdo varias e interessantes as aplicagdes dos resultados abordados neste trabalho.
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