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Resumo

Este trabalho tem por objetivo fazer um estudo introdutério sobre o uso do GeoGebra
em atividades que envolvam fungoes, seus limites e derivadas, sendo fiel aos conceitos
e definicoes de cada um. Inicialmente falamos sobre o GeoGebra, um software livre e
que nos oferece amplas possibilidades de se trabalhar com geometria e algebra. Em
seguida mostramos o desenvolvimento do conceito de funcao no decorrer da formagao
da sociedade e como ela estd presente em nossa vida sem que percebamos. Além
disso é apresentado o conceito de funcao, onde sao mostrados alguns exemplos que
geralmente se destacam na mateméatica do ensino médio e, no préximo Capitulo, é
apresentado o conceito de sequéncia, que é um tipo particular de funcao e, no qual
também sao abordados os conceitos de sequéncias infinitas, convergéncia e divergéncia
dessas sequéncias. Ainda, faco um estudo sobre limites de fungoes, suas teorias e

propriedades e, termino com um breve estudo sobre derivadas de fungoes e suas regras.

Palavras-chave: GeoGebra, Fungoes, Sequéncias, Limites, Derivadas.



Abstract

This work aims to make an introductory study on the use of GeoGebra in activities
involving functions, their limits and derivatives, being faithful to the concepts and
definitions of each one. Initially we talked about GeoGebra a free software and that
offers us ample possibilities to work with geometry and algebra. Then we show the
development of the concept of function in the course of the formation of society and
how it is present in our life without our realizing it. In addition, the concept of
function is presented, which shows some examples of functions that generally stand
out in high school mathematics and, in the next chapter, the concept of sequence is
presented, which is a particular type of function, and in which also the concepts of
infinite sequences, convergence and divergence of these sequences are discussed. But
I still make a study of limits of functions, their theories and properties, and I suggest

with a brief study on derivatives of functions and their rules.

Keywords : GeoGebra, Functions, Sequences, Limits, Derivatives.
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Introducao

A Matematica foi, durante o decorrer da historia, uma das ferramentas mais aliadas
do ser humano, sendo um instrumento fundamental para seu desenvolvimento intelectual
e social. Porém, nos tultimos anos, ensinar e aprender Matemética tem sido de grande
dificuldade por parte de professores e alunos.

Com o desenvolvimento da tecnologia os pesquisadores tém se preocupado com o
processo de ensino-aprendizagem da Matemdtica. Muitos sao os softwares matematicos
que axiliam os professores em sala de aula, facilitando assim a aprendizagem por parte
dos alunos, alguns dos quais foram utilizados em minha vida académica, a exemplo do
GeoGebra.

O GeoGebra é um software gratuito de facil acesso que nos oferece amplas possibili-
dades de atividades que envolvam geometria e algebra. Sendo utilizado para ilustrar o
conceito de funcao, pode facilitar o entendimento de graficos pelo estudante, que as vezes
sente dificuldade de visuliza-los e construi-los. Mas nao é apenas para fungoes que pode-
se usar o Geogebra. Este também sera utilizado, neste trabalho, para ilustrar limites e
derivadas de funcoes.

Este trabalho tem como finalidade o aprofundamento nos estudos e uso do GeoGebra

como ferramenta no auxilio do ensino da matematica.



1 Sobre o GeoGebra

Um dos aplicativos matematicos mais utlizados no ensino regular e superior nos dias
atuais é o GeoGebra. Este software nos oferece ampla diversidade na construcao de
graficos e solugoes de problemas envolvendo muitos campos matematicos. O nome Geo-
Gebra deriva da uniao das palavras Geometria e Algebra, que sao os dois campos da
matematica em que este software se destaca como um dos melhores aplicativos de ensino
de matematica que existem. O programa, livre para download, foi criado por Markus
Hohenwarter e escrito em linguagem Java para ajudar o professor em sala de aula.

Com relacao a geometria este software nos permite construir figuras geométricas utili-
zando os conceitos basicos da area, como; ponto, reta, segmentos de reta, planos, poligonos
cte.

Na algebra podemos trabalhar com o conceito de fungoes, equacoes, cordenadas entre
outros, livremente sem que tenhamos que nos preocupar com a construgao de seus graficos.
Podemos ainda, manipular dados das funcoes mesmo depois de termos finalizado sua
construgao.

Falando em um céalculo mais avancado podemos também perfeitamente trabalhar con-

ceitos como algebra vetorial, derivadas, integrais, etc.

1.1 Porqué o GeoGebra

Com o aumento do uso das tecnologias de informacao e comunicagao (ticy)
em sala de aula este foi o software escolhido para produzir este trabalho devido a sua
dimensao em relagdo ao ensino da matematica. Este aplicativo oferece um mundo de
possibilidades em relacao a algebra e a geometria. Foi muitas vezes trabalhado em minha
vida académica e o resultado durante as aulas, entre os alunos, foi bastante satisfatorio.

Muitas esperiéncias com o uso de tecnologias digitais no ensino de fungdes na escola
basica tem se mostrado eficintes. De fato, a exploracao de fungoes por meio de softwares

pode enrriquecer a aprendizagem dos alunos.



2 O desenvolvimento do conceito de funcao

A ideia de funcao foi desenvolvida ao longo do tempo por varios matematicos. Na an-
tiguidade um conceito mais arcaico aparece em algumas situacoes encontradas em tabuas
babilonicas.

Um importante registro sobre funcoes aparece na obra do francés Nicole Oresme (1323-
1382), que mostra a ideia de construir “uma figura”para representar graficamente uma
quantidade varidvel; na obra, a velocidade de um mével variando no tempo. Oresme usou
latitude para representar a velocidade e longitude representando o tempo (hoje chamamos
de ordenada e abscissa). Foi o primeiro grande passo na representagao grafica das fungoes.

Quem introduziu a palavra func¢do foi o matematico G. W. Leibniz (1646-1716), pra-
ticamente com o mesmo sentido que conhecemos hoje. A notagdo f(z) para denotar a
“fungdo de z”foi criada pelo matemético suico L. Euler (1707-1783). J& o matemético
alemao P. G. Legeune Dirichlet (1805-1859) deu a definigao mais proxima que sabemos
hoje, “se uma variavel y se relaciona com uma variavel x de modo que, sempre que é
dado um valor numérico a z, existe uma regra segundo a qual um unico valor y fica
determinado, entao diz-se que y é funcao da varidvel independente z”.

Com a criagao da teoria dos conjuntos no final do século XIX, foi possivel definir um
conceito de fungao como sendo um conjunto de pares ordenados (z,y), em que z é um
elemento qualquer de um conjunto A, y um elemento qualquer de um conjunto B e, para
todo x que pertence a A existe um unico y que pertence a B tal que (x,y) pertence a

funcao.

2.1 As funcdes e a sociedade

Um dos grandes desafios no ensino e na aprendizagem de Matematica, para alunos de
todos os niveis escolares, é identificar ou perceber a aplicagao de determinados contetidos
matematicos em torno de si. Um atleta praticando ciclismo, o ato de comprar um coco
na praia, e até mesmo alguém fretar um onibus pra fazer excursoes sao exemplos claros
de aplicacoes de funcoes na sociedade.

Vejamos algumas ilustracoes:

Ilustracao 1: Uma pista de ciclismo tem marcagoes a cada 600m. Um ciclista treina
sobre cla desenvolvendo uma velocidade constante. Enquanto isso, scu amigo anota, de
minuto em minuto, a distancia percorrida pelo ciclista. Podemos perceber que, a cada
instante, x, corresponde uma tnica distancia, y. Dizemos, por isso, que a distancia y é
funcao do instante x. A lei de formagao que relaciona y com x é: y = 600x. A tabela a

seguir ilustra essa relagao para alguns instantes:
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Istante (min) | Distancia (m)
0

600

1200

1800

2400

=lwino— O

Tlustacao 2: Um dono de uma barraca de praia vende dgua de coco ao preco de R$2, 20

o copo. Para facilitar seu trabalho, ele construiu a seguinte tabela:

Numero de copos | Prego (R$)
2,20
4,40
6,60
8,80
11,00
13,20
15,40
17,60
19,80
22,00

OO | | T =] w0 —

—
()

Neste caso, a cada quantidade de copos corresponde um tnico preco. Assim, podemos
afirmar que o preco é uma funcao do nimero de copos. A férmula que estabelece a relagao

entre prego, y, e o nimero de copos de dgua de coco, z, é: y = (2,20)z.

Tlustragao 3: Para fretar um 6nibus com 40 poltronas paga-se ao todo R$360,00. Esse
valor devera ser repartido igualmente entre os passageiros. Para achar a quantidade, y,
que cada um ird pagar, basta dividir o prego total (R$360,00) pelo nimero de passageiros,
x. A férmula que relaciona y com x é:

360
-—

Y

A tabela abaixo relaciona alguns valores.

Nimero de Passageiro | Quantidade a pagar (R$)
12 30,00
15 24,00
18 20,00
20 18,00
24 15,00
36 10,00
40 9,00




3 Funcao

Definicao: Uma relacao f de A em B é chamada de fungao, ou aplicagao, quando

associa a todo elemento de A um unico elemento em B. Em termos mateméticos temos

que:
f:A— B <= Vx € A existe um tnico y € B; tal que y = f(z).

O Diagrama de Veen a seguir ilustra uma relacao entre os conjuntos A e B que pode

ser interpretada como uma funcao f de A em B.

Ilustragao:

Figura 1: http://www.matematicadidatica.com.br/Funcao.aspx

A Figura acima representa o Diagrama de Veen de uma fungao, ja que, por defini¢ao

é necessario que todo elemento de A se relacione com um unico elemento em B.

Ilustragao:

| J

Figura 2: http://www.matematicadidatica.com.br/Funcao.aspx

Na Figura 2 note que existe um elemento em A que se relaciona com dois elementos

em B. Desse modo a relagao entre os elementos dos dois conjuntos nao caracteriza uma

funcao.
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3.1 Dominio, Contra Dominio e Imagem de uma Func¢ao

Dada uma funcao f : A — B, o conjunto A é chamado de dominio de f e, o conjunto
B é chamado de contra dominio de f. A imagem de f, denotada por Im(f), é o
conjunto: Im(f) = {y € B;y = f(z), para algum x € A}. Para meclhor visualisar cstas

trés definigoes observe a Figura 3, abaixo.

ATy D{f)

)
¥

I}

Figura 3: https://Lusoacademia.wordpress.com/2015/08/20/dominio-contradominio-e-imagem-

de-fungao-2

No GeoGebra podemos notar todos os detalhes de uma funcao observando-a no Diagrama

de Veen, e notar mais detalhadamente seu dominio, contra dominio e sua imagem.



4 Nocoes basicas do plano cartesiano

Um par ordenado de nimeros reais serd denotado por (a,b) em que a é a primera
coordenada e b é a segunda coordenada.

E importante oservar que os pares (1,4) e (4,1) sao diferentes entre si pela ordem de
seus elementos. Existe uma forma de associar, de maneira tinica, um par ordenado (a, b)

com um ponto do plano, fazendo uso dos seguintes passos:
1. desenhe dois eixos perpendiculares, use a intersecao 0 como origem para cada eixo;
2. marque no eixo horizontal o ponto X, correspondente ao valor de a;
3. marque no eixo vertical o ponto Y, correspondente ao valor de b;
4. trace por X uma reta m paralela ao exo vertical;
5. trace por Y uma reta n paralela ao exo horizontal;

6. destacamos a intersecao das retas m e n e chamamos esse ponto de P, que representa

graficamente o par ordenado (a,b).

Dado um par ordenado (a,b), a, é chamado de abscissa e o segundo elemento, b, é
chamado de ordenada. O eixo horizontal, Oz, é o eixo das abscissas; o eixo vertical,
Oy, é o eixo das ordenadas; o plano que contém Ox e Oy é chamado plano cartesiano.

Esse sistema estabelece uma relacao bionivoca entre os pares ordenados de numeros

reais e os pontos do plano, a qual chamamos de sistema de cordenadas do plano.

YA

Y JIEEEEEEREE
" |

Figura 4: criada no GeoGebra pelo autor
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Podemos visualizar o plano cartesiano na propria janela de dlgebra do GeoGebra.Pela
facilidade de se usar o aplicativo, para marcarmos um ponto basta recorrer ao icone
marcar ponlo ou entao crid-lo no campo de entrada, como por exemplo (2, f(2)), desde

que a funcao f ja tenha sido criada.



5 Nocao intuitiva do grafico de uma Funcao

Quando falamos em graficos na Matematica, geralmente associamos a figuras ou curvas
que encontramos por meio de condicoes que sao satisfeitas pelos pontos cujas coordena-
das se relacionam pela funcao, e uma das representagoes mais usuais e importantes na
Matemaética é o grafico de uma fungao: G(f) = {(x,y) € R*y = f(z)}.

Podemos ter uma pequena nocao do grafico de uma funcao conhecendo a sua lei de
formacao y = f(x) e seu dominio D, procedendo da seguinte forma:

Construir uma tabela na qual se atribui alguns os valores de x, que pertencem a D, e os
valores que correspondem a y que foram caculados pela lei y = f(z);
O conjunto de pontos obtidos constitui o grafico da fungao, representando cada par orde-

nado (a,b) obtido da tabela por um ponto no plano cartesiano.

Ilustragao: Vejamos, por exemplo, como construir o grafico da funcao y = 22 — 1, com

dominio D = {-3,-2,—1,0,1, 2,3} usando os dados acima:

e Primeiro passo: Considerar alguns pontos do grafico, como na tabela abaixo:

e 3] —2]-1]0]1]2]3
y[ 8|30 ]1][0[3]8

e Segundo passo: Marcar os pontos no plano cartesiano:

YA

Figura 5: criada no GeoGebra pelo autor
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5.1 Andlise de graficos

Vérias informagoes podem ser obtidas a respeito do comportamento de uma funcao
apenas observando o seu grafico. Analisando-o podemos descobrir algumas propriedades

notaveis, como:

5.1.1 O sinal de uma funcdo

O sinal de uma funcao refere-se ao sinal de y, ou seja, estudar o sinal de uma fungao
significa determinar para quais valores de z tem-se y > 0 e, para quais valores de x tem-se
y < 0.

5.1.2 Crescimento e Decrescimento de uma funcao

Dizemos que uma fungdo f : D — R ¢ crescente em um subconjunto N de (D), sc
para quaisquer valores de 1 e 3 em N, com 1 < o, temos f(x1) < f(x2).

Analogamente uma funcdo f é decrescente em um subconjunto N de (D), se para
quaisquer valores de x1 € o em N, com 77 < xa, temos f(x1) > f(x2).

Observe o grafico que ilustra os dois conceitos acima:

YA

N
@
== =400
—
P

1
o Q-
x

Figura G:criada no GeoGebra pelo autor

e A fungado f é crescente nos intervalos I = [0,2] e S = [8,10];

e Afungao f é decrescente no intervalo R = [2, 8].

5.1.3 Valor maximo e valor minimo de uma fungao

Sejam N um subconjunto do dominio, D, de uma funcao f, e o € N. Se para todo x em
N temos f(x) > f(x0), entdo (o, f(x)) é ponto minimo de f em N e f(zy) é o valor
minimo de f em N.

Da mesma maneira tomemos N um subconjunto do dominio, D, de uma funcao f, e
g € N. Se para todo x em N, temos f(z) < f(xo), entao (xo, f(x¢)) é ponto maximo
de fem N e f(xg) é o valor maximo de f em N.

Se analisarmos o gréfico na Figura 6 podemos notar que:
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e considerando o intervalo I = [0, 4], temos A como ponto maximo de f em I e, f(2)

como valor maximo de f em [;

e considerando o intervalo S = [4, 10], temos B como ponto minimo de f em S e, f(8)

como valor minimo de f em S.

O GeoGebra possui comandos que nos ajudam e facilitam a interpretacao de gréficos.
Por exemplo, o comando extremo nos permite observar os pontos de maximo e minimo;
o comando pontodeinflexao nos permite perceber os pontos onde as curvas mudam

de concavidade, e ainda, observar o crescimento e decrescimento da funcao, entre varios

outros comandos.



6 Algumas funcoes usuais da matematica

6.1 Funcao constante

Chamamos de funcao constante uma aplicacao f : R — R que associa todo x € R

a um mesmo numero ¢ € R, denotada da seguinte forma:

flz) =c

O grafico de uma funcao constante ¢ uma reta paralela ao eixo x que passa pelo ponto

(0, ¢), sua imagem ¢ o conjunto Im(f) ={y € Ry = f(z) = ¢,V € R} = {c}.

Tlustagao Considere a fungao f : R — R, dada por f(z) = —3. O gréfico de f é o
conjunto G(f) = {(z,y) € R%y = f(x) = —3}: isto 6, G(f) = {(z,~3); com @ € R},
como ilustrado na Figura abaixo:

4

f(x) = -3

Figura 7: criada no GeoGebra pelo autor

6.2 Funcao identidade

Chama-se de funcao identidade uma aplicagao f : R — R que associa cada x € R
a ele mesmo, isto é:
f(@) = .
O grafico da fungao identidade é uma reta que coincide com as bissetrizes dos qua-
drantes impares. Seu conjunto imagem é dado por Im(f) ={y € R;y = f(z) =z} =R.

A Figura logo a seguir ilustra o grafico da fungao identidade.
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-3

Figura 8: criada no GeoGebra pelo autor

6.3 Funcao linear

Chamamos de fungao linear uma aplicacao f : R — R que associa cada x € R ao

elemento ax € R, no qual a é um numero real com a # 0; isto é:

f(x) = ax.

Graficamente, para os casos em que f(z) = —2z e g(x) = 3x, tem-se:
Y
3 g(x) = 3x

x V¥

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 9: criada no GeoGebra pelo autor

Seu grafico é uma reta que passa na origem. O conjunto imagem da funcao linear é

constituido por todos os niimeros reais

Im(f) ={y € Ryy = f(z) = ax};
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isto é, Im(f) =R.

6.4 Func3o afim

Definimos como fungao afim a aplicacao f : R — R que associa cada z € R ao

elemento (az + b) € R, no qual a e b sao numeros reais quaisquer, com a # 0; isto é:
f(z) =ax +0.

Assim como todas as funcoes enunciadas acima, o grafico da fungao afim também é

uma reta, e seu conjunto imagem é constituido por todos os niimeros reais; isto €,

Im(f)={y €R, tal que y = f(z) = ax + b} =R.

Ilustragao Considere a funcao f : R — R, dada por f(z) = —2z + 4. Graficamente

tem-se:

x ¥

-3 -2 -1

Figura 10: criada no GeoGebra pelo autor

Aplicando as funcoes no GeoGebra podemos fazer observacoes importantes, como por
exemplo no que diz respeito aos seus graficos. O comportamento do grafico de uma func¢ao
pode ser alterado a partir da modificacao dos valores dos seus coeficientes. Por exemplo,
para a funcao ax? + bx + ¢ ou, ax + b, tal comportamento pode ser facilmente observado
utilizando o GeoGebra. Suas raizes e extremos sao outros conceitos que podemos abordar

com o uso deste software.



7 Sequéncias

Definigao: Uma sequéncia é uma fun¢ao do tipo f: Z, — R, tal que f(n) = a,, onde
cada a, é um nimero chamado n-ésimo termo da sequéncia.

A titulo de exemplo, considere a sequéncia a, de nimeros impares, isto é:
1,3,5,7,9,11,....2n+ 1, ...

O primeiro termo é 1 e 0 n-ésimo é 2n+ 1, em que n é um inteiro chamado indice da
sequéncia.

Em outro exemplo considere a sequéncia {a,} de nimeros pares
2,4,6,8,10,12, ..., 2n, ...
A funcao associada a sequéncia acima atribui:
a; = f(1)=2,a0=f(2)=4,...a, = f(n) =2n,Yn € Z,
. Em termos de notagao essa fungao seria descrita da seguinte forma:
f(n)=a, =2n, comn € Z,.

Geralmente as sequéncias podem ser escritas de uma forma mais geral, ou seja, por

meio de regras que especifiquem cada termo. Por exemplo, para cada n € Z:

{an} = v/

{ba} = (-1

n—1

)

{en} =
{d.} = (=1)"*".

Ainda podemos identificar uma sequéncia observando a listagem de seus termos. To-

mando a,, e b, do exemplo anterior temos que:

{an} = {(V1,V2,V3,...v/n, ...}

0 ) -1 1 -1 e 1
n}: { 77737?7"'7(_ ) ﬁv}

Aplicando as sequéncias ao software podemos contruir uma sequéncia de numeros
simples como uma sequéncia de nimeros pares, impares etc, como mostrado nos exemplos

acima.
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7.1 Convergéncia e Divergéncia

Observe os seguintes exemplos de sequéncias:

111 1
1,=,=. = ... = .. 1,—1,1.—1,1,—1,.... (=)™ ..
I S o D

Podemos observar que algumas vezes os termos da sequéncia se aproximam de um
determinado valor, como no primeiro exemplo, onde conforme n aumenta os termos da
sequencia se aproximam de 0. Mas nem sempre isto ocorre. No segundo caso, conforme
n aumenta, o valor da sequéncia varia entre 1 ¢ —1; ou scja, os termos desta sequéncia

nao se aproximam de um valor real, quando n cresce.

7.1.1 Convergéncia

Dizemos que uma sequéncia {a, } converge para um niimero L qualquer quando, para

todo nuimero real positivo € existe um inteiro positivo N tal que
n>N=la, — L| <e.

Se {a,} covergir para L, matematicamente escrevemos lim a, = L, e chamamos L de
n—oo

limite da sequéncia.

7.1.2 Divergéncia

Uma sequéncia {a,} diverge se o lim a, nao existe.
n—0o0

7.1.2.1 Divergéncia para o infinito

Uma sequéncia {a,} diverge para co quando para todo M € R, existe N € Z, tal que
para todo n > N, tem-se que a,, > M. Em notacao de limite temos:

lim a,, = oco.
n—oo

Da mesma forma, uma sequéncia {a,} diverge para —oo, se para todo M € R_ existe
N € Z, tal que para todo n > N, tem-se que a,, < M. Em notacao:

lim a, = —o0.
n—oo

Como ja sabemos, sequéncias sao fungoes cujo dominio é o conjunto dos nimeros
inteiros positivos. Desta forma, as regras usadas no limite de funcgdes sao as mesmas

usadas no calculo de limites de sequéncias.
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7.1.3 Propriedades do limite de sequéncias

Sejam {a,} e {b,} duas sequéncias convergentes e ¢ € R. Entao:

lim (a, £ b,) = lim a, £ lim b,;

lim (ay, - b,) = (lim a,) - (lim b,);

n—oo n—oo n—o0

Se {¢,} é uma sequéncia tal que

cn=c¢,Yn € Ly,

entao
lim ¢, = lim c=c¢
n—oo n—oo
Tlustracgao:
e Seja {a,} uma sequéncia dada por a, = —=. Calculando o lim a, temos:
n—oo
1 1
lim a, = lim ——=—-1-lim —=—-1-0=0;
n—00 n—oo M n—oo N,

e Dada {b,} uma sequéncia definida por b, = "T_l, lim b, é dado por:
n—oo

lim b, = lim (”_1)= lim (1—1): lim1— lim < —1-0=1,

n—00 n—00 n n—00 n n—00 n—oo N,

. Ve . ~ . . =4 . 7’
e De maneira andloga seja {c,} uma sequéncia definida por ¢, = =, lim ¢, é dado
n—oo
por:
1

1
lim ¢, = lim—2:5- Ilm — - lim —=5-0-0=0.

Como mostrado no inicio deste capitulo as sequéncias sao fungdes com dominio Z,, de
modo que o conhecimento de alguns comandos de fungoes no GeoGebra possibilita tra-
balhar com o conceito de sequéncia. Neste caso podemos construir uma sequéncia de

nimeros simples ou podemos optar por sequécias mais complexas envolvendo infinito.



8 Limite de uma Funcao

Definicao: Seja f : I — R uma fun¢ao definida em um intervalo aberto contendo um

ponto a, exceto possivelmente em a. Se L é um numero real, diz-se que o limite de f(x),

quando x tende a a é L e escrevemos

lim f(z) = L.

T—ra

Se, para todo niimero € > 0 existir um 0 > 0 tal que para todos os valores de x satisfazendo

a
O0<|z—al]<$§

tem-se
|f(x) — L| <e.

Como ilustragao da definicao acima observe o seguinte gréfico:

v A

Lte prrmm e —————-

L-€

Figura 11: criada no GeoGebra pelo autor.

Existe um comando no GeoGebra para podermos trabalhar limites, este comando de

mesmo nome nos oferece o limite de qualquer fungao (se existir)

8.1 Propriedades do limite de uma fungdo

Sejam L, M, ¢, k nimeros reais e suponha que lim f(z) = L e lim g(x) = M. Entao:
Tr—cC r—cC
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1. Limite da fungao constante é igual a propria constante:

limk = k;

Tr—cC

2. Limite de uma constante multiplicando uma funcao é a constante multiplicando o
limite da fungao:
lim[k - f(x)] = k- lim f(z) = k- L;

Tr—C Tr—cC

3. Limite da soma (diferenca) de duas fungoes é a soma (diferenga) de seus limites:
limf(z) + g(x)] = lim (x) + lim g(a)] = L + M

lim[f(z) — g(2)] = lim f(x) — lim g(x)] = L — M;
Tr—cC

r—cC Tr—cC

4. Limite do produto de duas funcoes é o produto de seus limites:

lim|f(2) - g(x)] = lim f(z) - lim g(x) = L M:

Tr—rC r—c

5. Limite do quociente de duas fungoes é o quociente de seus limites, desde que o limite

do denominador seja diferente de zero:

_ x—=cC

voeg(e)  limg(e) M’

6. Dados r e s inteiros sem fatores comuns, e s # 0 entao o limite de uma poténcia
racional de uma funcao é a poténcia do limite da fungao desde que esse limite seja

um ndmero real (se s é par pressupomos que L > 0):

z

lim[f(2)]5 = [lim f(x)] P =I5,

r—cC r—C

Exemplo: Para cada fungao dada abaixo, calcule o seu limite, quando x — 2:

a) Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = 3z + 4;

x+1

2r — 2’

Seja h : R — R uma fungao definida por h(x) = V2?3 + 222 — 3z + 2;

V222 + 37 +2
6—4r

b) Seja g : R — R uma funcao definida por g(x)

)
)
)
)

C

d) Seja p: R — R uma funcao definida por p(x) =
Solugao

a) lim 3z +4) = lim 3z + lim4 = 3limx + lim 4 = 3(2) + 4 = 10;
T—2 T—2 r—2 r—2 r—2

w41 mesl o g 3

b) lim = = = = =

©—2 20 — 2 111%23:—2 212)—2 2
T—

c) 111112\/:r3 +222 — 3z +2= [lim(z3 4+ 222 — 30+ 2) = /23 +2(22) — 3(2) + 2 =
z—

T—2
12;
3 2
&) lm V2T 135+ 2 lim (227 + 3z + 2) _22) 4342 _
=2 6—4r lim (6 — 4x) o 6-4(2) 7

r—2
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8.2 Limites laterais

Dizemos que uma funcéo f : (a,b) — R tem um limite lateral a direita de a, L,
quando para todo € > 0 existir § > 0, tal que 0 < x —a < § implica em |f(x) — L| < e.
Notacao:

lim f(x)= L.

z—at
Uma funcao f(x) definida em um intervalo aberto (a,b) tem um limite lateral a
esquerda de b, L, quando para todo € > 0 existir 4 > 0, tal que —) < x — a < 0 implica
em |f(z) — L| <e.
Notacao:
lim f(z)=L.

z—b~

8.2.1 Limites que envolvem infinito

Dizemos que uma fungao f : (a,+00) — R possui um limite L, quando z cresce
indefinidamente, se para cada € > 0 existir M > 0 tal que para z > M entao | f(z)—L| < e,
€ escrevemos:

lim f(z)= L.

r—r—+00

T+ 2

Tlustragao: Seja f : (0,+00) — R uma funcao tal que f(x) = , para todo = €
(0,00). Note que, intuitivamente, quando z cresce o valor de f(x) se aproxima de 1,

conforme tabela abaixo:

z |1] 5 | 10 | 100 | 1000 | 10000
f(x) |3 L4 1,2[1,02]1,002][1,0002

Analogamente, dada uma funcao f : (—o0,0) — R, dizemos que f(x) possui um limite
L, quando x decresce indefinidamente, se para cada ¢ > 0 existir M < 0 tal que para
x < M entdo |f(z) — L| < €, e definimos:

Lo e =L
~ : ~ T+ 2
Tlustragao: Scja f : (—o0,0) — R uma funcao tal que f(z) = —— para todo

r € (—00,0). Note que, intuitivamente, quando x decresce o valor de f(z) também

se aproxima de 1, conforme tabela abaixo:

x [-1]-5|-10| —=100 | —1000 | —10000
flz) | =1[0,6 0,81 0,98 [ 0,998 | 0,9998

Exemplo: Para cada funcao dada abaixo, calcule o seu limite quando x — +o0:
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1

a) Seja f: R — R uma fungao definida por f(z) = e
1
b) Seja g : R — R uma funcao definida por g(z) =3 + —;
x

3v2.
2 Y

¢) Seja h: R — R uma fungdo definida por h(z) =

422 + 5z — 2

d) Sejap:R—R funcao definid =

) Seja p uma fungao definida por p(z) R

5 6

e) Sejat: R — R uma fungao definida por t(x) = 3 :1:3+ 5
x _

Solucgao:
a) lim ! =0;
T—+o0

1 1
b) lim <3+—): lim 34 lim —=340=3;

r—+o00 x r—+o00 r—too I
2 11 1
¢) lim iz lim 3v2== = hm 3v2. lim —. hm ——3\/_ 0-0=0;
T—+o0o ;I;Q T—Fo00 €T X r—+o00 r—+oo I z—Foco I

Quando o limite for de uma func¢ao racional, divida o numerador e o denomi-

nador pela maior poténcia de z que aparecer no denominador:

. AP 45 —2 o4+ 44040 4
d) lim ————— = lim “3"’3 = =-;
x—+o00 5224+ 3 x—+o0 5+l—2 54+0 5
5z + 6 o Z+% 040
¢) lim lim £——3 = = 0.
x—>:|:003$3—2 xr—r+oo 3_.27_3 3—0

Observamos que em alguns limites, conforme x se aproxima de um determinado a real, o
valor de f(x) cresce (ou decresce) tomando valores cada vez maiores. Quando isso ocorre

usamos a notagdo lim f(x) = +oo.
r—a

Definicao: Seja f : I — R uma funcao, onde I é um intervalo aberto da reta real,
contendo a. Dizemos que o valor de f(x) cresce indefinidadamente, quando x tende a a,
se para todo nimero real P > 0 existe § > 0 tal que para qualquer z, 0 < |z —a| < §
entdo, f(xr) > P e denotamos da seguinte forma:

qlplir(llf(l‘) = 0.

Por outro lado, dizemos que o valor de f(z) decresce indefinidadamente, quando x
tende a a, se para todo nimero real P < 0 existe § > 0 tal que para qualquer z, 0 <
|z —a| < 0 entdo, f(z) < P e escrevemos:

lim f(z) = —o0.

r—a
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1
Tlustagao: Note que para f(x) = — conforme x tende a 0 pela direita, o valor de f(x)
T

. : ) 1 :
cresce indefinidamente. Desta maneira lim — = oco. Na tabela logo a seguir, tem-se al-
z—0T X

guns valores relacionados:

x 10,1(0,01]0,001{0,0001 | 0,00001 [ 0,000001
f(z) | 10 | 100 [ 1000 | 10000 | 100000 | 100000000

Da mesma maneira para, a mesma funcao, se fizermos z tender a 0 pela esquerda, o

valor de f(x) decresce indefinidamente, ou seja, lim — = —oo. A tabela abaixo relaciona
z—0— T

alguns dos valores de x com os respectivos valores de f(z).

T -0,1{ -0,01 | —-0,001 { —0,0001 [ —0,00001 | —0,000001
f(z) | =10 | —100 | —1000 | —10000 [ —100000 | —100000000

Considere, agora, o caso em que () = 1—12, para o qual

|
lim — = 0.
z—0 2

Exemplo: Para cada caso abaixo mostre se o limite de cada funcao é +o00 ou —oc:

1
a) Seja f: R — R uma funcao definida por f(z) = Tt 2)2;
-3
b) Seja g : R — R uma fungao definida por g(z) = (; — 4);
¢) Seja h: R — R uma fungao definida por h(z) = (5:5)3
Solugao:
] 1
a) Mmooy = oo
rx—3 r—3
b) lim ——— = li = —o0;
) et (22 — 4) et (x—2)(x+2) 00;
_ —(r — —1
¢) lim —3 S im —(m 3) = lim ——— = —oc.

r—3 (aj — 3)3 z—3 (I‘ — 3)3 r—3 (LC — 3)2

Fazendo uso dos comandos limitesuperior e limiteinferior limite a direita e a es-
querda respectivamente no GeoGebra, podemos perceber graficamente se o limite de de-

terminadas fungoes existem ou nao.
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8.2.2 Limites envolvendo o infinito ( 1121 (x) = £00)
T—>00

Existem ainda limites em que, conforme x cresce ou decrece sem proporgoes, o valor

de f(x) cresce ou decresce da mesma maneira.

Definigao: Seja f : (a,+00) — R uma funcao. Dizemos que, quado z cresce ilimitada-
mente f(z) também cresce ilimitadamente se para qualquer B > 0 3 P > 0 tal que se
x > P implica em f(z) > B, e denotamos:

lim f(z)= +o0.

T—+00

De maneira andloga, segue que

lim f(x)=—o0, lim f(zr)=—-00, lim f(x)=+o0.

T—>—00 r——+00 T——00

Tlustragao: Considere a funcao dada pela equacao f(z) = z%. Note que quanto mais o

valor de x cresce f(z) acompanha esse crescimento ilimitado; ou seja, lim 2% = oo.

T—00
A tabela abaixo ilustra alguns valores relacionados:

[ = [1]5 | 10] 100 1000 10000
| f(z) [1]25]100 | 10000 | 1000000 | 100000000

Tlustragao: Agora veja que para mesma fungdo quando z decresce ilimitadamente, f(x)

cresce ilimitadamente. Em outras palavras,

Alguns valores estao ilustrados na tabela abaixo:

x |—-1[-5]-10] —100 | —1000 —10000
f(z) [ 1 | 25| 100 | 10000 | 1000000 [ 100000000

Exemplo: Para cada funcao abaixo, ache seu limite:

a) Seja f : R — R uma funcao definida por f(z) = (42 — 7z + 3), quando x
tende a oo;

b) Seja g : R — R uma funcao definida por g(z) = (—32%+ 22% — 52+ 3), quando
x tende a oo;

c¢) Seja h: R — R uma fungao definida por h(x) = (523 — 422 — 3x + 2), quando
x tende a —oo;

d) Seja p : R — R uma funcao definida por p(z) = (32* — 723 + 22% — 5x — 4),

quando x tende a —oc.
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Solucao
a) xl_i}riloo(4x2 — Tz + 3) = +o0;
b) 1_1}21 (=323 4 222 — bz + 3) = —o0;
c) lim (52° —42% — 32 +2) = —oc;
T——00
d) lim (3z* — 72® + 222 — bz — 4) = +o0.
T——00

36

Com o comando limite, no GeoGebra, podemos verificar se determinadas fungoes pos-

suem ou nao limite, e ainda podemos observar graficamente se esses limites existem ou

nao. Limites infinitos também podem ser abordados neste comando.



9 Derivacao

Definicao: Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo aberto da reta real, I,

contendo xy. Chamamos de derivada de f, no ponto zg, o limite:

i L@ = (a0)
Tr—xT0 xr — 1‘0
caso exista. O limite acima pode ser reescrito da forma:
B) —
lim f(@o +h) — f(xo)

h—0 h '

em que h = x — xy.

Geometricamente, a derivada de uma funcao f qualquer é igual ao coeficiente angular
da reta tangente ao grafico de f no ponto xy, ou seja, se y = mx + b é a equacao da reta
tangente ao grafico de f, no ponto x, entao:

m — Lim f(1’0+h)—f($o)_
h—0 h

Esta afirmacao é um resultado que podemos abordar no GeoGebra, com o uso de

alguns comandos podemos perceber mais facilmente a relacao derivada e reta tangente.

9.1 A funcdo Derivada.

Segundo a definicao de derivada posta acima, podemos definir uma func¢ao derivada

como sendo uma f’ : I — R que associa, a cada xy em I, a derivada f no ponto .

Geralmente para definir a derivada de f usam-se as notagoes I além de f'(z).
x

Exemplo: Para cada funcao abaixo determine sua derivada:

a) f:R — R uma fun¢ao definida por f(z) = 2x + 1;
—1
b) ¢ : R — R uma funcao definida por g(z) = z —

¢) h:R — R uma fungao definida por h(z) = (x — 3)°.

Solucao:

a)

flx+h)— f(x) 2(x+h)+1—(2x+1):>

/ e / 1
Fo=m=— 7/=n h
2 +2h+1-2x—1 2h

/ _ / — 1 ! — 9.

fiw) = lim - = filz) =lim—== f(z) =2

A ilustracao logo a seguir mostra o grafico de f (em azul) e f’ (em vermelho)
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f(x)=2x+1
f'(x)=2

v

Figura 12:criada no GeoGebra pelo autor

b)
(z+h)—1 (z—1)
/ 1 g(x-i_h)_g(x) / T z+h =z
g'(x) = lim - = ¢(x) = lim - -
(2?2 +hz—z)—(2? —x+hx—h) h
/ T (z+h)x ’ (w+h)z
g(:r:)—}lg% A :>g(x)—’ll1ir(1) — =
1
/ =i / - .
J(0) = m = = () =

A ilustragao abaixo mostra o gréfico de g (em azul) e ¢’ (em vermelho)

2
4 ) 0 2 4
g(x)= (x-1)/x
g'(x)=1/x*
-2
Figura 13: criada no GeoGebra pelo autor
c)
h(z +h) —h h) — 32 — (z — 3)?
h'(z) = lim (x4 h) = h) = h/(z) = lim le+th) -3 - (=3 =

h—0 h h—0 h

38
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(x + h)? — 62 —6h+9 — (22 — 62+ 9) N

’ BT
W) = Jim, h
2uh + h? —
h'(x) = lim h i h Gh:>h'(x):lim2:r+h—6$h'(x):2:r—6.
h—0 h h—0

A ilustragao abaixo mostra o gréfico de h (em azul) e A’ (em vermelho)

<N

2 - h(x)= (x-3)?
h '(x)= 2x-6

v

Figura 14: criada no GeoGebra pelo autor

E importante lembrar que as fungdes derivaveis (diferencidveis) sdo continuas no ponto

xg, conforme o teorema abaixo.

Teorema: Seja uma funcao f : I — Re xg € I. Se f é diferenciavel em zq, entao f é
continua em xg.

Demontracao:
flx) — flz
Flo) — flan) = L) o,
T — X
Aplicando o limite na dltima equacao acima, obtemos

lim (f(z) — f(x0)) = lim [@) = J@o) (z —x0) = f(z)-0=0.

r—x0 r—x0 T — ,]ZO T—x0
Entao:
lim f(z) = f(z0);

T—T0

logo f é continua em x.

Observacao: E importante saber que a reciproca desse teorema nao é verdadeira, ou
seja, continuidade nao implica em diferenciabilidade. Por exemplo, a funcao f : R — R;

f(z) = |z| é continua em x = 0 mas ndo tem derivada no ponto (0,0).
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Vejamos algumas regras que nos permitem derivar uma funcao sem que tenhamos que

recorrer a definicao:

1. Derivada da fungao constate f(x) = ¢
& d
dv  dx
Exemplo: Seja f: R — R uma fungao definida por f(x) = 5, entao:
d

—(5) = 0.

—c=0;

2. Derivadas de fungao poténcia ou potenciagao, dadon € Z e f(x) = a2

-1

—a" =nz"
dx
Exemplo: Scja f : R — R uma fun¢io definida por f(z) = 22, entdo:
d
%(:ﬁ) = 2z.
3. Derivada da multiplicacao por constate
df
(Cf ) = C_x
Exemplo: Seja ¢ é uma constante e f : R — R uma funcao definida por f(x) = 322,
entao: p
- —(32%) = (3)2z = 6u;

4. Derivada da soma e da diferenca é a soma e a diferenca respectivamente das deri-
vadas, se f e g sao fugoes derivaveis temos:

d d d d d

(40 = (b ala) e (]~ g) = ()~ (o)

x
Exemplol: Seja f: R — R uma fungao deﬁmda por f(z) =32> ¢ g : R = R
uma fungao definida por g(x) = bz, entao:

d _d N d a2
dw(f+g)—d$(3:c)+dw(5a:)—9x + 5.

Exemplo2: Seja f : R — R uma funcio definida por f(z) = 2 e g : R — R uma
funcao definida por g(:c) = x, entao:

S (f —g) = (o) — (@) = 42— 1

5. Derivada do produto de funcgoes, seja f e g fungoes derivaveis temos que

< (Fg) = T3=(g) + 9= (£

Exemplo: Seja f: R — R uma fun¢io definida por f(z) = (z2+1),e ¢g:R—R
uma funcao definida por g(x) = (23 + 2), entao:

d%(fg) = (" +1)(32%) + (¢* + 2)(22) = d%(fg) = 5zt 4 327 + 4.
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6. Derivada do quociente de fungoes, seja f e g fungoes derivaveis temos que

4 (i) g () = fE(9)
dx g o g2 ’

Exemplo: Seja f : R — R uma fun¢io definida por f(z) = (22 +1),e ¢:R—R

uma fungao definida por g(x) = (x), entao:

d (i) (2)(20) = (2 + 1)(1) _ d <f> -1

Eg_ x? @3_332

Vejamos as derivadas de outras funcoes importantes na matematica.

7. Derivada da fungao exponencial f(z) = e”

d

) = e

8. Derivada da funcao logaritmo natural f(z) = In(u)
d 1 du
Ir nu) = wdr

9. Derivada de funcao trigonométrica f(x) = sinx

—sinx = cos ;

dz
10. Derivada de funcdo trigonométrica f(x) = cosx
d cOS s1
— cosx = —sin x;
dz

11. Derivada de funcao trigonométrica f(z) = tanx

— tan x = sec’ xT;

dx

12. Derivada de fungao trigonométrica f(x) = cotx
— cotx = —csc?x;
dx ’

13. Derivada de funcao trigonométrica f(zr) = secz

— secx = secx - tan T

dx
14. Derivada de funcao trigonométrica f(z) = cscz
d
— CSCXT = —Cscx - cot .
dx

As regras de derivagao vistas até agora nos dao a possibilidade derivar grande parte
das fungoes existentes (desde que elas sejam derivdveis), mas nos daria muito trabalho
derivar por exemplo f(z) = (42?+1)? usando as regras ou a definigao; o mesmo ocorrendo
para fungoes compostas como y = sin(2? + 1). E pensando nesta dificuldade que fazemos

uso da regra da cadeia para estes tipos de funcoes.



CAPITULO 9. DERIVACAO 42

9.2 Regra da Cadeia

Seja f(u) uma fungao derivével no ponto u = g(z) e g(x) uma fungao derivéavel em =.

Entao a fungao composta (f o g)(x) = f(g(x)) é derivavel em z e:

(fog)(z) = f(g(x))-d'(x);
ou ainda, podemos escrever em outra notacao, de tal forma que, se y = f(u) e u = g(x),
entao:
Desta forma, agora podemos calcular a derivada dos dois casos citados anteriomente,

entre outros:

Exemplo: Scja f : R — R uma funcao definida por f(z) = (422 + 1)?. Fazendo
f(z) =y obtemos y = u* e u = 42> + 1, de onde

dy dy du _dy dy 2 2

2o L Y oy 8= 2 = 2(4a? 4 1) - 82 = 16(4a® + 1).

o T o= o = 2u 8= (4z° + 1) - 8x z(dx® + 1)

A ilustracdo abaixo mostra o grafico de f (em azul) e f* (em vermelho)

f(x)= (4x2+1)?
f'(x)= 16x(4x%+1)

v

Figura 15: criada no GeoGebra pelo autor

Exemplo: Seja f : R — R uma fungao definida por f(z) = sin(z? + 1). Fazendo
f(z) =y obtemos y = sinu ¢ u = 2% + 1

dy _dy du_ dy

_ dy ) B ,
Tr  du dm:>dx—cosu-2x:>dm—cos(x + 1) - 22 = 2z cos(xz” + 1).

A ilustracio logo a seguir mostra o grafico de f (em azul) e f* (em vermelho)
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f(x)= sen(x*+1) Tf'(x)= 2xcos(x?+1)

|

Figura 16: criada no GeoGebra pelo autor

Existem fungoes onde nao basta usar a regra da cadeia apenas uma vez mas sim duas ou

mais vezes. Chamamos isso de regra da cadeia de varios elos:

Exemplo: Seja f: R — R uma funcao definida por f(z) = (tan(2z + 2))? =y =u? e
u=tanvev=2x+2

dy _dy dudv  dy dy

— — 2u-sec?v- - _ . 9 2
dr  du dv do  dz 2u-sec” v-2 = dr 2tan(224-2)-sec”(2242)-2 = 4 tan(2w+2)-sec”(20+2).
A ilustracdo abaixo mostra o grafico de f (em azul) e f* (em vermelho)

4

~
—
W

f(x)=(tg(2x+2))?
f'(x)=4tg(2x+2)sec?(2x+2)

Figura 17: criada no GeoGebra pelo autor
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Exemplo: Seja f : R — R uma funcao definida por f(z) = [cot(3 — tan 2z)]* = y = u*
eu=cotvev=3—tant et =2x

% = 3u*- (= csc?v) - (—sec’ )2 = ;l_y = 6-cot?*(3—tan 2x)- (— csc?(3 —tan 2x) - (— sec® x).
T T

A ilustracdo abaixo mostra o grafico de f (em azul) e f (em marrom)

f(x)={cot[3-tg(2x)]}?

f '(x)={6cot?[3-tg(2x)]{-cossc?[3-tg(2x)]}[-sec(x)]?

FigU_I‘a 18: criada no GeoGebra pelo autor

Podemos derivar fungoes de varios tipos e maneiras, escolhendo a derivada primeira,
segunda, etc, sempre observando se desejado seus graficos antes e depois da derivagao,

podendo assim observar que funoes quadraticas se transfomam em funcgoes do 1 grau.



Consideracoes Finais

Ter trabalhado com o assunto tratado neste TCC foi uma experiéncia interessante,
pois foram os conteiudos entre outros que gostei bastante de trabalhar durante a gra-
duacao. Isso acabou contribuindo muito com o meu amadurecimento e enrriquecimento
com relagao aos estudos do céalculo matematico, principalmente em relagao as funcoes,
sequéncias, limites e derivadas, e entre outros conteidos da graduacao. No decorrer da
elaboracao deste trabalho acabei aprofundando os conceitos tratados. O interesse de
aplicar o GeoGebra ao contetido por mim abordado se deve a busca de novos meios que
facilitem o ensino de matemaética, meios estes oferecidos pelo software.

Desta forma, finalizo este trabalho com a sensagao de que cumpri meu papel na uni-
versidade, com a certeza de que sempre busquei adiquirir o conhecimento matematico

aplicado pelos professores.
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