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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é apresentar de forma clara e completa a demonstra-
¢do do Teorema de Lagrange. Para isso organizou-se esse trabalho em 3 capitulos fun-
damentais. O primeiro contendo teoremas e resultados matematicos, necessarios para a
compreensao da demonstracao do teorema principal, o segundo apresentando a decom-
posicdo dos inteiros ndo negativos como soma de dois quadrados e o Gltimo explicitando
o Teorema de Lagrange propriamente dito.

Palavras-chave: Numeros inteiros. Teorema de Lagrange. Decomposicdo em som de
dois quadrados.



ABSTRACT

The main objective of this paper is to present a clear and complete statement of the the-
orem of Lagrange. That was organized for this work in three key chapters. The first con-
taining theorems and mathematical results needed to understand the statement of main
theorem, the second presenting the decomposition of non-negative integers as sum of
two squares and the latter explaining the Lagrange theorem itself.

Keywords: integer, Theorem of Lagrange Decomposition sound of two squares.



SUMARIO

INTRODUGAOQ ....cevueemueerssseessseessssesssessssssssssesssssssssssssssssssessssssssssssssesssssssasessssessssssssasesssssssssssssasees 11
CAPITULO Lvoueruurresseessssesssssssssesssssssssssssssssssssssssesssssesssssssssesssssssssesssssessssessasesssssessssssasesssssesssssssasess 12
PRE-REQUISITOS.......coouuietsussssusssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasasssassssssssssssssesssssssssssnssssasssssassssssanes 12
1 ALGORITMO DA DIVISAQ .....cocrmemressmsesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasns 12
1.1 MDC E MMC...verureemueesssseesssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasessassssssssssasesssssssssssssasssssssssssssssssess 13
1.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA ...ocovmeerrmeersmssssssssssssssssssssssssssssssssess 15
1.3 CONGRUENCIA ......oceverurrereeemssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasesssssssssssssasessssssssssssssess 17
1.4 RESIDUOS QUADRATICOS ...courumrersmmsssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 20
1.5 FRAGOES DE FAREY ......coeseumimsmrsnesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssstsssssssssssssssssssssssess 33
CAPITULO IL..uctuurrerueessssessssssssessssssssssssssssssssssssresssssssssssssssesssssssssesssssesssssssasesssssesssssssasesssssssssssssaess 37
2 DECOMPOSICAO EM DOIS QUADRADOS ......ocuremmmmersmessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 37
CAPITULO IIL...ouucevereenueesssnssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssesssssssssssssssssssssssasessasessssssssasessasssssssssseness 46
3 DECOMPOSICAO EM QUATRO QUADRADOS......cosmmersmmmsmmsssmsssrssssssssssssssssssssssssssssssssess 46
3.1 TEOREMA DE LAGRANGE: ........esserumemsesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssases 52
4 CONSIDERAGOES FINAIS ....covmmermmemmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssesss 54

5 BIBLIOGRAFIA ....cioiiimsesmssssssssssssssssssssssssssssssssssssss e ssssass s ss s ssasss s s assss s sassssnsas s 55



11

INTRODUCAO

Através dos séculos, ilustres matematicos como Pitagoras, Euclides, Gauss, Cau-
chy entre outros, descobriram férmulas, resolveram problemas insolucionaveis pra suas
épocas e demonstraram diversos e belissimos teoremas, os quais perduram e se aplicam
desde a antiguidade até a sociedade hodierna.

O presente trabalho é uma exposicdo sistematica de um desses tdo importantes
resultados o qual é conhecido como o famoso TEOREMA DE LAGRANGE que afirma ser
possivel escrever qualquer niimero inteiro ndo negativo como soma de quatro quadra-
dos de inteiros. Este famoso resultado foi conjeturado pela primeira vez por Diofanto,
um dos primeiros matematicos gregos. Fermat, embora tenha tentado provar tal resul-
tado, ndo obteve éxito, conseguindo apenas provar o teorema dos dois quadrados. Mais
tarde, Euler aproveitando o resultado obtido por Fermat acrescentou resultados subs-
tanciais sobre o problema e, finalmente, em 1770, Lagrange deu a primeira demonstra-
¢do completa do teorema, tendo como base o trabalho desenvolvido por Euler.

A exposicdo a seguir esta organizada em trés momentos. O capitulo inicial con-
centra todas as ferramentas matematicas que serdo utilizadas na demonstragao dos re-
sultados dos demais capitulos. O segundo momento consiste na representacdo de um
inteiro como soma de dois quadrados. O terceiro e Gltimo capitulo explicita o mais im-
portante resultado desse trabalho, o Teorema de Lagrange, o qual estd enunciado e de-

monstrado de maneira clara e completa.



12

CAPITULO I

PRE-REQUISITOS

Este capitulo constitui-se de uma revisdo de alguns algoritmos e resultados fun-
damentais que serdo Uteis para a compreensdo o qual é o objeto central de estudo desse

trabalho.
1 ALGORITMO DA DIVISAO

TEOREMA 1.1. Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um tnico par de inteiros q e r tais

que
a=bqg+r,como0<r<b(r=0< bla)

(q é fechado de quociente r de resto da divisdo de a por b).

Demonstracdo. Pelo Teorema de Eudoéxius, temos a garantia que se a, b sdo nimeros
inteiros, onde b # 0, entdo ou a é divisor de b ou se encontra entre dois multiplos de b,

ou seja,
gh<a< (qg+ 1)b
Segue deste teorema que
0<a—qgb<b

Dessa forma, se definirmos r = a — gb, fica garantida a existéncia de q e r. Obser-
ve que a = gb + r. Resta agora provar a unicidade de r e q.
Suponha que exista r; # r e q; # q que satisfaca a = g;b+ r; com 0 <ry < b.

Comoa=qgb+rea= q.b+ ry,entdo
gb+r=qib+n
gb—q.b=n-r
(q—qi)b=r,—r = b|(r,—71) (bdivide (r; — 1))



13

Mas comr; < ber < bsegueque |r; —r| < b e, portanto como b|(r; — ), devemos ter

r, —1 = 0,0 que implicar = ry. Entdo

b(q — q1) = 0, mas como b # 0, entdo

-0 =9 = q=0q u

1.1 MDCE MMC

Defini¢do 1.2. Sejam a e b dois numeros inteiros, b é dito um divisor de a ou a um mul-
tiplo de b, se o resto da divisdo euclidiana de a por b for zero, ou seja, se existir um intei-

ro g tal que a = q - b. Diremos também que a é multiplo de b.

Observacao: Temos 1|a, b|0 e al|a,V a, b € z. Além disso, se b|a, entdo |b| < |al.

Definicdo 1.3. O maior divisor comum entre a e b é um inteiro positivo d, denotado por
d = mdc (a, b) tal que

a)d|a e d|b, ou seja, d é um divisor comum de a e b;

b) Se existe D tal que D|a e D| b, entdo D|d, ou seja, se D for um outro divisor co-
mum de a e b, entdo D também ¢é divisor de d.

Além disso, diremos que a e b sdo primos entre si se mdc (a, b) = 1.

TEOREMA 1.4. O mdc de dois inteiros a e b sempre existe e é Gnico.

d, e (a,b) = d,. Decorre imediatamente da
d,.

Prova da Unicidade. Suponha que (a, b)

definicdo que d,|d, e d,|d;, e, portanto d;

Prova da Existéncia. Provemos inicialmente 2 lemas:
Lema 1.5. Dado um inteiro a, mdc (a, 0) existe e vale a.
Vimos que a|0 e a|a, entdo a é um divisor comum de a e 0. Agora, qualquer outro divisor

comum de a e de zero, divide arbitrariamente o nimero a. Portanto, a mdc, (a, 0).

Lema 1.6. Seja r o resto da divisdo euclidiana de a por b. Se mdc (b, r) existir, entdo

existe também mdc (a, b) e os dois sdo iguais.

Prova. Observe
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(b,r)=d = d|bed|r,
mas se d|b = d|gb, pois gb é multiplo de b e como d|gb e d|r, segue que
dl(gb+ r) = d|a,poisa= (gb+ r).
Por outro lado, seja D um divisor comum de a e b, entao,
D|gbeD|r = gb —a.

Dessa forma, D é divisor comum de b e r e, portanto, D|d. Assim d = mdc (a, b).

Conclusao da demonstracao: Ja demonstramos no Lema 1 o caso b = 0, portanto, po-

demos supor que b # 0 e fazer a divisao euclidiana de a por b:
a=qib+r,.

Observe que pelo Lema 1, se r, = 0, temos mdc (b,73) = b e pelo Lema 2,
mdc (a, b) = mdc (b, 1) = b.
Ser, # 0, fazemos uma segunda divisdo euclidiana, agora com r; = b dividido

porr,
n=q;r+r;

Observe

Seja D um divisor comum de a e b, D|a, D|b e D|gb = D|qb —a = D|r, pois
r=qgb—aecomoD|beD|r = D|d,pois d é o maior mdc (b, r).

Continuamos assim por diante esta “descida”, enquanto o resto for diferente de
Zero:
k — ésimo passo fazemos a divisdo euclidiana de r;, — 1 por 1y, o resto dela sendo deno-

tado por 1y4;4.

Tk—1 = Qe Tkt Tk+1

Sera que esse processo ndo tem fim? A resposta decorre do resto da divisdo eu-
clidiana, ele é sempre estritamente menor que o divisor. Assim na 12 divisdo 7, < b, no
22 13 < 1. Na k — ésima divisdo, temos 141 < 1. Temos entdo uma sequéncia de intei-

ros estritamente decrescente:

b=1r>1> >0 > Ty > -
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Portanto em um numero finito de n passos, chegaremos a um resto 7,,,; igual a
Zero.
Agora afirmamos que o mdc de a e b existe e vale 1, ja que 1,4 = 0, temos pelo
Lema 1 que mdc (%, *, 741) = T
Por outro lado, a tltima divisao euclidiana que é
Th-1= Qn T * Thyq,
entdo, pelo Lema 2, mdc (1,1, 7,) = mdc (1, Th41) = T

Continuando assim por diante, chegaremos a conclusao que
mdc (a, b) = mdc (b, 1) =..= mdc(n,, 141) = 1,

Um raciocinio mais rigoroso usa a indugao.
Usando a induc¢do, vamos provar a seguinte afirmagao
“Para todo p, < p <n,omdc de 1,_, € 1y,_p41 €Xiste e vale r;,"
Prova. Ja comprovamos que mdc (7,,7,41) = 1y, entdo vale a afirmagdo parap = 0.

Além disso, da (n — p)-ésima divisdo euclidiana
Tn—p+1) = Tn—p "An-p * Tn—p+1
e do lema 2, decorre que
mdc (rn—(p+1)rrn—p) = mdc (Tn—prrn—p+1)

Portanto se a afirmacdo vale para n, isto é, mdc (rn_p, rn_p+1) = 1, entdo vale pa-
ra p+ 1, ouseja, o mdc (rn_(pﬂ),r_(pﬂ)ﬂ) =Ty
Uma vez que mostramos que a afirmagdo vale para todo p, fazendo p = n dedu-

zimos

mdc(ry, ) = mdc (a,b) = 1, |
1.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

TEOREMA 1.7. Todo inteiro maior que 1 pode ser representado de maneira Unica (a
menos da ordem) como um produto de fatores primos.
Demonstracao.

Existéncia. Todo nimero inteiro n maior que 1 ou é primo ou nao é primo.
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Se n for primo nada hd a demonstrar. Suponha que n ndo seja primo, ou seja, n é
composto. Segue que se n é composto entdo n admite pelo menos um divisor (o qual é
diferente de um (1) e de n).

Sejap; (1 < p; < n) o menor dos divisores positivos de n.

Afirmacdo: p, é primo.

Isso é verdade, pois se p; ndo fosse primo, p; seria composto e neste caso, p; ad-
mitiria divisor d o qual seria menor que p; e, além disso, dividiria n, o que seria um ab-
surdo, pela minimalidade de p;.

Logo,

n=p-m

Se n, for primo acaba a demonstragdo. Caso contrario n; é composto, e neste ca-
so, n, admite divisor d < n; ondel < d < n;. Seja p, o menor dos divisores de n;.
Afirmacdo: p, é primo.

Isso é verdade, pois se nao fosse p,seria composto e admitiria divisor d < p, o
qual dividiria também n,, ferindo assim a minimalidade de p,.

Entdo, temos que
n=p p2'ny
Repetindo esse procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros

positivos ny,n,, ---,n,. Como todos eles sdo inteiros maiores que 1 este procedimento

deve terminar. Ao final obteremos uma decomposicdo de n em fatores primos, assim:

n=pi Pz " Pk
Como os primos na seqiiéncia p;, p,,.. Px, Ndo sdo necessariamente distintos, n

terd em geral a forma:

n=pit-..ppt
Unicidade. Para provarmos a unicidade usaremos indugdo sobre n (22 forma de indu-
¢do).
para n = 2 a afirmacdo é verdadeira, pois, é claro, que a fatoragdo de 2 é a trivial e é Uni-
ca.
Assumimos entdo que a unicidade se verifica para todos os inteiros maiores do
que 1 e menores do que n. Devemos provar que ela é verdadeira para n.

Se n é primo, nada ha para ser provado.
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Vamos supor que n seja composto e que possua duas fatoragdes, isto é:
n=PpyPz2:Ps€N= (1 qz" " qr

Vamos provar que s = r e que cada p; é igual a algum g;.

Temos que p;divide n, entdop;| g1 - g2 * .. " G-

Sabemos que se p é primo e p|ab entdo p|a ou p|b.

Por este fato, segue que p;|q; oup4|qz - ... - G-

Repetindo esse raciocinio concluiremos que p, |q; para algum j. Sem perda de ge-

neralidade, podemos supor que p; |q; € como ambos sdo primos, entdo p; = ¢,

Observe ainda que:

nN=p, P2 «"Ps=q1" 92" " (qy

n
E= P2 Ps= q2" " Qr
entdo, 1< % <n
Assim, pela hipo6tese de indugdo aplicada a plltemos que Py * et Ps = Q" et Gy

E como ja haviamos concluido que p; = g, , entdo, as duas fatoragdes sdo idénticas a

menos da ordem. ]

1.3 CONGRUENCIA

Definicdo 1.8. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a é congruente a b moédulo m (m >

0) se m|(a — b). Denotamos isto por
a = b (mod m).

Sem } (a — b)dizemos que a é incongruente a b médulo m. E denotamos

a £ b(mod m).

Exemplo 1.9. Considere os inteiros 9 e 3. 9 = 3 (mod 2), pois 2 | (9 - 3),isto ¢, 2 | 6.
Exemplo 1.10. Considere os inteiros 9 e - 5.9 =5 (mod 7), pois 7 | (9 — (—5)), isto é,
719+5=7|14.

Exemplo 1.11. Considere os inteiros 7 e 2. 7 # 2(mod 3), pois 3 t (7 - 2).

Proposicao 1.12 Se a e b sdo inteiros, temos que a = b (mod m) se, e somente se, existir

um inteiro k tal que a = b + km.
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Demonstracdo.=|Sea = b (modm)m|(a- b) = (a- b) = km,comk € z, istoé,
a= km+ b.
<| Areciproca € trivial, pois da existéncia de um k satisfazendoa = b + km, temos
km = a— b,ouseja, m|a—b,isto é,a = b(modm)

Em simples palavras estamos dizendo que se a = b(mod m) entdo isso quer dizer
que b é o resto da divisdo euclidiana de a por m.

O proximo Teorema € o de suma importancia no estudo da congruéncia e para o

entendimento das classes de Equivaléncia, as quais veremos mais adiante. ]

TEOREMA 1.13. Dois niimeros inteiros sdo congruentes modulo p se e somente se eles

tém o mesmo resto pela divisdo euclidiana por p.

Prova. =| Escreveremos as divisoes euclidianas de a e b mddulo p:

a=q p+nrn b=qp+n

Ser; = 1y, ao subtrairmos membro a membros as duas equacgdes acima, teremos:

a=b=qp+n —(q+n)
SMptn —qp—n
= (a1 —q2)p

Isso implica que p|(a —b) = a = b (mod p).
=| Reciprocamente se a = b(modp) = p|(a —b) =existe um inteiro x tal que
a— b= px.

Por outro lado temos que a — b = (q; — qz)p + 1, — 1y elogo deduzimos que
px=(q —q2)p+ 1 — 1.

E como p|px, pl(q1 — q2)p = pl|(r1 — ) isso significa que (r; — ) € um mul-
tiplo de p.

Agora, usamos o fatoque0 <71 < pe0 <1, < p,queimplicaque-p< 1, — 1, <

E como r; —r, é miultiplo de p, entdo r; — r,, pois o Unico multiplo de p que é

maior que - p e menor que p é zero. Logor; = ;.
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Esses outros teoremas que apresentaremos asseguram que a relacdo de con-

gruéncia é compativel com a soma e com o produto. ]

TEOREMA 1.14. Se qa, b, c, m sdo inteiros tais que a = b (mod m), entao:
l.a+ c=b+ c(modm)
2.a—c=b—c(modm)

3.a-¢c=b-c(modm)

Demonstracao.
1. Como a = b (mod m), temos a—b = mke, como a—b= (a+ c)—(b+ c), segue
que
a+ c¢c=b+ c(modm).
2. Como = b(mod m), temos a — b = mk. Masa — ¢ = (a — ¢) — (b — ¢), entdo
a—c= b—c(modm).
3. Como a = b(mod m), entdo a — b = mk, entdo
c(a—b)emk = ca—cb = ckm = ca — cb = k'm = m|(ca — cb)
e, portanto,

ac = bc (mod m). [ ]

TEOREMA 1.15. Se a,b,c,dem sdo inteiros tais quea=b(modm) e c

d (mod m), entdo

l.a+ ¢ =b+ d(modm)
2.a—c=b—d(modm)
3.a-c=b-d(modm)

Demonstracao.
1. De a = b(mod m) ec =d (mod m), temos a—b = kym e ¢ —d = k, m. Somando
membro a membro obtemos
a—b+c—d=km=(a+c)—(b+d)=(k;+ k,)m
=(a+c)—(b+d)=k, =m|la+c)—(b+ d) = (a+ c) =(b+ d) (modm)
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2. Dea = b(mod m) e ¢ = d(mod m), temos a — b k; m e c —d = k, m. Se subtrairmos
membro a membro obteremos

(a—c)—(b—-d)=k;m(a—c)—(b—d) = (k; —k;)m =
=(a-c)-(b—-d)=ksm=m|la—c)—(b—d) = (a—c)=(b—d) modm

3. De a = b(mod m) ec =d (mod m), temos a—b = k; mec—d = k, m. Multiplican-
do ambos os lados de a — b = k; m por ¢ e ambos os lados de c — d = k, m por d, obte-
remos:
e ac—bc=kicme
e bc—bd=k,bm
Somando membro a membro essas duas igualdades, teremos:
ac — bc+ bc —db = ac — bd = (ck; + bk, )m = m|(ac — bd) = ac = bd(mod m)

|
1.4 RESIDUOS QUADRATICOS

Defini¢do 1.16. Se a congruéncia

x? = (mod n)
tiver uma solucdo entdo n é dito residuo quadratico médulo m; caso contrario é dito
ndo-residuo quadratico médulo m.

Exemplo: 0, 1, e todos os outros quadrados perfeitos sdo residuos quadraticos médulo

qualquer numero.

Defini¢do 1.17. (O simbolo de Legendre) Sep > 2 e p 4, entdo

(n) _ { 1, sen for residuo quadratico (mod p)

; —1, sen for ndo-residuo quadratico de (mod p)’

mZ

Exemplo: (7) = 1sep > 2ep t; em particular, % =1sep> 2.

TEOREMA 1.18. Sejap > 2.Sen =n’' (mod p) e p 1 n entdo

- ()
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2 =

Prova: Por hipétese, certamente temos p tn’. De x*> =n(modp) segue que x

n’ (mod p), e reciprocamente.

TEOREMA 1.19. Seja p > 2. em cada conjunto reduzido de residuos mod p existem exa-

p-1_, . n . p-1
tamente > numeros n para os qualis ; =1le logo existem exatamente W numeros n

. (N _ . . . p-1 _ . ~
para os quais )" —1. O primeiro conjunto de > numeros sdo representados pelas

2
N . -1
classes as quais pertencem 12,22, ..., (pT) :

Em particular, portanto: dado p > 2 existe um n para o qual

B--

Prova: A congruéncia
x* = n (mod p),

se tiver alguma solugdo, tem pelo menos uma solugdo no intervalo 0 < x < p — 1: mas
pelo teorema 72 ela tem no maximo duas solu¢des neste intervalo, e no caso p 1 n o nt-

mero 0 ndo é uma delas. Como
(p — x)? = (—x)? = x*(mod p),

: ~ . -1 . : :
existe, portanto exatamente uma solugdo no intervalo 1 < x < pT. Assim quaisquer dois

entre os niimeros

2
2 92 p—1>
14,2 ,...,(—2

sdo incongruentes. O teorema foi assim provado. [

TEOREMA 1.20. (O critério de Euler) Sejap > 2 ep { n, entdo

in_l = (g) (mod p)

Observacao: O fato que

p-1

nz = *1(modp).

é para comecar, uma consequéncia do teorema de Fermat; pois de
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Segue que

Prova: O modulo n prova que sera p o tempo todo.

1) Seja

Entao existe um x tal que

Assim, pelo Teorema de Fermat,

Seja
n
B)--
p
A congruéncia
-1
x% —-1=0

. -1 N .. -1 .
tem no maximo pT solugdes, e pelo teorema 1.19, ela tem no minimo pT solucdes, a

saber, os residuos quadraticos em qualquer conjunto reduzido de residuos; assim nao
existem outras solug¢des. Logo, nosso nimero n, sendo um nao-residuo quadratico, satis-

faz a congruéncia

TEOREMA 1.21.Sejap > 2,p tnep { n', entdo

(=)- OF)
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Em palavras: a congruéncia x* =nn’ é solavel se e s6 se as congruéncias
x? = n e x* = n' sdo ambas solaveis ou ambas ndo soltveis. Expresso de outra maneira:
se n e n' sdo ambos residuos quadraticos ou ambos ndo-residuos quadraticos, entdo nn'
€ um residuo quadratico; se um deles é um residuo quadratico e o outro nao-residuo
quadratico entdo o produto é ndo-residuo quadratico. Tudo sob as hipédteses

p>2,ptneptn.

Prova: Pelo teorema 1.20, temos

uma vez que

TEOREMA 1.22. Sejap > 2,r = 2,p t n4, ...,p t n, entao

2= (2)-2)

Prova: Teorema 1.21.

Se p> 2epn entdo o simbolo (%) se divide, pelo teorema 1.22, em simbolos

mais simples de forma (_?1) , (%) e (%), onde g é um primo impar diferente de p. Os teo-

remas principais da teoria de residuos quadraticos apresentados a seguir (teorema 1.23,

1.25 e 1.26) se referem a estas trés situacdes. ]

TEOREMA 1.23. (Chamado o Primeiro Suplemento da Lei de Reciprocidade Quadratica)

-1

(?) = (—1)pT_1, parap > 2,

ou, mais explicitamente,

(—_1) _ { 1, parap =1 (mod 4)
p /)  |—=1, parap = —1 (mod 4)’
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Em palavras: cada divisor primo de x>+ 1é =1 (mod 4), e cada p = 1 (mod 4)

divide x* + 1 para nameros apropriados x.

Prova: Pelo Critério de Euler (teorema 1.20) temos

(%1) - (=1)%% =1 (mod p);

como p > 2, temos a igualdade. ]

TEOREMA 1.24. (chamado o Lema de Gauss) Sejap > 2ep { n. Considere os %1 nu-

meros

e determine seus residuos mod p. Dai obtemos

p—1
2

numeros distintos, que sdo > 0> p. Seja m o namero destes residuos que sdo
p (. p+1 .
> \le,2 — . (m pode ainda ser = 0; por exemplo, sen = 1.)

Afirmamos que

©)- o
p

Exemplo: p = 7,n = 10. Os nimeros 10, 20 e 30 deixam residuos 3,6 e 2, respectiva-
mente. Neste caso m = 1, e logo G) = —1 pelo teorema 1.24. E, de fato, a congruéncia
x% = 3 (mod 7) é soltvel.

Prova: Fixe em p o médulo. [ = p2;1 —m é o niumero de residuos que é < g(i. e.,< ;;2;1)

p

Se [ > 0, denote estes nimeros por ay, .... a; sejam os residuos > > ocorrendo no teore-

ma dados por by, ...+, by, se m > 0. Se multiplicarmos todos os p7—1 residuos (ou seja, to-

dos os ag, b;) obtemos a congruéncia
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=1 t=1 h=1

1%}

Os “complementos” dos nimeros b; (quero dizer, os nimeros p — b;) pertencem
. -1 : . o e . : ,
ao intervalode 1 a pT. Quaisquer dois deles sao distintos, ja que isto vale para os nime-

ros b;. Além disso, cada a, é distinto de p — b;; pois

as=p—b;
resultaria em
-1 -1
xn =p—yn, 1Sx§p—, 1<ySp—,
2 2
xn = —yn, xX=-y, x+y=0,

em contradicdo a

O<x+y<p

Em consequéncia (ja que existem pT_l numeros) os nimeros a; € 0S nimeros
p — b, juntos, sdo os numeros 1, ... ’;:2;1 em alguma ordem (o principio da casa do pombo
- ou dos escaninhos), de modo que
1 l m
p —
(=)= o] Joo-t0
s=1  t=1
l m
=07] Ja] [
s=1  t=1
— -1
=(-1™ <p ) In" 2
p—-1
1=(—-1)"nz2,

e, consequentemente, pelo teorema 1.20,
n -1
(5)=07 =com,

<g) =(—1D™
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TEOREMA 1.25. (chamado o Segundo Suplemento da Lei de Reciprocidade Quadratica)
2 p?-1
(1—) =(-1) s para p> 2;

(8ax1)?-1 - 842+ 2ae (8ax3)?-1 _

. . 8a%?+ 6a + 1 mais explicita-

Ou (observando que

mente:

(E) _ { 1, parap = +1 (mod 8),
p) ~ =1, parap = +3 (mod 8).

Prova: Parap > 2en = 2 o teorema 1.24 fornece

21
8

m= (mod 2),

pois os nimeros

ja sdo eles proprios > 0 e < p, e logo sdo seus préprios residuos; e

p
2< 2h<p

vale sempre

isto &, %—%vezes; sep=8a+ronder=1,350u7entio é 4da—2a=0,4a+ 1—

2a=1,4a+ 2—2al1 =1,4a+ 3 —2a—1 = 0 (mod 2), respectivamente.
Uma prova mais elegante do teorema 85 é apresentada ao longo da prova do proé-

xXimo teorema. [ ]

TEOREMA 1.26. (A Lei da Reciprocidade Quadratica, conjecturada primeiro Por Euler e

provada primeiro por Gauss) Sep > 2 e g > 2 forem primos com p # q entdo

(5)()- o7

-1¢q-1
Em palavras (uma vez que quT

é impar parap = q = 3 (mod 4) e par caso con-
trario), as congruéncias

x* = p (mod q), x? = q (mod p),
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sdo ambas soliveis ou ambas insoliveis a ndo ser que p =q = 3 (mod4); se
p = q = 3 (mod 4) entdo uma é soluvel e a outra insoluvel.

Prova: Por enquanto admitimos g = 2; mas seja g ainda um primo + p.Se 1 <k < Lt

2
entao

kq = qkp + Tk, 1<n<p-1

Onde os nimeros 13, sdo 0s numeros as eb, na prova do teorema 1.24 (com n =

q)-
Nesta formula

(kq>

ar = \—

p

ja sabemos que os numeros as e p — b, exceto pela ordem, sdo 1, 2, ..., pz;l. Se, por brevi-

dade, colocarmos

s=1 t=1
entao
p-1
)
.= a+ b,
k=1
-1
5 p—1p+ 1 ==
p—1= 2 2 . k=a+mp—»b
8 2
k=1

Somando as equagdes resulta em

) p-1 p-1 p-1

L= pY i e+ Dt = P Gk + a+ b,

dai

p—1
2

(q—l)— qx —mp + 2b,
k=1
p 1

(q—l) qu+ m (mod 2).
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1) (Prova alternativa do teorema 1.25.) Seja g = 2. Entdo todo q; = 0, de forma que, por

2 _

P 5 1(q—1)5m(mod2),

e logo, pelo teorema 1.24,
2 Z-
()= Com= 0T

2) Sejaq > 2. Assim, temos,

|’d
N T
[usy

m= qr(mod 2),

=
Il
=

de modo que, pelo teorema 1.24,
p-1 k
G (Cgym = ()BE)

Por simetria temos

p—-1 q-1
2 2
k [ —1g—-1
—q + _P = quT (mod 2)
k=1 p =1 q
De fato acontece mesmo que
p-1 q-1
2 2
kg, N _p—1g-1
=1 p =1 q 2 2

e ndo faremos uso do fato que p e q sdo primos impares distintos, apenas do fato que sdo

numeros impares >1 relativamente primos entre si.

De fato, consideremos os %% nimeros



lp—kq, onde k= 1,...,p—_1- l1=1,.., %=

2 )
(Nao nos interessa saber se sdo distintos: é um exercicio para o leitor).

Nenhum destes nimeros é 0; pois sendo teriamos

Ip=kp, qllp, qll.

29

A quantidade de nimeros positivos entre estes pT_qu_l nimeros é claramente
a-1
2
>
= 1
porque seja
l -1
k<L, 1=k<PS
q 2
-1 w_~ L l
paratodo [ = 1, ...,qT; como ;p nao é um inteiro segue que 1 < k < % tem exatamente

q
l . L 5P -1, :
(?p) ; solucoes, e, além disso, k < 27 = g, k< pT € automaticamente verdade.

A quantidade de nimeros negativos entre estes é

p-1
2

Z"_q
=P

por simetria. Assim esta provado.

Exemplo de aplicagdo a Lei de Reciprocidade: Com esta lei podemos rapidamente

dizer quais primos tem o niimero 3 como residuo quadratico.

De fato, segue a Lei de Reciprocidade parap > 3 que

Q- e

Pelos teoremas 1.18 e 1.23 temos, nesta formula.

1
(B) _ <§> =1, sep=1(mod3)
-1 ’
3 <T>=—1, sep=2—1(mod3),p> 2

além disso,

(_1)%1 _ { 1, sep =1 (mod4)
~ -1, sep=—1(mod4)
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assim
(E) _ { 1, sep = +1(mod 12)
p/ =1, sep=+5(mod 12)’
mas geralmente vemos que par um primo impar fixo g o simbolo (%) tem o mesmo valor

para todos p (desde que existam) pertencendo a mesma classe residual reduzida

mod 4q. De fato, (%) tem, pelo teorema 1.18, o mesmo valor para todos os p impares per-

p-1
tencendo 4 mesma classe residual reduzida mod g(—1) z tem o mesmo valor para to-

dos os p pertencendo a mesma classe residual reduzida mod 4. ]

TEOREMA 1.27.Sejal > 0 e p {n. Entdo o nimero de solugdes é
=n = (mod p!)
tem o seguinte valor:
lparap=2,1=1,
Oparap = 2,l= 2,n=3(mod 4)
2parap = 2,l= 2,n =1(mod 4)
Oparap= 2,1> 2,n % 3 (mod 8)

4parap = 2,l> 2n =1(mod 8)
n
1+ (;)parap> 2.
Prova:

1) x2 = n (mod 2) tem uma raiz x> = 1 (mod 2) se 2 t n.
2) x? = 3 (mod 4) ndo tem raiz.
3) x2 = 1 (mod 4) tem duas raizes x = + 1 (mod 4).

4)Sejap = 2,1> 2,2 {n,en % 1(mod 8). Se
x% =n (mod 2!)
tivesse solugdes entdo x seria impar e teriamos
x*> =n (mod 8),
de modo que
x? £ 1 (mod 8).

Contudo, o quadrado de qualquer nimero impar é = 1 (mod 8).
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5) Seja p=2,1>2 en=1(mod8). Sem perda de generalidade, seja
0 < n < 2% As solugdes devem ser procuradas apenas entre os 2!~ niimeros impares x
satisfazendo 0 < x < 2.

Para cada x assim, certamente temos
x%? = m (mod 2})
param = 1 (mod 8) escolhido apropriadamente no intervalo 0 < m < 2%,
Cada um destes 2!~ nlimeros m ocorre no maximo quatro vezes. Pois de
x? = x2(mod 2Y), 2t x,
segue que
24 (x —x°)(x + x0);
como x e x° sdo impares, de modo que x — x° e x + x° sdo pares, temos

|x—x0 X+ x°

1-2
2 | 2 2
2 ndo divide ambos os fatores X% e Xt -, ja que a soma deles é impar:
assim
2172 |22 oy g2 |2
isto é,

x? = Fxy(mod 2171,

resultando em no maximo quatro valores para x.

Como os 2!™1 = 4.2!3 nimeros x estdo distribuidos entre 2!~3 posic¢des (“esca-
ninhos”) de tal maneira que existem no maximo quatro deles em cada um, segue que
existem exatamente quatro em cada um, e, portanto a posi¢do n dada contém exatamen-
te quatro solugdes.

6) Sejap > 2.

6.1) Seja (%) = —1.]Ja temos que

x% = n(mod p)

é insoluvel, de modo que
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x% = n(mod p?)

¢ certamente insoluvel, e o nimero de solugdes de (28) é

0=1+ (%)

6.2) Seja (%) = 1. Sem perda de generalidade seja 0 < n < pl. As solugdes devem ser

procuradas somente entre os ¢(p') nimeros x no intervalo 0 < x < p! que nao sao di-
visiveis por p.

Para cada x assim certamente temos
2 — l
x* = m(mod p*)

. m\ _ l p-1 1 _1 1 ,
para m apropriado com >) = 1,0 < m < p*-. Cada qual destes P =50 (p’) nu-
meros ocorre no maximo duas vezes. Pois de

x> =x3(modpl), ptxo
segue que
Pl|(x — X ) (x + x0).

X—=Xo sz ~ 7 it 1 . -
e, ja que a soma deles 2x nao é divisivel por p; assim

p ndo divide ambos os fatores >

x% = £ x5 (mod p'™1)
resultando em no maximo dois valores para x.
, T 1 -
Uma vez que os ¢(p' ) nlimeros estdo distribuidos entre ~ @(p") posigdes (“esca-

ninhos”) de tal maneira que existem no maximo dois deles em cada um, segue que exis-
tem exatamente quatro em cada um, e, portanto a posicdo n dada contém exatamente

duas solugdes. Assim o nimero de solucoes é

TEOREMA 1.28. Sejam > 0 e (n,m) = 1. Entdo o nimero de solugdes de
x* =n (mod m)

Tem o seguinte valor
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0se4|m,8 tmen %1 (mod4);
0se 8/men # 1(mod 4)

0 se um primo p > 2 para o qual (g) = —1 divide m.

Caso contrario, se s for o nimero de primos impares distintos p|m entdo o nime-

ro de solugdes é

28 para4 t m,
28*1 para4|m,8 +t m,

28%2 para 8|m.

Prova: Para m = 1 afirmacao é verdadeira (o nimero de solugdes é 1); param> 1 o
numero de solugdes para os varios primos p|m e suas respectivas multiplicidades [ apa-
recendo na decomposi¢do canonica de m é multiplicativo, pelo teorema 71. Os enuncia-
dos entdo seguem. Porque se p = 2 entdo 0 é o nimero de solugdes quando 4|m, a ndo

ser que ou [=2en=1(mod4)oul>2en=1(mod8):; sep>2¢é0 quando

n ;. .
(5) = —1. Caso contrario, a potencia de 2 se houver alguma, fornece o fator de um na

tltima forma se [ = 1; 2sel = 2; e4 sel = 3; e cada primo impar p|m que ocorre for-
necer um fator de 2.
A introducao a seguir do chamado simbolo de Jacobi, uma generalizacdao do de

Legendre, ird entre outras coisas tornar a decomposi¢io prima de |n| desnecessaria para

a analise completa de (%) onde p > 2 e p { n. Em particular as cinco propriedades mais

importantes (Teoremas 1.18, 1.21, 1.23, 1.25 e 1.26) do simbolo de Legendre serdo vali-

das também para o simbolo de Jacobi. |
1.5 FRACOES DE FAREY

Este assunto, que é velho de mais de um século, mostrou-se recentemente ser de
extraordinaria utilidade no desenvolvimento da aritmética. O leitor encontrara suas

aplicacdes principais nas partes quinta e sexta de Vorlesungen Uber Zahlentheorie.
Defini¢cdo 1.29. para um numero fixo n > 0, sejam todas as fracdes reduzidas com de-
nominadores positivos < n, ou seja, todos os racionais

a
X (a,b)=1, 0<b<n,
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arranjadas em rodem crescente; a sequéncia assim obtida é dita a sequéncia de Farey
pertencente a n.

Incidentalmente, existem exatamente Y;;_, ¢(b) fracdes assim em cada intervalo

g < &< g+ 1 (pois para b fixo os valores de a que resultam de g < % < g+ 1 constitu-

em um conjunto de residuos reduzido mod b no intervalo gh < a < gb < +b); como a
sequencia de Farey é afinal transformadora em si prépria por translagdo por 1, nos a
conhecemos completamente se restringirmos simplesmente ao intervalo 0 < ¢ < 1. Isto,
contudo, ndo me importa no momento.

Exemplo: A secao da sequencia Farey petencente a n= 7 que estd no intervalo

0<e<1é

0111121231432534561

1'7°6’5°4’7°3’5°7°2’7°5'3’7°4’5°6’7°1

TEOREMA 1.30 Sejam% e % dois termos sucessivos da sequencia de Farey pertencente

an. Entdo em primeiro lugar temos
b+b =>n+1,
e, além disso, temos
ba' —ab' = +1 dependendo se % = Z—:.

Prova: por simetria podemos supor

A
| |

ol
=2

Entdo podemos determinar os nameros x e y correspondendo a a e a b para os

quais
bx—ay=1 n—-b<y<n,

pois temos (b,—a) = 1e b > 0, de modo que existe um niimero y no conjunto completo
de residuos mod b indicando acima e entdo um x apropriado correspondente a y. Entdo

temos

1
+ —>

by

S| Q
S| Q

y>0, (xy)=1,

< IR
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Se puder mostrar que

Q

<R
=

entdo terei provado. Porque entio
b'x=a'y, ylb', b'ly,
b'=vy, a =x,

e, portanto, temos,

Suponha que

~ ar , . . . . a X 7 N A .
Entdo, como - € vizinha da direita de , € como = também pertence a sequéncia de Farey

porque (x,y) = 1e0 < y <mn, seria que

!

X a
y b

de modo que na férmula

x a xb'—yad
y b yb'

al a ’
Da mesma forma (COmO o > 3) teriamos

a’ a_ba’—ab’> 1
b b bb’ ~ bb’

somando e usando o fato que b’ < n obteriamos

1 bx—ay x a_1 1 b+y n 1

—_——— —_— —_—

by by _y b=yb bb_ ybb _ ybb = by

0 que é uma contradigdo. ]
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TEOREMA 1.31. A mediante&g: estd entre 5 e ‘;—: (e logo certamente ndo é um termo da

1

1
sequéncia de Farey); sua distancia de = e — e
q y); b(b+b") b’ (b+b")’

respectivamente.

Prova: Sem perda de generalidade, seja ab < %; entdo pelo teorema 1.31 temos

ad a+d ba —ab 1 0
— = = >
b b+b b'(b+b') b'(b+Db) ’
a+a a ba —ab 1
>0

b+b b bb+b) bb+b)

|

TEOREMA 1.32. Dado qualquer nimero n > 0 e qualquer real € existe uma frac;éo(—; pa-
ra qual

(a,b)=1, 0< b,<n, |e—% Sb;.

(n+ 1)

Prova: Se considerarmos todas as fragdes de Farey pertencentes a n e as mediantes de

cada par entdo ¢ estd certamente contido em pelo menos um intervalo entre uma fragao
a .. . . atar .. .

de Farey > (inclusive) e uma das duas mediantes e (inclusive) que pertencem ela. As-

sim pelos teoremas 1.30 e 1.32 temos

el <

1 < 1
b(b +b) " b(n+ 1)

a+d
b+ b b

TEOREMA 1.33.Dadopu=>1e sz 0 existe uma fracao %para aqual

a 1
(a,b)=1, 0< b, <y, |£_E‘by

Prova: Pelo teorema 1.32 comn = [u]. |
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CAPITULOII

2 DECOMPOSICAO EM DOIS QUADRADOS

As letras n, nq, n,, d, d; e d, neste capitulo sempre representarao nimeros positi-

VOS.

TEOREMA 2.1: Se
n> 1, > = —1 (modn),
Entao
(Dn=x*+y%x>0,y> 0(x,y) = 1, y = lx (modn) é sempre soltvel, e a solucdo é
Unica prova: (Solubilidade) pelo teorema 1.33, temos dado u >1 e EE 0 existe uma

fracdo %para a qual

(a,b)= 1,0< b, < ‘u,|g—%| <z

. 1 . .
Dai temos que (com U= Vyne= — Z)' correspondendo ao n e [ dados existem dois
numeros a e b para os quais

(a,b) = 1,0< b, < \/z,|_%_% <

S o
Se fizermos
lb+ na=c
Entdo segue que
| 1 a 1 |—lb—na 1
—_— —— — < — : < —
n b bvn nb bvn
— lb—
| na < 1 |lb+na < 1
|nb| bvn nb bvn
nb n
b+ nal|l < —== |lb+ na| < —=
| <57 = =5

|lb+ nal < Vn= |c|< Vn
Dai vem
¢ =1b (modn), |c| < Vn

De modo que:
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0<b< Vn
Elevando-se ambos os lados da desigualdade ao quadrado, temos
0< b?<n (D
Com isso, temos que
lcl < Vn
Elevando-se ao quadrado, temos
c2<n (1)

Somando-se (1) e (II), vem
0< b*>+ c*< 2n
Como:
b*+ ¢® = b*+ I?b* = (1+ 1?)b* =0 (modn)

Segue que

b*+ c*=n
Além disso, temos (b, c) = 1; pois de
n=b*+ (Ib+ na)?> > n= b%+ 1?°b*+ 2lbna + n*a?
_ b+ 1?h? (1+ [?)b?

n

n

=1 + 2lba+ na® 1= + 2lba + na?

L= (b? + 1?)b?
- n

+ lba + lba + na?

(1+1?)b
=>1= T+ la|b+ a(lb+ na)

Entdo existem u e c tais que:
l1=ub+ac >ub+ac=1
¢ # 0; pois caso contrario teriamos
b>=n>1e(bc)> 1
No caso ¢ > 0 aescolha
x=by=c

Faz isso, pois

n=(—c*)+ b%—c> 0,b> 0,(—c,b) = 1,

b = —1?b = —Ic =I(—c) (modn).

2°) (Unidade) Sejam x; y; e x, y, Satisfazendo as condig¢des un (1).
Entdo temos:

_ 2 2. _ .2 2
n=xy+ yiy.n= X3+ y;
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n.n= (xf+ yf)(x3+ y3)

n® = (x12 + )’12)(35% + )’22) = (x1 %2+ ¥ }’2)2 + (X1 Y2 — Y1 %2)?

Prova:
— 2 2 — 2 2
Comon= x;°+ y;“en= x,°+ y,
2 _ (2 2 (2 2
n®= (xf+ yi)(xz + y3)
2 _ 2 2 2 2 2 2 2 2
n"= X" X"+ X1"Y"t Y1t X"+ Vit Yo

2 _ 2. 2 2. 2 2. 2 2. 2
N"= X1"X"+ Y17Y2" + X17Y2" + Y17X,
(D ()

Mudamos do a ordem das parcelas.
Observe que: x2x% + y? yZ, pelarelacdo a® + b* = (a+ b)? — 2ab, temos que:

xf x% + J’1ZJ’22 = (1% + YZ)Z — 2X1X2Y1Y2;

Portanto usaremos para as 2 Ultimas parcelas, temos; x2y? + y2 x2 = (x1y, + y1X3) —

2x1Y,Y1X, teremos 2 termos iguais sobrando — 2x;x,y,V,, € — 2X1 Y2 V1 X2

Usaremos entdo que:

x%Yzz + y12x§ = (x1y, — J’1x2)2 + 2X1Y2Y1%2

Entdo votando a expressdo, temos

2 _ 2.2 2.2 2.2 2.2
n"= Xix; + yiy; + X2y; + yix3

Substituindo agora, temos que:
n? = [(xpxp + Y1Y2)% — 2x00Y1 Y] + [(01Y2 — ¥1%2)% + 2x1Y,)1 %]
n? = (X0 + Y1¥2)? — 2x1,01 Y2 + (X1Y2 — Y1%x2)% + 2X1Y,1%;

n? = (X1 + y1Y2)% + (X1y2 — y1x2)°

Portanto
n® = (xf + J’12)(x§ + 3’22) = (X% + y1y2)2 + (x1y2 — }’1x2)2'

X1 Xy + V1Yo = X1% + Lxglx, = (1 + [2)x;x, = 0 (modn)

Observe as congruéncias abaixo
Y1 = lx; (modn)

Yy, = lx, (modn),

Multiplicando-se as congruéncias temos
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ViV2 = lxi1lx,  y; = lxq (modn)
De modo que como x;x, + y;y, > 0, se tivermos

XX+ Y1Y2 = N,

Obtemos
n?=n?+ (x1y, — y1%)%
Dai
X1Y2 + y1%2 = 0,
Logo
X1Xz+ Y1Y2= N X1Y2 = Y1X2 = 0
E dai
X1X2 = Y1)2
Logo temos

X1Y2 = Y1X2
ou

X1X2 = Y1)2

A segunda opgdo nao ocorre, pois de

{x1 < Yu
X2 < Y2

Segue x;Xx, < Y1V, temos entdo x;y, = y;1X,. De x;|y;x; e mdc (x4, ;) = 1 concluimos
X1 1%, x5 = kxq. Entdo x1y, = y1x, =
= X1Y2 = Yikxy = %3 = ky,
Agora,n = x3+ y2
s>n= (kx))?+ (ky))? >n= k*x? + k*y?
>n=kKxl+ y)=>n=k’n>
>k*=1=k=1,dai

X1=X2€Y1= Y2

TEOREMA 2.2. Seja V (n) o namero de solugoes de
(2)
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[? = —1 (modn)
Entdo o nimero de solucdes de
(3)
n=x*+y, (xy)= 1,
E 4V (n).
Observacao: O valor de V(n) foi determinado no Teorema 5 (o n daquele teorema é = —1
aqui e o m daquele teorema € n aqui):
0, se 4|n ouseum primo p = 3 (mod 4) divide n,
V(n) = { 2%, se4 tn,nenhum primo p = 3 (mod 4) divide n,
e s, €onumero de primos impares distintos p|n.

Prova: 1) Paran = 1 o enunciado é trivial; temos

V(1) = 1,
E as quatro decomposi¢des sdao

1=(x1)%2+ 0%= 0%+ (x1)2

2) Para n > 1 temos necessariamente x # 0 ey # 0 (uma vez que (x,y) = 1), e, por-
tanto o numero de solugdes de (3) deve ser quatro vezes o numero de solugdes com as
condi¢des suplementares x > 0 e y > 0. Segue do Teorema 2.1 que para cada [ satisfa-

zendo (2) existe uma solucdo de (3) para o qual
x> 0,y> 0,ey = Ix (modn).

Reciprocamente, cada solugdo de (3) para qual x > 0 e y > 0 fornece exatamente um [
satisfazendo (2) para o qual
(4)
y = Ix (mod n).
Pois como (x,y) = 1 temos (x,n) = 1, e, portanto pelo teorema (1.27) é unicamente
soltvel para [ (mod n), de modo que
0=n=x*+y*=x*+ I’x* = (1 + )%2x*(mod n),

0 =1+ [*(modn).

TEOREMA 2.3. O nimero U(n) de solugdes de
(4)

Tl=x2+y2
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E dado pela férmula

(Ou seja, d percorre todos os nimeros positivos cujos quadrados dividem n).
Prova: Se os pares x, y forem classificados de acordo com os valores de (x,y) = d, onde
d?|n, entdo claramente nosso teorema segue do Teorema 2.2, uma vez que para

(x,y) = d (5) é equivalente a afirmacao

no_ 2, a2 - -
Zz- X1tV Xy = (x11) = L.

QxR
<
[u=

1l
als

)

TEOREMA 2.4.
(6)

Uln) = 42 x(d),

dln
Onde x(d) é o carater ndo principal mod 4, isto é,

0, parad = 0 (mod 2);
x(d) = 1, parad = 1 (mod 4);
—1, parad = 3 (mod 4).

Escrito de outra forma,
u—1
Un) = 4 Z -1z
u|n u impar

Observacdo: Assim este teorema justifica o enunciado da resposta a segunda das ques-
toes da introducao.

Prova: Se (n,,n,) = 1 entdo temos,
V(nn,) = V(ny)V(n,),

De modo que pelo Teorema 2.3 temos

U(n;nz)= Z V(n;;z)

d?*|lnqin,
N,
V|I—=
<d%d§>

d%In1dz?%In,
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ny n,
V(?%) V(d?)

(ja que os numeros d para os quais d?|n,n, estdo em correspondéncia univoca com os

dq*|nydz?In;

produtos d,d, para os quais d?|n, e d3|n,)

(7)
_ ny nz\ _ U(ng) U(ny)
- ZV(d%) 2. V(d%) " Ta Tao
d? d2|n,
Fazendo
> x(@= w,
dln

Entdo W (n) tem também a propriedade que
W(n.ny) = W(n)W(ny), para (ny,nz) = 1;
Pois
D X@= ) Xdd)= ) X(d) Y X(dy).
d|nyn; d?|ny d3|n, dq|ng dz|n;
Basta, portanto, ja que (6) é obvio paran = 1 (4 = 4.1), provar que n = p*, [ > 0, quan-
do entdo o enunciado fica

U(p")
4

= X(p") + -+ X(p) + 1.

De fato temos que V (1) = 1, e pelo Teorema 1.27 (o valor de n la sendo —1
aqui), ou entdo pela observacdo do Teorema 2.2, temos também
1, parap= 2,m= 1,
0, parap = 2,m> 1,
V(™ = Yo
2

, parap = 3 (mod 4),m> 0
, parap =1 (mod 4),m > 0.

Segue do Teorema 2.5 que, para [ par

(8)



44

U?q=‘4#I+V@“ﬂ+ V(P + 1=
1, parap = 2,
= %2+ 1=10+1, parap = 1 (mod 4),
1, parap = 3 (mod4),
E que é impar
(9)
U(fl) =V + V') + .+ V(p*) + 1=
1, parap= 2
= 2l+712+ 1=10+ 1, parap = 1(mod 4)

0, parap = 3 (mod 4)

Por outro lado, segue da definicao que

O+ --+0+1=1, parap = 2,

1+ -+ 1+1=1+1, parap =1 (mod 4),
1—1+ -+ 1=1, parap =3(mod4),2 -1,
1+ 1—--+ 1= 0, parap = 3 (mod 4), 2|1

XpH+ .+ X(p)+ 1=

(Estou plenamente consciente de ter repetido varios cdlculos que ocorreram no comego

da prova desta demonstracao). ]

TEOREMA 2.5

0, se existir um primo p = 3 (mod 4) que divide n,
com multiplicidade impar (precisamente),
U(n) - ) .
% = < T (m), caso contrario, onde m é o produto das poténcias
de primos p|n da forma p = 1 (mod 4)
ocorrendo na decomposicdo canonica de n.

Prova: Paran = 1 a afirmacao é ébvia (1 = 1). Para (n;n,) = 1 aequagido
F(nyny) = F(ny)F(ny)
Vale para @ (por (7)) como também (obviamente) para o lado direito da afirmacdo a

ser provada. E, portanto suficiente provar a afirmacdo para n = p!,l> 0. Neste caso

segue de (8) que de fato temos
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1=T(1), parap = 2
Um) )i+ 1=T(p", parap =1 (mod4),
4 1= T(1), parap = 3 (mod 4),2|],
0= 0, parap =3 (mod4),2 t1

Teorema 2.6 Todo primo p = 1 (mod 4) pode ser escrito como uma soma de dois qua-

drados e, além disso, isso pode ser escrito de oito maneiras.

Prova: Do Teorema 2.4 ou do Teorema 2.5 U(p) = 4.2 = 8. (Mesmo Teorema 2.2 basta,

jaque V(p) = 2 enaequacdop = x* + y? certamente temos (x,y) = 1.)

p = 1 (mod 4) pode ser escrito “essencialmente” de uma unica maneira como uma soma

de dois quadrados, pois as oito representacdes podem ser obtidas de qualquer uma de-

las trocando os sinais de x e de y e trocando as parcelas. Enunciado precisamente,
p=x+y%, x>0, y>0, 2|x

tem exatamente uma solugdo para p = 1 (mod 4). ]



CAPITULO III

3 DECOMPOSICAO EM QUATRO QUADRADOS

Teorema 3.1 (Identidade de Euler)

(10)
(xf + 3+ x5+ xD) i+ yi+ yi+yi) =
(1 + XYz + X3Ysz+ XaYu)? + (X1V2 — X2V1 + X3Ya — X4Y3)?
+ (13 = X3Y1+ X2 — XVa)? + (X1Ya— XaV1 + X2V3 — X3Y2)?
Dai, temos que:
[Cerys + x2Y2) + (3y3 + x4Ya)]% +
[y — 2x201) + (esya— x4y3)17 + [0y —x3y1) + (04y2 — x24)]° +
+ [(erys —xay1) + (Y3 — x32)]* =
= (01 + x22)% + 20011 + %2Y2) (X3Y3 + X4Y4) +
(3ys + x4ya)? + (x1y2 — %201)% + 2(x1Y2 — %21) (X3Y4 — X4Y3)

+ (03ys — x4¥3)% + (013 —x3y1)% + 20013 — x3Y1) (XaY2 — X2V4)
+ (x4y2 = 2204)% + (0ya — 2x471)% + 2021y — X4Y1) (X271 — X3Y72)

+ (02y3 — x3Y2)% = (0y1)% + 2(x1y1) (02y2) + (x292)% =

2 (x1y1 + 222) (3y3 + x4ya) + (x3y3)% + 2(x3y3) (4y4) +

+ (xaya)® + (012)% = 2(x1y2) (eoy1) + (x2y1)% +
2(x1y2 — %2y1) (X3¥s — x4Y3) + (x3¥4)* — 2(x3¥4) (x4Y3)*
(xay3)? + (13)% = 2(13) (x3y1) + (x3y1)* + 2(x1Y3 — x3y1) (XaY2 — X2Vs)
+ (x42)? = 2024y2) Cc2ya) + (23a)% + (x174)% —
2021 y4) (1) + (ay1)? + 201s — x4y1) (X2Y1 — X3Y2)
+ (x2y3)% — 2(x2y3) (x3y2) + (x3¥2)°

46
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Observe que depois de conferir as contas a esquerda depois de efetuadas as multiplica-
¢oes, temos dezesseis expressoes da forma xéyg (a=1,..,4; b= 1,...,4). Estes termos

também aparecem a direita observe que:

Cef + x5+ 3+ 2D i+ y3+ yi+ yi) =
= xfyf + x7y3 + x{y3+xiyi + x3yi + x3y3
= X33+ XFyi + x3yi + x3y3 + x5y5 + x5y + xiyi+ xiys + xfy3 + xiyi
Estes termos também aparecem a direita entre outros termos, pois entre os quatro pa-
rénteses a direita cada x, é combinado com cada y;, com um coeficiente * 1. Os outros

vinte e quatro termos a direita, que sao todos da forma * 2x,y,x.y4, a < b,c < d cance-

lam mutuamente, pois a direita o coeficiente de

|
o O o o © o

2X1%2 €Y1Y2 — V1Yo — Y3Va + Y3V
2X1X3 € Y1Y3 + VoYa — Y1V3 — YoVa =
2X1X4 €Y1Ys — Y2¥3 + Y2¥3 — Y1Va =
2X2%3 € Y23 — Y1Ya + Y1Va — V2V3
2X2%4 € YoYa + Y1¥V3 — V2Va — Y1V3
2X3%4 € Y3Ys — Y3Ya — Y12 + Y1Y2

Teorema 3.2: para todo p > 2 existe um m para o qual

1<m<p

mp = Xi+ XF+ x5+ x;

é soluvel.

Observacado: Sem a condigdo m < p isto seria trivial
pp=p2+02+02+02;
Mas seria também inutil.

-1 . .
P~° sdo mutuamente incongruentes (mod p), pois de
2

1,

Prova: os pT niimeros x%,0 < x <
2 — .2

x? = x2 segue que.

x2x2 (mod p), ou seja,

P|x12 —x% = pllx; — x2) (%1 + x7)
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p+1

- plx; — x, e p|x1x,, portanto - x; =+ x, (mod p), 0 mesmo se passa com 0s 5 nu-

-1 . , .
£ . Portanto como estes totalizam pt 1 nimeros, e como exis-

meros —1 —y40<y < -5

tem apenas p classes residuais mod p, segue

(principio da casa dos pombos) que existe um par x, y para o qual.

x2

= -1 —yz(modp),lxl < grlyl < %
De fato:

plx® — (-1 -y?) = plx* + 1+ y?|
=>x*+y*+ 1= mp,comm €T
Mas |x|, |y| < %, entao

mp = |x|?+ |y|2+ 1< (B)2 ¥ ('3)2 i1

2 2
2 2 2 2
=>%+pz+ 1=>2pz+ 1—>p7+1
2 2 2 2
2 P PP _,P_ e
= |x|?+ |y|2+ 1< 2+1< 2+ 2_22_p

=>0<mp<p’=20<m<p

Teorema 3.3: para todo primo p
p=xi+xi+xi+xg

E soltvel.

Prova: parap= 2= 2= 12+ 12+ 0%+ 0% ok, portanto, seja p < 2. Seja m = m(p) o
menor positivo para o qual

(11)

mp = x}+ x2+ x5+ x3
é soluvel. Pelo teorema 2.9, m < p afirmamos que.
m=1
De qualquer maneira, m é impar; caso contrario seguiria de (11) que
X1+ Xy + X3+ x4 =0 (mod 2)

Observe que;



(X1 + xp+ x3 + x)% = (x4 x5 + X3+ Xg) (X1 + Xy + X3+ Xy)

S X2+ XXy + XX+ X Xg F XyXp + X3+ XXz + XpXg + X X3 +

49

= XpX3 + X5X3Xs t X1Xg + XpXg + X3X4 + X2
(1 + Xz + X3+ X4)% = XFX5x5%5 + 2x1%;

+2X1X3 + 2X1X4 + 2XyX3 + 2X3X4 + 2X3X4

= (X + X+ X3+ x4)% = xf + x% + x_;f + xf + 2 (X1X3 + XX + XpX3 + XpXg + X3X4)

= (X + X3+ x5 + x4)?

Portanto, temos que:

Il
k€eZ

X+ x3+ x5+ x2+ 2k

= (xg+ xp+ X3+ x4)% = 2k + 2k
= (X1 + X+ X3+ x4)% = 2(ky + k)
ﬁ(x1+x2+X3+X4)2=2k3 k3 (/A

(X1 + x5+ X3+ x4) =0 (mod 2)

De modo que, sem perda de generalidade,

X+ x, =0, X3 + x4 = 0 (mod 2)

[sto é, se os x;, fossem todos impares ou todos pares, isto seria certamente verdade; se

dois fossem pares e dois impares, sera verdade depois de uma renumeragdo apropriada,

portanto

m

Xyt XN\ — XN (Xt X\2 X — g2
7p= () + ) (P )

Mas sabemos que x; + x, é multiplo de 2, ou seja, 2|x; + x, resta saber que x; — x, €

multiplo de 2 observe que:

Sejaa=2 ~b= x4

alb + ¢ e alb entdo ac

+ Xy C= X1 — Xy

2|(x1 + x3) + (x1 — x3)| € 2]xq + x,, entdo 2|x; — x5.

Observe que:

Subtraindo-se (I) de

{(x1 +x) + () —xp) = 2k,
X1 + Xy = 2k2

(ID), temos,

(1 + x2) + (33 —x2) — (%1 + x3) = 2ky — 2k,
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ki — ko
ks

X1 — Xy = 2k3

xl—x2=2( ),k3€Z

Portanto, 2|x; — x;
Onde os quatro termos entre parénteses a direita serdo inteiros em contradi¢do com a
minimalidade de m.
O Teorema 3.3: Sera agora provado indiretamente. Suponhamos que m > 1 e logo impar
e=>3.
Sejam escolhidos, para k = 1,2, 3,4 de tal maneira que

m

Yk =x (modm),  |yil <

. m—1 m-1 , . /
Isto pode ser feito, uma vez que -—— <Y =——¢um conjunto completo de residuos,

Entdo temos:

De fato
Y1 = x;1 (mod m)
Yy, = x, (mod m)
VY3 = x3 (mod m)’
Vi = x4 (Mod m)

SV + Y+ Y3+ Y =X+ X + X3+ X4 (mod m)

Zy,% = Zx,% (mod m)

k k

Zy,% EZx,% = mp = 0 (mod m)
i

k

m|2y§:2x,ﬁ= mnn€Z
K K
n= = Zy,§= 0
k

Syi+yi+yi+yi=0

Entdo, temos que

Se

cada y; é zero y, = x; (mod m) 0 = x;, (mod m)= m|x; para cada k, se m|x;, entdo
m?|(x,)? = (x2) = m?t% t € Z logo m?|X,x, = m?lmp = mp = m?k = p = mk, ou
seja, m|p, contradicdo, pois 1 <m < p.

Além disso n < m, pois por (12) m.n < 4mTZ, observe que

2 2 2 2 _ ¢
Yi+ Y3+ y3+ Yi = mn,dai



m X m? X m?
|J’k|<7|:J’k| <T:}’k <T
m? m? m? m?
:m'n<T+T+T+T

m? .
>m-n< 47, ou seja.

Sm-n<m*>n<m
De (11) e (12) segue, por (10), que
mp=xt+ 2+ xF + 23
mn = yi+ yi+ yi+ yi
Multiplicando-se temos que.
(13)
mnp = (xf + x5 + x5+ xF) (¥ + yi + ¥3 + i)
S minp = (XY + X2Y2 + X3¥3 + X4Ya)? + (X1V2 — X2Y1 + X3V + X4Y3)?
= (X1Y3 — X3¥1 + X4Y2 — %2Ya)? + (X1Va — X1 + X2V3 — X3Y2)”

Cada termo entre parénteses é = 0 (mod m), pois 0 12 é:

le-yi = le-z = 0 (mod m)
i

Observe que:
y; = x;(mod m) = x;y; = x?(mod m)
De fato temos

X1y, = x2 (mod m)
XV, = x5 (mod m)
x3Y3; = x5 (mod m)
x4Ys = x2 (mod m)
Portanto que somando-se todas essas congruéncias, temos
X1Y1 + XpVp + X3V3 + X4Vs = X2 + x5 + x2 + x2 (mod m)

¥ x;y;i =¥; x?,(mod m), portanto

le-yl- = lez =0 (mod m)
7 7

Observamos ainda que:

XYL — XYk = xxX; — XX = 0 (mod m)

51
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De fato,
Yk = xx(modm) e y, =x; (modm)
Multiplicando-se (I) por x;, temos
X1y = xxx; (mod m) (111)
Multiplicando-se (II) por xj, temos
XY = X x; (mod m) (1)
Subtraindo-se (IV) de (III), vem
XY — X1Yk = XxX; — XX (mod m)
Xky; — X1Vx = 0 (mod m), entao
XY, — X1V = XpX; — XX, = 0 (mod m)
De (13) segue, portanto que
np = zZ+ z5 + 25 + 74
Observe (13) que:
mnp = (xf + x3 + x5+ xP) (i + yi + y5 + i)

m*np = (X1y1 + Xp¥; + X3Y3 + X4Ya)* + (X1Y2 — XoY1 + XzYa + X4Y3)* +

(X153 — X3y1 + X4Y2 — x2x4)2 + (X1Ys — X4y + XpY3 — x3y2)2

Mas sabemos que m divide o 12 parénteses ao quadrado, entdo m? também divide, por-

tanto
m?np = (mz;)? + (mz;)? + (mz3)* + (mz,)?
minp = m? (z2 + zZ + z2 + z2)
2

np = zi + z5 + 7% + z}

0 que como 0 < n < m, contradiz a minimalidade de m
3.1 TEOREMA DE LAGRANGE:

n=xi+ x5+ x%+ x%
E soltivel paratodon = 0

Demo: paran= 0en = 10k
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Sejan > 1, pelo T.F.A, temos que n = p; - p, - P3 * ... P, pelo teorema 3.3 cada m pode
ser escrito como soma de 4 quadrados de inteiros e pela identidade de Euler o resultado

segue.
n=xt+ x5+ x2+ x%

é soluvel paratodon >0
Prova: paran= 0en= 10k
Observe que
Paran= 0= 0= 0%+ 0%+ 0%+ 0?0k
Paran=1=>1= 1%+ 0%+ 0%+ 0?0k
Sejan > 1, pelo T.F.A., temos
n=py P2 -"Pn
Pelo teorema (3.3), temos que:

Cada p; pode ser escrito como soma de quatro quadrados de inteiros, ou seja,
i = &2+ 0CFy+ &2t 07y, comi = 1.7,
entdo
n=(of i+ rocdy) (oG + o bod,) i (oF + e+ 0h L),

portanto, aplicando Euler n — 1 vezes chega-se ao resultado.
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4  CONSIDERACOES FINAIS

Ao término desse trabalho passamos a perceber e compreender de forma mais ni-
tida uma interessante e importante propriedade dos nimeros inteiros e particularmente
dos inteiros ndo negativos, a qual esta primordialmente fundamentada no Teorema de
Lagrange. Tal propriedade possui inimeras aplica¢des servindo de ferramenta na de-
monstragao de resultados algébricos mais aprofundados.

0 nosso desejo é que cada leitor desse trabalho, bem como os atuais e futuros
professores de matemadtica se interessem pelo estudo da algebra e de suas inimeras
particularidades a fim de que percebam sua beleza e suas aplicagdes nos diversos ramos

da ciéncia.
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