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RESUMO

Este trabalho ird abordar um assunto que ainda ¢ pouco explorado na disciplina de Teoria dos
nameros, que ¢ a equacdo de Pell. O objetivo deste estudo ¢ mostrar as solugdes e a infinidade
de solucdes dessa equacao por meio de demonstracdes algébricas. Para um melhor
entendimento da equacdo, torna-se necessario que o leitor tenha em mente alguns conceitos da
teoria dos numeros, presentes neste trabalho como algoritmos fundamentais. Veremos que
nem sempre ¢ facil, ou mesmo possivel, determinar todas as solu¢des em inteiros de uma dada
equacdo. Por exemplo, para mostrar todas as solu¢cdes de uma equagdo de Pell, ¢ bem mais
facil mostrar que ela possui uma infinidade de solucdes do que determinar todas elas.
Podemos gerar infinitas solu¢des dessa equagdo a partir de uma so solugao nao nula. Por fim,
notaremos que na teoria das equagdes diofantinas, a equacdo de Pell ¢ fundamental, pois

muitas outras equacdes podem ser reduzidas a ela.

Palavras-chave: Equacao de Pell, infinidade de solugodes, equagdes diofantinas.



ABSTRACT

This paper will address a subject that is still little explored in the discipline of number theory,
which is the Pell equation. The aim of this study is to show solutions and infinitely many
solutions of this equation by means of algebraic statements. For a better understanding of the
equation, it is necessary that the reader has in mind some concepts of number theory, in this
work as fundamental algorithms. We will see that it is not always easy or even possible,
determine all solutions in integers of a given equation. For example, to display all solutions of
a Pell equation, it is much easier to show that it has an infinite number of solutions to
determine all of them. We can generate infinitely many solutions of this equation from one
nonzero solution. Finally, we note that the theory of Diophantine equations, Pell's equation it

is essential, because many other equations can be reduced to it.

Keywords: Pell's equation, infinitely many solutions, Diophantine equations.
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INTRODUCAO

Uma equacdo algébrica com coeficientes inteiros chama-se uma equacdo Diofantina se
suas solugdes sdo nuimeros inteiros ou racionais (Matematico Grego Diofanto viveu em
Alexandria, 250 a.C.). A equacao diofantina:

x*—dy?=N,

onde d,N € Z, ¢ conhecida como equagdo de Pell. Os primeiros matematicos Gregos e
Hindus consideraram casos especiais dessa equagdo. Por exemplo, os filésofos Pitagoricos,
muito interessados em matematica, conheciam solugdes especiais de x? — 2y? = 1, mas foi
Fermat (Matematico Francés Pierre Fermat, 1601 - 1665) o primeiro a trata-la
sistematicamente. Ele afirmou ter provado que existia um nimero infinito de solugdes inteiras
x e y no caso especial em que d > 0 ¢ livre de quadrados e N = 1. Como ¢ usual, ele ndo deu
uma prova. A primeira prova publicada foi dada por Lagrange (Matematico Francés Joseph
Louis Lagrange, 1736 - 1813), usando as fragdes continuas. Anterior a essa prova, Euler
(Matematico Sui¢o Leonard Paul Euler, 1707 - 1783), provou que existia um niimero infinito
de solugdes, desde que exista uma.

A equagio de Pell foi inicialmente estudada por Brahmagupta e Bhaskara. E
importante ressaltar a participagdo de Bhaskara (aquele que os autores brasileiros de livros
didaticos de Matematica atribuiram a formula de resolugdo de equacdes do 2° grau do tipo
ax? + bx + ¢ = 0 como Férmula de Bhaskara), pois este esta intimamente ligado a resolugio
de equacgdes do tipo: ax? + b = y?, que é exatamente a equacido que recebe o nome de Pell.
Acredita-se que Bhaskara havia encontrado a solugao para esta equacdo, mas ndo demonstrou
seus resultados.

A razdo pela qual uma equagdo de tal antiguidade acabou ganhando o nome do
matematico inglés John Pell (1611-1685) ¢ bastante curiosa. O primeiro matematico europeu
ha obter solugdes para esta equacdo em tempos recentes foi o inglés Lord Brouncker (1620-
1684). Costuma-se dizer que Euler erroneamente atribuiu o trabalho de Brouncker sobre esta
equacao para Pell. No entanto, a equagdo aparece em um livro de Rahn (matematico suigo que
foi o primeiro a usar o simbolo + para a divisdo), que certamente foi escrito com a ajuda de
Pell: alguns dizem inteiramente escrito por Pell. Talvez Euler soubesse o que estava fazendo
na nomeagao da equacao.

Diante das muitas possibilidades de aprofundamento de estudo sobre tal equagado, nos

competiu trabalhar com um caso particular da equagao de Pell, mostrando seu valor na teoria
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das equacdes Diofantinas, e sua fundamental importancia na resolugdo de diversas equagdes
que podem ser reduzidas a ela.

De agora em diante, o desenvolvimento do nosso trabalho seguird o seguinte roteiro:
No capitulo 1 apresentaremos uma revisdo de teorias que serdo indispensdveis para a
compreensdo dos resultados empregados na equacdo de Pell, em seguida, no capitulo 2,
ingressaremos no estudo do anel Z[vVd] que também serd de suma importincia, e para
finalizarmos entraremos no capitulo 3 que ¢ o resultado mais importante do nosso trabalho,

aqui apresentaremos as solugdes para um caso particular da equagao de Pell.



CAPITULO1

1 RESULTADOS FUNDAMENTAIS

Este capitulo constitui-se de uma revisdo de alguns algoritmos e resultados
fundamentais que serdo uteis para a compreensao das solugdes da Equacgdo de Pell, o qual € o

objeto central de estudo desse trabalho.
1.1 PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO (P.B.O.)

Todo conjunto nao vazio de nimeros inteiros positivos possui um elemento minimo.
1.2 PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

12 Forma: Seja B um conjunto de inteiros positivos satisfazendo as seguintes propriedades:
(D1 € B
(ii) k + 1 € B sempre que k € B.

Entdo B contém todos os numeros inteiros positivos.

22 Forma: Seja B um conjunto de inteiros positivos satisfazendo as seguintes propriedades:
(l1€eB
(i) k+1 € Bsempre que 1,2,3,-+-,k €B.

Ent3o B contém todos os numeros inteiros positivos.

Observacao (1): Seja p(n), uma afirmagdo sobre n, onde n € Z} se tivermos:
(i) p(1) ¢ verdade;
(i)p(k + 1) ¢é verdade sempre que p(k) for verdade. Entdo p(k) ¢ verdade para todo

n natural.

12 Forma. Demonstracao:

Admita o P.B.O. Seja B um conjunto de inteiros positivos satisfazendo as propriedades:
(D1€B

(ii)) k + 1 € B sempre que k € B,
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Suponha que B ndo contenha todos os inteiros positivos, ou seja, existe um certo

b inteiro positivo tal que b & B. Considere o conjunto:

A={x € Z} : x ¢ B}.

A ¢ claramente ndo vazio; pois b € A. Pelo P.B.O.; A possui um elemento minimo,

digamos a.

Afirmacao: a > 1, pois, por (i) 1 € B.

=>a—1>0ea- 1< apelo fato de a ser minimo, tem-seque a —1 ¢ A

> (@a—-1)€eB=>(ij>(a—1)+1=a€ B (—«)=> Aévazio

~n € B,VYn € Z}. [

Observacao (2): Seja p(n) uma afirmacao sobre n, onde n € Z} se tivermos:

(1) p(1) é verdade;

(ii) p(k) € verdade para todo k tal que 1 < k < n — 1. Entdo, p(n) ¢ verdade para todo n €
Z.

22 Forma. Demonstracéao:

Seja B um conjunto de inteiros positivos satisfazendo as propriedades:
(1€B

(i) k+1€Bsempreque 1,2,3,:-,k € B.

Suponha que B ndo contenha todos os inteiros positivos, ou seja, by & B tal que by €
Z%.. Considere o conjunto:
A={x € Z} : x € B}.
Observem que A # @, pois, by € A. Pelo P.B.O., 4 possui um elemento minimo, digamos a,.
Temos que:

a0>1 $a0+1>0$ a0+1EB

Afirmacao: 1,2,--, a, + 1 € B, pois, ay ¢ elemento minimo. Dai temos que:

(ap—1)+1€B=> ay,€B (—«) contradicdo! ]
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Exemplo: Prove usando indugdo, que:

nn+1)
1+2+3+"-+H=T, vVneN*

Soluggo:
(1) Base de indugao:
P/n =1, temos:
. 1(1+1) _q

2
(2) Hipotese de inducao:
P/ n =k, temos:
k(k+1
42 4 g k=D
2
(3) Passo indutivo:
P/n =k + 1, temos:
k(k+1
A+2++k)+k+1) = % +k+1
_k(k+1)+2k+1)  (k+1)(k+2)
B 2 B 2 '

1.3 DIVISORES

Sejam a, b € Z. Dizemos que a divide b quando existir um inteiro ¢ tal que b = ac.
Usamos a notagao a|b, para indicar que a divide b e escrevemos a t b quando a nao divide b.

Quando a|b, dizemos também que b ¢ multiplo de a ou a ¢ divisor de b.
Teorema 1: Scjam a,b e c € Z, se a|b ¢ b|c entdo a|c.

Demonstragao: Como a|b ¢ b|c, temos:

b=a'k1, kl € Z
{Czb‘kzy kz € Z

> c=(a-ky) ky, =a-(ky -k, )=>alc. [
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Teorema 2: A divisibilidade ¢ tal que:

(f) n|n, V n € Z. Significa que todo inteiro divide a si mesmo. Isto segue da definigdo.

Observequen =1- n.

(fi) 1n, V n € Z. Isto ¢é, 1 divide qualquer inteiro. Segue da defini¢do, observando que

n=n-1

(fii) n|0, V n € Z. Todo inteiro ¢ divisor de 0. Basta observar que 0 = n - 0.
(iv)Se alnentdioa-d|n-d, and € Z
(v)Sea-cla-dcoma+0=c|b, ac,dEZL

(vi)Sealded # 0= |a| <|d|

(vii) Se alb e bla = |a| = |b|
. n
(viii)Se dlned + 0 = " | n.

Demonstragio:
(vi)Seald =d =a - c,comc € Z.

= ldl=la -c| =lal - lc| = la| < |d|

(vii) Se a|b e b|a, entdo:

lal<[b] e [|bl<l|al=la|=|b]

1.4 ALGORITMO DA DIVISAO

Teorema 3 (Euclides): Sejam a, b € N com b # 0. Entdo, existem tnicos q, r € N tais que:

a=q-b+r,onde0 <r<b.
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Demonstracao:
(1) Existéncia: Vamos usar indugdo na 2* forma em a, ou seja, temos que o resultado deve
ser valido para todo k, tal que:
1<k<a
Se a < b, entdo nada a fazer. De fato, basta tomarmos:

q=0 e r=a=a=0-b+a.

Entdo, suponha que a > b.

= a—b =0,ouseja: 0 < a—b < a. Pelahipodtese de indugdo, existem q’, r € N tais que:

a-b=q-b+r, 0 <r<b
>a=q -b+b+r=>a=(@+1)-b+r, 0<r<bh.

(2) Unicidade: Suponha que existam q4, q,, 11, 7> € N, tais que:

{a= g1 -b+nr, com0<r<b
a=q, b+r1r, com0<r,<b

=>qb+rn=q -bt+trn=>rn—r=0G—q) b= b|(r— r).

Por outro lado, temos:

1”1 - rz < b
Suponha que r; # 1y, digamosry > 1, =1, — 1, > 0.
Dai, temos:

0<nn—mn=(—-q)b<b
O0<nr—1rn=0 (=)

Observagao: No teorema de Euclides, se v = 0 entdo b|a.
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1.5 MDC
Definicao: O maximo divisor comum dos inteiros a e b (com a ou b diferente de zero) ¢ o
maior inteiro que divide a e divide b.
NOTACAO: (a, b).
Teorema 4: Se d = (a, b) entdo existem ny, m, € Z, tais que:
d=ny-a+mgy-b.

Demonstragao: Considere o conjunto:

B={ny-a+my-b: nmelZ}

Tome ¢ €Z, tal que c =ngy - a + my - b e ¢ seja 0o menor inteiro positivo de B.

Afirmacao: claec|b

De fato, pois se ¢ t a, temos pelo teorema de Euclides que:

a=q-c+r, onde 0<r<c
> r=a—q-c=>r=a—q-ny-a+my-b) =a—qnya—qmyb

=1 —qny) - -a+ (—qmy) - b = r € B (absurdo!)

= c|a. De forma analoga temos que c|b.

= ¢ ¢ um divisor comum de a e b. Mas temos que:
a=ki-d e b=k,-d, ki, k, €EZ
= C=n0'a+m0'b=(ng'kl)d+(m0'k2)d=d'(ng'k1+m0' kz)ﬁdlc

>|d<|cl=2d<c=>d=c. |

1.5 DIVISIBILIDADE

Vimos que se d = (a,b) = d =nga + myb, nyg,my €Z.
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Teorema 5: Se d = (a, b), ¢ d'|a e d'|b, entdo d'|d.

Demonstragao: Como d = (a, b), entdo: d = npa + myb, ny; my € Z. (1)

Como d’'|a e d’|b, temos:
a=k;-d e b=k, -d, ki k, €L
Dai, substituindo a ¢ b em (I), tem-se d = nok,d’ + myk,d’
= d =d'(ngk, + mpk,) = d'|d. |
Proposicao 1: Se t ¢ um inteiro positivo entdo:
(ta; tb) =t (a,b)

Demonstragao: Lembre-se que: (ta,tb) é o menor inteiro positivo de mta + ntb que ¢é

exatamente igual a t (menor inteiro positivo de ma + nb) = t(a; b). |

Corolario —1: Se ¢ > 0 e c|a e c|b, entdo:

= : . a b )
Demonstracao: Faca na proposic¢do anterior a como sendo z , b como sendo ; et = c. Dai,

temos:

(c-%,c-§)=(a,b)=c(g b) :,<2 2>=%-(a,b). ]

) )
cC C cC C

Demonstracao:

Faca no corolario—1. ¢ = d.
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Dai, temos:

Q| =

ab 1
(73)=7@» =
Definicao: Dois inteiros a ¢ b sdo ditos relativamente primos se: (a, b) = 1.
Teorema 6: Sejam a, b e x inteiros. Entdo: (a,b) = (a, b + ax).
Demonstragao: Chame (a,b) = d e (a,b + ax) = d’. Temos que:
d = nga + myb = nya + myb + myax — myax = a(ny — myx) + my(b + ax).

Como d’'|laed’|(b + ax), temos:
a=k1-d' € b+a.x=k2'd’, kllkZ EZ
>d=ky-dng—mex)+ my - ky, -d' = d=d'[k;: (ng— mox)+ my - k| =
d|d >d <d.
Por outro lado, como d = (a, b) temos que: d|a e d|b = d|(b + ax). Do teorema visto,
tem-se que:

dld =>d<d ~d=d' |
Teorema 7:Secla-be (a,c) =1, entdo c|b.
Demonstrag¢ao: Como (a, c¢) = 1,entdo:

1 =nga + myc, onde ny, my € Z. (x)

Multiplicando-se (*) por b, temos:
b=ny(a-b)+my(b-c).

Comoclab=>ab=k-c, ke

= b=nyk-c+ myb-c=b=c(nyk+ myb) = c|b. ]
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Teorema 8: Sejam a, b inteiros com a = q - b + r. Entao:
(a,b) = (b, 7).
Demonstragao: Da igualdade a = q - b + r, temos que se d é um divisor comum de b e 7.
Entao:
dlbedlr=b=k; -d e r=k,-d, ki, k, EZ
> a=q-kid+ky,d=d(q -ki+ky;)=>d|a
Por outro lado considerem a igualdade: r = a — q - b. Portanto, todo divisor de a e também

divisor de b ¢ um divisor de r. Logo, o conjunto dos divisores comuns de a e b ¢ igual ao

conjunto dos divisores comuns de b e .

~ (a,b) = (b, 7). []

Teorema 9 (Algoritmo Euclidiano): Sejam 1y = ae r; = b inteiros ndo negativos com

b # 0. Aplicando o algoritmo da divisdo sucessivamente, para obtermos:

T =dj+1 " Tj+1 T Tz

com0 <7, <7j41,j =0,...,n—1er,, = 0;entdo (a,b) = 7,

Demonstragao: Pelo algoritmo da divisdo, temos que:

1”0=q1-1”1+1‘2, O<7"2<7"1.

Aplicando-se novamente o algoritmo da divisdo para r; e 1, temos:

T‘1=q2-1‘2+1‘3, 0<T3<7‘2.

Continuando este processo e, sabendo que o mesmo deve parar, pois, temos uma sequéncia

decrescente de restos ndo negativos.
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Dessa forma obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:

To=¢qq 1 + 713, 0<nr<rm.
1"1=q2-1"2+7‘3, 0<7"3<T'2.
Th—2 = Qn-1 " Th—1 T T, 0<mn <r_.

Th-1=Qqn " Th +0.

Dai, utilizando um teorema ja visto, temos:

h = (Tn—l; Tn) = (Tn—Z; r‘n—l) == (7'1,' TZ) = (T'(),'Tl)= (Cl, b) u

1.7 NUMEROS PRIMOS

Definicdo: Um nimero inteiro maior que 1 ¢ primo se os seus Unicos divisores sdo 1 ¢ ele

mesmo. Caso contrario ele sera dito composto.

Proposicao 2: Seja p um primo tal que p|a - b, com a, b inteiros. Entao: p|a ou p|b

Demonstragao: Suponha que p t a.

= (p,a) =1 (p é primo) = p|b. -

1.8 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Teorema 10 (teorema fundamental da aritmética)
Todo nimero inteiro maior que 1 pode ser escrito de forma tinica (a menos de ordem)

como um produto de fatores primos.

Demonstragdo: Seja n um ntmero inteiro tal que n > 1. Se n é primo, acabou! Caso

contrario, seja p;, 0 menor inteiro positivo e maior que 1 tal que p4| n.
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Afirmacao: p; ¢é primo.

De fato, pois, caso contrario existe p tal que: 1 < p < p; e p|n (—+«—). Dai, temos
que:n =p;-ny

Se n; ¢ primo, acabou. Caso contrario, seja p, 0 menor inteiro maior que 1 tal que

p2|n,. Pela mesma razdo vista anteriormente, p, € primo. Portanto:

n=p; p-ny.

Aplicando este raciocinio sucessivamente, determina-se uma sequéncia decrescente, n; >

n, > nz -+ de inteiros maiores que 1. Portanto, esse processo deve parar. Temos entdo que:

— 1 T2 Tk
n=p, Py Py

Vamos provar a unicidade da fatoragdo. Para tanto, vamos utilizar inducdo 2* forma

em n.
(1) Para n = 2, acabou.
(2) Admita que o resultado seja valido para todo inteirot com1 <t <n

(3) Para t = n, temos:

n=p; Py Pr=0q1"qz " qs, onde p;, q; s30 primos.

Como p; é primo e p1|n =q; - q - -+ + q5. Pela proposigdo 2 vista anteriormente, temos que:
pilq; . paraalgum j = 1,---,s.

Sem perda de generalidade, admita que p|q;. Portanto: p;= g;. De forma geral, tem-se que

pi= q; para algum j. Observe ainda que:

n
DT = P2 P P =2 Ga s

n
1<—<n

Pela hipotese de indugao, temos: r = s. ]
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Teorema 11: Se a = le . pgz SRR p;k, entdo o conjunto dos divisores de a ¢ formado por

numeros da forma:

k

| | @
pit

i=1

onde 0 < ¢a; <.

Observacao: Se colocarmos todos os primos positivos em ordem crescente, ou seja, p; = 2,

p> = 3, p3 =5, -+, entdo todo numero inteiro positivo pode ser escrito na forma:

[ee]

k.
| |Pi L.
i=1

E como consequéncia tem-se que os divisores serdo dados por:

(o]

a
| | b
i=1

coma; =0

Teorema 12:Sea = Hpiti eb= Hpisi ,entdo: (a,b) = npiﬁ",
i=1 i=1 i=1

onde B; = min{t;, s;}.

Demonstracdo: E claro que nenhum nimero com expoente maior que o max{t;, s;} pode ser

divisor dos nimeros a e b. Portanto, divisores comuns de a e b devem ser da forma:

[]oe
i=1

onde B; ndo supera o min{t;, s;}, mas como estamos buscando o maior dos divisores comuns;

entdo f = min{t;, s;}. [

Teorema 13: A sequéncia dos nimeros primos ¢ infinita.
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Demonstracéo: Suponha que existe apenas uma quantidade finita py,p, -+, p, de numeros

primos. Considerem o seguinte nimero:

n=p;-py-pptl

Observem que n # p; (i =1,---,n) e n > 1. Pelo teorema fundamental da aritmética
temos que n € primo ou n possui um fator primo. Se n possui um fator primo, entdo 0 mesmo

deve pertencer a lista py, ***, p,, digamos que p; seja fator primo de n. Dai teriamos que:

1=n — (p1-p2- Pn)

“’
piln P1l(P1p2+ Pn)

= p1|1. (absurdo!)
= n ¢ primo (absurdo!)
~ A lista de primos ¢ infinita.

Teorema 14: Para todo inteiro k positivo, existem k inteiros consecutivos e todos compostos.

Demonstragéo: Seja k um inteiro positivo. Temos que:
k+1)!'=1-2-3-4---k-(k+1).

Observe que (k + 1)! E divisivel pelos k inteiros e consecutivos 2, 3,4, -,k e (k + 1).

Considere a sequéncia: (k + D!+2, (k+D!+3,-,(k+ D!+ (k+1).Tal

sequéncia possui k inteiros consecutivos e todos compostos. ]

Teorema 15: Todo produto de k inteiros consecutivos ¢ divisivel por k!

Demonstragéo: Scjam n, k inteiros positivos com k < n. Temos que:

ny n! nn—1)--m—k+1)-(n—k)! nn-1)---(n—k+1)
(E)_ kK'-(n—k)! k! (n—k)! B k! '

Observem que o numerador ¢ composto pelo produto de k inteiros consecutivos. ]
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Teorema 15: Seja n um nimero inteiro maior que 1. Se n é composto, entdo n possui

necessariamente um fator primo menor ou igual av/n.

Demonstragao: Suponha que n ¢ um namero composto. Dai temos que: n =n, - n, com

1< n; <nel<n, <n. Sem perda de generalidade podemos admitir que n; < n,.

Afirmacio: n, <+n.

De fato, pois, caso contrario teriamos:

n=mn, - n, >+Vn.-n =n (absurdo!).

Pelo T.F.A., ny possui um fator primo p. Dai temos:

p<n, <vn = p<n. m

1.9 MMC

Definicdo: O minimo multiplo comum entre dois inteiros positivos a € b é o menor inteiro

positivo que ¢ divisivel por a e b.

Teorema 16: Se a = p}* - plz - -+ -pit e b =p5t - ps - - - pi*_entdo [a,b] = pr U1}
. p;r:léx{rn, sn}.

Demonstragao: Nenhum expoente dos fatores primos p; podem ser menores do que 7; ¢ s; na

defini¢do de m.m.c. dai temos que:

[a,b] =p;* - py? - pp", com @; = max{r; s;}.

Como queremos o menor entre todos os multiplos comuns de a e b, entdo: a; =

max{r;, s;}. ]

Teorema 17: Sejam a e b inteiros positivos. Entdo: (a,b) - [a,b] = a - b.



25

Demonstracao:

Lema: Se x e y € R, entdo: min{x, y} + max{x,y} = x +y.

Prova do Lema:

(1) Se x =y, acabou!

(2) Suponha que x # y. Sem perda de generalidade podemos supor que x < y. Dai, temos:

{ minix, y} = x = min{x,y} + max{x,y} =x+y.

max{x,y} =y

Sabemos que:

a= le.pgz.....p:ln
b — pfl.pgz.....p:ln

= (a,b) = p;nin{rl’ s pglin{rn. sn} o [a,b] = plnéx{n, si} . p;néx{rn, sn}
= (a,b) - [a,b] = p;néx{rl, s p;’:léx{rn' sn} pI’lin{Tp s} L., p;';’lin{rn: Sn}.
Lema:=pf+51-----p7’;"+sn=a.b, -

Teorema 18: Seja b um inteiro maior que 1. Entdo, todo nimero inteiro positivo n pode ser

escrito, de maneira unica na forma:

n=ag-b*+ap_, - b*'+-+a;-b+asondek>0,a,#0e 0<a;<bh,i=
0,1, k.

Demonstracao:
(1) Existéncia: Vamos utilizar o algoritmo de Euclides. Inicialmente vamos dividir n por b.
Dai, existem qq , a, tais que:
n=b>b-qy+ay; 0<ay<h.
Temos ainda que:
Go=b-q1+a;;, 0=<a<bh.
gi1=b-q;+a,; 0<a,<bh.

Q-2 =b - Q-1+ a1, 0=<ag,<b.
qk_1=b~0+ak,' OSak<b.
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Portanto, temos que:
n=b-(b-qu+a))+ayg=b*-q+b-a, +ay
=b%-(b-qy+ay)+b-a;+ay
=b3-q,+b%*-a,+b-a;+a,
=bk1.(b-qy_q+ ax_q)++b-a, +ag
=b*-q_+b*¥ a1 ++b-a +a
=ay-b*+ay_,-b¥1+--+a; b+ a,.

(2) Unicidade: Suponha que n possua duas formas diferentes, a saber:

{n=ak-b"+ak_1-bk‘1+-~+a1-b+ a,.
n=dp b"+dp_1 -b™ 1 +--+d; b+ d,.

O0=hg-b5+hg_y-b5t+-+h -b+hy,
onde s ¢ o maior valor de i para o qual a; # d;. Dai, temos que:
hg-bS=—(hs_q b5t +--+hy-b+hy)=>|hs-bS| = |hs_1 - b5+ -+ hy - b+ hyl

mas, observem que:

lhi|<b—-1,i=0,-,s—1.
Temos que:

b® = |b®| < |hs - b°| = |hs_4 - bS*+--+hy-b + hol < |hg_q| D54+ || b+
lhol<(b—1) b5 1+--+(b-1)-b+(b—1)
=(b-1)bB"1+b52+--+ b+ 1) =b5—1 (absurdo!) m

1.10 NUMEROS DE FERMAT

Definicdo: Um niimero da forma: 22" + 1, com n € N é denominado de numero de Fermat.
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Exemplos: 3 ¢ um ntimero de Fermat, pois, 3 = 22 41 = Fo.

Proposicao 3: Tem-se que:
Fo-F,-F,--F,_{=E, — 2.

Demonstragao: Indugao em n (1° forma)
(1) Paran = 1, temos:
Fy = F; — 2, temos que:
Fo=2"+1=3= (2% +1)-2,0k!
(2) Suponha valido para n = k, ou seja:
Fy-F -Fy-- Fyy=F,—2.

(3) Paran =k + 1, temos:

Fo-Fy-Fyo Fyeoy  Fe—2=(F,—2) F
= (2% +1-2)2%" +1) = (27" - 1) @¥"+1) = (22" -1
=222 1= 10"+ 1)-2>F, -2

+~ O resultado ¢ valido para todo natural n. ]
Teorema 19: Se F, e F,, sao numeros de Fermat distintos, entdo (£,, ) = 1.

Demonstragao: Como n # m, podemos admitir que n > m. Dai, temos pela proposi¢do

anterior que:
Fo-F -Fy -+ Ep Fpyq++ Fpy1=FE,—2>FE —F -F -Fp - -Fp_; =2.(¥)

Seja d um divisor comum de F, e F,. Mas, em virtude de (*) tem-se que: d|2

= d = 1oud = 2. Como os numeros de Fermat sao impares tem-se que d = 1. ]
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Observe inicialmente que, como usamos um sistema de numeragdo de base 10, se um

inteiro a € escrito como a = ay, - Ax_q * *** * A4 * Ay. Entdo:

a=ag-b*+ay_, - b¥t+-4+ a,-b+a,.

Por exemplo, se a = 123, entdoa = 1-10% + 2 - 10 + 3 - 10°.

Observacao: Considerem n um niimero natural tal que: n = abcde.

Divisibilidade por 2: Temos que:

n=a-10*+bh-103+c -10°+d-10+e.

Como 2|10, entdo para que 2 divida n devemos ter que:

2le=e=0,2,4,60u8

Divisibilidade por 3 e 9:

n=a-10*+b-103+c-10>°+d-10 +e.

Faca: 10=9+1, 100 =9+ 1, 1000 =999 +1, 10000 = 9999 + 1

Sn=a-(99994+1)+b-(999+ 1) +c-(99+1)+d-9+1)+e
= (a+b+c+d+e)+3-(3333a+ 333b + 33c + 3d).

Para que n seja divisivel por 3 devemos ter que: (a + b + ¢ + d + e) seja divisivel por 3.

Critério andlogo para a divisibilidade por 9.

Divisibilidade por 5:
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n=a-10*+b-103+c-10°+d-10+¢

Para que 5 divida n devemos ter: 5|e = e = 0oue = 5.

Divisibilidade por 7:
Seja num nimero natural tal que i seja o algarismo das unidades de n. Considere

ainda o numero natural k obtido de n retirando-se o algarismo i. Dai, podemos escrever:

n =10k +i.

Teorema 20: 10k + i ¢é divisivel por 7 se, e somente se, k- 2i ¢ divisivel por 7.

Demonstragao: Suponha que 10k +i =7 -m

=i=7m-—10k
=>k—-2i=k—2-(7m—10k) =k —14m + 20k = 21k —14m =7 - (3k — 2m)
= 7|(k — 20).

& Suponha que k — 2i = 7n

=> k=7n+2i

= 10k+i=10=10-("Tn+2))+i=70n+20i+i=70n+21i =7 - (10n + 3i)

= 7|(10k + i). |

1.12 CONGRUENCIA

Defini¢do: Sejam a,b,m € Z com m > 0. Dizemos que a ¢ congruente a b modulo m se
m|(a- b).
NOTACAO: a = b (mod m)

Se m { (a - b) dizemos que a ¢ incongruente a b moédulo m e representamos a #

b (mod m).

Proposicao 4: a, b, me€ Zcomm >0.a =b (modm) < Ik € Ztalquea=>b+ k- -m.



Demonstracao:

= Suponha que a = b (mod m)

= m|(a-b) > Ik€eZtalquea-b=k-m a=b+k-m

< Suponha que existe k € Zcoma =b + k - m.

=>a—b=k-m = m|(a- b) = a=b (modm).

Exemplo:

8 = 0 (mod 2);

10 = 0 (mod 2);
13 =1 (mod 2);
155 =1 (mod 2);
8870 = 0 (mod 2).

Entéo:
(@) Se a € Z e a ¢ par, temos que a = 0 (mod 2).

(b) Se a € Z e a ¢ impar, temos que a = 1 (mod 2).

Proposicao 5: a, b, c, m € Z com m > 0. Ento:
(1) a = a (mod m); reflexiva
(2) Se a = b (mod m) entdo b = a (mod m); simétrica

(3) Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m) entdo a = ¢ (mod m) transitiva.

Demonstracao:
(1) E claro que m|(a- a) = a = a (mod m).
(2)Sea=b(modm) > a=b+k-m >b=a+(—k)-m = b=a(modm)

(3) a = b (mod m) ¢ b = c (mod m), entio:

a—b:kl.m e b-c:kz.m’ k1,kZEZ.
a—b=k1-m _ _
{b—C=k2-m +a— c=(k;+k;)m = a=c(modm).

30
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Observacao: Tal proposi¢do garante que a congruéncia modula m é uma relagdo de

equivaléncia (reflexiva + simétrica + transitiva).

Proposicao 6: a, b, c, m € Z com m > 0. Se a = b (mod m), entdo:
(1) (a+c)=(b+c) (modm)

(2) (a—c)=(b—c) (modm)

(3)a-c=b-c(modm).

Demonstracao:
(1)a=b(modm)= a=b+k-m, keZ
= (a+c)=b+c)+km= (a+c)—(b+c)+km
= m|[(a+c)— (b+¢)] = (a+c) = (b+c) (modm). |

(2) Segue de forma analoga a (7).

B)a=b(modm) = a=b+k-m, k€L

s>a-c=Mb+km)-c=2a-c=b-c+(k-c)m =>a-c=b-c(modm). |

Proposicao 7: Sejam a,b,c,m€Z com m>0. Se a=b (modm)e c =d (modm),
entao:

() (a+c)=(b+d)(modm)

(i) (a—c)=(b—d)(modm)

(fifla-c=b-d (modm).

Demonstracao:

() a=b(modm)= a— b=k, -m, ki€Z
c=d(modm)=> c—d=k, - m, k, eZ

>a—-b+c—d=((k+ k) - m=>(@a+c)—(c+d)=(k;+ky) - m

= (a+c) =(b+d) (modm).

(fi) Segue de forma analoga a (i).
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iii{a—b=k1-m {a=b+k1-m
()c—d=k2-m c=d+k, m

= ac = (b+kym)-(d+ k,m) = ac = bd + bky,m + dkym + k ik, m? = ac = bd + km

=a-c=b-d(modm). ]

Proposicao 8: Sejam a, b, c, m € Z com m > 0. Se ac = bd (mod m), entdo:

a=b <mod (%)),onde d = (c,m).

Demonstragao: ac = bd (mod m)

c m cm
=> ac—bc=km= c(a- b)=km(fd):z(a— b):k.g,mas‘(a‘g)=1

e dal temos:

%|(a —b)>a=b <mod (%))
Exemplo: 24 = 18 (mod 3)
= 12-2=9-2(mod3) = (2,3) =1= 24 =9 (mod 3).

Defini¢do 1: Dizemos que k é um residuo de h modulo m se h = k (mod m).

Definicdo 2: O conjunto de nimeros inteiros {ry, 15, *:+, 75} € um sistema completo de residuos
modulo m se:
(i) r; 17 (mod m), se i # J;

(i) ¥ n € Z, tem-se que n = r; (mod m) para algumi = 1,---,s.

Exemplo 1: O conjunto {0, 1,2,:--,m — 1} forma um sistema completo de residuos modulo

m. De fato:

(i) r; =i; para algum i=o0,-,m- 1. E claro que 1y £1, (modm), |r,—r|<m-—

1parai #j
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(ii) Seja n € Z. Pelo algoritmo de Euclides, existem q e 7 tais que:
n=g-m+r,onde0<r<m-—1

= n =1; (mod m), onde r = r; paraalgum j = 0,---,m - 1.

Exemplo 2: O conjunto C = {0, 1, 2, 3} ¢ um sistema completo de residuos médulo 4. Vamos

responder as seguintes perguntas:

(1) 15 ¢ congruente a qual elemento do conjunto C?

Solugédo: 15 = 3 (mod 4).

(2) 27 ¢ congruente a qual elemento do conjunto C?

Solugdo: 27 = 3 (mod 4).

(3) =5 ¢ congruente a qual elemento do conjunto C?

Solugdo: —5 = 3 (mod 4).

Dai, tem-se que: 3 = {a € Z: a = 3 (mod 4)}

De forma analoga, temos: 0 = {b € Z: b = 0 (mod 4)};
{c€Z:c=1(mod4)};
{d € Z:d =2 (mod 4)}.

=
Il

2

Podemos entdo escrever: Z = 0U1U2U3.

Exemplo 3: Se m € Z e m é impar entdo o conjunto:

C—{ m—1 m-—3 101 m—3 m—Z}
- 2 ) 2 ) ) I, 4, 5 0T 45 (

E um sistema completo de residuos modulo m.

Solugéo: Vimos anteriormente que {0,1,2,:-,m — 1} é um sistema completo de residuos

modulo m.
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Logo, temos que:

m—1+ _—m+1+2m_m+1
2 M= 2 -2
m—3+ _—m+3+2m_ m+3
2 M= 2 - T2
—1+m=m-1.

Teorema 21: Se {ry, 1y, -++, 15} € um sistema completo de residuos modulo m entdo s = m.

Demonstragdo: Considere o conjunto {ty,ty, ", t;,m_1}, onde t; = i. J&4 provamos que tal

conjunto ¢ um sistema completo. Portanto 7; = ¢;, para algum i e algum j. Portanto s < m.
Por outro lado, sendo {ry,73,:+,7:} um sistema completo entdo cadat; =1; (mod m) =

m<s.

Teorema 22: Seja 1q,713,+, I, um sistema completo de residuos modulo m. Se a e b sdo
inteiros com (a,m) =1, entdo: ar; + b,ar, + b,-+,ar, + b, é um sistema completo de

residuos modulo m.
Demonstracgao: Pelo teorema anterior, basta provarmos que:

(ar; + b) # (arj + b) (mod m) se i # j.
Suponha que (ar; + b) # (arj +b) (mod m) se i +# j.

arl-+b=arj+b+km, kel

= ar; = ar;(mod m)
> n=Er (mod %),onde d = (a,m) =1=r1; =1j(mod m), se i # j (absurdo!)

~ary+b,ar, + b, ,ar, + b ¢ um sistema completo de residuos modulo m. [ ]
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Proposicao 9: Sejam a, b, m, k € Z, com k > 0. Se a = b (mod m), entio:
a® = b* (mod m).
Demonstragao: Observem que:
ak —b*=(a—b)(@*r+a*? b+ -+ bk ).
Como m|(a — b), entdo m|(a® — b¥) = a* = b* (mod m). n

Teorema 23: Se a = b (mod m,), a = b(mod m,),---,a = b (mod my,),com my, my, -+, My,

> 0, entdo a = b (mod [my, my, ..., My]).
Demonstragao: Temos que:

my|(a — b), my|(a- b),+,my|(a— b), mas, pelo T.F.A., temos:

m; = pf"’l- p?"’z o prT comi = 1,+-, k. Como m;|(a — b) = p;.’c"'j|(a— b)

= p;néx{oci,j} |(a _ b)
Dai, temos que:

pyeel) el ) (g — b) 5 @ = b (mod [my,my, -, my]). m

1.13 CONGRUENCIAS LINEARES

Definicdo: Uma congruéncia da forma ax, = b (mod m), onde a, b € Z ¢ x ¢ uma variavel,

¢ chamada de congruéncia linear na variavel x.

Observacao 1: Uma solu¢do de axy = b (mod m)¢é um inteiro x, tal que: axy, =b

(mod m).
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Observacao 2: Se x, ¢ uma solugdo de ax =b (modm) e x; EZ ¢é tal que x; = x,
(mod m), entdo x; também ¢ solucdo de ax = b (mod m). De fato, como x, ¢ solugdo =
axy = b (mod m). Mas, temos: x; = x, (mod m) = ax; = ax, (mod m) = b (mod m) =

x; € solucdo.

1.14 EQUACAO DIOFANTINA

Definicao: Uma equacdo da forma: ax + by =c, onde a,b,c € Z ¢ dita equagdo linear

Diofantina nas variaveis x e y.

Teorema 24: Sejam a, b,c, m € Z com (a,b) = d. Se d t ¢ entdo a equacdo Diofantina ax +
by = ¢ nao possui nenhuma solugdo inteira, mas se d|c entdo a mesma possui infinitas
solugdes. Mais ainda se x, € Yy (Xg, Vo) € uma solugdo particular, entdo todas as solugdes sdo

da forma:

b a
x=x0+a-k e y=y0—5~k, comk € Z.

Demonstragao: Sabemos que d = (a, b) = d|a e d|b. Suponha que d t c. Mas temos:
ax+by=c = (k;-d)x+ (k,-d)y=c
= d - (kix + k,y) = ¢ = d]c (absurdo!). Portanto a equagdo ndo possui solugdo.
Suponha agora que d|c. Como d = (a, b), entdo existem ny, m, € Z tais que:
nga + myb =d (*),comod|c,entdo: c =k -d, k€EL.

De (*), temos:

a- (ngk) +b-(mok) = kd = c.

Tomando-se x, =nyk e yo =myk, k € Z, temos uma solu¢do. Vamos provar entdo que:

b a
X = Xp +E ‘key= 1y, R k, é uma solucdo da equacao.
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De fato:

b a ab ab
a-(x0+a-k>+b (yo—z -k)=ax0+7-k+by0—7-k= axoy + by, = c.

Seja (x, y) uma solugdo qualquer da equagdo Diofantina. Ou seja:

ax+by=c=axy+ by, > a(x —x9) =b(yo—y)=0 (+=d)

a( ) b b |a( ). M
= — _ = — - *%) = — |— —
d X xO d (yO y)( ) d d X xO " asl

(ba)—1=>b( ). 3keZ tal que: 2 ksx=x+2 ok
77) = d|x Xg)- al que: x xo—d X =X+

substituindo x em (*x*), temos:

a b b ab a
S(r+3k=x)=2 Go-9= T k=b-0n—3) >y=yo— 7k

Teorema 25: Sejam a,b,m€Z com m>0 ¢ d = (a,m). Se d t b, entdo a congruéncia
linear ax = b (mod m), ndo possui nenhuma solugdo inteira. Por outro lado, se d|b, entdo a

congruéncia possui, exatamente d solu¢des incongruentes modulo m.
Demonstragao: Se x ¢ solucdo da congruéncia, entdo:

ax =b (mod m) = 3y € Z, tal que:

ax =b +my = ax-my = b.

Pelo teorema anterior, se d t b a equagdo ndo possui nenhuma solucdo inteira, e
portanto, a congruéncia também ndo possui solugdes inteiras. Por outro lado, se d|b entdo a

equacao diofantina possui infinitas solu¢des dadas por:
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Dai, a congruéncia possui infinitas solu¢des dadas por:

Sex; = x, (modm) = (xo - (ﬂ) . kl) = (xo - (ﬁ) . kz) (mod m)

IS

m
d

m

= d

ki = —k, (mod m) = k; = k, (mod m), pois : (E,m) = % .

d

Dai as solugdes incongruentes percorrem um sistema completo de residuos modulo d,

totalizando d solugdes incongruentes. ]

Definicdo 1: Uma solugdo x, de ax = b (mod m) ¢ unica se qualquer outra solugdo x; for

congruénte a x, modulo m.
Defini¢ao 1l: Uma solugdo a de ax = 1 (mod m) ¢ dita um inverso de a modulo m.
Observacao: Se (a,m) = 1, entdo o inverso de a modulo m ¢ tnico.

Proposi¢cao 10: Seja p um primo. O nimero inteiro a € seu proprio inverso modulo p se, e

somente se, a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p).

Demonstracao:

= Suponha que a seja o seu proprio inverso. Entao:

a-a=1(modp) = a?=1(modp) ©pl@®>-1)opla+1): - (a-1)e
plla+1ouplla—1) & a=1(modp)oua=—1(modp). ]
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Exemplo 2: Determine os elementos que sdo os seus proprios inversos modulo p, com p
primo.

Solugdo: 1 =1 (mod p)e 6 = —1 (mod p).

1.15 TEOREMA DE WILSON

Teorema 26 (Wilson): Se p ¢ primo, entdo (p — 1)! = —1 (mod p).

Demonstracao:
Como (a,p)=1, com 1<a< p—1, entdo estes elementos possuem inversos

unicos. Mas 1 e p — 1 s@o os Unicos que possuem inverso proprio. Dai, temos que existem
p—3 . , .y
— pares, cada um congruente (em produto) a 1 modulo p. Dai, multiplicando-se estes

produtos, temos:

1-2:3:4---(p=2)=1(modp)=>1-2-3-4---(p—1)=(p—1) =—-1(mod p)
= (p — 1)! = —1(mod p). |

Teorema 27: Se n é um inteiro e (n — 1)! = —1(mod n) entdo n é primo.

Demonstragao: Suponha que n ndo é primo. Entdo:n =n-s,coml1<r<nel <s<n.

= r|(n — 1)!. Mas, por hipotese, tem-se que:

nfn—D!'+1 = r|((n—1)!'+1=r1|l (Absurdo!) (r > 1)

=~ n ¢ primo. |

1.16 TEOREMA DE FERMAT

Teorema 28 (Fermat): Se p ¢ primo ¢ a ¢ um inteiro com p  a, entdo aP~! = 1 (mod p).

Demonstragao: Qualquer subconjunto com p elementos incongruentes pode ser colocado em

correspondéncia biunivoca com o conjunto {0, 1,2,---,p — 1}.
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Considere o conjunto:

{a,2a,3a,-- (p — 1)a}.
Note que ia # ja (mod p) se i # j. De fato, se ia = ja (mod p)
=si=j(modm),1<i<p—1lel<j<p-1=>i=]j.

Note ainda que nenhum dos elementos da forma ia (1 < i < p — 1) € congruo a o modulo p.

Dai i - a é congruente a exatamente um elemento do conjunto:
{0,1,2,---,p — 1}. Multiplicando-se temos:

a-2a-3a--(p—1Da =@p-1D!(modp)=p—-1!aPt=(p-1)! (modp).
Mas, ((p — 1)!,p) = 1 entdo: aP~! = 1 (mod p). |

1.17 AFUNCAO @ DE EULER

Definicdo I: Se n ¢ um inteiro positivo, entdo a fungdo ® de Euler, denotada por ®(n) ¢é

definida como:

dn)=#%#{a€Z :1<a<n e (an) =1L

Exemplo: Se p ¢é primo. Calcule ®(p).
o) =p-1L

Definicdo 11: Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de ®(m) inteiros
71,72, To(m), tals que:

(i) (ri,m) =1,1<i< &(m);

(i) r; #1; (mod m),se i # J.

Teorema 29: Seja m um inteiro positivo € a um inteiro com (@, m) = 1. Se 1,73, ***, To(m) €

um sistema reduzido de residuos modulo m, entdo ary, ary, -+, Are ) também o €.
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Demonstragao: Observem que # {arl, ary, -, arcp(m)} = @d(m). Vamos provar que:

(i) (ar;,m) =1

(ii) ar; # arj (mod m) sei + j.
Prova de (i): Seja d = (ar;, m). Dai, temos:
d|ar; e dlm. Por outro lado sabemos que: (a,m) =1 = (r;, m).
Portanto temos: ax +my =1 x(r;) e ns+mt=1
= (ar)x +m(r;y) =1, = d|r; . Comod|med|r; = d|1

(ii) ar; = ar;(mod m) = r; =r;(mod m) =i = j,pois, 11,***,Te@m) € um sistema

reduzido. ]

1.18 TEOREMA DE EULER

Teorema 30 (Euler): Se m ¢ um inteiro positivo e a é um inteiro tal que (@, m) = 1, entdo:
a®™ = 1(mod m).

Demonstracéo: Seja {r;,73,**,"opm)} um sistema reduzido de residuos modulo m. Como
(a,m) =1, temos pelo teorema anterior que: {arl,arz, -~,ar¢(m)} também ¢é um sistema
reduzido de residuos moédulo m. Dai, cada ar; ¢ congruente a um s6 7; modulo

m. Multiplicando-se estas congruéncias, temos:

ary - ary - Argm) =112 Tom) (Mod m)

=a®M .y Ty ST Ty Ty (Mod m). Mas, (1 - 13+ =+ Toany, M) = 1.

Portanto: a®™ = 1(mod m). n
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1.19 TEOREMA CHINES DO RESTO

Se a;,m; sdo inteiros (i = 1,--,7) tais que (a;,;m;) =1 e (m;m;) =1 para i #

J e c¢; € inteiro, entdo o sistema:

a;x = c¢;(mod my)
a,x = c,(mod my)

a,x = ¢,(mod m,.)
Possui solug¢do tnica modulo (m), ondem =my -my, - -+ m,..

Demonstragao: Como (a;,m;) = 1, entdo a congruéncia a;x = c;(mod m;) possui solucdo

unica b;.

m Il
Tome y; = p— ondem =my - my, - ----m, = (y;, m;) = 1, entdo a congruéncia:
i

yix = 1(mod m;) tem solugdo Gnicay; .
Tome: x = bl ‘Y1 ’ﬂ‘l‘bz ‘Y2 ’E+"’+br‘yr ‘E.
Afirmacao: x ¢ solucdo do sistema.

aGx=0a; by -yryi+-+ai by yi+-+ar by yr = a; by - yi(mod my)
= a; - b;(mod m;)

= ¢;(mod m;)

1.20 O PRINC{PIO DA CASA DOS POMBOS

O Principio da Casa dos Pombos nos diz que para colocarmos n + 1 pombos em n
gaiolas, pelo menos uma gaiola devera conter pelo menos dois pombos. Esta ideia tao obvia €,
na realidade, uma poderosa ferramenta na demonstragdo de muitos resultados bastante
dificeis. O que, muitas vezes, torna o problema dificil ¢ a constru¢cdo de um conjunto ou

conjuntos aos quais se possa aplicar esse principio.
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Este principio ¢ também conhecido como “Principio das Gavetas de Dirichlet” por ter
sido por ele enunciado como: “Se n + 1 objetos sdo colocados em n gavetas, entdo pelo

menos uma gaveta devera conter, pelo menos, dois objetos”.

Exemplo: Mostrar que numa festa de aniversario com mais de 12 criangas, existem
pelo menos duas nascidas no mesmo meés e que também existem pelo menos duas nascidas no

mesmo dia da semana.

Soluggo:
Como temos mais criancas (pombos) do que meses (gaiolas), pelo menos um “més”
deverd conter pelo menos duas “criangas”. Na segunda parte, sendo o niimero de criangas

maior do que 7, necessariamente duas ou mais terdo nascido no mesmo dia da semana.



CAPITULO 2

2 ANEIS, DOMINIO DE INTEGRIDADE E CORPO

Defini¢do: Seja um conjunto ndo vazio A, munido das operagdes:

Adicao: +: AxA— A
(a,b) —a+b
Multiplicagéo: : AxA — A
(a,b) — a-b.

Diremos que (4, +,-) ¢ um anel quando satisfaz as seguintes condicdes:

(D) "+ " Comutativo
Vabe€EA, a+b=>b+a.

(2) "+" Associativo
Va,b,c€A, (a@a+b)+c=a+(b+0).

(3) Elemento neutro aditivo

30 € Atal que: O+a=a+0=aq, Ya € A.

(4) Oposto aditivo
Para cada a € A, existe b € A tal que: a+b=b+a=0.
Notacdo: b = —a.

(5) " - " Associativo

VYabc€eA (a-b)-c=a-(b-c).

(6) Distributiva a direita e a esquerda
Vab,c€eA a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c.
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Observacoes:

(1) Seja (4, +,-) um anel.
Sea-b=b-aqa; Yabe€eA.

Diremos que ¢ um anel comutativo.

(M) Se existe 1 € A tal que:
l-a=a-1=aq; Y a € A

Diremos que o anel possui unidade, ou ainda, que (4, +,-) ¢ um anel com unidade 1.

(M) Sejam a, b € A, tais que:

a-b=0=>a=0o0ub=0.

Diremos entdo que (4, +,) ¢ um anel sem divisores zeros.

(1V) Um anel (4, +,-) comutativo, com unidade e sem divisores zeros ¢ dito DOMINIO DE
INTEGRIDADE.

(V) Se um dominio de integridade (4, +,-) satisfaz: Vx € A,x # 0,3 y € A tal que:
x-y=y-x=1
Diremos entdo que (4, +,") ¢ um CORPO.

2.1 0 ANEL Z[Vd ]

O objetivo desta se¢do ¢ examinar algumas propriedades do anel Z[Vd ]. Vamos

denotar por R = Z[vVd | o conjunto:

R={x+yVd: x,y€Z}.
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E f4cil verificar que R munido com as operagdes de adi¢io
(21 + 3’1\/3) +(xz + J’Z\/a) = (x +x2) + O + y2)Vd

e de multiplicacdo

(21 + 3’1‘/3) (o + J’Z‘/E) = (02 + dy1y2) + (ays + x2y)Vd
¢ um dominio de integridade.

Sejamn € Ne a = x + yVd € R com x, y € Z. Dizemos que n divide a se n divide x
e y. Neste caso, denotaremos por:

a = 0 (mod n).
Em particular, se @, f € R, dizemos que:
a=pf (modn) & a—pL =0 (modn).
Um elemento a € R é chamado uma unidade de R se existir f € R tal que aff = fa =

1 ou, equivalentemente, a divide 1. Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades
de R.

Seja @ = x + yVd € R com x,y € Z, o conjugado de a, denotado por a*, ¢ definido

como:
a =x—yVd.
A norma de a, denotada por N(«), ¢ definida como:
N(a) = aa”.

Note que, se @ = x + y\/H € R com x,y € Z, entdo:

N(@) = aa” = (x + yVd)(x — yVd) = x? — dy?.
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Em particular, se a # 0, entdo:

1 X y
-1 _ * _ _
T TN@Y Te—ar ¥ —dyzﬁ

¢ um elemento de R se x? — dy? divide x e y. E claro que:

N(ap) = (ap)(aB)” = (ap)(a’B*) = (aa’)(BB*) = N(@)N(B),V a, B € R.

Além disso, sejam , f € R. Entdo:

N(a) = N(B) © B = wa,onde w € U(R).



CAPITULO 3
3 EQUACAO DE PELL

Neste capitulo estudaremos um caso particular da equagdo de Pell: x> —dy? = N, ou
seja, estudaremos as solugdes da equagdo: x> —dy? =1, onde x,y € Z e d € N — {1} livre
de quadrados.

Na teoria das equagdes Diofantinas, a equagdo de Pell ¢ essencial, pois diversas
equacgdes podem ser reduzidas a ela, por exemplo, determinar as solugdes inteiras da equagao
quadratica geral:

ax?+bxy+cy?+dx+ey+f =0,
onde a,b,c,d, e, f € Z. Note que essa equagao pode ser reescrita sob a forma
ax?+ (by+d)x+cy?+ey+f=0.
Assim, se essa equacdo tem uma solugdo para algum y € Z fixado, entdo o discriminante:
(by +d) %2 — 4a(cy? + ey + f) = b? — 4ac)y? + (2bd — 4ae)y + d? — 4af.

Deve ser um quadrado perfeito, digamos z2. Assim, fazendo

p = b? — 4ac, q=2bd—4ae e r = d* - 4af,
obtemos

py:+qy+r—z2=0.

Novamente, o discriminante dessa equacdo quadratica em y deve ser um quadrado perfeito,

digamos:

q* — 4p(r — z%) = w2

Portanto, temos que considerar a equacao de Pell

w? —4pz? = g% — 4pr.
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Assim, conhecendo as solucdes dessa equacdo, podemos de qualquer modo, obtermos

as solucdes racionais da equacdo quadratica original.

3.1 SOLUCOES DA EQUACAO DE PELL

Nesta se¢do apresentaremos as solugdes da equagdo de Pell
x? —dy? =1.

Seja d € Z. Dizemos que d ¢ livre de quadrados ou ndo ¢ um quadrado perfeito se ele
ndo for divisivel pelo quadrado de nenhum niimero inteiro maior do que 1. Todo n € N pode
ser escrito sob a forma:

n = c?d,

onde d livre de quadrados. De fato, sabemos que todo n € N pode ser fatorado de modo

unico, a menos da ordem dos fatores, sob a forma:

— 271 T2 m
n_pl .pz .....pm’

onde p; < p; < -+ < Py, s20 niimeros primos e 1; € N U {0}. Comor; = 2s; + t;, onde t; =

O out; =1, temos que:

_ 1 T2 Tn __ 251+t 252+t 25m+t _ 2
nN=Dp; Py "Pn =P P, T Pm =c°d
onde:
— 51 S2 Sm _ b [ tm
C_pl .pz .....pm e d_pl .pz .....pm_
Note que:

1. Se d € N livre de quadrados, entdo Vd ¢é irracional.

2. Se \/d é racional, entdo Vd ¢é inteiro.



Agora trataremos os casos triviais da equagdo de Pell x% —dy? = 1.

e Sed < —1, entdo:
1=x?—-dy?=x%+|d|y? = |d| y* = 0.
Logo, devemos ter:
De fato, pois:
d<-1=|d|>1
e Sed =—1,entdo x? + y? = 1. Logo, devemos ter:
x=41 e y=0; x=0 e y=+=1
Observem que se d = —1, temos um circunferéncia de raio 1.
e Sed=a?>0,entio:
x2—dy?=x*—a%*y?*=(x+ay)(x —ay) = 1.

E claramente possivel se

(x+ay) =(x—ay) ==1.

Neste caso:

(x+ay) +(x—ay)
x= 2

=41 e y=0.

e Sed =0,entdo x? = 1. Logo, x = +1 e y é arbitrario.

50

Finalmente, se d > 0 ¢ livre de quadrados, entdo a equagao de Pell tem certamente as

solucoes:

x=41 e y=0.
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Nosso objetivo, agora, € provar que a equacao de Pell, além dessas solugdes, tem mais
um numero infinito de solucdes. Note que, se o par (x,y) € uma solugdo da equagdo de Pell
com xy # 0, entdo os pares (—x,Y),(x,—y)e (—x,—y) também o sdo. Assim, basta
determinar as solu¢des no primeiro quadrante, isto é, x > 0ey > 0. Além disso, a equagdo

de Pell pode ser escrita sob a forma:

x—yVE:y(%—ﬁ):m.

Lema 1: Seja d € N — {1} livre de quadrados. Entdo, para cada n € N, existem x,y € N, tais

que:

1 1
O<|x—y\/3|<—s—.
n.y

Prova: Para cada x € R, temos que:
x—|x] € [1,0),onde |x] = max{k €Z: k < x}.
Assim, os n + 1 niimeros reais distintos, pois Vd é irracional,
0,Vd — [\/EJ, o, nVd — [n\/aj (D

pertencem ao intervalo [0, 1). Agora, consideremos a parti¢ao de [0, 1) sob a forma:

[0, 1)—

k k+1>

(2)

E claro que, pelo menos, dois dos reais em (1) estejam em um mesmo intervalo em (2)

(Principio da Casa do Pombo ou dos Escaninhos), digamos.

kVd —|kVd| e kpVd—|kVd|,  comO0<k <k, <n
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Entao:

(OO B (A R T
Assim existem:
x = |kVd| = |kyVd], y=k,—k, EN

tais que:

1
|x — yVd| <- poisd = 2.

Como 0 < k, — ky < k, < n, temos que:

Sk
IA
<P

Portanto,

1 1

Lema 2: Seja d € N — {1} livre de quadrados. Entdo existe um numero infinito de pares

(x,y) € N x N, tais que:
1
0<|x—y\/3|<; e 0<|x?2—dy? <1+ 2Vd.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que exista um niimero finito de pares:

(xl' yl)r".y(xky yk) € N XN

tais que:

1
|xj—yj\/a|<y— e sz—dyjz<1+2\/a,j=1,-~,k.
J

Tomando:

§ = min{|x; —y;Vd|,j=1,-,k} € R,
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temos que existe m € N tal que 0 < % < §, pois R ¢ Arquimediano. Pelo Lema 1, existem

x,y € N tais que:

1 1
|x—y\/3|<—s— e |x2—dy? <1+2Vd,
m .y
pois:

|x2 —dy?| = |x —yVd||x +yVd| e |x+yVd| < |x—yVd| +|2yVd| <%+2y\/a

implicam que:

1/1 1
Ixz—dyzl<J—](}+2y\/3)=?+2\/aﬁl+2\/3.

1
Como — < & temos que (x,¥) # (%,¥;),j = 1,--,k 0 que é uma contradigdo. n

Corolario 1: Seja d € N— {1} livre de quadrados. Entio existe um r € R — {0}
(dependendo de d) tal que a equacgao:

tenha um nimero infinito de solugdes (x,y) € N x N. [

Lema 3: Seja d € N — {1} livre de quadrados. Entdo a equacio de Pell x? — dy? = 1, tem
uma solu¢do ndo nula (x,y) € Nx N com (x,y) # (1,0).

Prova: Pelo corolériol, existe pelo menos um r € R que corresponde a um numero infinito

de pares (x,y) € Nx N tais que:

|x2 —dy?| =7, com0<7r<1+2Vd.

Assim, para pelo menos um dos nimeros € € {—1, 1}, existe um ntmero infinito de pares

(x,y) € Nx N tais que:

x? —dy? =er.
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Como existem somente 72 restos modulo 7,
x=0,1,,r—=1) (modr) e y=0,1,-,(r—1) (modr),

temos, pelo principio da Casa do Pombo ou dos Escaninhos, que existem duas solucdes

diferentes (x1, y1), (%2, v,) € NxN tais que:

x? —dy? =er, x2—dy?=er, x, =x, (modr) e y, =y, (modr).

_ X1Xp —dy1y, _X2Y1 — X1)o
e=—— =70

€ Z,

pois:
X1 X, —dy1y, Ex3—dy? =r=0(@modr) e Xy — X1y = X171 — x1y; = 0 (mod 7).

Logo:
(x1 + 3’1‘/C_l) (xz - J’Z‘/@ = 7”(0-’ + ﬁ‘/a) (3)

Tomando a conjungdo na equagao (3), obtemos:
(x1 = y1Vd) (x; + y2Vd) = r(a - pVd). “4)
Multiplicando membro a membro as equagdes (3) e (4), temos que:
ri(a? —dp?) = (xf — dyf) (xF — dy3) = (er) (er) = e*r? =712

Assim,

a? —dp? = 1.

Portanto, o par (Ja|,|8]) € Nx N ¢é uma solugdo da equagao de Pell.
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Afirmacao. § # 0.

De fato, se f = 0, entdo:

X
D_N_ s,
X2 Y2
de modo que:
er =x2 —dy} =k?*(x5 —dy3) =k?sr=>k*=1=>k=1
Logo, (x1,y1) = (x3,¥,), 0 que é uma contradigéo. |

Determinar as solugdes da equagdo x? —dy? =r, significa determinar os

elementos @ = x + yVd € R tais que N(a) = .

Se @ =x + yVd € R com x,y € Z, é uma solucio da equagio N(a) = aa* = x% —

dy2 = 1, entdo oS numeros reais:

1 1
Q, -, -a e ——
a a
sdo também solugdes da equacao e satisfazem:
a>1 sex>0ey>0
O0<ax<1 sex>0ey<0
a<-—1 sex<0ey<o0

-1<a<0 sex<0ey>0.

Por exemplo, se x > 0 ey > 0, entdo:

a=x+y\/3>y21.

Lema 4 Scjam (xq,y1), (x2,¥2) € NXN solugdes da equagdo de Pell, x ¢ y a serem

determinados por:

(x; + y1Vd) - (2 + y2Vd) = x + yVd.

Entdo (x,y) ¢, também, uma solu¢do da equacao de Pell.
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Prova. Sejam a = (x1 + ylx/a) ef = (xz + yzx/a). Entdo:

N(@B)=N@NPB)=1-1=1,

¢ uma solugao. [

Pelo Lema 3, existe @ € R tal que @ > 1 e N(a) = 1 e, 0 Lema 4, mostra que todas as

poténcias a™, para todo n € N, s3o solucdes da equagao de Pell, pois:

N@") =N@)"=1"=1,vneN.
Note que:

sdo todas distintas.
Teorema 1 Sejam d € N — {1} livre de quadrados e R = Z[Vd |.

Sed > 0, entdo:
UR) ={xw": n€eZ}

onde w ¢ a unidade fundamental de R com w > 1, isto ¢, w é a menor unidade de R com

w>1leNw)=1.

Prova. Vamos provar apenas o item (4), para os elementos a = (x+y\/a) € R tais

que N(a) = 1. Ja vimos que os nimeros reais:

n 1 n 1
a, —, - e - P
sdo solugdes da equacdo N(a) = x2 — dy? = 1 e que diferem unicamente nas coordenadas x
e y de a. Logo, basta mostrar que todo @ € R tal que @ > 1 ¢ N(a) = 1 pode ser escrito sob
a forma:

a=w",onden € N
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¢ w ¢ a menor unidade de R com w > 1 e N(w) = 1, pois N é um conjunto discreto. Como

a > 1 temos, pela minimalidade de w, que existe um n € N tal que:

" <a< o™t
pois

[1,00) = U[wn-l, o).

neN
Agora,
a a
J=aw ”EReN(ﬁ)=1.

Assim, f = aw™"™ ¢ uma solucdo da equagdo de Pell com:

1<f<w.
Logo, pela defini¢do de w, ndo podemos ter 1 < # < w. Portanto, f =1lea = 0™ ]
3.2 APLICACAO

Encontrar todas as solugdes inteiras do sistema abaixo:

{n—l=x2
n _ 2 n, x, y € N.
TL=Y

Solugdo: Podemos escrever o sistema da seguinte forma:

{n=x2+1

2 _ 2 2 _ 902 —
n=2y?+2 >x+1=2y“+2=>x“—-2y 1

e agora temos que considerar a equagdo de Pell: x2 — 2y? = 1, pois conhecendo as solugdes
dessa equagdo, poderemos de qualquer forma, obter as solugdes naturais para o sistema.
Percebam que as solugdes positivas dessa equagdo sdo pares da forma (x,,),) onde: x, +
yVd = (% + y13Vd)" com r =1,2,3,, ¢ 0 par (3, 2) é solugio primitiva dessa equagdo,

portanto, as demais solugdes serdo da forma: x, + y,v/2 = (3 +2V2)" comr = 1,2,3, .



Se r = 2, temos:

X, + y,V2 = (34 2V2)% = (17 4+ 12V2)
>x,=17 e y,=12

logo: (17, 12) também ¢ solucdo e, consequentemente n = 290, pois:

n=x%>+1=>n=289+1=290.

Portanto o sistema possui infinitas solucdes.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante séculos a equagdo de Pell foi motivo de muita discussdo e apreciacdo por
grande parte dos matematicos que dedicaram suas vidas ao estudo dessa ciéncia, portanto ao
estuda-la, percebemos seu imenso valor na teoria das equacdes diofantinas e sua fundamental
importancia na resolucdo de outras equagdes, que ao serem reduzidas, recaem no modelo da
equacao de Pell.

Este trabalho ¢ fruto de muita determinagdo, paciéncia, investigacdo e pesquisas a
diversos livros de matematica. Acolher o desafio de estudar mais a fundo um caso particular
de uma equacdo tdo antiga ndo foi nada facil, pois apesar de produzir resultados
aparentemente simples, sua demonstracdo ¢ rica em detalhes que necessitam de um estudo
sério em teoria dos nimeros e estruturas algébricas. Uma caracteristica marcante desse
trabalho foi a perseveranga em vencer os obstaculos, pois isto nos motivou a estudar cada vez
mais.

Esperamos que este trabalho sirva de apoio a um estudo mais intenso sobre solugdes
da equacado de Pell, e que o mesmo sirva de base para uma aprendizagem mais significativa,

valorizando a constru¢ao do conhecimento matematico.
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