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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar o Teorema da Representacao de Riesz,
assim como algumas aplicagoes deste teorema. Apresentaremos inicialmente um estudo
sobre os espacos métricos, bolas abertas e fechadas e sequéncias, que sao essenciais
para compreensao de alguns resultados. Abordamos também conceitos e resultados da
Anélise Funcional, centralizando ao estudo dos espacos completos, como os Espacos
de Banach e Espacos de Hilbert e apresentamos a teoria dos operadores lineares, em
particular os funcionais lineares. Esses conceitos sao o ponto chave desse trabalho, ja
que o Teorema central mostra a forma de um funcional linear limitado em um Espaco

de Hilbert.

Palavras-chave: Espacos de Hilbert, Funcionais Lineares, Teorema de Riesz.



Abstract

The present work aims to present the Riesz Representation Theorem, as well as some
applications of it. Initially, it is going to be presented a study on metric spaces, open
and closed balls, and sequences, which are essential for the understanding some results.
It is also going to be approached concepts and results of Functional Analysis, centering
on the study of complete spaces, such as Banach Spaces and Hilbert Spaces. Finally, it
is going be present the theory of linear operators, in particular linear functional ones.
These concepts are the key point of this work, since the central Theorem shows the

form of a limited linear functional in a Hilbert Space.

Keywords: Hilbert Space, linear functional, Riesz Theorem



Sumario

Introducao

1 Teoria preliminar

1.1 Espacos métricos . . . . . . . . ..o
1.2 Sequéncias . . . . . . ...
1.3 Espacode Banach . . . . ... ... ... .. ... ... ....
1.4 Operador linear . . . . . . ... ... oL
1.5 Funcional linear . . . . . . . .. ... ...
1.6 Espacos com produto interno . . . . . .. ...

1.7 Espacos de Hilbert . . . . . . ... ... .. ... .......

2 Teorema da Representacao de Riesz

2.1 Demonstracao do Teorema . . . . . . . ... ... ... ....

3 Aplicagoes

3.1 Generalizando o Teorema de Riesz (Teorema de Lax-Milgram)
Consideracgoes Finais

Referéncias Bibliograficas

10

12
12
14
15
17
24
26
28

32
32

36
36

43

44



Introducao

A Analise Funcional é o ramo da matematica que estuda os espagos vetoriais norma-
dos e os operadores lineares continuos nestes espagos, dando énfase a importantes espagos
de funcoes utilizados em varias areas da Matematica. Tem suas raizes historicas no es-
tudo de transformacoes, tais como a Transformada de Fourier, e no estudo de equacoes
diferenciais e equagoes integrais.

O estudo dos elementos da Analise Funcional, iniciou-se na primeira década do século
XX. Os pioneiros no estudo desta teoria foram Fréchet, Hausdorff ¢ Schmidt. Posterior-
mente, trabalhos devidos a Helly, Banach, Riesz e Hilbert impulsionaram a construcao da
teoria da Andise Funcional, e consequentemente, o desenvolvimento de varios ramos da
matemaéatica moderna.

Alguns conceitos e propriedades da Algebra Linear e da Andlise Matemdtica sao
apresentados num contexto mais amplo, considerando nao apenas espacos vetoriais de
dimensao finita, mas dando maior énfase aos espacos vetoriais de dimensao infinita.

O objetivo deste trabalho é abordar alguns topicos importantes da Anélise Funcional
e apresentar um dos resultados mais importantes da area, que foi desenvolvido por Riesz e
¢ chamado de Teorema da Representacao de Riesz. Em 1907, Fréchet e Riesz mostraram
independentemente este resultado de representacao sobre o espaco de funcoes L% Logo
em 1934, Riesz consegue estender este resultado para qualquer espaco de Hilbert. Por essa
razao o Teorema pode ser conhecido como Teorema de Riesz-Fréchet ou apenas Teorema
da Representacao de Riesz.

“A representacao de Riesz, nos mostra a forma geral de um funcional linear, limitado
em um espago de Hilbert. Mais especificamente, o teorema nos diz que, para qualquer
funcional linear limitado sobre um espaco de Hilbert , existe um vetor z, tal que a atuagao
do funcional sobre um vetor x é o produto interno de = por z.”

No capitulo 1 serdao abordados alguns conceitos da Analise Matematica, tais como,

10



Teoria Preliminar 11

espagos métricos, sequéncias e convergencia e também da Anélise Funcional, como espagos
normados, operadores lineares e funcionais lineares, produto interno e alguns espacos de
funcoes. Esses conceitos sao introduzidos para facilitar a compreensao dos resultados e
aplicacoes aqui apresentadas.

No segundo capitulo sera apresentado o famoso Teorema da Representacao e Riesz
e sua demonstracao. Por fim, no terceiro capitulo, serdo apresentadas algumas aplicagoes.
Umas delas é o Teorema de Lax-Milgram, que é uma generalizagao do Teorema de Riesz
para forma sesquilinear.

Os resultados e conceitos apresentados aqui, sobre Algebra Linear e Topologia Ma-

temética, podem ser consultados, para as provas, nas referéncias [2], [4] e [8].



Capitulo 1

Teoria preliminar

Nesse capitulo abordaremos algumas definicoes e resultados essenciais da Analise Funci-
onal, bem como algumas terminologias das quais devemos nos familiarizar para melhor
entendimento do Teorema da Representacao de Riesz. A teoria apresentada a seguir pode

ser encontrada nas referéncias [1] e [2].

1.1 Espacos métricos

Definicao 1.1. (Espag¢o Métrico) Chamaremos de espago métrico um par (X,d) em
que X # @ € um conjunto qualquer e d : X x X — R é uma métrica, ou seja, € uma
funcao que tem as sequintes propriedades, para todo x,y,z € X:

i) d(x,y) > 0;

i1) d(x,y) = 0 se, e somente se x = y;

iii) d(z,y) = d(y, )

i) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Observagao 1.1. d(z,y) € chamada de distancia de z a .
Observagao 1.2. A propriedade iv) é conhecida como desigualdade triangular.

Exemplo 1.1. A reta real € um dos exemplos mais importantes de espaco métrico, con-

siderando a métrica dada por d(zx,y) = | — y|.

Exemplo 1.2. Consideremos agora o conjunto R™ de todas as n-uplas reais. Defi-

nimos uma métrica d em R"™ tal que d(x,y) = /(v1 —y1)? + ... + (2 — yn)?, sendo

T = (xla "’7xn)7y - (y17 "’7yn) S R"™.

12



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 13

Exemplo 1.3. O par (R",d) é um espagco métrico, onde d é uma métrica definida da

sequinte forma:

N —

d(z,y) = V(@1 =912 + oo+ (2 — yo)? = !Z(x - yi)zl

i=1
Defini¢ao 1.2. (Bola aberta e fechada) Seja X um espago métrico, xg € X er >0
um numero real. Definimos os sequintes conjuntos:

a) Bola aberta: B(xg;r) ={z € X | d(z,z9) <1};

b) Bola fechada: Blxo;r] = {x € X | d(x,z0) <71};

c) Esfera: S(zo;r) ={x € X | d(z,x0) =1}

Nos trés casos, xo € chamado de centro e r € o raio.

Defini¢ao 1.3. (Congjunto abertos e fechados) Um subconjunto M de um espago
métrico X € dito aberto se contém um bola com centro em cada um dos seus pontos, ou

seja, para todo x € M, existe um r > 0 real, tal que
B(xz;r) C M.
E um subconjunto K de X € dito fechado se o seu complementar (em X) é aberto, isto é,
K¢ =X — K ¢ aberto.

Definicao 1.4. (Ponto aderente) Seja M um subconjunto de um espago métrico X.

Um ponto xg € X se diz ponto aderente de M se, para todo € > 0 vale a relacao
B(zg, ) N M # .

O conjunto dos pontos aderentes de M chama-se fécho de M e é indicado por M. E

imediato que M C M.

Definicao 1.5. Sejam X e Y espagos métricos. Uma aplicacao f : X — Y ¢é dita

continua em um ponto xo € X se para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que
d(z,x0) < 0= d(f(z), f(z0)) <

Dizer que f € continua signifia que [ € conlinua em todos os pontos de X.
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1.2 Sequéncias

Defini¢ao 1.6. (Sequéncia) Seja (X,d) um espago métrico. Toda aplica¢ao n — x,

de N* em X € chamada sequéncia de elementos de X e denotada por (z,).

Definicao 1.7. (Sequéncia convergente) Uma sequéncia (x,) em um espago métrico

(X, d) € dita convergente se existe um x € X tal que:

lim d(x,,z)=0.

n—aoo

O elemento x é chamado o limite de (x,) e escrevemos:

lim z, =2z
n—oo

ou, simplesmente, x, — x. Neste caso, dizemos que (z,) converge para x ou tem limite

z. Se (x,) nao é convergente, dizemos que € divergente.

Proposicao 1.1. Seja M um subconjunto ndio vazio de um espaco métrico (X,d) e M ¢
o fecho de M. Entao:
a) x € M se, e somente se, existe uma sequéncia (r,) € M tal que x, — .

b) M é fechado se e somente se, (x,) € M e x, —> x implica que x € M.

Demonstracio. a) Seja x € M. Se x € M, basta considerar a sequéncia (r,x,...). Se
r & M, entao x é um ponto aderente de M. Portanto, para cada n = 1,2,... a bola
B(x; %) contém um x, € M, logo d(z,,x) < % e, T, — T porque % — 0 quando
n — 00.

Reciprocamente, se (x,) é uma sequéncia em M e z, — z, entdo * € M ou
cada vizinhanca de x contém pontos x,, # = de modo que z é um ponto aderente de M.
Portanto = € M, pela definicao de fecho.

b) Primeiro vamos mostrar que M é fechado se, e somente se, M = M.

Sabemos por definicdo que M C M, entdo temos que mostrar que M C M. Consi-
dere z € M, entao por (a) existe x,, — x, onde x,, € M. Suponha que z ¢ M = z € MC.

Por hipétese M é fechado, logo MY é aberto. Assim existe um e > 0 tal que
B(z,e) C M¢ ¢ x, € B(xz,e) C M®, Vn > ng.

Mas como x,, € M isso seria uma contradicio e portanto x € M e M C M.
Usando esse fato de que M é fechado se, e somente se, M = M, entdo (b) segue de

(a). O
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Defini¢ao 1.8. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) em um espa¢o métrico

(X,d) é dita de Cauchy se para cada € > 0 existe um N € N tal que:
d(xy,,x,) <€,  ¥Ym,n>N.

Teorema 1.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico é uma sequéncia de

Cauchy.

Demonstracao. Se x,, — x, entao para cada € > 0 existe um N tal que,

d(z,, ) <

NG e}

para todo n > N. Pcla desigualdade triangular temos que para m,n > N

A, n) < d(Tpm, ) +d(z,2,) < =+

[N o)
NS
Il
m

Assim, (x,,) é de Cauchy. O

Definigao 1.9. (Espag¢o Completo) O espaco X é dito completo se cada sequéncia de
Cauchy em X converge, ou seja, cada sequéncia de Cauchy em X tem um limite que € um

elemento de X.
Exemplo 1.4. O conjunto R € um espaco métrico completo.

Exemplo 1.5. O espaco R" € completo.

1.3 Espaco de Banach

Defini¢ao 1.10. (Norma) Em um espago vetorial X sobre R, uma norma é uma fun¢ao
que associa a cada x € X um nimero real nao negativo, indicado por || x || (lemos norma
de x) de maneira que, para todo x,y € X e para todo o € R, temos:

i) || [|=0;

ii) || x ||= 0 se, e somente se, x = 0;

ie) || o |[= [l [ 2 |;

w) le+yl <Ilel+1yl

Observagao 1.3. Do item (iv) podemos provar que:

[zl =Nyl <lle=yll. (1.1)
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Observe que

lzl=llz=y+yll<lz=yl+lyl = lzl-lyll<lz-yl (1.2)
e
lyll=lly—z+zll <ly—zl+lzl = lyl-lzl<ly—zl. (13
Mas,
ly—zll=1(DE@-yll=-1lz-yl=lz-yl.
Assim,
lyll =Mzl <llz=yll = lzl-lylz-1lz=yl. (1.4)

Logo, de (1.2) e (1.4)

—lz—yl<lel=llyl<lz-yl = lzl-lyll <lz-yl.
Proposigao 1.2. A norma || . ||: X — R € uma aplica¢cdo continua.

Demonstracao. Pela definicao de aplicagdo continua, mostremos que para todo € > 0

dado, existe um 6 > 0 tal que,
fz—yll<d=Tlzl-lyll<e
De fato, basta tomar 6 = € e teremos:
[z—yll<di=lz-yll<e
Dai, pela observacao anterior,
=1yl <lz—yll<e=[lzll=lyl]<e

Assim,

lz—yll<o=T[lzl-1lylll<e

O

Defini¢ao 1.11. (Espag¢o normado) Um espago normado X é um espago vetorial com

uma norma definida nele.
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Observagao 1.4. Se X ¢ um espacgo vetorial normado, entdo d : X x X — R definida
pord(z,y) =|| x—y || € uma métrica sobre X. A métrica d assim obtida chama-se métrica

induzida pela norma dada sobre X .

Definicao 1.12. (Espago de Banach) Um espag¢o normado X é chamado espago de

Banach quando for um espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.6. O espaco R" ¢ um espaco de Banach com a norma definida por
1

n 2
|z |l= <Z ijl2> = V]2 + A a2
j=1

Demonstracao. De fato, o espaco R"™ é completo e

d(z,y) =l = —y |= Vs =9 + o+ 2w — vl
¢ uma métrica como citado no exemplo (1.3). O

Teorema 1.2. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco vetorial de X. Entao Y

¢ um espaco de Banach, com a norma induzida de X, se, e somente se, Y é fechado em

X.

Demonstracao. Suponha que Y é um espaco de Banach. Mostremos que Y é fechado em
X. De fato, pela parte a) da Proposigao 1.1, para todo z € Y existe uma sequéncia ()
em Y que converge para . Como (z,) ¢ convergente entdo ¢ de Cauchy ¢ como Y ¢
completo, existe um y € Y tal que limz, = y. Pela unicidade do limite, tem-se x = y.
Logo Y C Y e por definicdo Y C Y. Portanto, Y =Y e Y é fechado em X.
Reciprocamente, suponha que Y é fechado em X. Mostremos que Y é de Banach.
Dada uma sequéncia de Cauchy (x,) em Y, existe um limz,, = a € X, pois X é completo.

Como Y ¢ fechado em X, entao a € Y. Logo Y é completo, ou seja, é de Banach. O

1.4 Operador linear

Definigao 1.13. (Operador linear) Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K.
Dizemos que T : D(T) C X — Y é um operador linear, onde D(T) € um subespaco

vetorial, quando temos, para todo xz,y € D(T') e a € K:

Tx+y)=Tx+Ty (1.5)

e T(axr) =aTx. (1.6)
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As igualdades (1.5) e (1.6) equivalem a:
T(ax+y) =aTz+Ty.

Exemplo 1.7. A aplicacao Ix : X — X definida por lx = x, para todo x € X, € um

operador linear chamado operador identidade.

Demonstracdo. De fato, dados x,y € X e a € K, temos

Ie+y) =x+y=Ix+1y

I(azx) = ax = alx.
O

Exemplo 1.8. Seja X o espago vetorial de todos os polinomios em |a,b]. Podemos definir

um operador linear T' em X por:

para todo v € X.

Demonstracao. Com efeito, usando as propriedades de diferenciacao, dados z,y € X e

a € K, temos:

T(x+y)(t) = (x+y)(t) =2"(t) +y'(t) = Tx(t) + Ty(t)

T(ax)(t) = (az)'(t) = a2’ (t) = aTz(t).

Definicao 1.14. O espago nulo ou nicleo de um operador linear T € o conjunto:
ker(T) ={x € D(T) : Tx = 0}.

Proposigao 1.3. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Entdo:
a) A imagem R(T) é um subespago vetorial de Y .
b) O nicleo ker(T) é um subespago vetorial de D(T).

Demonstra¢ao. a) Sejam y1,ys € R(T), devemos mostrar que ay; + Bys € R(T) para

quaisquer escalares « e 3. De fato, como yi,y» € R(T) existem x1, x5 € D(T) tais que,
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Tz =1y eTzy =1ys.
Como D(T') é um subespaco vetorial de X por definicao de operador linear, entao ary +
Bxy € D(T),Va, 8 € K. Sendo T linear,

ayy + Bys = aTxy + fTxy = T(axy + fxz) € R(T).

E assim, R(T") é um subespago vetorial de Y.

b) Sejam x1, x5 € N(T), entao Tzy = Txy = 0. Como T é linear, para quaisquer a, § € K|
temos,

T(axy + Prg) = aTzy + fTxy = 0.
Portanto ay + g € N(T) e N(T') é um subespago vetorial de D(T'). O
Proposicao 1.4. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Entao:

a) A inversa T : R(T) — D(T) existe, se, e somente se, Tx =0 =z = 0.

b) Se T~ ewiste, ele é um operador linear.

Demonstrag¢ao. a) Primeiro devemos relembrar que uma aplicagao T : D(T) — Y é dita
injetora quando para qualquer zy,x2 € D(T) temos Txy = Txy = 11 = 3.

Suponha que 7! existe entao 7' é injetora. Sabendo que 70 = 0 obtemos
Te=T0=0=2=0.

Agora suponha que Tz = 0 implica = 0. Sejam zy,22 € D(T), tais que Tz; = Tx.
Como T é linear,

T(zy —x3) =Txy — Txs =0.
Logo, por hipétese, 1 — x5 = 0 e isso implica que 1 = x9. Como Tx; = Txy implica

xr1 = g9, entao T é injetora e T existe.

b) Vamos assumir que 7' existe e mostramos que 7' é linear. O dominio de 77! ¢
R(T) e é um espago vetorial (ver Proposi¢ao 1.3). Consideremos x1,20 € D(T) e as

imagens
y1="Txzy e yo = Txs.

Entao,
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T = T_lyl € Ty = T_1312~

Como T é linear, entao para quaisquer escalares a;, 8 temos
ayy + Py = aTxy + fTxy = T(axy + Srg).
Aplicando T
T~ aws + Bys) = aay + By = aT 'y + STy,
Portanto, isso prova que 7' é linear. O

Definicao 1.15. (Operador linear limitado) O operador T € limitado quando existe

um numero real ¢ > 0 tal que para cada x© € D(T') vale a sequinte desigualdade:
[Tz |[<cllz].
Podemos definir uma norma de um operador linear limitado 7" por:

Tx
1T~ sup LI21
z€D(f);x#£0 ” T ||

= [Tz <1 T =1

Exemplo 1.9. O operador identidade I : X — X em um espa¢o normado X # {0} €

limitado e tem norma || I ||= 1.

Demonstracao. Temos que [x =z, Vo € X e,

=1<g,
¢ fixado, ou seja, I é limitado. E a norma é,
I 1 ]l= sup [| Iz ||= sup [z |=1.

flzll=1 llz]l=1

O

Exemplo 1.10. Seja X o espag¢o normado de todos os polindmios em J = [0,1] cuja

norma € || x |= mazx|x(t)|,t € J. O operador diferenciacdo T definido em X por

€ linear mas nao ¢ limitado.
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Demonstragao. De fato, no exemplo (1.8) mostramos que T é linear. Agora basta mostrar
que T nao ¢é limitado.

Seja z,(t) = t", onde n € N. Entao,

I @ ||= max |z,,(t)] = max|[t"] =1
e
Tz, (t) = 2, (t) = nt" L.
Dali,
| Ty [|=sup || nt" " ||=nsup | "7 [|=n.1 =n.
teJ teJ
Portanto, w = % =n, onde n € N.

Isso mostra que nao existe um numero c fixado tal que

” T, ” <c

T

Logo T nao é limitado. O

Proposigao 1.5. Seja T um operador linear limitado. Entao:

a) Uma formula equivalente para a norma de T é:

IT]= suwp [Tz].
zeD(pillell=1

b) A norma definida por

Tx
1T = sup LI71
x€D(f);2#£0 “ x ||

satisfaz a Definicao 1.10.

T
Demonstragao. a) Seja || z ||=a e y = —, onde = # 0. Entéo
a

izl =
lyl=|5] =12t = 12 =1
a a |z |
Como T é linear e limitado temos:
T 1 1 1
IT = sp ULl sira= s (Gre)| = s 7 (5
2€D(f);2#0 || €T || zeD(f);z#0 @ zeD(f);x#£0 a zeD(f);x#0 a
= sup [Ty
zeD(f);z#0
Logo,
|T[= suwp [Tyl

yeD(f);llyll=1

)
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Trocando x por y na direita, temos:

I Tl= sup [[Tz].
zeD(f);llz||=1
b) (i) E imediato. Se T'= 0 entéo || 0 ||= 0.
i1) Por outro lado, || T ||= 0, temos Tz = 0, para todo x € D(T), entao T = 0.
(731) Além disso,
I 1= sup, | o = sup [al | T = o] sup, | T = o] | 7|
para todo x € D(T).
iv) Por tltimo,

I Tv+Ts ||= sup || (Ti+T2)x ||= sup || Tha+Tow ||< sup || T || + sup || Tow =l Ty [| + | T2 ],

ll=l|=1 llzl=1 lzl=1 fl=fI=1

onde z € D(T). O

Proposigao 1.6. Seja T um operador linear limitado. Entao:
a) Para x,,x € D(T) temos que x,, — x implica Tz, — Tx;

b) O espaco nulo N(T) é fechado.

Demonstragao. a) Por hipétese T é linear e limitado. Suponhamos que x, — x e

mostremos que T'x,, —> Tx. De fato, pois,
| Twn — T ||=[| T(zy — 2) [ T || 20 — % |— 0

Logo, Tz, — Tx.

b) Da Proposi¢ao 1.1 temos que, para cada x € N(T') existe uma sequéncia (x,) em

N(T) tal que x,, — z. Dali, por (a):
T, — v —= Tz, — Tx.

Como (x,) é uma sequéncia em N(T'), temos Tz, = 0,Vn e pela unicidade do limite

Tx =0e, assim, x € N(T). Logo N(T) é fechado. O

Definigao 1.16. (Operador continuo) Seja T : D(T) — Y um operador qualquer,
onde D(T) C C e X e Y sdo espagos normados. O operador T é continuo no ponto

zo € D(T') se para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que

| Tx — Txg ||< €
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para todo x € D(T) que satisfaz

| 2 —xo ||< 9.
T é continuo se T é continuo em todo x € D(T).

Teorema 1.3. Seja T : D(T) — Y um operador linear, onde D(T) C X e X,Y sao
espagos normados. Entao:
a) T é continuo se, e somente, se T € limitado;

b) Se T é continuo em um ponto, entao T € continuo.

Demonstragao. a) Vamos assumir que 7' é limitado e considerar qualquer zo € D(T).

Seja € > 0, entdo, como T ¢ linear e limitado, para todo x € D(T) tal que

| & — o [[< 0,

€

[
| Tw =T |= T(x —xo) | < [[T[[[ 2= |[<T]0=e

onde 6 = . Obtemos:

Portanto, temos que para todo =z € D(T)
|z —xzo||<d = ||Tax—Tzo|<e.

Logo, T' é continuo.
Por outro lado, vamos assumir que 7" é continuo e tomemos qualquer zq € D(T'). Entao,

por hipétese de continuidade, dado qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que
|z =20 ||<O=||Te—Txy||< €

)
para todo x € D(T). Agora, tomemos um y # 0 em D(T) e seja © = xg + ——y. Entédo

Iy |l

rT—rg=—y = |[[x—x|=4.

Iy

Como T é linear,

) 0
| Tx = Tao = T — 20) = HT (—y>H ~ % 1y <e
" ° o) = T 7Y

e assim mostramos que 1" é

€ €
Logo, | Ty < 5 1y Il = [ Ty ll<c |yl ondec=x

limitado.

b) A continuidade de T" em um ponto indica que 7' é limitado pela segunda parte do
item acima provado. Sendo T limitado temos que T é continuo pela primeira parte do

item a). O
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Defini¢ao 1.17. Definimos o conjunto B(X,Y") como sendo o conjunto de todos os ope-

radores lineares limitados de X em Y, ou seja,
B(X,Y)={T: X —Y:;T ¢éum operador linear limitado}.

Agora veremos a defini¢ao de funcional linear, que é um caso particular de operadores
lineares. Logo, todos os conceitos e resultados para operadores também servem para

funcionais lineares.

1.5 Funcional linear

Defini¢ao 1.18. (Funcional linear) Um funcional linear f é um operador linear com

dominio em um espaco vetorial X e a imagem em um corpo escalar K de X, isto é:
f:D(f) —C XK, onde K=R ou C.

Exemplo 1.11. A aplicagio f : R* — R, f(x,y) = 22 +y € um funcional linear.

Demonstracio. De fato, como D(f) = R? é um espaco vetorial, basta mostra que f ¢
linear.

Sejam A € R e v = (21,1),u = (22,12) € R% Entdo,
fw+u) = 2(Azy +22) + (A\y1 + 42)
= AM2r1 + 1) + (272 + 32)
= M)+ f(w).
Portanto, f é um funcional linear. O
Exemplo 1.12. A norma || . ||: X — R € um funcional em X, que ndo é linear.

Defini¢ao 1.19. (Funcional linear limitado) Um funcional linear é limitado se existe

um nudmero real ¢ > 0 tal que para todo x € D(f) temos:

|f ()] < cllz]].

Além disso a norma de f ¢ definida por

= s L& w7

z€D(f);x#0 ”37”

ou

Ifll =" sup  [f(x)] (1.8)

zeD(f);|l=]|=1
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Observacao 1.5. Se f é um funcional linear limitado entao seque de (1.7) que

[f (@) < [1F Il

Exemplo 1.13. O produto escalar com um fator fixrado define um funcional linear f :
R*> — R por meio de

fx)=2-a= &+ S0 + §3as,
onde x = (€1)€27§3) ea= (a17a27 043) ﬁzado.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que f é linear e ¢é limitado. De fato, considere y =

(M1,712,m3) € B € R.
i) f ¢ lincar:
fBr+y)=(Br+y)-a = (B& +m, B + 2, 56 +ns) - (a1, a2, )
= (B& +m)ar + (B& + m)az + (BEs + n3)as
(B&1)ar + (m)oa + (66:)az + (n2)az + (BEs) s + (n3)as
= B(Gau) + B(&2a2) + B(&sas) + (m)ar + (n2)az + (13)as
= B(&ag + &as + Eas) + (mag + s + n3as)
= Blz-a)+(y-a)=Ff(z)+ fy)
i) f 6 limitado:
[f(@)] = |- a] = |Gon + Loz + Gas| < [Gaa] + [ae| + [Eas]
= |&llar| + [&loz] + |&s[|as)
[l|lf]all-

IN

Aplicando o supremo para todo ||z|| = 1 temos,

sup |f(@)] < [lzllllal] = (IFI] < llal].
zeD(f)s||z|[=1

Além disso, tomando x = a e usando |f(x)| <|| f ||| = || obtemos,

@l _Ja-af _Jal?
el _la_Tel_y oy o yppzpal.
Tal ~Tan gy el = 17l
Mostrando que || f [|=] a || O

Defini¢ao 1.20. (Espaco dual) O conjunto de todos os funcionais lineares definidos em
um espaco vetorial X € denotado por X' e se chama espaco dual de X. Usando a notacao

de conjuntos:
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X' ={f:X —K; féun funcional linear}, onde K é um corpo escalar.

Observacao 1.6. Podemos considerar o dual de X', chamado de bidual de X e denotado

por X"

1.6 Espacgos com produto interno

Definigao 1.21. (Produto interno) Seja X um espago vetorial. Um produto interno
em X € uma aplicacao de X x X sobre o corpo K de X, de modo que, a cada par de vetores
(x,y) existe um escalar associado denotado por (x,y) e é chamado produto interno de x

ey, tal que para quaisquer x,y,z € X e um escalar o temos:

(P1) (& +y,2) = (z,2) +(y,2);
(P2) (o, y) = afz,y);

(P3) (@, ay) = alz,y);

(Py) (z,y) = (y, x);

(Ps) (z,2) > 0;(z,2) =0z =

Definigao 1.22. (Espac¢o com produto interno) Um espago com produto interno é

um espaco vetorial X munido de um produto interno definido em X.

Observacgao 1.7. Um produto interno em X define wuma norma em X dada por

|z = V{x,x), VeeX (>0).

Observacgao 1.8. Seja X um espago com produto interno. Se (x,y) = 0, para todo x € X,

entio y = 0. De fato, se (x,y) = 0 para todo v € X e, em particular, para x =y, tem-se:

(y,y) =0=y =0.

Proposicao 1.7. Seja X um espaco com produto interno. Entao para quaisquer x,y € X
valem:

a) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(z,y)| <[ = ||| v |-

b) Desigualdade triangular: ||z +y ||<||z ||+ || v ]

Demonstracao. a) Se (x,y) = 0, podemos ver que a desigualdade vale, pela observagao
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1.8. Se (x,y) # 0 podemos supor que y # 0. Para todo a € K tem-se

0<z—ay|]® = (z—ay,z—ay)
= |z |?-a(z,y) — aly,z) +oa |y ||
= |z |?-a(z,y) —a({y,z) +@| y |?) ,Va € K.

(y, )

Tomemos @ =
|y [

segue entao que

T 2_(3/@) ) — o Z) — (y, ) 2 v 2_<Z/795> "
0 <[l | ||y||2< Y) (<y7> (PIE ||y||> = 0<ffz —||y||2( Y)-

Como (y,x) = (z,y)

(=, )|
0<|2|* —5=-

Consequentemente,
[z, <l [l yll-

b) Usaremos o fato de que |(y, z)| = [(z,y)| e a desigualdade de Cauchy-Schwarz da letra
(a)
letyl® = (@+yz+y
= o I* +z,9) + (v, 2)+ |y |I”
< N1+l + Ky 2) |+ [y |I?
= N l? +2Kzl+ vy |7
< lazlP+2lzlllyll+ 1yl

= (l=ll+ 1y

= latylP< e+ 1y D™
Assim, ||z +y [|<|z [+ [y O
Proposicao 1.8. Se em um espaco com produto interno
Ty —> T € Yy —> VY,

entao,
<xn7 yn> — <ZC, y)

O que equivale a dizer que o produto interno é continuo.



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 28
Demonstracdo. Sejam x,,y, em X tais que x,, — x e y, — y. Observe que

|<xn7yn> - (967y>| = |<xmyn> - <xmy> + <xn7y> - <xvy>|
= |<:L'n7yn - y> + <‘Ln - ‘L:y>|

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

[(Zngm) = (&9l < nlllyn =y I+ T 2n =2l y |-

Como || ,, || e || yn || s@o limitadas (pois convergem), || z,—x [|[— O ¢ || yn—y [|[—

0, temos que quando n — oo, tem-se

|<xnayn> - <ZIJ,y>| — 07

ou seja,

(Tny Yn) — (T, Y).

1.7 Espacos de Hilbert

Definigao 1.23. (Espaco de Hilbert) Um espagco com produto interno que é completo

com a norma induzida pelo produto interno é chamado de Espaco de Hilbert.

Observacao 1.9. Em particular, espacos com produto interno sao espagos normados e

um espaco de Hilbert é um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Definigao 1.24. (Vetores ortogonais) Um vetor x de um espag¢o com produto interno

X € dito ser ortogonal a um vetor y € X se

(x,y) = 0.

Dizemos que x e y sao ortogonais e escrevemos x 1 y.
Similarmente, para os subconjuntos A, B C X dizemos que v 1. A se x L a para

todoae A, e AL B sea LD paratodoaée A e parab e B.



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 29

Defini¢ao 1.25. (Complemento ortogonal) Seja X um espago com produto interno

e E um subconjunto de X. Denominamos o subconjunto
E*={yeX/(z,y) =0z € E}
de complemento ortogonal de E.

Definigao 1.26. (Conjunto convexo) O segmento ligando dois elementos z e y de um

espaco vetorial X € definido como sendo o conjunto de todos os z € X da forma
z=oar+ (1 —a)y,

ondea € R e < a < 1. Un subconjunto M de X é dito ser convezo se para todo x,y € M

o segmento ligando x ey estd contido em M.

Proposicao 1.9. Seja X um espago com produto interno e M # @& um subconjunto
convero completo, onde a métrica é induzida pela produto interno. Entao, para cada

x € X emiste um unicoy € M tal que
= 1 f — 1 — - .
5= inf la—7l=lz—y|
Para a demonstragao desta Proposicao ver [2].

Lema 1.1. Na Proposicao anterior, seja M o subespaco completo Y e x € X fizo. Entao

z=1x—1y € ortogonal a Y.
Para a demonstragao deste Lema ver [2].

Definicao 1.27. (Soma direta) Um espaco vetorial X ¢é dito ser soma direta de dois

de seus subespacos X1 e Xs, denotado por:

X =X ® Xy,
se todo x € X possui uma representacao unica r = xy + o, com 1 € X1 e x5 € Xo.
Proposicao 1.10. Seja Y um espaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert H. Entao:

H=Y®Y" .
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Demonstracao. Por hipétese, H é completo e Y é fechado, entdao Y é completo pelo
Teorema 1.2. Visto que Y é convexo (ver Proposi¢ao 1.9 e o Lema 1.1), temos que para

cada z € H existe um y € Y tal que
r=y+z 2€Y™
Para provar a unicidade assumimos que
T=y+z=41+ 2,
onde y,y1 €Y e 2,2 € Y. Entéo,
Yy—lh =2 —=%

Sabemos que y —y; €Y e 21 — 2 € Y e como o tnico elemento que pertence a Y e Y+
¢ o vetor nulo, entao
y—y €Y NY* ={0},
donde,
y—th=0=y=uy.

Por conseguinte,
O=y—1ypn=21—2 = z2n1—2=0 = 2z ==z

a

Veremos um resultado til que relaciona o produto interno com a norma induzida
por ele, onde mostra o fato de que a norma definida neste espaco satisfaz a lei do pa-
ralelogramo. Se a norma nao satisfizer esta propriedade entao pode-se dizer que ela nao

provem de um produto interno.

Proposicao 1.11. (Lei do paralelogramo) Seja X um espago vetorial com produto
interno. Entao para todo x,y € X a norma induzida pelo produto interno satisfaz a
sequinte iqualdade:

2 2 2 2
[z +ylI” + [l = ylI” = 2l + [ly[]°)-
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Demonstracao. Temos:

le+ylP+lz—yl® = (@+yz+y +@—yz—y)
= (zo+y) +{yo+y) +({zr—y —(y,2—y)
= (z,7) + (2,9) + (y,2) + (¥, ) + (x,2) — (2,9) — (y,2) + (v, )
= 2(z,z) +2(y,y)
= 2z P+2)yl?.

O

Exemplo 1.14. O espaco Cla,b] = {f : [a,b] — R; f € continua} nao € um espa¢o com

produto interno com a norma definida por
| 1= max fa()], 0, 1],
portanto nao € um espaco de Hilbert com essa norma.
Demonstracdo. Mostremos que a norma definida por
r||= t J =la,b
I [|= maxa(t)], [a, 0]

nao provém de um produto interno, visto que esta norma nao satisfaz a lei do paralelo-

t—a
gramo. De fato, tomemos z(t) = 1 e y(t) = T temos que
—a

t—a
Iz ll=max[l]=1, |y |=max|-—0)=1
e7
t—a t—a
t t)=1 ) —y(t)=1—
o) +y(t) =14 g=0, o)~y =1 - 7=

Como [z +yl=2[z—-yl=1c
le+y P+ le—yl’=5 mas 2(]a|*+y]*) =4

, Ou seja a norma nao satisfaz a lei do paralelogramo e assim completamos a demonstracao.

O



Capitulo 2

Teorema da Representacao de Riesz

Em matematica, existem diversos teoremas que recebem o nome de Teorema da
Representacao de Riesz. O mais conhecido destes teoremas se refere a representacao de
funcionais lineares continuos em espacos de Hilbert.

E de suma importancia conhecer a forma geral de um funcional linear limitado em
varios espagos, em particular iremos apresentar a representacao de funcionais em Espacos
de Hilbert.

Iniciaremos esse capitulo enunciando e demonstrando o Teorema principal deste
trabalho. Ele garante que: “cada elemento de um espaco de Hilbert pode ser identificado
com um unico funcional linear continuo e este pode ser representado por um produto
interno”. Em seguida mostraremos o Teorema de Lax-Milgram que generaliza o Teorema
da Representacao de Riesz: “Em um espaco de Hilbert existe um tinico elemento associado
a cada funcional do dual deste espaco, e este funcional possui uma representacao mais

geral, que é a forma sesquilinear limitada e coerciva dada.”

2.1 Demonstracao do Teorema

Teorema 2.1. (Teorema de Riesz - Representacgdo de funcionais em Espacos
de Hilbert) Cada funcional linear limitado f em um espag¢o de Hilbert H pode ser re-
presentado em termos de produto interno, a saber, f(x) = (x,z), Yx € H, onde z € H

depende de f, € determinado unicamente por f e tem norma || z ||=|| f || -

Demonstracao. Dividiremos a demonstragao desse teorema em trés partes:

a) f tem representacao f(x) = (x,z), para algum z € H;

32
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b) z é tnico;

¢) A igualdade || z ||=|| f || verifica-se.

Justificativa de a): Se f = 0, entdao f(z) = (x,z) e || z ||=| f || verifica-se, basta
tomar z = 0.
Suponhamos entao que f # 0. Observe que:

1) Devemos encontrar um vetor z € H tal que

2z #0,

pois se z = 0 teriamos f(x) = (x,0) = 0 o que implicaria em f = 0.
2) Devemos ter

(r,z)y =0

para todo = para o qual f(z) =0, isto é, todos os x no espaco nulo N(f) de f. Portanto,
z L N(f).
Vamos consideremos entao N(f) e seu complemento ortogonal. Sabemos que N(f)

é um espago vetorial (ver Proposicao 1.3) e é fechado (ver Proposi¢ao 1.1). Além disso:

f#0=N(f)# H= N(f)* #{0}.

De fato, se f # 0 entao existe z € H que nao estd em N(f), logo N(f) # H. Pela
Proposicao 1.10,
H=N(f)&N()"

e, assim, se N(f)* = {0} terfamos H = N(f) o que ndo é verdade. Portanto, N(f)" #
{0} e contém um zy # 0. Agora, fixando € H arbitrario, considere v € H da seguinte

maneira;:
v=f(z)z0 — f(20)x.

Aplicando f em v e usando a linearidade, obtemos:

flv) = [(f(@)z0 — f(z0)z)
= f(f(@)z0) + f(—f(20)2)
= f(=)f(20) — f(20)f(x) = 0.
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Isso mostra que v € N(f).
Como 2y L N(f) temos:

0 = (v,20)
= (f(x)z0 — f(20)7, 20)
= (f(x)z0, 20) + (= f(20)7, 20)
= f(z)(z0, 20) — f(20)(2, 20)-

Resolvendo essa equacao, isolando f(x), obtemos:

f(x) = Teo. 70) ({20, 20) =I| 20* I 0).
E dai podemos ter:
_ f(=) o) — (g f(Zo)z
f(JT) - <ZQ,Z()>< ) 0> < ) <Z0720> 0>
f(20)

Tomando, z =

Zp segue-se que:
(Zo, Zo>

fz) = (2, 2).

34

Visto que x € H foi tomado arbitrariamente entao podemos afirmar que f tem repre-

sentacao:

flz)=(x,z), VYxeH

como deveriamos provar.

b) Suponhamos que para todo z € H tenhamos:

f(LL’) - <JJ,21> = <.’17,22>.

Entao (z, z1) — (x, 22) = 0 = (x, 21 — 29) = 0 para todo x. Em particular para z = z; — 2».

Dai:

0 = (x,21 — 29)

= (21— 2,21 — 22) =|| 21 — 22 ||?

Logo,

21— 29 =0= 21 = 29.
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Assim estd provado que z em f(z) = (x, z) é tnico.
c¢) Por ultimo devemos mostrar que a igualdade || z ||=|| f || verifica-se.
Se f=0,entao z=0c¢ || z ||=] [ || se verifica.
Seja f # 0, entao z # 0, pois se z = 0 terfamos f = 0. Considerando:
f(x) = (2,2)
temos:
Izl = (z2) = f(2)
< |f(2)|
< Iz
pois f ¢é linear e limitada. Dividindo por || z ||# 0 a tltima desigualdade obtemos,
=12 _ A=
< =z <l £
Izl Izl
Mostremos agora que: || f ||[<|| z || e, assim, || f ||=]|| z || . Para isso, usando: f(x) = (x, 2)
e a desigualdade de Cauchy-Schwarz vamos ter que:
[f ()] = [z, 2)| <[l [[[| 2 ||
Aplicando o supremo com || z ||= 1:
If 1= Sup [f(2)] < sup Fz (il 2=zl = [Iri<lzI.
Logo || z I=[ f II- O



Capitulo 3
Aplicacoes

Nesse capitulo iremos apresentar algumas aplicacoes do Teorema da Representagao de

Riesz.

3.1 Generalizando o Teorema de Riesz (Teorema de
Lax-Milgram)

Defini¢ao 3.1. (Forma sesquilinear) Sejam X e Y espagos vetoriais sobre o mesmo
corpo K. Entao uma forma sesquilinear (ou funcional sesquilinear) h em X XY € uma

aplicacao

h:XxY — K

(z,y) — hlz,y)

tal que para cada x,x1,29 € X € y,y1,y> € Y e ainda para todo o, € K, valem as
sequintes propriedades:

i) h(xy + x2,y) = h(x1,y) + h(xs, y);

it) h(x,y1 + y2) = h(z,y1) + h(z, y2);

iii) h(aw,y) = ah(z,y);

i) h(z, By) = Bh(w,y).

Definigao 3.2. (Forma sesquilinear limitada) Seja b : X x Y — K uma forma
sesquilinear sobre os espacos normados X e Y. Se existir um niumero real ¢, tal que para

todox € X ey €Y tem-se

bz, y)l <cllz iyl

36
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dizemos que b é limitada e o numero

b(x,
Il= s @O )

vex—{oywev—{oy | 2 Myl jei=ifl=1

é chamado a norma de b.

Definicao 3.3. (Forma sesquilinear coerciva) Seja X um espago normado. Uma
forma sesquilinear b : X x X — K € coerciva, quando existir uma constante ¢ > 0 tal

que

b(z,2)| > c| = |*Vz € X.

Proposicao 3.1. Sejam Hy e Hs espagos de Hilbert. Se b: Hy x Hy — K € uma forma

sesquilinear limitada, entdo existe um unico operador T € B(H,, Hy) satisfazendo
b(l‘,y) = <Tﬂf,y>, Vr € H17 y e HZ-

Demonstragao. Considere o funcional L, : Hy — K, dado por L,(y) = b(x,y), para

x € Hy. Por definicdo, L, é linear e pela norma da forma sesquilinear limitada temos:

|b(z, y)|

SHZ)H,VZ?EH _{0}7 yEH _{0}7
R ' ?

assim,
[ Lo (y)| = [b(@,y)| <[ b ([l = ([ w1,
logo, L, é continuo, e portanto L, € H.
O Teorema da Representagao de Riesz garante que existe um unico z € Hs, tal que
L:c(y) = <Zay>7vy € H2-
Entao, definindo T : H; — Hy, por Tx = z, temos
b(‘ray) = Lx(y) = <Z)y> = <T$,y>,V$ € th € HQ - {0}

Vamos mostrar que 1" € B(Hy, Hy). Sejam «, 8 € Ke x,w € H;. Como b é linear e

(T'z,y) = b(z,y), temos para todo y € Ha:

(T(azx + pw),y) = blax+ fw,y)
= ab(z,y) + Bb(w,y)
= Tz, y) + B(Tw,y)
= (aTz,y) + (fTw,y)

= (aTz+ fTw,y).
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Logo,
(T(ax + Pw) — aTz — fTw,y) = 0.
para todo a, 8 € K, x,w € Hy e y € Hy. Entao pela observacao 1.8 temos que:
T(ax + pw) — aTr — fTw =0 = T(azx + fw) = oTx + fTw

e assim, T é linear.

Agora, veja que T = 0 se, e somente se, b = 0. Entao suponha b # 0, dali,

T Tz |?
| T ||= sup | T | = —H dl
w0 || || w20:rz0 || @ ||| Tz ||
(Tx,Tx)
= sup ——————
w2070 || T ||| T |]
ap b(x, Tx)
= S _—
w400 || T ||| Tz ||
) Lol Tl _y,,
o x#£0;Tz#0 || oy |||| Tz ||

Agora, suponha que exista outro operador S € B(H;, Hs) que satisfaz b(z,y) =
(S(x),y),Vo € Hy,y € Hy. Assim,
(Sz,y) = (Tz,y) = (Sz,y) —(Tz,y) =0
= (Sz—Tx,y)=0,Vo € Hy,y € Hy.
Logo,
Sr—Ter=0= Sr=Tx, V.
O

Teorema 3.1. (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert. Seb: Hx H — K é uma
forma sesquilinear, limitada e coerciva, entao para todo f € H* existe um inico vy € H

com
fly) =b(zy,y),Vy € H.

Demonstracao. Seja b uma forma sesquilinear limitada, pela proposicao anterior existe

um unico operador T" € B(H) que satisfaz:
b(z,y) = (Tz,y),Vz,y € H.

Temos que T admite uma inversa 771, que também é um operador linear continuo.

De fato, como b é coerciva, temos que:

clle < KTz, y) <[ Tz |l = ]I
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e assim, temos a desigualdade:
cl|lx||<|| Tz ||,V € H.

Se Tx =0, entao 0 =|| Tz ||> ¢ || = ||, o que implica que x = 0 e segue que T é invertivel
e sua inversa 7' é um operador linear (ver Teorema 1.4).

Pela desigualdade ¢ || z ||<|| Tz ||, note que:

r=T"% = c|T7'2| < | T(T2) =] = |
B 1
— 1T < 2
logo 7' ¢é limitado.

Agora mostremos que 7' é um operador sobrejetor, entao devemos mostrar que a

imagem R(T') = H. Seja z € R(T), logo existe uma sequéncia T'z,, C R(T), tal que
limTzx, = z.
Como Tz, é convergente, ela é de Cauchy; logo, dado € > 0, existe ng, tal que
| T, — T, ||< ce, Ym,n > ng.
Novamente, por ¢ || z ||<|| Tz ||,Vz € H, temos:
1

1 1
| ©m — xn ||§z | T(xm — ) H:Z | Ty — Tz, ||< ECE:E’ VYm,n > nyg.

Entao, (z,) é de Cauchy e por isso converge, digamos, limz,, = z. Temos também
que lim T'z,, = Tz pois T é continuo e como lim 7T'x,, = z pela unicidade do limite T'x = z,
ou seja, z € R(T) e portanto R(T') é fechada.

Sendo R(T) um subespago fechado de um espago H de Hilbert, podemos escrever
H=R(T)® R(T)".
Agora observe que se y € R(T)* entdo,
0= KTy )l =y, y)l =clyl?
logo y = 0 e isso implica que R(T)* = 0. Dai,

H=R(T) e D(T™")=H.
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Temos agora pelo Teorema da Representacao de Riesz, que para todo f € H*, existe
um unico z € H, tal que
fly) =z, y),Vy € H,
mas, por b(x,y) = (T'z,y), temos:

W(T 2, y) = (T(T "2,y)) = (. y).

Logo,
fly) =T " w,y),¥y € H.

Portanto, para cada funcional linear continuo f : H — K, existe um dnico xy € H,

satisfazendo: f(y) = b(zs,y),Vy € H, onde z; = T 'z. O

Defini¢ao 3.4. (Aplicagdo canénica) Seja X um espago de Hilbert. Para cada v € X
existe um correspondente g, € X", onde g, é um funcional linear limitado e tnico, dado

por g.(f) = f(x) e f € X'. Isso define uma aplicag¢ao

c: X — X"

T > Gy
C € chamada aplicacao canénica de X em X".

Observacao 3.1. Podemos escrever Cx(f) = g.(f) = f(z) e mostrar que C € linear. De

fato, como f € X,

Claz + By)(f) = Gawsy(f) = [lax+ By)
= of(z)+8f(y)
= ag.(f) + Bgy(f)
= a(Cz)(f) + BC(f).

Definigao 3.5. (Reflexividade) Um espag¢o normado X € dito reflexivo se
R(C) = X"
onde C € a aplica¢ao canonica e R(C) sua imagem.

Proposicao 3.2. O dual de um espago de Hilbert é também um espaco de Hilbert.
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Demonstracao. Seja H um espaco de Hilbert. Como H' é completo, basta mostrar que
a norma ¢ induzida por um produto interno. Seja fi, fo € H', pelo Teorema da Repre-

sentacao de Riesz, existem unicos y1, 12 € H tais que
fi(@) = (2, y1) e folx) = (2,42), Vo € H.

E ainda, | fi [|[=llvi |l e |l f2 [|[= ve |-

Podemos mostrar que a expressao (f1, fa) := (y,y1) define um produto interno em H'.

De fato, considere f3 € H' tal que f3(x) = (x,y3), onde v € H; y3 € H e um a € R.
Pr) (fr+ fo, f3) = (ys, v1 + y2) = (ys, y1) + (U3, 42) = (f1. f3) + (fa, f3)-

Py) (f1,afa) = (a2, 1) = ay2, y1) = a(f1, f).

B3) (afi, f2) = (y2. ayr) = A(y2, y1) = T(f1, [2).-

Py) (f1; f2) = (v, y1) = v, v2) = (fo, f1)-

B5) (y2, 1) = 0= (f1, f2) 2 0 e (y1,92) = 0=y = 0. Assim, (f1, f1) == (y1,51) = 0=
fi=0.

Além disso,

(i f) = Q) =lyn IP=1A P00 A=l

Proposicao 3.3. Todo espaco de Hilbert H € reflexivo.

Demonstracao. Devemos mostrar a sobrejetividade da aplicacao canonica C' : H — H”,
ou seja que para cada ¢ € H” existe um z € H tal que Cz = . Entdo, seja H um
espaco de Hilbert. Dado ¢ € H”, como H' é um espaco de Hilbert pela Proposicao
anterior, podemos usar o Teorema da Representacao de Riesz e entdo tomar y € H' tal
que p(x) = (z,y),Vz € H'.

Usando y € H', uma segunda aplicacao do Teorema da Representacao de Riesz nos
dar um z € H tal que y(p) = (p,2),Vp € H.

Agora, usando x € H' e pela terceira vez o Teorema da Representacao de Riesz,
temos que existe um w € H tal que x(p) = (p,w),Vp € H. Temos entao que, y,z € H',

z,w € H e também que,
y(p) = (p, 2) e z(p) = (p,w).

Logo, pela proposigao anterior sabemos que, (z,y) = (z,w). Dessa forma, pela definicao,

Cz =u(2) = (z,w) = (z,y) = ().
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Segue entao que Cz = ¢, provando que H é reflexivo. O

Proposicao 3.4. (Teorema de Hahn-Banach em espacos de Hilbert) Seja f um
funcional linear limitado em um subespaco fechado F de um espaco de Hilbert H. Entao

existe um funcional linear limitado [ que é extensao de fem H e tem norma

HFI=171,

Demonstracao. De fato, se F é um subespaco fechado de um espaco H de Hilbert, entao,

pelo Teorema da Representacao de Riesz, o funcional f : F* C H — K tem representagao
flz)={(z,z), VzeF

e |l z||=| f - Como o produto interno esté definido em todo o espago H, isto fornece

uma extensdo f de F em H com || f ||=[| z |=]| / |I- O



Consideracoes Finais

No decorrer deste trabalho podemos observar a importancia da Anélise Funcional
e principalmente do Teorema da Representacao de Riesz, que é importante na obtencao
de novos resultados da Anadlise. Através deste Teorema mostramos que cada elemento de
um espaco de Hilbert pode ser representado por um produto interno e essa representa¢ao
¢ muito util em Teoremas como o de Lax-Milgram e o de Hahn-Banach.

A realizagao desse estudo contribuiu para o enriquecimento em relacao a pesquisa
matematica, sobretudo sobre os conceitos da Topologia e da Analise Funcional, desper-
tando o interesse para uma possivel pés-graduacao na area da Matematica Pura. Além
disso, com o auxilio da minha orientadora Luciana Roze, pude aprofundar e amadurecer

o meu conhecimento matematico ja existente.
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