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Resumo

Um ramo da matematica que estuda assuntos como espacos de funcoes, topologia en-
tre outros é a andlise funcional. Nela podemos ver a fusao de conceitos da algebra
linear, analise matematica e a propria topologia com destaque para os espagos vetori-
ais normados. Um dos principais resultados ja demonstrados e que tem aplicagoes em
diversas areas da ciéncia, como por exemplo na fisica, é o Teorema de Hahn-Banach.
Esse trabalho tem como principal objetivo demonstra-lo, assim como introduzir concei-
tos topoldgicos e resultados da andlise matematica e funcional. Iniciaremos relatando
um pouco da histéria dos matemédticos Hahn e Banach. Em seguida mostraremos
conceitos como espagos métricos, sequéncia de Cauchy e espagos normados e também
espacos de Banach, operadores lineares e em particular os funcionais lineares. Por fim,
abordaremos o Lema de Zorn, fundamental na demonstragao da versao do Teorema de

Hahn-Banach escolhida.

Palavras-chave: Lema de Zorn, Espagos Normados, Teorema de Hahn-Banach.



Abstract

A offshoot of mathematics that studies subjects such as function spaces, topology
among others and functional analysis. In it we can see the fusion of concepts of linear
algebra, mathematical analysis and the topology itself with prominence for normed
vector spaces. One of the main results already demonstrated and that has applications
in several areas of science, as for example in physics, is the Hahn-Banach Theorem.
This work has as main objective to demonstrate it, as well as to introduce topological
concepts and results of the mathematical and functional analysis. We will begin by
recounting a little of the history of mathematicians Hahn and Banach. Next we will
show concepts like metric spaces, Cauchy sequence and normed spaces and also Banach
spaces, linear operators and in particular the linear functional ones. Finally, we will
approach the Zorn Lemma, fundamental in the demonstration of the chosen version of

Hahn-Banach’s Theorem.

Keywords: Zorn’s Lemma, Normalized Spaces, Hahn-Banach’s Theorem.
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Introducao

Segundo [5], Hans Hahn foi um matemético Austriaco que cursou o ensino bdsico nas
cidades de Estrasburgo, Munique e Gottingen e recebeu o titulo de Doutor na Universidade
de Viena, e lecionou na Austria—Hungara. Ele foi nomeado professor extraordinario até
1920. Os primeiros resultados de Hahn foram contribuicoes para o classico Calculo das
Variagoes, os espacos abstratos de Fréchet dentre outras teorias .

Banach estudou o ensino primario em Cracévia e a graduacao na faculdade de en-
genharia na Universidade Técnica de Lviv na Ucrancia. Em 1916 conheceu o matematico
Hugo Steinhaus, com quem manteve um vinculo chegando a fundar uma sociedade ma-
tematica. Uma das primeiras publicagoes de Banach foi no boletim da Academia de
Cracdvia em 1918 e junto com Steinhaus produziu varios trabalhos matematicos.

A Anélise Funcional foi o ramo da matemadtica que tanto Hahn quanto Banach se
empenharam mais, e sao esses alguns dos teoremas importantes da Analise Funcional: Te-
orema de Hahn-Banach, Teorema da Funcao Aberta, Teorema do Ponto Fixo de Banach,
Teorema do Ponto Fixo de Schauder, Teorema de Banach-Alaoglu.

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados da Analise Funcional.
Ele trata da extensao de funcionais lineares em subespacos. Interessados em resolver
determinadas equacoes, Riesz em 1911 e Helly em 1912, obtiveram os primeiros teoremas
de extensao de funcionais lineares em alguns espagos de funcoes. Hahn em 1927 obteve
o primeiro resultado para o caso real e Banach em 1929 conseguiu resultados para casos
mais gerais. Juntos desenvolveram varias versoes deste Teorema.

Um dos objetivos da Andlise Funcional ¢ o estudo dos operadores lincares continuos
em espacos vetoriais normados, dando grande importancia aos espagos de funcoes utiliza-
dos em varias areas da Matematica.

Diversas técnicas da topologia foram aplicadas no estudo da Analise Funcional no

século XX. Um tépico da Analise Funcional que possui forte relacao com a topologia é o
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estudo dos espagos vetoriais localmente convexos, onde nao se admite necessariamente a
existéncia de uma norma definindo uma topologia sobre os espagos vetoriais estudados.

Neste trabalho temos como objetivo enunciar e demonstrar uma das versoes do
Teorema de Hahn-Banach, que garante a existéncia de extensoes lineares para todo espaco
de funcionais lineares.

Mostraremos inicialmente um pouco da historica dos matematicos Hahn e Banach,
que foram os responsaveis pelo desenvolvimento do Teorema central deste trabalho.

No primeiro capitulo serao abordados algumas resultados prévios ja mencionados
que da inicio aos nossos estudos e também uma abordagem do objeto central de estudo,
como operadores lineares e os funcionais lineares. Tais conceitos sao introduzidos para
facilitar a compreensao dos resultados demonstrados, o que culmina com a apresentagao
do Lema de Zorn, que é fundamental para a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach

na versao a qual escolhemos para estudar e apresentar.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos o referencial tedrico necessario para compreensao e de-
monstracao do Teorema de Hahn-Banach. Para o leitor interessado em obter maiores

informagoes, consultar [1] e [2].

1.1 Conjuntos

Durante nossas abordagens usaremos os conjuntos abaixo:
N: Conjunto dos nimeros naturais;

Z: Conjunto dos nimeros inteiros;

Q: Conjunto dos niimeros racionais;

R: Conjunto dos niimeros reais;

Para detalhes acerca de suas propriedades operatorias, consulte [2].

1.2 Espaco métrico

Definigao 1.1. (Métrica): Num conjunto M, ndo-vazio, métrica é uma fung¢ao d : M X
M — R que associa a cada par de pontos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado de
distancia do ponto x ao ponto y, de tal modo que:

i) d(z,y) > 0.

it) d(x,y) =0 se, e somente se x = y.

iii) d(z,y) = d(y, x).

i) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y),Vr,y,z € X

11
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Essa quarta propriedade € chamada de desigualdade triangular, que exprime que cada lado

de um triangulo nao excede a soma dos outros dois.

Definigao 1.2. (Espaco métrico): O par (M,d) formado por um conjunto qualquer M # &

e uma métrica d em M é chamado de Espaco Métrico M.

Exemplo 1.1. Seja R, o conjunto dos nimeros reais e considere a fungao d : RxR — R,

definida por d(z,y) = |z —y|. Tem-se que d € uma métrica e (R,d) € um espago métrico.

Solucao: Com efeito,

i) d(x,y) =|r—y| >0,Vr,y € R.

i) dz,y) =0 |z —y|=0r—y=0z=y.

ii) d(z,y) = e —yl = |(=D(y —o)| = | = 1 ly — 2| = [y — z[ = d(y, ).
w)d(z,z) =z —zl=lr—y+y—z<|lz—yl+ly— 2 = dlz,y) +d(y,2).

Assim d é uma métrica e (R, d) é um espago métrico.

Exemplo 1.2. Agora, seja R™ o conjunto de todos os pares ordenados © = (x1, X2, ..., Ty), Yy =

(Y1,Y2, - - -, Yn) de nimeros reais, com a métrica definida por:

d(z,y) = V(@1 —y1)? + (22 — 12)2 + - + (T0 — yn)>.
O par (R"™,d) é um espago métrico.

Solucgao: De fato, Vx,y € R"
i) d(z,y) > 0.

i1) Temos que, Vi = 1,2,...,n

dz,y) =0 < V(#1—y)2+ .+ (@n —Yn)2 =0
(1 — ) 4 o+ (2 —yn)? =

(s —y:)> =0

i, —Y; =0

T =Y;

I O

iii) d(w,y) = /(21 = 1) + -+ (@0 —9)” = V(1 — 21 + .+ (Yo — 7)” = d(y, 2).

iv) Temos que:
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Assim, temos que provar que:

13

\l Z(xz —z;)? < \l Z(Jiz — )%+ J Z(yz — z)2.

Pondo, a; = x; — y; e b; = y; — z;, fica:

=1 i=1 =1

Para mostrar a desigualdade (1.1) usaremos:

Zaibi < J E(%’PJ Z(bi)z

i=1 i=1
Provaremos primeiro que a desigualdade (1.2) vale.

Entao, para qualquer A real, temos:

n

D (@A +1b;)* >0
=1
Pondo, A =37 (a;)>, B=3Y 1 ab; e C =" (b)?* fica:
AN +2BAX+C >0,YAER
Logo,
A<0 = 4B*—4AC<0
= B?<AC
= B<VAVC

J Z(ai + bi)z < J Z(ai)z + J Z(bq)z

= > (a:)*(V)* + 2(Z ;b))\

= Zaibi < JZ(%)QJ Z(bi)g‘

i=1

Agora, usando (1.2) em (1.1):

(1.1)

(1.2)

Zn:(bif > 0.

i=1

i=1 1=1

J i(ai +b;)2 = \I zn:(af + 2a;b; + b2) = \ zn:af + 2ah+ Y 02

IA
(]
2,
+
N}
_
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Assim, fica provado que d é uma métrica.

1.2.1 Bolas e conjuntos abertos e fechados

Definic¢ao 1.3. (Bolas em espagos métricos) Seja M um espago métrico, um ponto p € M
e um raio € > 0. Podemos definir trés tipos de conjuntos em M.
1) A bola aberta, de centro p e raio € é o conjunto B(p;e€) de todos os pontos de M cuja

distancia ao ponto p € menor que €. Simbolicamente:
B(p;e) = {x € M;d(x,p) < €}.

2) A bola fechada (ou disco) de centro p e raio € € o conjunto D(p;e€) dos pontos de M

cuja distancia ao ponto p é menor ou igual a €:
D(p;e) = {z € M;d(z,p) < e}.

3) A esfera € o conjunto formados pelos pontos x € M cuja distancia ao centro p €

exatamente igual a €:

S(pie) = {z € M;d(z,p) = €}.

Exemplo 1.3. Na reta R, a bola aberta B(p;e€) € o intervalo aberto (p — e, p+ €); a bola

fechada D(p;€) € o intervalo [p—e€,p+€| e a esfera S(p;€) € o par de pontos {p—e€,p+¢€}.
1
pe P pe

Figura 1

As seguintes propriedades valem para qualquer bola aberta B(p;e) de um espago
métrico arbitrario M.
i) Dado um § > 0 e dadas B(p;€) e B(p,d), se € < 6, entdo B(p,e) C B(p,d)
Justificativa:

Se z € B(p,¢€) entdo d(z,p) < e. Como € < §, entdo d(z,p) < 0 e portanto x € B(p, ).

i1) Dado g € B(p,€), entao existe § > 0 de maneira que B(q,d) C B(p,€).
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Figura 2

Justificativa:

Tomemos § = € — d(p, q) e seja x € B(q,d). Pela desigualdade triangular temos que:

d(z,p) < d(z,q) +d(q, p).
Como z € B(q,d) = d(z,q) < 6 =€ —d(p,q), entao:

d(xz,p) < e—d(p,q) +d(p,q) = d(x,p) < e = x € B(p,¢).

i11) Dado um § > 0 e seja B(p,¢) e B(q,d) bolas nao disjuntas. Se t € B(p,¢) N B(q,9)
entdo existe A > 0 tal que B(t,\) C B(p,e) N B(q,0).

Ou seja, escolhido qualquer ponto na intersecao de duas bolas abertas, existe uma bola
inteiramente contida nesta intersecao.

Justificativa:

Sejat € B(p,e)NB(q,0), entaot € B(p,€) et € B(q,d). Devido a (i), existem Ay, Ay € RY.

tal que:
B(tv >‘1) - B(p7 E) e B(t7>\2) - B(Qvé)

Dai,
B(ta >\1) N B(t7 )\2) - B(p7 6) N B(Q) 5)

Se A = min{A;, \2} entdao: B(t,\) C B(t, A1) e B(t,\) C B(t, Xa),
E portanto,

B(t,\) € B(t,\)) N B(t,\s) = B(t, \) € B(p.€) N B(g, ).

iv): Sejam p # g pontos do espago métrico M. Se d(p, q) = € entao B(p,5)NB(q,5) = 2.
Justificativa: Suponhas que exista v € B(p,5) N B(q,5). Entao v € B(p,5) e v €
B(q, 5).

Portanto d(z,p) < 5 e d(r,q) < 5.

Pela desigualdade triangular, temos que:

e=d(p,q) <d(p,x)+d(z,q) < % + % < e. Absurdo!

€

Logo, B(p; 5
entao B(p,e) N B(q,n) = &

)NB(g; %) # @.v): Dado um n > 0, sejam B(p, €) e B(q,n) se e+n < d(p, q),
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Figura 3

Justificativa:
Suponhamos que existe um ponto = € B(p,€) N B(q,n), entao:

d(z,p) < eed(r,q) <n. Assim:

d(p,q) < d(p.x) +d(z,q) < e+n <dp.q).
O que é impossivel! Logo, B(p,e) N B(q,n) = .

Defini¢ao 1.4. (Conjuntos abertos e fechados) Seja (M,d) um espago métrico. Um sub-
conjunto M de um espaco métrico X € aberto se contém um bola em cada um dos seus

pontos, isto €, para todo x € M, existe um r > 0 real, tal que
B(z;r) C M.
E Um subconjunto F C M se diz fechado se, e somente se, F'° é aberto.

Observagao 1.1. Fechado nao significa nao aberto. Pois dependendo do espago M, po-

demos ter subconjuntos que nao sao abertos e nem fechados ou que sao ambas as coisas.
Exemplo 1.4. Na reta real sao fechados todos os intervalos do tipo [a, b], [a, +00[, | =00, b].

Solugao: De fato,

[a,b]° =] —00,a] J ]b,+00] e cada um ¢ aberto.
[a, +00[¢ =] — 00, a[ é aberto.
| —o00,a]® = la,+oo[ é aberto.

1.2.2 Sequéncias

Defini¢ao 1.5. (Sequéncias em espagos métricos) Seja M um espago métrico. Toda
aplicacao: x :n — x, de N* em M é chamada sequéncia de elementos de M.

Notagao: (x,) = (x1, 2,23, ...).
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Dada a sequéncia (x,) cada imagem x,, é chamada termo da sequéncia.

Defini¢ao 1.6. (Subsequéncias) Uma subsequéncia da sequéncia x, em um conjunto X
¢ uma restricio da aplicacio n — x, a wm conjunto infinito N = {n1 < ny < ...}
do conjunto N = {1,2,3,...}. Uma subsequéncia € representada pelas notagoes (x,, ),

(xnl’xmvxnw ) ou ($N)neN"

Definigao 1.7. (Sequéncia limitada) Uma sequéncia (x,) no espago métrico M € limitada

quando existe K > 0 tal que d(x,,,z,) < k para quaisquer m,n € N.
Quando a sequéncia (x,) nao é limitada, diz-se que ela é ilimitada.

Observagao 1.2. Como a sequéncia é uma func¢do, o conceito de sequéncia limitada
coincide com o de funcao limitada. Assim, toda subsequéncia de uma sequéncia limitada

também € limitada.

Exemplo 1.5. Seja M = R ¢ a sequéncia (z,,) definida por x, = L. Entdo (x,) € limitada

pois d(xpm, x,) <1,V n,m € N.

Definigao 1.8. (Sequéncia convergente) Uma sequéncia (x,) em um espa¢o métrico

(X,d) € dita convergente se existe um x € X tal que:

lim d(x,,z)=0.

n—aoo

Chamamos x de limite de (x,) e escrevemos:

lim z, ==
n—oo

ou, simplesmente, x,, — x. Dizemos entdo, que (x,) converge para x ou tem limite x.

Se (x,) nao é convergente, dizemos que é divergente.

Definicao 1.9. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (X, d)

é dita de Cauchy se para cada € > 0 existe um N € N tal que:
d(p, xy) <€, Y m,n> N.

Teorema 1.1. Toda sequéncia convergente em um espagco métrico € uma Sequéncia de

Cauchy.
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Demonstracao. Se x, — x, entao para cada € > 0 existe um N € N tal que,

€
d n 3
(T, x) < ;

para todo n > N. Pela desigualdade triangular temos que para m,n > N

Assim, (x,,) ¢ de Cauchy. O
Observacgao 1.3. A reciproca desse Teorema nem sempre é verdade.

Definigao 1.10. (Espago Métrico Completo) O espago X € dito completo se cada sequéncia
de Cauchy em X converge, ou seja, cada sequéncia de Cauchy em X tem um limite que é

um elemento de X.

Exemplo 1.6. O conjunto R é um espaco métrico completo.

1.3 Espaco Vetorial

Definicao 1.11. Um espaco vetorial E sobre um corpo K € um subconjunto nao-vazio de
elementos munido de duas operagoes algébricas. Essas operagoes sao chamadas Adicao
de vetores e multiplicacao de vetores por escalares.

Adigao de vetores associa cada par ordenado de vetores (z,y) € E x E um vetor x + v,
chamado soma de x e y, de tal modo que tem as sequintes propriedades, para quaisquer
x,y,z € K:

s1) r+y=y+um

s2) x+ (y+2)=(z+y)+2

s3) x+0=0+x =x; onde 0 € E é chamado elemento neutro.

s4) 3—x € E tal que x + (—x) = (—x) + = = 0.

Multiplicacao de vetores por escalar associa cada vetor x € E e um escalar o a um vetor
ax, chamado produto de o e x, de tal modo que satisfaz as sequintes propriedades, para
cada x,y € B, a,p € K:

m) (af)z = a(Bz);

me) oz +y) = ax + ay;

ms) (a+ f)r = ax + Bx;

my) l.x = .

Para obter a defini¢ao e corpo e maiores detalhes sobre Espago Vetorial, consulte [3].
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1.4 Espacos vetoriais Normados

Definigao 1.12. (Norma) Em um espago vetorial E sobre R, uma norma € uma fun¢do
que associa a cada x € X um nidmero real nao negativo, indicado por || x || de maneira
que, Yo,y € X e Va € R, temos:

i) [l = =0

i1) || x ||= 0 se, e somente se, x = 0;

iti) || ax f|=lal | = |;

w) le+yl < Ilell+1yl

Definigao 1.13. (Espago normado) Um espago vetorial normado € um par formado por

um espago vetorial E e uma norma definida nele. Denotamos por: (E.|| . ||).

Proposicao 1.1. A funcao d: Ex E — R definida por d(z,y) = ||z —y|| € uma métrica
sobre E.

Demonstracao. Com efeito, pela definicao de norma

i) d(z,y) = [lz =yl = 0

it) dz,y) =[x —y| =0z =y

ii) d(z,y) =l = —y = (=D(y —2) = y = z ||= d(y, z).

w)d(z,y) =[lv—z[=lz-y+y—zl<lz—-yll+ Iy —-2l=dzy +dyz=). O

Exemplo 1.7. A fungdo || z ||= /Y iy (2:)?, com x = (21, ...,x,) € R™ é uma norma

no espaco vetorial R".

Solucao:

Sejam x = (21, ..., Tp); Y = (Y1, .-, Yn) € R" e a € R, temos:
i) || = ||>0,Vz € R™.

it) || z ||= 0 se, e somente se, z = 0;

De fato, temos

lzl=0&,|> @)2=0 & Z(ﬂ%)Q:O

¢ ¢ ¢ ¢
=
I
l
=
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i) | A [l= /20 (ei)? = VA 3 (20) = IV () = A -

iv) Devemos provar que ||z 4y [|[<|| z || + || y || . Temos:

oty = Z( fupeleryl? = Z( )
— iz:;(xi)Q +2 iz:;(xz')(yz) + g(yf
< iz:;(xi)Q +2 ZZ:;(%P iz:;(yiﬁ + iz;:(yz')Q
= 2 Yy
= (I ﬂﬁz_ll + 1y )% i

Logo, [[z+y P< (= + 1y ID)* = [lz+yl<][= ] + Iyl . Portanto, a funcio

dada é uma norma em R".

Observacao 1.4. Maiores detalhes acerca dos espacos vetoriais e normados nas re-

feréncias bibliogrdficas [3] e [1].

1.5 Funcgoes continuas

Defini¢ao 1.14. (Aplicagao continua) Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagao
f: M — N se diz continua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 de

maneira que

d(z,p) <= d(f(z), f(p)) <e.

Proposicao 1.2. Uma aplicagao f : M —> N ¢é continua no ponto p € M se, somente

se, dada uma bola B(f(p),€) existe uma bola B(p,d) tal que

f(B(p,d)) C B(f(p),e)

f
" " o feme)
1)
%(ps)
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Figura 4

Demonstracao. (=) Por hipdtese f é continua, devemos mostrar que f(B(p,d)) C B(f(p),€).
Dada uma bola B(f(p),€), considerando o seu raio €, como por hipdtese f é continua,

existe um ¢ > 0 tal que

d(z,p) <0 = d(f(x), f(p)) <e

Considerando B(p,d) mostremos que a sua imagem estd contida na B(f(p),€), de fato,
se y € f(B(p,0)), entao y = f(x) com = € B(p,d) dai d(z,p) < & o que implica
d(f(z), f(p)) < e assim f(x) € B(f(p),€), logoy € B(f(p),€). Portanto f(B(p,d)) C
B(f(p).e)

(«=) Por hipétese f(B(p,d)) C B(f(p),€), devemos mostrar que f é continua.

Como f(B(p,0)) C B(f(p),¢), dado um y € f(B(p,d)) entdo y € B(f(p),¢). Conside-
rando y = f(x), com = € B(p,d) temos que d(z,p) < d, e mais, f(x) € B(f(p),e€), ou
seja, d(f(z), f(p)) < e. Logo d(z,p) < d = d(f(x), f(p)) < € e portanto f é continua. O

1.6 Espaco de funcoes reais limitadas

Defini¢ao 1.15. (Fungdo limitada) Dado um subconjunto X # & um funcao f: X — R
se diz limitada se existe k € R tal que || f(z) ||< k, para qualquer x € X.

Exemplo 1.8. A funcio f : R — R, definida por f(z) =

1+le ¢ limitada por Im(f) =
(0,1]. Ou seja, existe um nimero k € R que é maior do que todos os y € (0,1]. Mas, a

fungdo g : R — R definida por g(x) = x* ndo € limitada, porque a Im(g) = [0, 00)

Definigao 1.16. (Conjunto das fungoes limitadas) Indiquemos por B(X;R) o conjunto
das fungoes limitadas de X em R.
Para qualquer f,g € B(X;R) e qualquer o € R, se definirmos f + g,af e || f || do
sequinte modo:
i) (f +9)(x) = f(x) +g(x), Vo € X;
i) (af)(z) = af(x),VeX;

i) | fll=sup{ll f(z) [ 2 € X}.

Assim, o conjunto B(X;R) se torna um espago vetorial normado.
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Observacao 1.5. Note de inicio que || f || estd bem definida visto que sup{|| f(x) |
;x € X} emiste pelo fato de que [ € limitada. Além disso, || [ ||€ Ry, para qualquer
f € B(X;R).
Solugao:Provaremos que

| f [I=supfll f(z) [l;z € X}
¢ uma norma. i) || f |[=0< f=0.

Para todo x € X, temos

[ fll=0 < sup{| f(z) ;2 € X} =0
< || fl2) =0
& f(x)=0
& f=
@) || ef (=l el £
[af [l = sup{l| af(z) [z e X}

= sup{| a ||| f(z)[;> € X}
= Jalsup{| f(z) [;ze X} =l fI.

ait) [ f+glI<fI+1gll-
Dadas f,g € B(X;R), entao Vr € X:

| () +g(x) =] ) | + [ 9(z) |< supfll f(z) ;2 € X} + sup{]| g(z) [;2 € X}
Assim,
sup{[| f(z) + g(2) [I} < sup{l| f(z) |z € X} + sup{|| g() |;z € X}
Ou seja,
If+gl<lfl+lgl-

Logo B(X;R) é um espaco métrico e a métrica induzida pela norma citada é:

d(f,g) = supfll f(z) —g(z) |;z € X}
Para qualquer f,g € B(X;R).

Observagao 1.6. Essa métrica é chamada métrica da convergéncia uniforme ou métrica

do supremo.
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1.7 Analise Funcional

Para que seja possivel a apresentacao do Teorema de Hahn-Banach, precisaremos de al-
guns conceitos prévios que serao relembrados. Assim nesta se¢ao abordaremos, resultados
voltados a esse Teorema tao importante para Algebra Linear, Analise Funcional dentre
outros. Com o uso na Analise Funcional, também iremos abordar os conceitos de fun-
cionais lineares, bem como o Lema de Zorn, que sera indispensavel para enunciarmos e
demonstrarmos o Teorema. A maior parte dos resultados apresentados nessa sessao estao

em [6].

1.7.1 Espaco de Banach

Definigao 1.17. (Espa¢o de Banach) Um espago métrico Normado X € chamado de
Banach se toda sequéncia de Cauchy em X converge. De forma geral, um espagco normado

€ de Banach se € um espaco completo em relacao a métrica induzida por sua norma.

Exemplo 1.9. (R",|.||), € espa¢o de Banach. Para provar essa afirmacao basta mos-

trarmos que é completo. Seja xj, = (xgk), e x%k)) uma sequéncia de Cauchy em R™. Entdo

dado € > 0 existe um nyg € N tal que

1
n 2
|t — x| = (Z(xl(m) — xgk))2> <eVm,k > ng

i=1

Notemos que se fitarmos i =1,...,n e m,k > ng teremos

(3" — 2 < & = |2 — 2P| < e
Isto mostra que para cada i =1,...,n a sequéncia (mgk))keN ¢ uma sequéncia de Cauchy em

R. Como R € completo temos que a sequéncia € convergente, isto €, xl(-k) — x; quando
k — oo. Com isso defina x = (x4, ...,x,) 0 respectivos limites. Note que x € R™. Logo,

tomando k — oo em (1) temos
|zm — z||< €, Ym > ng

Portanto x,, — x ¢ concluirmos que R™ ¢ completo.
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1.7.2 Operador linear

(Operador linear)

Definicao 1.18. Um operador linear T € um operador tal que:
(i) O dominio D(T) é um espago vetorial e a imagem R(T) encontra-se em um espaco
vetorial Y sobre o mesmo corpo de escalares.

(ii) Para todo x,y € D(T) e o um escalar vale que:

Tx+y) =Tz+Ty

T(az) = aTz.
Essas ultimas igualdades equivalem a:
T(ax +y) =aTx+Ty.
Observacgao 1.7. Observe as notagoes:
1. D(T) é o dominio de T;
2. R(T) € a imagem de T;
3. N(T)={xz € D(T);Tx =0} € o espaco nulo de T.

Exemplo 1.10. A aplicagao [x : X — X definida por Ix = x, para todo x € X, € um

operador linear chamada operador identidade.
Pois, temos que: I(x +y)=x+y =1z + Iy e [(ax) = ar = alx.

Proposigao 1.3. Seja T': D(T) C X — Y um operador linear. Entdo:
a) A imagem R(T) € um subespago vetorial de Y;
b) O nicleo N(T') € um subespago vetorial de D(T').

Demonstragao. a)De fato, como yi,ys € R(T) existem x1,z9 € D(T) tais que, Tzy = 11
e TJ?Q = Y.
Como D(T) é um subespago vetorial de X por defini¢do, entdo axy + fre €

D(T),Va,p € K. Sendo T linear temos:

ayy + Bys = aTxy + fTxy = T(axy + Sxs).
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Como ax; + fzy € D(T) entao T'(axy + fxa) € R(T). Portanto, R(T") é um subespago
vetorial de Y.

b) Dados 1,22 € N(T'), entdo Txy = Txo = 0. Como T é linear, para quaisquer «, 5 € K,
temos,

T(axy + Prg) = aTzy + Ty = 0.

Logo, axy + fxy € N(T) e N(T) é um subespago vetorial de D(T). O

Defini¢ao 1.19. (Operador linear limitado) O operador T € limitado quando existe um

numero real ¢ tal que para cada x € D(T) vale a sequinte desigualdade:
[Tz ||[<cll |

Podemos definir a norma de um operador linear limitado 1" por:

T(x
Tl ap LG
z€D(f);2#£0 || z ||

Proposicao 1.4. Seja T um operador linear limitado. Entao a norma definida por

| T(x) |
| T|= sup ———= sup | T'(x) ||
veD(Myaro || 2 || 2€D(T);ja||=1

satisfaz as condicoes de norma.

Demonstragcao. Sejam:
(i) E imediato que ||T|| >0e¢ | 0= 0.
(13) Para || T' ||= 0, temos Tx = 0, para todo = € D(T), entao T' = 0.
(7i1) Temos:
|| = sup | T [|= sup lal || T [|= [ sup | T [|= |af||T].,

para todo x € D(T).

(1v) Por ultimo, temos que:

sup || (Th + T2)x ||= sup || Thx + Tox ||< sup || Thz || + sup || Tax ||,

fl=l|=1 [l=]|=1 [l=l|=1 [l=fI=1
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1.7.3 Extensao de operadores lineares

Definigao 1.20. Seja T : D(T) C X — Yum operador linear definido no subespago
D(T) C X, onde X e Y sao espagos vetoriais normados. Definimos uma extensao de T

como sendo T um operador definido no subespaco D(T) D D(T) tal que
Tlpay =T,

ou seja, T(x) = T(z),Yx € D(T).

1.7.4 Funcionais lineares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados sobre funcionais lineares, que é um caso

particular de operador linear.

Definicao 1.21. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Um Funcional Linear f
¢ uma transformacao linear com dominio D(f) em um espaco vetorial V' e imagem no
corpo dos escalares K, ou seja, f : D(f) C V — K e tem as sequintes propriedades,
VoweVeleR:

(1) flo+w) = f(v) + f(w);

(i) f(Av) = Af(v).

As igualdades i) e 1) equivalem a:

fv+u) = Af(v) + f(u).
Exemplo 1.11. A aplicagdio f : R? — R, f(z,y) = 2z + vy € um funcional linear.
Solugao: De fato, scjam A € R e v = (z1,y1),u = (z2,y2) € R?. Entao,
fOv+u) = 2(Az1 4+ 22) + (A\y1 + 42)

= A2z +y1) + (222 + 32)

= Af(v) + flu).
Portanto, f é um funcional linear.
Exemplo 1.12. A aplicagdio [ : My(R) — R, definida por

Ty
f =3r+y+z+tw
z w

¢ um funcional linear.
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x x
Solugao: De fato, scjam A € R e v = e , U= 2 v € My(R).

21 22 c2 W2
Entao,
FOv+u) = 3z +22) + (Ay1 +y2) + (A2t + 22) + (Awy + wo)
= )\(3£E1 + Y1 + 21 —|—UJ1) + (3932 + Y + 29 + WQ)
= AM(v) + flu).

Portanto f é um funcional linear.

Observacgao 1.8. Podemos afirmar que seja X um espaco normado sobre um corpo K.

Entao um operador linear f : X — K € denominado funcional linear.

1.7.5 Espaco Dual

Defini¢ao 1.22. Tomando o espag¢o normado X entao o espago de Banach B(X,K) serd

denotado por X' € denominado de Espac¢o Dual de X. Em notagao de conjuntos:
X' ={f: X —K; féum funcional linear}, onde K é um corpo escalar.

As operagoes em X' sdo definidas da sequinte forma:

(1) (f+9)(x) = fl2) +g(z),Vf,.g € X',z € X;
(i) (af)(z) =af(x),Vfe X' ze X, aeK.

Observagao 1.9. Podemos considerar o dual de X', chamado de bidual de X e denotado

por X",

1.7.6 Lema de Zorn

O Lema de Zorn é equivalente a um axioma da teoria dos conjuntos chamado Axi-
oma da Escolha o qual é possivel encontrar mais detalhes em [3]. Foi apresentado em
1935 demonstrado por M. Zorn porém esse resultado ja havia sido provado antes por um

matematico chamado KURATOWSKI em 1922, apesar dessa prova ser omitida [5].

Definicao 1.23. (Conjunto parcialmente ordenado) Dado um conjunto P e uma relagdo
bindria < sobre ele, dizemos que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado se satisfa-

zem as sequintes propriedades:
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(i) z < z,Vo € P (refleviva);
(i7) Sex,y € P, x <y ey <z, entdo x =y (antissimétrica);

(7i1) Sex,ye z€ P,z <yey<z entio x < z (transitiva).
Observacgao 1.10. Dois elementos a e b sao compardveis se a <b ou b < a.

Definigao 1.24. (Cadeia) Um conjunto totalmente ordenado ou cadeia € um conjunto

parcialmente ordenado tal que dois elementos quaisquer desse conjunto sao compardveis.

Definigao 1.25. (Cota superior) Uma cota superior de um subconjunto V de um conjunto

parcialmente ordenado M é um elemento u € M tal que
r<u,VreV.
Se u € uma cota superior de M, entdao este elemento € unico.
Defini¢ao 1.26. (Elemento mazimal) Um elemento mazimal de M é um m € M tal que
m< T =m=u.
O conjunto M pode ter mais de um elemento mazimal.

Observacao 1.11. Se um conjunto M possui cota superior, entao M tem wm unico

elemento mazimal.

Exemplo 1.13. O conjunto N dos niumeros naturais, ordenador pela ordem natural “ <7,

nao tem cota superior, porque todo niumero natural € menor que seu sucessor, isto €,
n<n-+1, VneN.

Exemplo 1.14. Seja o conjunto A = {a,b,c,d,e} ordenado pelo diagrama abaizo.

1 2

Figura 5

Os elementos mazximal de A sao a e e, mas A nao tem cota superior, porque nao existe

um elemento de A que sucede todos os outros elementos.
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Exemplo 1.15. Seja o conjunto A ={1,2,3,4,5} ordenado pelo diagrama abaizo.

a e

Figura 6
Os elementos mazimal de A sao 1 e 2.

Lema 1.1. (Lema de Zorn) Seja M # @& um conjunto parcialmente ordenado supo-

nhamos que cada cadeia C C M tem uma cota superior. Entao M tem pelo menos um

elemento mazimal.

1.7.7 Funcional sublinear

Definicao 1.27. Seja X um espago vetorial real. Um funcional sublinear em X € um
funcional linear x — p(x) tal que:

i) p(z+y) <plx) +py), Vo,yeX;

i1) plazr) = ap(x), Ya >0, x€ X.

Exemplo 1.16. A norma é um funcional sublinear.

Solucao: De fato,
Hp@+ty)=llz+yl<|z|+yl=p)+ply);

it) plax) =[| ez [|= |af | z |= a || = [|= ap(z).



Capitulo 2

Teorema de Hahn-Banach

Nesta se¢ao veremos segundo [6] a demonstragdo de uma das grandes ferramentas ma-
tematicas para a Andlise Funcional. A sua esséncia em uma versao para espacos vetoriais
reais é que funcionais lineares em um subespaco G C E podem ser estendidos a todo
espaco F preservando sua linearidade, a sua continuidade e em espagos normados, até sua

norma.

2.1 Teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.1. (Teorema de Hahn-Banach (caso real) Seja X um espaco vetorial
real e p um funcional sublinear em X, e ainda seja f um funcional linear que é definido

em um subespaco Z de X e satisfaz
f(2) < pla), VoeZ.

Entao existe um f que € uma extensao linear de f de Z para X e que satisfaz

f(z) <plz), VoelX.
Ou seja, para cada x € Z temos que f(z) = f(z).

Demonstracao. Devemos construir o conjunto E de todas as extensoes lineares g de f que
satisfazem g(x) < f(x) e que é parcialmente ordenado e assim o Lema de Zorn produz

um elemento maximal f de E.

30
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De fato, seja E o conjunto de todas as extensoes lineares g de f que satisfaz a
condi¢ao

g(x) < p(zx), Ve € D(g).

Segue-se que F # & visto que f € E por hipétese. Nesse conjunto F podemos
definir um ordem parcial g(x) < h(x), isto é, h é uma extensdo de g, onde D(g) C D(h)
e h(z) = g(x),Vx € D(g).

Para qualquer cadeia C' C E podemos definir g por § = g(x) se x € D(g), onde

g € C. Observe que g é um funcional cujo dominio é
D(g) =uD(g), g€C,

que é um espago vetorial visto que C é uma cadeia.
Temos que g é uma cota superior de C e como C' C F é arbitario, podemos usar o

Lema de Zorn em FE e isso implica que E tem um elemento maximal que vamos chamar
de f.

Por definicao de E, f é uma extensdo lincar de f que satisfaz

f(z) <p(x), Vze D(f).

Agora vamos mostrar que D(f) = X e assim estard provado o teorema.
Com efeito, suponhamos por absurdo que D( f ) # X. Entao podemos escolher um
y1 € X — D(f) e considerar o subespaco Y; de X gerado por D(f) e y1. Note que y; # 0

visto que 0 € D(f). Temos também que qualquer elemento x € Y] pode ser escrito da

seguinte forma

r=y+ay, y € D(f).

Essa representacao é unica. De fato, se tivermos

$:y+ay1:g+/6yl7 yvgeD(f)7

Entao,
y_g:(ﬁ_a)ylv
onde y — § € D(f) e y1 ¢ D(f). De modo que a tinica solucao possivel é y —§ = 0 e

B —a=0,dal temos y =y e f = a, 0 que nos garante a unicidade.

Podemos definir um funcional g; em Y7 por

g1(z) =gy +ay) = f(y) + ac
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onde ¢ é uma constante real.
Dai, podemos mostrar que g; é linear e que satisfaz g1(z) < p(x),Vz € D(q1).

Com isso, estaremos contradizendo a maximalidade de f e seria absurdo. Logo podemos

concluir que D(f) = X.
De fato, g; € linear. Seja r =y + ayi, 2z = § + Py, e § um escalar qualquer, temos:

i) Mostremos que g1(z + 2) = g1(x) + g2().

gr+z) = gly+ay+9+By1)
= qly+7y+(a+B8)n)

= fly+9) +(a+p)e

Sendo f linear obtemos,

gplz+z) = fly)+fH)+ac+pe

= gy +ay) +a(@+ By) = g1(x) + g91(2).

i1) Agora mostremos que g;(5z) = fg1(x).

f(By) + (Ba)e
= Bf(y) + Blac)

= B(f(y) +ac)

= By +ay) = Bagi(x).

91(8x) = g1(By + ay1)) = 91(By + Bay)

Além disso, se @ = 0 = ¢1(y) = f(y). Portanto, g; é uma extensio adequada de f, onde

D(f) < D(g1)-

Agora, encontraremos um ¢ adequado para ¢i(y + ay;) = f (y) + ac que satisfaz

g1(x) < p(x). Para isso, consideremos qualquer y e z pertencentes a D(f). De

f(z) < p(x) e plz +y) < p(z) + ply)

obtemos,

f)—Ff)=fly—=2) < ply—=2)
= ply+yi—m—2)
< ply+wy)+pl—=y —2)

= —p(—y1—2)— f(2) <ply+wn) — f) (1)
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onde y; é fixado. Podemos tomar o supremo (myg) sobre z € D(f) no lado esquerdo e o

infimo (mq) sobre y € D(f) entdao mg < m; dai existe um ¢ tal que mg < ¢ < my. Da

desigualdade (1) acima temos,

—p(=y1 —2) = f(z) S e, ¥z e D(f)

c<ply+wy)— fly), VyeD(f).

Provaremos agora que ¢;(z) < p(z), quando a > 0, a =0 e a < 0.

i) Se a < 0 = —a > 0 e usamos a desigualdade —p(—y; — z) — f(2) < ¢, substituindo z
1 ~(1
—p <—y1 - —y) —f <—y> <c
a a

ap <—y1 —~ éy> + fy) < —ac.

por a”'y. Assim,

Multiplicando por —a: > 0:

Utilizando essa tltima desigualdade e a igualdade g, (y+ay;) = f(y)+ac, usando y+ay, =

x, obtemos

ai(z) = f(y) + ac < —ap (—yl - éy) = play; +y) = p(x).

Ou seja, g1(z) < p(z).

i1) para o = 0 obtemos:

91(z) = gi(y + o) = fly) + ac = f(y) < pla) = qi(z) < p(2).

i) Para o > 0 usaremos ¢ < p(y + 1) — f(y) com y substituido por o'y, dai

1 (1
c<pl=y+un|—fl=yv).
o) o
Multiplicando por a > 0, obtemos

ac < ap (Tt ) = o) = ple) = o) = ac < plo) = F) = F) + ac < pto),

Portanto, ¢1(z) = f(y) + ac < p(x). Concluimos entao que g; é um funcional linear que

é uma extensao adequada de f e que satisfaz gy(x) < p(z). Como isso ndo é possivel,

D(f) = X e provamos nosso teorema. O



Consideracoes finais

O Teorema de Hahn-Banach é um importante resultado da Analise Funcional e tem diver-
sas aplicagoes interessantes. Através deste teorema mostramos a existéncia de extensoes
lineares limitadas de funcionais lineares limitados, definidos em subespagos de espacos
vetoriais normados. Neste trabalho demonstramos a versao do Teorema de Hahn-Banach
para o caso real, onde utilizamos o Lema de Zorn para garantir a existéncia dessas ex-
tensoes. A realizacao do estudo acerca dos conteidos abordados, tais como conceitos
da Topologia ¢ da Andlise Funcional contribuiram para o enriquecimento ¢ amadure-
cimento em relagao a pesquisa matematica, despertando o interesse para uma possivel
pos-graduacao na area da Matematica Pura e Aplicada. Com o auxilio da minha orien-
tadora, pude aprofundar meus conhecimentos e busquei ao méximo aprender e melhorar
o meu conhecimento matematico ja existente e principalmente aprimorar a minha escrita

matematica.
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