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Resumo

) Tecwerna Famdamental o Calenlo estaleloce nra grande conesao entre o Caloma Tlifereneial
o o Cilenlo Tntegral. O primeito suvgin a partr do probloma de secdetorminar a reta angen e

A MA MTVA O ponto, enonanto o  egnmdo mmgin a partr do problema de seoenocmtrar
a avea de nma lignra plana. Neste tralallio Tarvemce nm egtede detalliad o do toorera acima
menecinmadn. Tnicialmente, ivemee abondlar as noooes de topologia, gne vao s de pilar para
o desrnvndvimento do traballiog e, o zegnida, traballiarenice as noooes de limite, oomtimicdacde
e e fmedo real, derivada o snas propricdades, até chiogamce o Toorema Fandarmental o
Cilenlo, o gual =erd enimeiacdn o dememetrado vigomeamente. Tor lim micetraromee algnmas

aplicaoses domntronte do reern.

Palavras Chaves: Calenln Tiferencial ¢ ntegral, Teorerna Fomdarmental oo Calmle, aple

CAOE



Abhstract

The Fanedarnental Thoorem of Calenng eetablizshes a great comnection hetweoen THlTerential and
Tntegral Calening. The fivst ome arcee Mo the problern of determinimg thie tangent Tine to

a mrve at one poimt, while the soond arcee fom the prolilem af Tinding the area of a plane

ligmree o this work we will make a detailed 2ondy of the alorerentionad eorem. Firet, we
will appreach the noticomz of opoloey, which will e the pillar for e developrment of this tewt,
aned then we will work the notiong af Timite, continmite of a real hinetion, derivatives and their

propertics, nntl we arrivie at the Fomdamental Thoorem of Calenlng, which =il T =tatod and

rignremely demonztratad. Finally we will show somie applications from anch a thioorem.

Palavras Chaves: Tifferential and Tntegal Calenlng, Fimdarmental Tloorem of Calmng, ap-

plicationz.
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Introducao

) clenlo snngin ace ponocg, nas obras de wirice matemdations do sdmlo KVTT Ao longn
il fernpes foramn armaelnreconedo gradnalmente adgnivindo rma mais acabada nog trabalhee de
Mewtom o Teihniz. Fees doig 2ibice wieram mais tarde, na segnmwda mietade do s6emlo KV,
o remlizararn, independente mm do cntro, o tralalho de sigteratizcan das idéiae o rdtoedos,
clharmads “Teorerma Fimdarmental do CGilmla™ Fee Tooroma retrata a importineia para a
aplicacan o diverece ramcg Jo conliocimentoy, ole eetabieloee a ligacao entre as operacoes de
dlerivacin ¢ mtegracio o, sonedo aseim, f chiave de todooo dalonlo diferencial ¢ integral.

Fete tralallio conetitni-ze om mma pesgmniza biblicgralica, tendo oomo prineipal objetisn
nm eetedo detalliado aohre o Toororma Foncdamental de Cialenlo. O manmeerito paseon por
M prneeEEn de evnlincan, o prirneit capitnlo apreeentaese noooes de topologia ondey, deline
e omjnntce alerioe ¢ fechadog, ponto de acimmlacao o conjimto compactos, om segmida i
alonlado Himite de fmaeses o hmass aontimmas.

Mo eapitnlo 2 realizance mma bordagem =olre devivardas, omede o wigto nogoee de deriva-
iag, derivela o erescirnento loeal @ Mngses deriviveie num interwalo. ha segnmeda parte deese
caplimlo T alomlads integral de Rierann, propriedade da integral, oondioses snliciente de
integrabilidacde o, por Altim, i tralalliado eselneivamente para a demonetracan do S Teorema
Fimdarnental oo Calenln™.

Mo eaplimlo 3, apresentance algnmaz aplicagses mportantes o Toorema Fandamental o
Calenln, ooriey, por evemploy o Teorerna da Mdanega de Varise] ¢ a Fommla de Tavlor aom

Tesbo intogral.



Capitulo 1

Preliminarces

1.1 Nocoes de topologia na reta

A topologia f mmorann da matemdtiea no gnal so eemdardas com grande generalidae
Az nogsee de Timite, comtinmidade ¢ ag ideias oom olag relacionadas. Soa Tnalidade & semedar as
ceirninras doe oljetoe 2em procenpadan oo o 2en amanlio e Drmato, A2 oo A Eeormei Tia-
A prornetria descteve matrmaticamente mma Tgnra, @ a opologia analiza a peesibilidade das
lignras. Comea opologia esinda a cetrninra deg alietos, adotaromes nma notadgio gromdéiriea,
diFenne ponda om wor de wimera reed, @ wete o vew e o eongida R O reenltadoe oontidos

neste caplmlo podem ser eneontrados eom [2, 4, 6]

Clom jimtos Ahertos

Tklinimce o oo e ponto interdor an comjimia X C R guande existe nm niimero
real € > 0 tal que o intervalo aborio (@ —e, 0+ ¢) € X C RO oomjimto de ol ce pomtce
mteriores de X, chama-se o mberion do aomjnnto X o © represemtado pela notacan ot X Qunando
a € wnkX, entan oooom pmio X & chamada de wizimlianga de a2 Tmooomjmto A C R chama-se

alerto qnandn A = ntd, 5o 6 todee g pombes de & san imteriomes a0 A

Fxermplo 1.1.1 {Trés representagies e pontos interiores)
G e e X & nm pnta mbrir] <= B(x,y); 0 € (v,y) C X
wifee X dum pants interir] <= Fe > 0;(n—e,n+¢) C X|

wij fn € X éwn ponts mteriri<e He > 0;

f-n| <e=l¢€ X|-1

Teorerma 1.1.1 a) 80 Ay ¢ Ay s congunias alertas entin a indersepns AN Ay #nm cangunts

alewbn



LA wenneas qualguer de conguntas alertas & alertn

Clom jimtos Fecladns

Nielinimee ¢ oo 1 ponto aderente e nm oon imin X C R, quando a for o Timite de
A seguineia 2, C X. Theliniremee o fadis de nmoaon jimto X, o aonjnnte X, eese comjmto
& foaradn por foedoe ce pontee arerentes e X. Thizeree gque nm oomjnnito & fechado gquanid
toelog ce pontee aderentes de X pertencem a X, on mellior, X = X. Tenatarce gque X € denso
em Y gquandn Y C X, on sofy, quands todao penio b € Y od alerente a X. T esemaplo hastante

commm & e Q & denso em R.

Teorerma 1.1.2 [In pants o & adevente an oongunta X e, @ soments e, bade seemdunea de a

s tim alpon ponts de X0
Corolarin 1.1.1 ¢) faddw de gnalguesr omepnta & wn sangnts ferfurda.

Treorema 1.1.5 UIm emgunta F C R @ firlunda s, e samente se, se ocamplementar A = R—F

& .'.'.r.."_-i"'ll..""-

Thermonsiracao: Sejam F vhado ¢ a € A, isto & o ¢ F- T'elo teorerma 1.1.2 existe 1ma
virinhanga V' 3 a gque nan contém pontee e F,oisto 6, V. C AL Assimy, oo ponto e € A 6
mterior a A, on &nja, A € aberto. Beeiproeanemte, =00 aoninta A € aborto o o ponto o ©
aderente a F = R — A entan toda wiginhiangy de o comtém pontee de F, logn a ndo & interior
A- Semedny A alierto, tevne o € A, om 20fy, a € FL Azsim, toddo ponto o & aderente a Fopertenoe

a F, legn F £ fecharlo. [ ]

Fxemplo 1.1.2 Pam a2 b em R, vom o < Lo otervals facduds fod] 6 am suleongints

SJerduwdn em R Pava ver wta Tasta alserar goe
R — [a.d] = (=00, ) U (I, +00).-

Teorerma 1.1.4 a) S0 Ay ¢ Ay saa fechandas endida Ay U Ay @ Jerluda.
Li&e (F))aer ¢ wna familie gualger de oonguntas fordudns entan v infersegin F = Nye By ¢

wm gt feefundn.

Twefimicao 1.1.1 Tine cwsds dewm aongonds X C R & wna devampasiois X = AU B tal g
ANB =0 ¢ AN B = @, it é nendimm panta de A & aderente @ B ¢ nendoon, pants de B é
aiderents o Ao [REn partiader, A ¢ B s degiandas ) A desmpiasigeon X = X U @ chama-se

eian trnal

I



Teorerma 1.1.5 Dinoentemals de vetn s admate @ eesva tromalk

Coroldrn 1.1.2 Ol dneens soleanpmtos de R ogue s somaMancmmendts oleetn ¢ facduwdn sda

@ i R.

Povito oo Acamrmmilacso

Thalo v anlaonmjunte: X C R disernce oue i ponto @ € R & nm ponto deaenmmlacio de X
=0 para carda e > 0 ewiste 2 € X tal que 0 <|z — d < e O eempmto dee pontee de aonmm lacgio

e X & cliammadlo de derisado de X o @ denatado por X7

Fxemplo 1.1.3 Pam o obereals T 0001 as pantas 1 ¢ 1 sas pandas de aenmadagas da eon-
gwndae Na vealidade qualguer e € TR tal gue 0 <2 < 1 & panda de aemmada o de [T L an sage,

I' =0, 1]-

Teorema 1.1.6 Dada X CR ¢ g € R, as segpanteas afimmagies s el o
i dwm panta de aewmadagan e X
2o @ gl de wna segadnegn de pentas z, € X — {a}-

2 Tadn otereada alewtn de remtm o emtém wma angoadade e pontias e X

Trorerma 1.1.7 Tiada vongunta enfota Tamatada de nitimeseas seees admale pedo memaas wom ponta
il aeianadag.
Clon jimtos Cornpact os

T'm ooomjmmton X C R ehama-=e cornpacto guando & Timitado o fechiadoe Toedo oomjimion

limito & oommpacto.

Fxermplo 1.1.4 Tads antervals 8] de R & compacta pois ¢ mtada ¢ fecduado. Tnternalas do
bipa o] on k) nas sdn compactas pots aie Bnatadas mas nan san fedadas e oberealas do

b [, +00) min (—o0, @) nan ain svnpctas pods son ferhadas mas nan mitadas

Teorema 1.1.8 T'm canguntn X C R & eampacts s, ¢ samente se bada sogudnetn e pontis

X psster woma snlsegidnen g canaeie paern o panta e X

Tearerma 1.1.9 Deda o ,I':":flﬂ_l.-'ff:l"l.."_'.i.'.' depesernte X1 D Xo D o D X, D . e ."‘:.""_.:"'I::;;"_l._""l.tﬁ_.,ﬁ

CNIECGR Na-Ta A, creste el menags wn niimnesn rend gie perbenae @ tados os X,

15



Themonstracio: Tielinirce nra soqnéneia (z,) eecclliendey, para cuda n € N, nm ponto z, €
X,- Fata soomémeia esta no compacto Xy, Togo possni e enbaoguimeia (2o, Toy, oo Zngs -0
oomvergined o para nm ponto e € X - Thdo gqualogner n € R, tenwe z,, € X, Bemipre qne ny, > n.

Ciame X, 6 pomipaeto, sepnese qne o € X,- T provs o fomeni. |

Tlehimican 1.1.2 Cluena-se cobertura e wm wangunta X o wnag fomidie C e vangintas C)
v weimaia cantem X. A mandipan X C Uy O s e, pisre vidne © € X deve pvister
fpede memas) wm A € Lotal g o € Cy- 8¢ as O s alerbas diz-se gue C & wma cnlertean

et

Teorema 1.1.10 (BorekTehespne) Tade eolerture alerta de wm oonpunts compeets passiv

1010 ,l:‘."_l..r-"‘:."_..r..":i"ll.‘i_l.'i".'.' _I|':_-+'|.-|E|'..'.'.

1.2 Timite

Seja f 0 X — R Thiwse que f € limitada superiormente g¢ existe M € R tal que f(x) < M,
Vo € X, o diz-se qme f ¢ limitada inferiormente s vxiste m € R tal que f(z) > m, Vo € X.-
A fmean f & denominarda Timitada g0 ola @ Timitada supericrmente o inferiommente. On 2oja,

oquando existe moe M oem R tais gne

m < f(x) < M,Vr € X,
o, coivalenterente, exite C > 0 tal qne [ f(2)] < C,Vz € X.-
Teorerma 121 Sqgan f X — R eag: X — R fungoes wris

o B e g osea matadas endas Frg e L son lamadtadas

w B §d matada e eeete o > 0 tal g |g(x)] > o, Vo € X endas 5 & lomitada.

Limites e Fimenes

Sojam X C R o oomjimito de niiremee reais, ¢ f 0 X — R mra lmean enjo o dorimio 6 o
ot X ¢ a © umopontode aonmlacan doeompmto X, on qef @ € X Thiz=se gne o niimero

real L& o limite de f(2) qnando o € X tende & a, 0 eserovnsn

lim f(z) = L,

r—rid

aquande para todo e > 0 dado arhitrariamente, pode-se abter § > 0, tal que |f(z) — L] < €

seripre oqne 0 < |z — o < 4.



L+€ 3
L [ = i e —
L-€
¥
5 0
X
0 a-§ a a+é >

Tnfrmalmentes Iim f(x) = Loguer dizer gqne &0 pedde tomar f(2) @o prosimo de L gnanto
T—rid
groomeira desle gne &0 tome 2 € X anlicientermente prosim, portm diferente de a-

Teorerma 1.2.2 Sqaon fg: X — Roawe X' lim f(z) = L v limg(z) = M. 8 L < M entin
T—rid T—rik

epgate 0 > 0 tal g f(x) < g(o) pam tfo x € X wvn 0 < |z — a] < 4-

Tlermonstracao: Sejam K = (L’L—ZM) Thdloe = K—L=M—-K termeg e > 00 K+L = e+ M—e-
Tela delinigan de Timite, evistern 6 > 00 0y >0 tals gz € X,0< |z —a| <0y = L —€ <
fla) < KezeX,0< |z —a|] <dy= K <g(xr) <M+ e Tratante, pomilin 6 = min{dy, 2}

whe v € X,0< |z —al <d= f(xr) < K < g(z), o ique progsa o fooiems. n

Coroldario 1.2.1 Se lim f(x) = L < M endga eviste 6 > 0 tal giue f(x) < M para tado x € X

Tr—rif
aan 0 < |z — al < 6-

Coroldrin 1.2.2 Sqfaom lim f(x) = L ¢ limg(x) = M. S¢ f(z) < g(x) pam tawdoz € X — {a}

T—rid T—rdd

et L < M.

Teorema 1.2.3 (Teorema do sandwiche) Sejon f,g,h 0 X — Rya € X' ¢ lim f(z) =

T—rid

limg(x) = L. 8¢ f(x) < h(x) < g(z) pavw tadn x € X — {a} entia lim h(z) = L.

T—rid T—rdd

Temonstracan: Tado arhitrariamente € > 0, exiztom 61 > 0 ¢ 9y > 0 tais que ¢ € X,
O<|z—a|<d=L—-c<f(r)<L+e

rre X,

O<|r—a|<dp=L—-e<g(x)<L+e.
S0ja d = min{oq, 02 }- Fntan e o € X,
O<|zr—a|<d=L—-c< f(z)<h(x)<glx)<L+e=L—-e<h(zx)<L+e.

N
15



T
lim h(z) = L.

T—rid

Olservacdio 1.2.1 A naods de lonidte @ local, tstn & dalas as fangdes f,9 0 X — R & dads
a € X'. s evester wna vemndumga Voda ponda o tal gue f(x) = g(o) peva tade v # a em VN X
el eriste Jlgl_rg f(z) me. @ soments se apisbs }clﬂ. g(x). AMm isnn, s aristinem, sasess Jonibag
seatin vrwrts Asson, por evempla, na Teorema do Sanduicle, nda ¢ nevessfria supar gue
vk f(x) < h(z) < g(x) para tawdn v € X — {a}- Basta que ariste wnae sizedimea Voda pants

a tal gue estes destpakiodes wallvm para tadn © # a pertenee a2 V £ X

Teorema 1.2.4 Sqgon f: X — R eae X' Afim de g snge lim f(2) = L & nevwsssirg o
r—rid
sinfieentes g, pare toda seguinegn de pantas o, € X —{a} rom lim z,, = a, da-selim f(x,) =

L.

Cloroldrio 1.2.3 (TInicidade do imite) Sepom f 2 X — R ea € X2 Selim f(z) = L =
T—rid
lim f(z) = M entin L = M.

T—rid

Corolaro 1.2.4 (Operaches com limites) Sgan f,9: X — Ryp € X/, vom lim f(z) =
T—rid
L ¢ limg(z) = M- FEnbias;

T—rit

4 lim|f (z) £ g(x)] = L& M;

wj lim[f(x).g(x)] = L.M;

r—rit

o lim L&) — L s
iy glgl_rﬂ. o = A M # 0.

Teorema 1.2.5 Sgoen f 0 X — Row € X' 8¢ wpwste lim f(2). entdn f ¢ Rmitade naoma
T—rid

ggmanduamea de s esta & empstem 0 > 0 e e > 0 trgs g
reX,0<|z—al<d=|f(x)|<c

Demonstracio: Sode lim f(x) = Lo Tomenada € = 1 na defiagda de lomate rasadla goe 6 > 0 dal
Tr—rid
guwr € X0< |z—a| <= |f(x)-L| <1=|f(z)] =|f(x)—L+L| < |f(x)—L|+|L| < |L|+]1-

Rasta entin tamar ¢ = |L| + 1. ]

Srja X C R Tliz=e gque a € nm pants de aewmndeods o dinets para X e eeereve-ge 0 € X,
ouande teda wizinhiangy de o contem algnm ponto 2 € X com o > & Fynivalentemente para
il e > 0 tem-ee X N (a,a+¢) # 0. Analogamente, e deline pontode aommmlacio a eegqnenla

T delinicin @ € X7, signilica gqne paratodo e > 0 torese XN(a—¢e, 0) Z 0. Sojam f: X — R

1]



A fimean onjo odomimio ¢ ooomjimio X C Rea € X - Tiz-se gqne o niimero real L ¢ limite a

direita da mean f(x), quandn 2 ended a ¢ 20 esereve lim+ f(z) = L, quanido para touln e > 0
T—r i

dacde arbitraviamente se abtfm § > 0 tal gque [f(z) — L] <e v 0 <2 — a < 0- Amalogamiente s

el o Timite & eegquerda ¢ =0 ceereve lim f(2) = L, oom o a € X
T

1.3 Funcoes contimas

Tma mmein [ X — R enjo o domimio ¢ o comjunio X C R, dizse contine na ponts
xo € X quamndn, pata todo e > 0 darlo arhitrariamente pode-se obter 6 > 0 tal que 2 € X ¢
|z — x0| < 0 implica |f(x) — f(xo)] < & Cliamarse desemmtivng ne pants 2o € X mma inein
[ X — Taue ndn & contmua nesse ponto. Tlizeres gne [ X — R & nma mneian aontinma
oquando £ & oemtinma em foedee o pontee zo € X. Tara gne f aeja comtma no ponton xg € X

ileworeg oleormar (rés itone:
L f eeti delinida om zo;

2 Friste o limite e f om 207

A lim f(2) = f(o)-

T—rT0

Olservacan 151 Ghaendds defoimaas lomdte de e fungan f 0 X — R amoam ponda o, nan
ergpmas g ol panda Josss nevassarponends am pands de X, 2 mm gie fosss wn panda de
avionidaonn de Xo Na defoedn de fingoes santiiees 0 panta xo wertenee @ X, o domida e

[ poidenadn ser ot ndga wn ponda de semadaons de X

Teorema 1.3.1 Sean fg: X — R st na panta 19 € X, vam f(z0) < g(xo). Fariste

§ >0 tal gue f(z) < g(z) pva bada x € X N (xg — 6,29 + 9)-

Corolarn 1.3.1 S f 0 X — R wantinna na ponta 29 € X- 8¢ f(x) # 0 amste 6 > 0 dal

g, pa tado tado © € X N (g — §, 20 +9). f(x) b o s sinal de f(zo)-

Corolarin 1.32 Dades f,g 0 X — R sontinas, som Y = {z € X;f(z) < g(o)} =
Z = {II} S X,f(x) < g(:l:)} Fristen A C R alewtn ¢ F C R fovhudn tots g Y = X NA ¢

Z = XNF. Em prteendor, se X & alevta endidn Y € wliertn ¢ 50 X & fordndn entan 7 ¢ ferdandn.

32 A fimide gue a fingan f e cnndiag ng pondn 1o © RessTNg 6
Teorerma 1.3.2 A fim de gue a s f 0 X — R sep conbinna nag panta L neressirin
sifitents gue, para tade segndnein de pontes z, € X oom lim x, = g, & tendu lim f(z,) =

f(xo)-



Coroldrn 1.33 S¢ f,¢9: X — R ain svmbivias na panba zo € X enbian san conbies negse

G e s i
- f+y;
2 f.g;
'S *51 st g(x,) # 0-

Teorema 1.3.3 A compaasta de s fangeoes contdnes @ condinie. Waels pracisaments, somm
f X — R yantinia nan panta 290 € X, g 1 Y — R wantinne na pandn b = f(zg) € Y =
f(X) C Y. de maida e vompiasta go f © X — T4 astd Lo definuda. Entdn go f @ rontinua

na panta xg-

Fngies contimas mnm antervalo

{1 Tocrerm o Valor Tntormedidrio alirma gne o grtfion de nma fmein aontimma delinida
i intervaley, Ao paesar de nm Tado ao ontmo dooeion doe 2, neerssariamente tom o ogne oor tar
veee eiwo. Atd o limal do efenlo KVTTT eese reenltadn fai aceito coron evidento, som one nimgndém
pemEasse o dernon ea-lo, nma atinde onito de aocrdo oo oo cepitito da fpoeas ol Folzano

O pErimei T matenation a demce trid-lo em 1817

Teorema 1.3 4 (Teorema do walor intermedidrin) Seje [0 [0,0] — R oontina. S
fla) < d < f(b) entdn eviste ¢ € (a,b) tal g f(c) = d-

Coroldrin 1.34 5217 CR dwn mbavals ¢ f 0 ] — R & antinna entan fIT) & wn anternala.

Teorerma 1.3.5 Sge [ C R wm endervads. Tade fungdn eantinng et f 0 1 — R &

mandtong ¢ s naerse g 0 J — L idefinuda no onterals J = f(I) € et

Fimghes conthmias om con jimtos compactns

Thiverece problemas makematiooe aomeisiom o proenrar pentos de nmoaon mmios X noe
quais mma oerta iingan f 0 X — R asnme & valor medximo on minimo. Tarm reeolvorne
ceree problemas & nooeesitio saber seoeeeee ponbos exietern- Tara oomegar, a Mingin fopode
sor ilimitada infericrmen te (fentdo ndo poesti valor masime] on infericrmmente man e wlor

minimal- Fniretanto, mesmo limitada, £ pode ndo assnmir valor nvisinn om X, on miinine,

ol el doe dlogs-

Trorema 1.3.6 Sqge [ X — R amtine Se X @ mompacta, endidn f(X) & mampaetao.
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Teorema 1.3.7 (Weierstrass) Seje [0 X — R smting ne sonfnts sompacts X C R.

FEaristem zo, 11 € X tavts g f(z0) < fx) < f(xq) powra tadn x € X

Tlermonstracao: Telo toorerna anterior, f(X) & aompacto o, sendo ooripacto, possni 11 nienor
clernento f(xo) ¢ o maior elemento f(a)- Teto gqne dizer gne existen zo, 1€ X tais gqne

flzo) < f(x) < f(z1) para tonln x € X. [

Corolario 1.35 52 X C R & mampects enbin tada focds continae f 0 X — R & haitada.

wilin & ereste ¢ > 0 tal gue | f(x)] < e pam tado o € X

Teorerma 1.3.8 S: X C R & wmpacts endan tade Tgeoan amthna f 0 X — Y C R tam

mavrar gantinge g0 Y — XL

Tlemomstracao: Tomemes 1 ponto arhitririo 0 = f(a) om Y ¢ mcstremns qne g & continma
o poanto b Se nan Eee AR, exiEbiviam mm o nninmem e > 0 0 nma snimeia de pontog
Yo = f(x,) €Y oo limy, = b e [g(y,) — g(b)| > €, istn &, |z, —a] > € para toxlo n € N
iesandn A nma mbseqdneia, =0 noeeesitio, podorice spor gne lime, = o € X, poie X
& oompacto. Tem-se [of — a] > e Froopartienlar, o # a. Mas pela comtinmidade de f,
limy, = lim f(z,) = f(d). Comnja tevee limy, = b = f(a), dai reanltaria f(a) = f(d),

comtradizendo a injetividade de f. u

Clontimmmidade imilforme

Seja f 0 X — Roomtimma: Thelo e > 0, para owdla o € X polese achiar 6 > 0 tal gne
y €Y, |ly—z| <eimplicam |f(y) — ()] < e O nlimens positivn 0 depende nan apenag Jdo
g > 0 el mas tambdérn de pomto z no gqual a oontinmidade de f @& evaminada. e sompre,

ilacl € > 0, powle—ge enoontrar nm 0 > 0 gue 2irva o1 fewleg ce pontoe z € X
Fremplo 1.3.1 Seja f 2 R — {0} — R definida v f(z) = T flz) =1s2 >0«

f(z) = =1 pare z < 0. Esta fongas & continag eam R—{0} poes & sonstante: novma sizodumea oe

enda ponta © # 00 FEnfretanta, s tamarmeas € < 2, para fada 0 > 0 g earnllermas, erisbatin

samnpre entas 1,y € R — {0} s e |y — 2 < 6 & |f(y) — f(z)| > e Basta tomar v = £ &

wlon

y=-

Twefimicao 1.3.1 [ina fingds [0 X — R iz angfarmements aintfnng na amganta X
givimda, pava tada € > 0 dada avldtmraomente, pode-sc aller 0 > 0l gue v,y € X, Jy— 2 <9
anplcam | f(y) — f(x)] < e Tina fangda sngfarmements contng f @ X — R & smtinng am

tadns as pandas do cogunts X A wefpmen ¢ false oomae & ver ne evempls 5 actma

1]



Tefivigan 1.3.2 Tna fungas [0 X — R dlwma-se lipschitziana uamada sriste ima aons-
timte k> 0 felunmalia constante de Lipschitz ia fungin fital gue [f(2) — f(y)] < klz — y|
sigam gags forem oy € X-oA fonode gue f 0 X — R adja lipschitziana ¢ nevvssivg o
aiyfiesente gue 0 geiente Iﬂyz’:_i(”ll gege Fenatado, wsbn @ g eedste e constants £ > 0 dal

QHy':x,yeX,x#y:%gk.

Teorerma 1.3.9 4 fon de gue f 0 X — R sepe wnglarmements canbinne & navasing @S-
Jtemite gue, parn tada par de segadneees (x,), (y,) em X oom lim(y, — z,) = 0. tenfue-oe

im[f(yn) — f(z,)] = 0.

Teorerma 1.3.10 Sqja X C R vampacta Tada funcds eomtinua [0 X — R & wnglarmements

i

Twmonstracio: Se f nao leese mmilomeriente comtinna, existiriam ¢ > 0 ¢ duas =oqnéncias
(@n)s (yn) e X satislazendo im(y, —,) = 06 |f(yn) — f(2,)| > € para toxdo n € No Thassand o
pra nra  nbaegndneia, e necesdArio, podemce 2npor, omoviride da comipacidade de X one
limz, =a € X. Fntan, oomin Y = (Y — Tn) + Tpa vale tamldm limy, = a. Senddo £ oomtima

T pono @, fenng

[ f(yn) — f(2n)] = lim f(yn) —lim f(z,) = f(a) = f(a) = 0,
oomtradizendo gqne &ja | f(yn) — f(zn)| > € para ol n € N [

Teorerma 1.3.11 Tode fingdn £ X — R angformenents sontinng naon mangants Jandads
A ] -1 ]

X #wma fancis lonedada

Dlemonstracan: S f nao bese limitada {digamee snpericrmente] entan existivia nma segnémeia
e pentee z, € X tais qne f(x,00) > f(x,) + 1 para o n € No Cornn X @ Timitado,
podemes {passando a nma s hegnim eia s necessaTio] Spor gne a senineia (2,) & eonvengen e
Fntan, pondo v, = x4, teviamee lim(y, — x,) = 0 mag, oomo f(y,) — f(x,) > 1, nio wle

Um[f(y,) — f(zn)] = 0, logn f mdc & mmiforremente aontima. n

Teorerma 1.3.12 Se f 0 X — R & anglarmements cantinna endida, para cada o € X' fmeana

v @ nga pertence a X, enste lim f(2)-
T—rid



Capitulo 2

O Teorema Fundamental do Calculo

2.1 Denvadas

Meeta preeente socan faremoe mma apresn Reao Tigomea de algnng importantes oonee oe
dey Cilenlo Thifereneial e do Calenlo Tntegral gne serdo mMindamentais para apresmiamice o Too-
rerma Fimdamental oo CGalenlo. O reenltacdee gne eomtém nesse capitmlo podem & el lmente

emeomiradee e [2, 4, 5, 6, 7)

211 Nocoes de derivadas

e f X — Rexg € X- The-se e f £ dlevisdine] om 2o 20 exiete o limite

f(z) = f(xo) — lim f(zo+h) — f(x0)

T—x0 T — X h—0 h

Trete caro dizee gqne a derivada de foom oz & f/(20)- Thizemee gqne f & derissiee] om X oee f 6
derivinel emoearda 29 € X. Se f/(x0) ¢ oomtinma dizerice qne [ 6 de elasse CL Fxistern oniras

notactes paraderivadas de [ no ponto 2o, eomo, por exempls, D f(z), %(xo) 0 %lw = Zo-

fixgth) f==-======-=-=-—fp :

X‘:z:
>
| &
P
[ ]
P
J
+
=
=
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Teorermna 2.1.1 A fon de gne [0 X — R aege deidived no panta xp & nevesssdrs o anfinends

g vvistn c € R tal g g +h € X = f(zo+ h) = f(xo) + c.h + r(h). e ]lir% % =0. No
h—

aan afirmatien, en-se c = f'(x)-

Corolaro 2.1.1 Tina fungia & ronting nas pontas gue & derenfned

Hepras opeTacinmaes

Teorema 2.1.2 Seian f,g: X — R depiniinets no ponds 2o- As fancies £ g, f.g ¢ L oo
g # 0 & tamlém derpidves ne ands o, com

o (f£9)(m0) = f'(z0) £ g'(w0);

i) (f.9) (zo) = ['(z0).9(z0) + f(x0).9'(x0);

Hi) (5) _ 1z (wo)~g(x;()x—oJ)‘§xo)~g (z0) -

Begra e L'Hapital: Feta regra constitm nma das maie popnlares aplicagoes da derivada:

Frmoena mna moais simiples, ola s relore an gilondo deomm Timite da famae lim (xg T CAED

T—TQ

e gne foe g san derivwiveis o ponto 2o o lim f(z) = f(zg) =0 = g(zg) = lim g(z)- Tela

delimicao de dervivada, f/(xy) = 11m L&) (CEO) = 11m zﬂ_ﬂ smpenda ¢'(zo) 7é 0, a Hegra e

r—xQ
T Hepital iz gqnie hm gl(;)l = ’gl(:—ol A prewm 6 ediretas
J@ o lim A

z—m ;1:) T—T0 _g(@) o lim _g(=) o g’(];o) ’

(z—=z0) Lo (z—=z0)
Teorema 2.1.3 (Tegra da Cadeia) Sgaon f: X — R g: Y —R.zpe X ey €Y =
f(xo) = yo- &e f & dewiavined nn pantn kg @ g & destoined na pantn yo entidn go f: X — R #

idergidved o pands xg vom (go ) (zo) = ¢ (f(z0)).f (x0)-

Tlemomstragan: Considerenos nma saineia de ponto 2, € X — {a} oom limz, = a ¢
ponbaree y, = b Sejam Ny = {n € N; f(z,) # f(a)} ¢ Ny = {n € N; f(z,) = f(a)}- 5
ne Ny mtany, €Y — {b} ¢

o U ra)) — o) o)~ (1) flr) S (@)
neN ) Yn—b  wp—a

Tortamtoy, =0 Ny £ inlinjo, em-ee

neNy Ty —aQ

S Ny & inflinito tenese

lim f(z,) — f(a) —0,
neN Tpn —Q

2



legan f'(@) = 0. Airela neste cass, Tovese

o I @) = 9/ @)

n€Ny Ty —Q

= ¢'(f(a)).f'(a) = 0.
Core N = Ny U Ny, reenlta dad guey om onalguer hipdtese, wale

li @) = 9@ a0y (),

nENy Tn —a

O O PR O O TeTR-

Corolarin 2.1.2 Sep f 0 X — Y wma Jggeona endie as oongindas X, Y C R, svan maersa
g=f"1:Y — X. B¢ f & deriained v ponta 1o € X ¢ g ¢ cantina na panta yo = f(x0)
enditg g ¢ deraddeed ne opoands yo s e samende s (1) # 0o Na eass afmaten, s

9 (%) = 7y

2.1.2 Derivada e crescimento local

& i i, o T lr Irri' H rl lr i vl IR L ]
A= megmintes proposiooes gne = relerem a derivadas Taterais o a designalilades, tim

andlogas oom £ rroeada por £ eom > enhatitnido por <

Teorema 2.14 S f @0 X — R & deraiinaed o davida na pants 20, cam 1 (29) > 0. endis

aptate 0 > 0 tal g v € X, 19 < < 29 + 6 wnpliam f(xy) < f(2)-

Corolarin 2.1.3 52 [ X — R & mandlama ngn decresents entan sias devaadias Interags,

angle erestem sea > 0-

Cloroldirn 2.14 5000 o € X wn panta de aeomadagan Tdateral Se f 0 X — R & deraitand
i et a, e f'(a) > 0 endge emste 0 > O tal e v,y € Xja—d <z <a<y<a+4d
anpliam f(x) < f(a) < f(y)-

Coroldrin 215 5S¢ f 0 X — R & derarined o deetta na ponta 2o ¢ tem al am midgena Saeal

i £ (x5) < 0-

Corolarin 2.1.06 S a € X wn ponda o aenomadagan Mdaberal Se f 0 X — R & deraufned

na penta a @ passe ol e mideena anomihene laeal entas f'(a) = 0.
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2.1.3 Fungoes derivdveis mum intervalo

€1 Teoreria de Relle & nmevidente comieido georndirione. Fle nos sereird oome lema para
a denemetracan do Toorenm do Valor WMéaliode Tagrange, qne, pelas sias wariag conseqnimeing,

£ oo resnltados contraiz do Calenlo Thifereneial-

Teorema 2.1.5 (TMarhoix) Sefe f 2 [0, 0] — R devaidnad S f/(a) < d < f/(b) entdn eniste
c € (a,b) f'(c) =d-

Teorema 2.1.06 (Tinlle) Seje f 2 [0, 0] — R aontiae, aom f(a) = f(b). Se f ¢ derained em
(a,b). erpste c € (a,b) tal g f'(c) = 0-

Tlemonstracio: Tode sor gne [ =0ja oometante, om o engo casn f1 =0 armla o foedos of pomiog
mternege- Se ndn o eometante, terl gne asnmir walores naiores on enores dogne f(a) = f()-
T emtre Tacde, sendeo oom tma v interals eliadey £ assame nmowalor mdsing ¢ nm o walor
mimime. Fnidc, s f assnmir walores moaicres dogne f(a), ola asenmird sen masing nmm ponto
mterne ¢; ¢ qe assnmir walores menores doogne f(a), assmmir =qon minine nm ponio mtemo

c- Froomalgner easn, f/(c) = 0. -

Teorema 2.1.7 (Teorema do Valor Médio, de Tagrange) Seje f (a0, 0] — R aonti.
Se f @ deraninel em (a,0), eviste ¢ € (a,b) tal g

f(b) ~ fla)

1o)==

Themomstracan: Comsideremes nma Mingan g © (o, b] — R dada por, g(z) = f(z) — dz cavde d

£ eeoolliide de mode que g(a) = ¢(b), mm #eja
)~ (@)
b—a
Tl Terrerma e Tonlle, evigte ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0, istod,
iy o f(0)=f(a)
f (C) - d - b —a

Corolario 2.1.7 Dine fingds [ ] — R, wontina na interads 1, eam devads f'() = 0

i Wdn ¢ € int 1. & ranstande.

Coroldarin 218 Se f,g: [ — R ain fungies sontinnas, deridfrets emoint 1 eom f'(x) =

g'(x) pawe taln x € int X, entds eiste ¢ € R tal que g(v) = f(2) + ¢ powra tiwdn c € 1.

Pk



Coroldrin 2.1.9 S f 2 [ — R derindeed no intereals [0 Se eriste b € R tad gne [ f'(2)| < k

prvn il v € I entin v,y € I = | f(y) — f(z)| < kly — -

Coroldarn 2110 4 fon de gue a fongas devavived £ 1 — R sega mondtona nan decrssends
i wnderrads T 6 wevessivwn o sfioaente e f/(2) >0 pare bl o € 10 8 f'(x) > 0 para tadan
x € [ entgn f éwma Lignagn eresynte de T oaolee wn gnterals J eseommsn g = 710 J — T

é derindral, vom ¢/ (y) = f’}_x) e twda y = f(z) € J-

2.2 Tntegral

O ole b dleesn seCan & rcettar coro delinr rignrosamente o imtegral eoeno aoma de B
eranm, o dememetrar gue toda mneao oontimma & integrisel. Feta & vma tarefa gne oilieilmente

pocde sor Teita noe mmreee de Chlenlo, por exigit o comaenito mais delicado de oomtinmidacde.

221 Integral e Ricgmann
Tma partican do interealo [a, 0] & nm o eonjnnto de pontee P = {t, t1, ..., .} C [a,b] tal que
a=1ty<t; <ty <---<t,=0b.
Motacnes:
l. Poy—{P; P ¢ nria partican de [a, ]}
2o [ty t] & o beEirn enbintersalo da particio P-

A (G — tiop) f oecpriviento do i-esiro intervalo. Oleerve gque

n

dti—tia)=ti—to+t—ti+ts—tot+ .. +t,—ty g =t,—tg=b—a
1=1

Wogue qegme f 2 [a, b — R & mroa limeas Timitada, i=to 6, existem m, M € R tais gqne,

m < f(x) < M,Vx € [a,b].

Thefinicdan 2.2.1 Sa f: [a, 0] — R wma fungan dmitada ¢ sefe P = {xo, 21, 29, ..., 2, } hina
partican da indervala [a, 0. Tendn gue [ 6 Tondbada em cnida salintereadn [xi — 1, 2] de P, desta
forma srpste o indong e o sapeana de foem [z, o] e denctamas reqerhimaments porm; &
M;. Taga,

m; = inf{f(z);x € [t;i_1, ] };

M; = inf{f(x);z € [t;i_1,t:]}.

by



Notaghes:
= inf{f(z); z € [a, 0] };
2 M =sup{f(z);x € [a,b]};
3 omy =inf{f(z);x € [ti_1, t:]};
1 M; = inf{f(z);z € [ti_1, ]}

A aorna inlericr de fovelativamente a partican P& o nimero
S(f: ) ml(tl_t0)+m2(t2_t1)+m3(t3_t2)+ +mn n— Zmz z_ i— 1
A soma snperior de [ velativamente a partican P ¢ o niimem

S(f, P) = My(t, —to) + My(ta — t1) + Ms(ts — to) + ... + My(t,_1 —t,) ZM

i=1
A& dintegral inferior v a integral superior ila Mnean limitarda f : [a,0] — R o definidas,

TeEpeL i AT, paoT

b b
/ f(z)dz =sups(f; P) « /f(x)dxzinfS(f;P),
za a
v sup ¢ ooanf semedn omadee relativariente a todas as partiooes P oo intervalie

Olservacan 2.2.1 Seqom P e Q pavtiones de wom mternada [a, 0. Thzse g Q wifing P gnanda
P C Q-

Teorema 2.2.1 Chemado e wefg wmag partiona, a soma oferesr naa domidnid @ @ s0ma sesram

naa aenenta. (s, P C Q = s(f; P) <s(f;Q) « S(f;Q) < S(f; P).
Tlernomstracan: T'roerce infeialremte gqne

s(f,P) <s(f,Q)

Seja P o= {to, t1, ., tj, i, o b} o spombamce que Q welina P opor acréseitng de i ponto,
ol &0,
Q — {to, tl, ceey tj, tr: tj-f—l) ceny tn}
CIhEerwerne qne
(f P) ml( 1 —t0)+m2(t2—t1)+ +m](tj+1 t)++mn(tn—tn_1) =

ml(tl — to) + mg(tg — tl) + ...+ mj(tr - tj) + mj(th - tr) + ...+ mn(tn — tn—l)-

el



Sojam

m{, = inf{f();x € [t;,4,]}

mi! = mf{f(); x € [tr,tjo]}.
T progriedarde de nfimo temire,
mj <m, ¢ m; < m).
Ty tanto,
s(f, P) <my(ti—to)+ma(tea—t1)+...4+mL(t, —t;)+m. (tiz1 —t.) +...+mp(ty—tn_1) = s(f, Q).
Ty,
s(f, P) < s(f,Q).

T'essemine agnta qie
S(f,P)=5(f,.Q.)

Ol verone o,

S(f,P) = M(t;1 —to) + Ma(ta —t1) + ... + Mj(tjp1 — t;) + .. + Mp(t, — th—1) =
M (ty — to) + Ma(ty —t1) + ... + M;(t, — t;) + M;(tj — ) + ... + My (t, — th_1).

Sojam

M = sup{f(z);x € [t;,t.]}

M = sup{f(x);x € [t., t;11]}
T prepriedade e sup e,
M; > M« M; > M.
Thor tamtey,
S(f, P) > Mi(ti—to)+My(to—t1)+...+ M/ (t, —t;))+ M (tr1—t;)+... 4+ My (t,—tn—1) = S(f, Q).
Ty,

S(f,P) = 5(f,Q).



Yo Q rvelina P opor acréscimo de b ponbog entan podericg Tawer cete procedinemto & weeoe o

carla mtersalo qne &0 aeresrenion pombog. n

Corolario 2.2.1 Para guessger partigies P Q da antereals [a,b] ¢ gualguer findgn hngtada

fila,b] — R tean-se s(f; P) < S(f;Q)-

Cloroldrin 2.22 Dade £ 0,0 — R, sem < f(z) < M pawm tads © € [a, b] entin

b b
m(b—a) < / f(w)dz = sups(f: P) < / f(@)dz = sups(f P) < M(b )

Corolarin 2.2.3 Seje By wne perticdn de [a, b]. Se ovswlerarmas as saomas s(f; P) « S(f; P)
. o b
apenans welabienes s perligaes Pogue sefinam Py, olbereimas os mesimeas salamss pam fa f(z)dz «

f_abf(:r)d:v-

Thefinician 2.2.2 Tna fungdn mitada f 0 [a,0] — R dizse integrvel guanida s indespral

gfergr o s antegral sapernr s gpses Base salar camam wlunma-se aintegral de Riemann
A ' b - . b . . '

de f oo & indionds por [ f(x)de. No simlals [) f(o)de, @ ¢ 6 gue s cduoma wna “earidred

mudi’s dsta & [7f(x)de— [0 f(y)dy— [ f(t)dt. et

Teorema 2.2.2 (Condigin imediara de integrabilidade) See f 2 [0,0] — R Smgtada.

Aw segpindes gfirma oes son ogiealenbes

Ty,
'

f & mtegpriaed;

ot}

2 Pam tada e > 0. crwstem pavbipoes P Q de [a, b] tas gue S(f; P) — s(f; Q) < e

A Pave toida e > 0, eptstem wma partivan P = {to, ..., t,} e [a, 0] tal gue S(f; P)—s(f; P) <

E-

Themonstracio: S A = {s(f, P);P & particdn e [a,b]} ¢ B = {S(f; P); P 4 psrticiio e
[a,b]}. Sabermos que s(f, Q) < S(f, P) para toxdo s(f,Q) € A e S(f,P) € B. Snpendn {17,
terice gqme sup A = inf B- Toeo para oo e > 0 dado arhitrariamente, ewistem s(f, Q) € A e
S(f,P) e B o S(f,P)—s(f,Q) < e Tara prowar que (2) = (3) hasta cleermarmics qine &
S(f,Q)—s(f, P) < e entan, oomn a partican Py = PUQ relina amilas P e Q, peln fovrera 221
que s(f,Q) < s(f, Ry) < S(f, P) < S(f, P) e eele owemelni-ze que S(f, By) — s(f, Po) < e-
ara prowar (3) = (1), & para oo e > 0, evistem nma partican P = {ty, ..., t,} e [a,b] tal

que S(f; P) — s(f, Q) < e, ovam izmn salorice que sup A = inf B, portande f & integriwl- [ ]
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222 Propriodades da integral

Trorema 2.2.3 Tma fungio londada f @ [a, 0] — R @ mbagtined s, @ somende s, parn tada

c € (a,b) swis westricnes f o [a,c] — R e f:[c,b] — R s inteymineis. No oaso affomatias,

/abf(x)dx _ /acf(:c)d:ch /be(x)dx.

Temomstracio: Sejam A o B, respectivanwnte, o= oonjimice das soras inferiores de f[a,

fram- s

o flle, b Vése facilmente qne A 4+ B € o eomjimto das somas infeviores de forelativamente as
particoes de [a, b] e eomtérn o ponto o Telo aorolirio 222.5, ao ealenlar a integral inferior de
fx basta conziderar as partictes desse fipey pois olas S0 qne relinam Py = {a, ¢, b} Tiogo, por

proqriedade de sup, temice sup C' = sup A + sup B. Fnfdn,

b b b
/ f(x)dr = sup(A+ B) =sup A +sup B = / f(x)dx + / f(z)dx.

Analegarmente

/abf(:c)d:c = /acf(x)d:r + /cbf(x)d:c.

/abf(x)dx - /abf(x)dx = (ff(x)dx —Lf(x)dx) + @f(x)dx —ﬁf(x)dx) 7

Snhtraindo ternee,

lowny

f(x) & integrine] <
f:f(:c)dx — f_abf(x)dx =0 @T:f(x)dx — f_acf(x)dx =0& fcbf(a:)dx —f_cbf(x)dx =0

/abf(x)dx = /ac flz)dz + /be(a:)dx.

Trorema 2.2.4 Sqgan f,0: [0, b — R infepvipets Entia

OO BERC TOTIOE,

oA sama f 4 g & imbepdvel ¢
b b b
[ 1@+ g@lds = [ @+ [ glad.
20 prlata flg & inderdel Se c € R

JLef(x)de =c. [! f(a)de.

2



o

S0 < k < |g(x)| mern bl x € [a,b] entidn o guimienks 5 ¢ bl

4 8 f(x) < g(x) parn tada x € [a,b], entin

! fwyde < [P g(x)da.

G- |f] ¢ indegpdned e

a

| J! f(a)de| < [0 | ()] da

Thermonstracio: Dada nma particao arhitrarvia P de [a, b, =0 indicarmes oom ml, m! ¢ m;
respect ivarmente ce nlinee e f, g 0 f 4 g noi-ésimn interwalo P, tererice ml +m! < my, Togo
s(f,P)+s(g,P) <s(f+g,P)< fab(f + g) para texla particin P- 5 tomarmee dnas partiohes

P ¢ Q teremice aimeda

b
s(f,P>+s<g,@>sS<f;Pu@>+s(g,Pu@>s/<f+g>

o aomEETinie,

b b
/f+/g=sup8(f,P)+SupS(g;Q)
a a P Q

= sup[s(f, P) + s(g, Q)] g/(f+g),

PQ
= proms A priteita das designaldades alaioos A perecia s deronsira de moo andloen ¢ a

£f+£g§£(f+g)Sf(f+g)§ff+fg.

Cmando f e g sao integriveis, as rfe designalidades g0 jgnaldades ogne prova (1. Tara prosar

sopamida & Olwvias

a (2, =oja K talgue [f(2)] < K o |g(2)] < K para tedoz € [a, b]- Tlada nma particio P, srjam

Wiy Wi e w; reepretivarente as cecilagtes de f, g o fog noi-feime intervalo (81, 6] Teree,
|f(y)-9(y) — f(z)-9(x)| = |(f(y) — f(2)g(y) + f(2)(9(y) — g(z)|
< |f(y) = f@)llgw)| + [f(@)llg(y) — 9(z)]
< K(w, +w).

Tlai,
sz(tz — ti—l) S K[Z w;(tz - ti—l) + Zw;’(tz — ti—l)]~



A integrabililade e fog sepmeese entao da integrabilidade de f e go Onanto a cf , ma integ -

hiliilacle reenlta do gne acabarmce de prosar. Al disso, =0 ¢ > 0, temee s(ef, P) = c.s(f, P)

[oa=[oa=efi=c

s ¢ < 0, teree s(ef, P) = ¢.S(f, P), leggn

/abcfz/Lbcfzc.ffzc./abf.

T'rem e (3] Come i = f =, hasta provar e L s integranel 20 g & integrinel 0 0 < k < |g(2)]

para toda particio P, donde,

para toelo x € [a, b). an] EIETIE oot w; ¢ W, TeEpeet ivanem e ag cecilactes deog o E T = i
intervalo de nma particin P- Tado e > 0, poderice tomar P de oo gne Y w; (6—11) < e.k>-

ra quAlsgnerT z, y o i-esimo interealo P oiernesn

1 1

B _g(x) =gl _ w
‘g(y) glz)| :

lg(y).g(x)| — Kk’

portanto w; < . e que Y wi(t — o) < L':ﬁ.': & integriavel. Tara prowsar (1], =0

/
f(z) < g(x)para toalo x € [a, b] entdn s(f, P) < s(g, P) o S(f, P) < S(g, P) para texla particic

[ rwars [ o

Prowar (5], A& designaldade evidente || f(y)] — [f(2)]] < [f(y) — |f(2)] mestra qne a cecilagn

P, tomele

|f| e qmalgner comjimio nac supera ade fo Togn, fintegrnel= | f| integrasel. Aler dizson,

oo —| f(2)| < fx) < |f(z)] para toalo z € [a,b] resnlta de 4 que

_/ab|f(x)|dx§Lbf(x)dxg/lblf(w)ldx,

/ab flz)dz| < /abf(x)dx

Corolario 2.24 5¢ f : [a,0) — R & itegined ¢ |f(v)] < K para tada © € [a,b] endin
[, f(@)dz| < K(b—a)-

ol 20,

22.3 Condicao suficiente de integrahilidade

Teorema 2.2.5 Tade fungads continne f 2 [a,b) — R & otegmrined
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Themonatracio: Dado e > 0 gqualgner, seja P = {to, t1, ..., £, } mma particio de [a, ). Core f
£ onntmma o [a, b] ¢ [a, b] ¢ eompacto entan £ ¢ mifmmerente aontima, i=to ¢, 30 > 0 al

e
€

b—a

[z =yl <d=[f(x) - fly)l <

Além diseo, existom o, y; € (61, 6;) tals e
m; = f(z;) = min{f(z), x € [a,b]}
M; = f(y:) = maz{f(z), z € [a, b]}-
Torere P oial que ¢, — 6,1 <0 Vi=1,...,n. Asgim,

|tz’—1 —ti| <= |yz —.Ti| <0= |f(yz) - f<x1)| < ﬁ'

I.l.'f{{l.':l, .
S(f,P) = s(f.P) =Y (f(ys) = f(x:))(ti = tin)
=1
< lzzl: bT(tl —ti 1)
5
=5 (b—a)=c¢
domede conelnivoeg qne f 6 integranel. [ ]

Teorerna 2.2.6 Tade fungda mimddtong [ [a, 0] — R & obepnined

Themomstracao: Snponla gne [ ¢ nao-decreseente. Thulo ¢ > 0, aonsidere nrma particio
P = {ty,....tn} € Py tal que
(ti —tis1) < ———.
f() = f(a)
Meste caso, My = f(8) o my = f(tio1)- Além iz,

Zf(tz) — f(tic1) = f(b) — f(a).

Fntan,
n 6 n
SUP) = (. P) = 3 () = Jltima) < ey () = Slti)
3
ol &=ef, fF inteprisel. [ ]
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Tefinigan 223 D goe g eongints X C Rt meslidn node gueneda, paa Wl e > 0 dada,
et tann endesrtoe _I|I:‘|"L'|E tay ni -.;;I"|:II'-.'_'I"|.'.E|'..-.l entaneriaed X C Ul e X por antesrnalns alertbios I -'"."J,_'iil'l'

sama das comprimentas &y |1 < e

Treorerma 2.2.7 Se o vongunda D das pantas de deseantenaddade e wma Foncaa metads f

[a,b] — Rt muididn nade endan f & andaprinel

2.3 O Teorema Fuiindamental do Calenlo

) problema inweren da derivacio conzigte omodada tma inean f 0 1 — R, delinida
oo nm ineervalo I, promrar ama hingio F o T — R gne &oja derissmeel om T e otal gqne
F'(z) = f(z), para tedo x € 1. Ta tal ingaon F & cliamada nma primitiva de £ Antes e
Alamee propriamente o Toorerma Findamental o Calenlo, mremce algnne eeidos a respeito

das questaes oonttaie relativae ace problomas inverace da detivacio

231 Existéncia de primitivas

Seia f ¢ Ja,b) — R nma finegdn Jimitadal integravel o (e, d] wmintervalo Tecliado
oomtide em [a, b)- Saberice gne a restvicao de £ a (e, d] & mtegrawe] o, oo vivtnde diso, a fimeio

F :a,b] — Rala por
= J, f(t)dt
et bem definida para todo @ € [a, b)-
Teorema 231 A fungis Fodafintdfa por F(z) = [ f(0)dt & ot em [a, b]-

Thermonstracao: Sepm oy ¢ 22 € [, b] i que 1y < xo- Assim,

Flz) - Flz) = / F(t)di — / 0

— [ dt+/ f(t)
— [

1

Ciorne f 6 limitada, exisie C > 0 tal qne |f(2)] < C, para toxdo o € [a, b], ¢, portanto,

|F(22) — F(z1)|

IN
_&\
S

~

—

~

—

IS

~

A4



Tlesta o, F 4 lipsehitziana o, oongognenternente, oombinma, aomo quetiames dermonetrar.

Fremplo 23.1 Seja f 2 0,2] — R defouds por f(2) = 050 <z <1 & f(z) =1 s
1 <2 <2 Tomands F:[0,2] — R, F(z) = [ f()dt. temas F(z) =0 a0 <2z < 1 &
Fl)=2z—1s1<z <2 (amisss memas gue F e pontinneg, mas nda ¢ derandand no panta

x = 1. g avarregade a wma desermbimadads de o Tage Fonge & wma promataea de f-

Mestraremes agnra qne o oontimma implicard Foderiviel Frooalgnne Tivnee elassions (ver, por

el [11, eese vesnltade & combiocid oioome 19 vergio do Teorerma Fandamental do Calenlo.

Teorerma 2.3.2 Saa [ [a,b] — R indagprdvel Se f & condifing nam pandis ¢ € [a, b, endan

fangia F 2 [a, b)) — R. dafinida par F(x) = [T f(t)dt. é devidnd em e e temess F'(c) = [(c)-

Twmonsiracao: Tela aontinmidade de £ oom ¢, dadn e > 00 existe § > 0 tal que © € [a,b],

lt—c| <d=|f(z) = flc)] <e- Fntawr, 800 <h <d¢ c+h € [a,b], timwe

F(c+h)— F(c 1 [eth
IO ) = g [ -
1 c+h
1 BRORC
1 c+h
= 2| U@ - hres
1 ct+h 1
< 2l 1@ = hrldr| < peh =<
hl). h
o, tlesta o,
by e Flet+h) —F(e)
F+(C) - h{%l_k h - f(c)'
Tle mwelos andlogo zemee oom A negative, para concluivogne F/(c) = f(e) o, sonsmgquentormente,
F'(c) = f(c). .

Coroldrin 2.3.1 Dada f @ [a,b] — R sontini, eviste F o a,b] — R devideed fal g

F'(z) = f(z). pava tada x € [a, b]-
Temonstracio: Rasta wmar F(z) = [ f(£)dL. u

Olservacan 2.3.1 O voralifre acena gerants g tada fonedn eontina defineda noom ederala

CEINTERCTG THRASTRY TRt

kL



Fxemplo 2.3.2 A weefpesen e tal vombidre niia & veladeern won espenpdn vlifssen g diestng

tal weti e & onsstderer @ fongda f 2 [—1, 1) — R definada por

2wsent — cost, x # 0
T T

0,z=0

fz) =

g ndn ¢ ot em o = 0. Fndretanta, tomands F 2 [-1,1] — R par [T f(£)d(t). temas

2o L
risent,x # 0

0,r=20

fx) =

e & deranid ¢ F'(x) = f(2). pawn tads x € [-1,1]-
Clonchoian: f @ metada, antepedved, dessnntifio @ poasid preomadbae, snma gherbamas demans-

tar.

232 Teorema Fundamental do Caleulo

) Teorerna Finedarmental o CAlenlo eetabicloce a importante conevan ontre o Calmlo
Nilerencial o o Calonlo Tntegral, sendo aszim @ cliave de todo edlonlo difereneial o integral.. Fo-
ram Moewton ¢ Toilniz, gue realizaramm, independente nm docn ey o trabal hioode g 12 fernaki 7acio
das idfiaz ¢ mftodes, camado "Teorema Fandamental Jdo Cilenla™. Feie Toorema retrata a
irnportaneia para a aplicaoses e divereee rarce doeonliseinemiog.

Clheerverice imicialmente gne se f 0 (o, 0] — R peseni nma primitiva, ontas poseni
A inlinidade delas (izso & Olwvio, pois =0 F ¢ nma primitis de f, entiio G = F 4 C & derk
wivel o G = F' = f . Tegn G tamldm ¢ oomtimual- Oleerse tambdm gne =0 F o G g0 dnas
primitivs de f : [0, — R, entan F — G = cte- Tk o, oore F/ = G = f, sgne qoe
(F—G) =0 ¢ portantn F — G = C, oomn qmerfamice. Tleesas oleermagdes podemos oomehnir
e & oo leeeres A primitiva de £, entan conliscernee foedag ag ontras, gue sotao olitidas,

adiciomandorse constantee a ola.

Theste fatey, oonelninee gue, =0 F @ [a,b] — R ¢ de clazse C1 {em ogquivalentenwnte, f -

[a,b] — R & eemtinmal, entio

b
F(z) = / f(x)dx = F(b) — F(a).

Corn eleito, de corolirio da segan anterior, vinee qne g0 £ & contimma, miao
x
F(z) = / f(t)dt
a

A



o primitiva de fo Sejp G ontra primitiva de fo Fotao ewizte nma constante Ctal one
G(z) = C + F(x)- Trgn,
G(xr)=C+ F(x) = / f(t)dt+ C.

Tomando oe wlores de G om o ¢ b, tenee
G(a) = C e G(b) = C+ [7 f(t)dt
£ COTECOICT feTen e,

/ f@)dr = G(b) - Gla)

oot querianice deronstrars Fotvetanto, tal resnltade & tarbérn wilido nvsmo &0 f ndo oy
oombimna, mas apomags intrgninel. Feeae & o aomtendo do Teorerna Fondarental o Calmlo one

(ATE A =0EIIT

Teorema 2.3 .3 (Teorema Fimdamental o Calenlo) Sewna fungin ot f 2 [a, b)) —
R paasine wma promitaa F 2 [a,b] — R endin fab F'(z)dx = F(b) — F(a)- Fan autws termas,

auna fungas F o [a, b)) — R passia devaada oteprived, entida

b
F(b) — F(a) = / F'(z)dx

Tlermonstragan: Tara qualogner partican P = {to, ..., t,} e [a, 0], o Tecrerma do Valor Malio
T (1

F(b) = F(a) =Y [F(t;) — F(t;i-1)] = Z F'(&)(t: — i),

i=1

amde t_y < & <t para il i = 1, .. ne Tedieando oo om], ¢ M/, vespeetivarmenie, o mlimo e

o Eprerne de B oem [t 6], terce ml < F/(E) < M o, aomsmuen e,
S(F', Py =" " mi(t; —ti1)
=1

< Z F'(&)(ti — tio)
_ F(b) - Fla)

<> Mt —ti)
=1

= S(F', P),

ki



elemilie,

s(F',P) < F(b) — F(a) < S(F', P),
omile s(F', P) o S(F', P) san, respectivarmente a soma inferior o snperice de B om relacin a
partician Po Como FY & integrinel, @is solmas morman-+e f(f F'(z)dz ¢, dai, pelo Toorema do
Sandniclie, teremne

F(b) — Fla) = / " Fr,

DO T TATINE dernemetrar



Capitulo 3
Aplicacocs

301 O caleulo de integrais

Com a delinicio de inteeral de nma hmedo, o il de integrais torma—=e nma tarela

extremarente comiplicada, poig feriames gne obibor
sup s(f; P)
P
Ui
inf S(f; P),

cnide s(f, P) ¢ ascima inlerior o S(f, P) a soma snperior de f oo relaciio a particio P- ()
Teorerna Fandamental no Cilenlo rednz a avaliacan de f; f(z)dz & obtemean de mma privitiva
de f, tralallic gue cempa nma bea porean doe enrece tradicionais de silmlee Assin, o eidlmlo
e integraie commmente nlizads noe orace de silenlo nada maie 6 do gne nma aplicacao diveta

il tal froreria.
Frempla 3001 Sens @ wma proneting de cnssena, pots sin’ o = cos o, Vo € R, Faw

™
/ cosxdr = sinm —sin0 = 0.
0

30.2 Mudanca de varidvel
Teorema 301 Sgan [ 0 (o, — R wna fungis anbypnded gue passae promatan ¢ g o
[c,d] — R dewiniined vom ¢ degninegd & g([e, d]) C [a,b]. Entda

g(

d) d
f(x)dz = / Fla(t)g'(t)dt.

g(c)
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Themomatracio: Sondo oontinma, fopessi primitiva F: o, 0] — R oo Tevirerna Findarental

il Cialemlo noe i
g(d)

f(@)de = F(g(d)) — F(g(c))-

g(c)
T et T, pela vegra da caleda,

(Fog)(t) = flg(t)).g'(t), vt € [a, b].

Asgimy, Flog: [e,d] — R ¢ nma primitiva da fmngio ¢ — f(g(t))g'(¢)- Ty, nexamente pelo

Teorerna Fandamental do Cilonlog

d g(d)
/ flg(t)g'(t)dt = F(g(d)) — F(g(c)) = f(z)dz.

30.3 Integracao por partcs

Teorema 3.00.2 (Integracio por partes) Se f,g @ [a,b] — R s devivadas inbegmi-

/f 1)t = fma(/f

fgle = F(0).9(b) = f(a)-g(a).

fems et

angle:

Termnomatracan: Rasta lembrar gne

(f9)=fg+/1dg.

Tortantey fg € nma primitiva de g + f¢' o, aplicando o Tecreroa Fandamental o Calonlo,
SR (10

b
L/Ug+hﬂO — F(B)g(d) — f(a)gla)

é/f Bt = fgl’ — /f

0.4 Valor médio para integrais

Trorema 3.0.3 (Farmmla do valor médin para integrais) Scoa [0 [, 0] — R oontine

b
/f@szﬂdw—w-

A

endila eriste ¢ € (a,b) tal g



Tlemonatracio: Sej F oarma primitiva de fo Telo Tecrema Fandarental do Calmley teree

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

el Tevwerna do Valor Méalio, existe ¢ € (a, b) tal que
F(b) = F(a) = F'(c)(b—a)

— F(O)(b—a).
.l.l.':lf{l.':l, )
/ f(z)dz = [(e)(b—a),

DO G UETTRATDE Jenen e AT

30.5 Formula de Taylor com resto integral

Teorema 3.0.4 (Formula de Tayvlor eom resto integral) Oonselers f 0 (o, 0] — R wina
Jumgdin s smtemends cam shees dergadas atd ondem n+ 10 Enldn pera o ez nn mtbernaln

la, b]. tamas,

n

fla)=>" 9 (wo).(x — 20) + Rosa

J=0

Ry = — / 2y ()t

Tlernomatracan: Telo Toorema Findamental o edlm o

ol

/ "Wt = (@) — flao) = @) = o) + [ F0)d

Farollia o(t) = o —t e g(t) = f'(¢) de vowdo gqne @' () = =1 o,

/ riti=— [ o (D)g(t)dt

/a: f(t)dt = — /x fl(t) (@ —t)dt = f'(t)(x —t)|3, + /x(a: —t).f"(t)dt

z0

ila,

cnele i nri iz integracan por parte. Togn temee,

@) = faw) + o) — o) + " — 1) (1)t



npemhia gne vale para n, 5o b,

f@) =3 I+ Rut1
7=0""

el

Ry +1— % ( — 1) D (1)t

' Jao
ARRITI,
’ (n+1) (:C _ t)n _ ; (n+1) ([L’ _ t)n+1 /
/xo pon = = [ o) (T
r—t (n+1) Tt (n+1)
= — f<"+1>.(t).ﬁ 20 T / ((nT)l)' FOE(t)dt
! 20 !
" T —x0)"tY

= ff +1)'($0)%.f( +2)(1)dt

pela Tipdtese de indnego e oine,
n 1 . ' _ (n+1) T
fo) =Y — F9 (wo)..( — w0’ + f(n+1)($0)_% +/ (2 — )" (1)t
A (n+1)! 0
]n,'j;i{n,':u:,
n+1
fla) = Z —,'f(l).(xo).(x — 20) + Rpi2
=0 7"

cinieliy

1 n+1 T
Ryio = — x — )Y ()2 gy
a=apg ) [ @00

Tortantoy, por indnean e o reenltado.
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Consideracoces Finais

A realizacin desta pesognizsa hibliogralica comtrilni para o aprendizacdo solve o fooremna
e maicr imporimeia do Calenlo Thfroneial © Tntegral: o Teoroma Fimdarmental oo Calenlo.
) principal ohjetive deste tralallio b demenstrar detalhadarmente o Teorerma Pimdanental do
Calenlo e duas roaneiras distintas. T privoeira dermcne tracan deese reenltado nesarne a lipo-
tose de comtimtidade da iincio, porém vinoe peeteriommente gue tal hipoteee ora deenoreesiria
oone o toorema contimiava wilido mesmo qom ola- Wa srenneda dememstracio enlragmecemice
a hipotese trando a ocomtinmidade da fmean o spomee aponas gne eola bese integrdnel e one
posEniEEe nma primitiva. Com essee reenltacdee obtidoe, b peesteel deronetrar az aplicaohes
degee tralallio, aomn o Teorerma da Mndanaa de Varidee], a Fommla de Tntegracan por Tartes,
a Fommmla e Tavlor oom Reeto Tntegral o Teorerna do Valor Walio para Tntegrais.
Frm Wista oizen, oneoemo oom a sensacao de or enmprido oom oompromissn, poie hnsogned
Ao radsiro aprender ¢ abranger oooonlieeimento raternd tion, diante daeeatidao da Tingmagern

relmecada da matenidtica pira, assm oomo @A grandios TigneF onguanto cifmeiag oxata.
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