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RESUMO

O presente trabalho trata de forma preliminar um dos principais teoremas da analise
complexa. Primeiramente, abordaremos a necessidade dos nimeros complexos, suas fungdes
e defini¢des. Posteriormente, abordaremos as fun¢des de varidvel complexa, limite e
continuidade, com suas propriedades, funcdo analitica, regras de derivagdo, além das
equacdes de Cauchy-Riemann. Trabalharemos também fungdes exponencial, trigonométricas,
hiperbdlicas, o logaritmo e suas propriedades. Na sequéncia, apresentaremos arcos regulares e
contornos, a integral curvilinea ou de contorno e, em seguida, estudaremos o teorema de
Jordan, o teorema de Cauchy e o teorema de Green, que sdo de fundamental importancia ao
nosso trabalho. Finalizaremos com a Formula Integral de Cauchy, foco principal desse
trabalho, sendo apresentada sua demonstracdo e mostrando algumas aplicagdes, como o

teorema de Morera, o teorema de Liouville e o teorema fundamental da Algebra.

Palavras-chave: Numeros complexos. Fun¢ao analitica. Formula integral de Cauchy.



ABSTRACT

The present work treats in a preliminary way one of the main theorems of the complex
analysis. Firstly, we will approach the need of the complex numbers, their functions and
definitions. Later, we will approach the functions of complex variable, limit and continuity,
with their properties, analytical function, derivation rules, besides the equations of Cauchy-
Riemann. We also will work exponential function, trigonometrical functions, hyperbolic, the
logarithm and their properties. In the sequence, we will present regular and contours arcs, line
or contours integral and then we will study Jordan's theorem, the theorem of Cauchy and the
theorem of Green, which are from fundamental importance to our work. We will conclude
with Cauchy’s Integral Formula, main focus of our work. We will present the demonstration
and will show some applications of it, as the theorem of Morera, the theorem of Liouville and

the fundamental theorem of Algebra.

Keywords: Complex numbers. Analytical function. Cauchy’s integral formula.
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INTRODUCAO

A formula integral de Cauchy, nomeada em homenagem a Augustin Louis Cauchy, ¢
um teorema central na andlise complexa. Ela pode ser expressa pelo fato de que uma funcao
holomorfa, definida sobre e dentro de uma curva simples fechada C, é completamente
determinada pelos seus valores na fronteira da regido determinada por essa curva.

Este trabalho constitui-se em uma pesquisa bibliografica, tendo como principal
objetivo um estudo detalhado sobre a formula integral de Cauchy. Ela afirma que se uma
fun¢do ¢ analitica em um ponto, entdo suas derivadas de todas as ordens existem nesse ponto
e, além disso, sdo analiticas nesse ponto. E oportuno lembrar que este resultado ndo ¢ vélido
para fungdes reais.

Dessa forma, o 1° Capitulo aborda a necessidade dos nimeros complexos, sua
representacdo por pontos no plano, além de suas fungdes e definigdes. Ja o 2° Capitulo trata
de funcdes analiticas, limite e continuidade com suas propriedades e, também, as regras de
derivagdo, além disso, mostra as equacdes de Cauchy-Riemann e ainda aborda as equacdes
exponenciais ¢ logaritmos, tudo dentro do conjunto dos niimeros complexos. Por fim, o 3°
Capitulo apresenta o conceito de arcos e contornos, as integrais de contornos e curvilinea e,
posteriormente, as defini¢cdes e teoremas de Jordan, Cauchy e Green, de suma relevancia para
demonstracdo da formula da integral de Cauchy que € o ponto principal desse trabalho. Com
isso, demonstrou-se a formula integral de Cauchy e algumas aplicagdes como o teorema de

Morera, o teorema de Liouville e o teorema fundamental da Algebra.
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CAPITULO 1

BREVE HISTORIA DO CALCULO E O ESTUDO DOS NUMEROS COMPLEXOS

1.1 HISTORIA DO CALCULO

A historia do célculo encaixa-se em varios periodos distintos, de forma notavel nas

eras antiga, medieval e moderna.

1.1.1 Antiguidade

Na Antiguidade, foram introduzidas algumas ideias do célculo integral, embora nio
tenha havido um desenvolvimento dessas ideias de forma rigorosa e sistematica. A funcdo
basica do calculo integral (calcular volumes e areas) pode ser remontada ao Papiro Egipcio de
Moscou (1800 a.C.), no qual um egipcio trabalhou o volume de um frustum' piramidal.
Eudoxus (408-355 a.C.) usou o método da exaustdo para calcular areas e volumes.
Arquimedes (287-212 a.C.) levou essa ideia além, inventando a heuristica, que se aproxima
do calculo integral. O método da exaustao foi redescoberto na China por Liu Hui no século
I11, que o usou para encontrar a area do circulo. O método também foi usado por Zu Chongzhi

no século V, para achar o volume de uma esfera.

1.1.2 ldade Média

Na Idade Média, o matematico indiano Aryabhata usou a nogao infinitesimal em 499
d.C., expressando-a em um problema de astronomia na forma de uma equagdo diferencial
bésica. Essa equacdo levou Bhiskara II, no século XII, a desenvolver uma derivada prematura
representando uma mudanca infinitesimal, ¢ ele desenvolveu também o que seria uma forma
primitiva do “Teorema de Rolle”.

No século XII, o matematico persa Sharaf al-Din al-Tusi descobriu a derivada de
polindmios cubicos, sendo considerado um resultado importante no célculo diferencial. No
século XIV, Madhava de Sangamagrama, juntamente com outros matematicos-astronomos da
Escola Kerala de Astronomia e Matematica, descreveu casos especiais da Série de Taylor, que

no texto sdo tratadas como Yuktibhasa.
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'Frustum ¢ a por¢ao de um soélido que mora entre um ou dois planos paralelos que o

cortam.

1.1.3 Idade Moderna

Na Idade Moderna, descobertas independentes no calculo foram feitas no inicio do
século XVII, no Japdo, por matematicos como Seki Kowa, que expandiu o método de
exaustdo. Na Europa, a segunda metade do século XVII foi uma época de grandes inovagdes.
O Célculo abriu novas oportunidades na fisica-matematica de resolver problemas muito
antigos que até entdo ndo haviam sido solucionados. Muitos matematicos contribuiram para
essas descobertas, notavelmente John Wallis e Isaac Barrow. James Gregory proveu um caso
especial do segundo teorema fundamental do calculo em 1668.

Coube a Gottfried Wilhelm von Leibniz e a Isaac Newton recolher essas ideias e junta-
las em um corpo teérico que viria a constituir o calculo. A ambos ¢ atribuida a simultanea e
independente invencao do célculo. Leibniz foi originalmente acusado de plagiar os trabalhos
ndo publicados de Isaac Newton; hoje, porém, é considerado o inventor do célculo,
juntamente com Newton. Historicamente, Newton foi o primeiro a aplicar o céalculo a fisica,
ao passo que Leibniz desenvolveu a notacdo utilizada até os dias de hoje. O argumento
historico para conferir aos dois a invengdo do calculo ¢ que ambos chegaram de maneiras
distintas ao teorema fundamental do célculo.

Quando Newton e Leibniz publicaram seus resultados, houve uma grande controvérsia
de qual matematico (e, portanto, que pais: Inglaterra ou Alemanha) merecia o crédito. Newton
derivou seus resultados primeiro, mas Leibniz publicou primeiro. Newton argumentou que
Leibniz roubou ideias de seus escritos ndo publicados, que Newton a época compartilhara
com alguns poucos membros da Sociedade Real. Esta controvérsia dividiu os matematicos
ingleses dos matematicos alemaes por muitos anos. Um exame cuidadoso dos escritos de
Leibniz ¢ Newton mostra que ambos chegaram a seus resultados independentemente, com
Leibniz iniciando com integragdo ¢ Newton com diferenciacdo. Nos dias de hoje tem-se que
Newton e Leibniz descobriram o célculo independentemente. Leibniz, porém, foi quem deu o

nome calculo a nova disciplina, enquanto que Newton a chamara de “A ciéncia dos fluxos”.

1.1.4 1dade Contemporanea

Na Idade Contemporanea, ja no século XIX, o célculo foi abordado de uma forma

muito mais rigorosa. Foi também durante este periodo que ideias do calculo foram
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generalizadas ao espaco euclidiano e ao plano complexo. Lebesgue, mais tarde, generalizou a
nocdo de integral. Sobressairam matematicos como Cauchy, Riemann, Weierstrass e Maria
Gaetana Agnesi. Esta foi autora da primeira obra a unir as ideias de Isaac Newton ¢ Gottfried
Leibniz; escreveu também um dos primeiros livros sobre célculo diferencial e integral. E dela
também a autoria da chamada ““curva de Agnesi”.

Quando Augustin Louis Cauchy (1789-1857) assumiu a reforma total do calculo para
seus alunos de engenharia na Ecole Polytechnique, na década de 1820, a integral era uma de
suas pedras fundamentais.

No calculo integral, foi necessdrio demonstrar com generalidade a existéncia
das integrais ou fungbes primitivas antes de tornarem-se conhecidas suas diversas
propriedades. Para alcancar este objetivo, também foi necessario estabelecer no comego a
nocdo de integrais tomadas entre limites dados ou integrais definidas.

Cauchy definiu a integral de qualquer fungdo continua no intervalo [a, b] sendo o
limite da soma das areas de retdngulos finos. Sua primeira obrigacdo era provar que este
limite existia para todas as fungdes continuas sobre o intervalo dado. Infelizmente, embora
Cauchy tenha usado o Teorema do Valor Intermediario, ndo conseguiu seu objetivo, porque
ndo observou dois fatos teoricos sutis, mas cruciais. Ele ndo tinha nogao das falhas loégicas no
seu argumento e prosseguiu para justificar o Teorema do Valor Médio para Integrais e para
provar o Teorema Fundamental do Calculo para funcdes continuas. Niels Henrik Abel (1802-
1829) também apontou certos erros delicados ao usar a integral de Cauchy para integrar todo
termo de uma série infinita de fungdes.

Foi o matematico francés Edouard Goursat (1858-1936) quem descobriu que o
teorema de Cauchy pode ser demonstrado sem a hipotese de que f”seja continua. Por causa
dessa demonstracao de Goursat, ¢ também conhecido como “teorema de Cauchy- Goursat”.

A primeira prova rigorosa da convergéncia da Série de Fourier geral foi feita por Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) em 1829. Dirichlet também ¢ responsavel pela
defini¢do moderna de fungdo (1837). Em 1855, Dirichlet sucedeu Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) como professor na Universidade de Gottingen. Posteriormente, Georg F. B. Riemann
(1826-1866) sucedeu Dirichlet (1859) em Gottingen.

No processo de extensdo do trabalho de Dirichlet sobre Séries de Fourier, Riemann
generalizou a definicdo de Cauchy da integral para fungdes arbitrarias no intervalo [a, b], ¢ o
limite das somas de Riemann ¢ a formulagdo no texto. Imediatamente, Riemann perguntou,
“em que casos uma funcdo ¢ integravel?”. A maior parte do desenvolvimento da teoria de

integracdo foi subsequentemente verificada por Riemann e outros, mas ainda havia
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dificuldades com integrais de séries infinitas que ndo foram trabalhadas até o inicio do século
20.

1.2 NECESSIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os niimeros complexos sdo comumente estudados nos cursos de algebra, ou em cursos
que tratam das construgdes numéricas, ai incluidos os nimeros inteiros, racionais ¢ reais.

Como se sabe, as raizes de uma equagdo do 2° grau, ax° + bx + ¢ = 0, sdo dadas pela
formula:

—bt+ b?2—4ac
2a '

X =

Demonstragao. Considere uma equacio do 2° grau do tipo ax + bx + ¢ =0, onde a, be c,
sd0 niimeros reais quaisquer, com a+# 0. Assim, temos que: ax° + bx =— C.
Dividindo os dois lados da igualdade por a, obtemos:

xZ4—x=—=

a

Agora vamos completar quadrados do lado esquerdo da igualdade. Dessa forma,

b2 :
teremos que somar — em ambos os lados da igualdade:

. : b :
O lado esquerdo da igualdade pode ser reescrito como x + ~a »bois completamos a

expressao para que aparecesse um quadrado perfeito. O lado direito da igualdade pode ser
reescrito efetuando a adigdo das duas fragdes:
¢ b* —4ac+b®> b*—4ac

T a + 4q? - 4q? 4q?

Logo, ficamos com a seguinte igualdade:
b > b?—4ac

x+5 - 4q?

Vamos extrair a raiz quadrada dos dois lados da igualdade:
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b *? b2 — 4ac
2a 4q?

N b _ b% — 4ac
T T 2a
Isolando x obtemos:
b b% — 4ac
X=——t——
2a 2a
ou
B —b+ bZ—4aqac
= 2a '
que ¢ a formula resolutiva de uma equagdo do 2° grau. -

Quando o discriminante b? — 4ac > 0 obtemos duas raizes, se ele for nulo, apenas
uma raiz. Quando o discriminante ¢ negativo, a formula acima ndo conduz a nenhuma raiz

real, neste caso, o trindmio ax’ + bx + ¢ é sempre diferente de zero.
1.3 NUMEROS COMPLEXOS

Dessas consideragdes anteriores, segue-se que € possivel resolver a equacdo de 2° grau

mesmo no caso em que b? — 4ac < 0, se operarmos com o simbolo i = —1 como se fosse
um numero. Com a propriedade de que i? = —1 e deve operar ao lado dos nimeros reais com

as mesmas leis formais que regem estes numeros.

) , . . . 2 . 2.
Assim, os numeros complexos sdo da forma a + bi, como: 3 + 5/, 3= 2i,—3— —=i.

O novo elemento i = —1 é chamado unidade imaginaria, a ¢ chamado de parte real e
b de parte imaginaria do nimero complexo a + bi.

Vemos assim que, ao introduzirmos os numeros complexos, devemos definir adi¢do e
multiplicagdo de maneira que permanegam validas as propriedades associativa, comutativa e
distributiva que essas operagdes possuem quando referidas aos nimeros reais.

i?=—1;ai=ia
(a +biy=c+ disignificaa=ce b =0,
(@a+bht(ctdh)=(a+c)+(b+a)ji
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(a + bi) (c+ di)=(ac + bad) + (ad + be)i.
1.4 OS NUMEROS REAIS COMO SUBCORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Observe que os numeros complexos da forma a + /0 se comportam, com relagdo a
adicdo e a multiplicagdo, do mesmo modo que os numeros reais @, em outras palavras,
fazendo corresponder o nimero complexo a + /) ao niumero real a. Entdo, a soma a + b
correspondera (a + b) + /0, que é o mesmo que (@ + /0) + (b + 0); ¢ ao produto ab
correspondera ab + 0, que é o mesmo que (a + /0) (b + /0).

Desse modo, os numeros complexos se apresentam como uma extensao natural dos

numeros reais.

1.5 O PLANO COMPLEXO

Definicao 1.1. Dado o numero complexo Z = x + iy, sua parte real x ¢ denotada por Re z e sua

parte imaginaria y, por Im Zz.

O plano complexo ¢ o conjunto das representagdes de todos os numeros complexos z = X + Iy
pelos pontos P = (X, y) do plano. E conveniente identificar o nimero complexo z = X + iy com
o ponto P = (X, ), o que ¢ possivel através das seguintes definigdes:
(a, b)=(c, d) significaa=c, b =d,
(a,b)+(c,dy=(a+c, b+ad),
(a, b) (¢, d)=(ac— bd, ad +bc).

A representacdo dos niimeros complexos por pontos do plano ¢ muito util e de uso
frequente (isto se d4, pois R? e C sdo isomorfos). Por meio dela, o nimero complexo z = X +

iy é identificado com o ponto (X, y), ou com o vetor Oz de componentes x ¢ y (Figura 1).

Figura 1- Representagdo de nlimeros complexos por pontos do plano
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1.6 MODULO E COMPLEXO CONJUGADO

Defini¢do 1.2. Definimos o modulo, valor absoluto ou norma de um ntimero complexo z = x

+ Iy como sendo o nimero ndo-negativo z = x?+ y2,

Nao ¢ dificil observar que o modulo de um niimero complexo z € a distancia do ponto
Za origem.
O complexo conjugado de z = x + iy ¢ definido como sendo z = x —iy. A Figura 2

ilustra exemplos de complexos conjugados.

v

Figura 2- Exemplos de complexos conjugados.

Em termos do modulo e do conjugado, temos:

zz= x+iy x—iy =x%—ixy+ixy—iy?
=x2+y%+i(—xy+xy)
= x2 4 y2,

. , . . . z . ,
isto é, zz = z 2. Esta propriedade permite calcular o quociente z = Z—l de dois numeros
2

complexos z; € 7z, z, # 0, que ¢ definido pela condi¢do zz, = 7z, para isso, basta multiplicar

o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do denominador.

Exemplos:
—3+i (-3+)(1+2) —-3—6i+i+2i® —3-5i—2 —5-5i
1—2i (1—=2)A+2i) 1+2i—2i—4i2  12+22 5 '

Em geral, como z; = x; + iy; € 2, = x, + iy,, temos:
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21 212y XX+ y1yy +Hi(ixe — x1Y5)
= = 2. 2 -
Zy;  ZyZy x5+ y;

1.7 REPRESENTACAO POLAR

Definicdo 1.3. Considerando a representacdo geométrica de um numero complexo z # 0,

chama-se argumento de z o angulo 6 formado pelo eixo Ox e o vetor Oz (Figura 3).

Como em Trigonometria, os angulos aqui sdo orientados: consideramos positivo o
sentido de percurso oposto ao dos ponteiros do relogio.

O argumento de z s6 pode ser definido quando z # 0; mesmo nesta hipotese, o
argumento s6 fica determinado a menos de multiplos inteiros de 2n. Como x = |z cos 6 e

y=z| sen 6, temos a seguinte representacao polar ou representacdo trigonométrica:

Z=71 cos O +isenf , r= Zz;

re 0 sao designados as coordenadas polares de z.

|z]

v

Figura 3- Representagdo polar.

De posse da representagdo polar, vamos deduzir uma regra muito conveniente para a
multiplicag¢do. Sejam

Z1 =1, cosB,+isenb; ez, =1, cos B, +isenb,
dois numeros complexos quaisquer. Entdo:
Z1Zy = 1113 coS 081 + isenB; cos 6, + isenb,

=rr, cosBicos B, —senb;senf, +i senb;cos b, + cos H,;senb,
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isto €,
Z1Z5 = Ti1y[cos 8, + 60, +1i sen 8, +6, ).
Vemos assim que o produto de dois nimeros complexos ¢ o numero cujo modulo € o
produto dos modulos dos fatores e cujo argumento ¢ a soma dos argumentos dos fatores
(Figura 4). Observe que os triangulos de vértices 0, 1, z; e 0, 2, 2,2, sdo semelhantes, o que

facilita a constru¢ao do produto 7,2, a partir dos dados 0, 1 ¢ 2.

v

Figura 4- Produto de complexo.

Vamos deduzir resultado analogo para a divisdao. Como

1 _ cos 6 —i senb
cos O +isend (cos 6 +isenb)(cos B —isend)

= cos 0 —isenb,

temos:
Zy 1 cosBi+isenf; 1y ] .
— =" - = —(cos 8, + i senb;)(cos 8, — i senb,)
Zy Ty cosB,+isenf, 1,
n .
=— cos 0,cos 8, + senf;senf, +1i senb cos B, —cos B,senb,
T
Portanto,
Z1 N
_=_C0591_92 +Sen91_92 y
Z; N

isto €, para dividir nimeros complexos basta fazer o quociente dos modulos e a diferenca dos
argumentos (Figura 5). Também aqui, como no caso do produto, a constru¢do do quociente ¢

facilitada pela semelhanga dos tridngulos de vértices 0, 1, z,/z, € 0, 2, Z,.
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Figura 5- Divisdo de complexos.

A foérmula da multiplicagdo acima estende-se para um nimero qualquer de fatores.
Sendo

Zj

=1 cosHj +isen49j , J=1,2,...,n,
por indugdo finita, é possivel provar que
Z1Zy i Zy =TTy .. Ty, COS(01 + 0, + -+ 0,) +isen(0;+60,+--+6,).

Em particular, quando todos os fatores sdo iguais € de modulo unitario, obtemos a formula
seguinte, chamada formula de De Moivre:

(cosO + i send)™ = cos nf + i sen nb.

Esta formula € valida também para expoentes negativos. De fato,

1 1
0 +isen)™" = -
(cosO + i send) (cos® + i sen®)™ ~ cos nb + i sen nb

=cosnfB —isennb = cos —nf +isen —nb .

1.8 RAIZES n-ESIMAS

Dado um nimero complexo &, dizemos que z ¢ raiz n-ésima de a se Z' = a. Como veremos
logo a seguir, um numero complexo (z # 0) possui n raizes distintas. Para isso, consideremos
o nimero dado a # 0 em sua forma polar: a =y (cos 0 + sen 0); e representemos também em
forma polar, a raiz que desejamos encontrar:

Z=p (cos ¢ + isen g).

Utilizando a férmula de De Moivre, a equagdo Z' = a assume a forma seguinte:
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p" (cos ng + i sen np) =y (cos O + i sen 0).

Como a igualdade de numeros complexos requer a igualdade das partes reais e das

partes imaginarias, separadamente, devemos ter:

p" cos np =y cos O e p" sen np =y sen 0.
Estas equacgdes, por sua vez, equivalem a:

p" =7y, np= ¢ + 2kn,

onde k é um inteiro. Daqui segue-se que p € a raiz n-ésima positiva de y, donde

n— n-— 0+2knr . 6+ 2knm
Z= a= r cos——+isen———— ,
n
Esta formula produz n raizes distintas, quando a k se atribuem os valores k = 0, 1,...,
n— 1. Verifica-se que qualquer outro valor atribuido a k conduz a uma raiz ja obtida com um
dos valores acima, precisamente aquele que € o resto da divisdo de k por n. Vemos, assim, que

um nimero complexo a # 0 possui n raizes n-ésimas 2, Zj, ..., Z, - 1, todas com o mesmo

moédulop =" a (Figura 6) e com argumentos:

6 2km
P —;+T,k=0, I,.,n—1.

Figura 6- Raizes n-ésimas.



22

1.9 RAIZES DA UNIDADE

No caso particular em que a = 1, o angulo 6 assume o valor zero ¢ a formula

—_ n— 0+2km . 0+2km
zZ = a = T Ccos n + isen n se reduz a:

2km 2km
zZ= cos——+ ilsen——,
n n

que sdo as raizes n-¢simas da unidade. Pondo

2T 2T
w = cos—+ isen—,
n n

¢ utilizando a féormula de De Moivre, vemos que as raizes n-¢simas da unidade sdo dadas por:

1, w, w? .., 0" 1

Observe que, representadas no plano complexo, essas raizes sao os vértices de um

poligono regular de nlados. A Figura 7 ilustra as raizes da unidade no caso n= 6. Aqui,

T 7 1
w = coS—=+ lsen

p— +' §
3 3-27t

Figura 7- Raizes da unidade.

2km

, - - 0+2km , 0+ . .
Aféormulaz="a="71 cos + isen pode ser escrita assim:
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-0 8 2km | 2km
Zz=1r —+isen— cos—+ isen— ,
n n n n

ou seja,
"= o . 0
a= r cos—+isen— ,w%k=01,..,n—1
n n
Esta expressdao nos diz que as raizes n-¢simas de um numero complexo nao nulo

podem ser obtidas como o produto de uma de suas raizes particulares,

n— 6 . 0
Zg= T cos—+isen—
n n

pelas raizes n-ésimas da unidade, 1, w, ..., @™ 1.

1.10 RAIZES PRIMITIVAS

Definicao 1.4. Chama-se raiz n-ésima primitiva da unidade qualquer raiz n-ésima z # 1 tal que

n é o menor inteiro positivo tal que 2" = 1.

Para qualquer n natural, obtemos que

2T . 2T
w = cos— + isen—,
n n

¢ raiz primitiva. Ela ¢ a primeira raiz primitiva quando percorremos o circulo unitario no
sentido anti-hordrio a partir da unidade real. Mas pode ndo ser a unica raiz primitiva, por
exemplo, nos casos das raizes triplas da unidade, como vimos ha pouco, ® € raiz primitiva,
mas o também é. J4 no caso das raizes séxtuplas, ® e @’ sdo raizes primitivas, enquanto o>

®° e ®* ndo o sdo.
1.11 A EXPONENCIAL

Admitimos que o leitor tenha familiaridade com as fungdes trigonométricas, a
constante de Euler e e a fungdo exponencial €, conceitos estes que sdo estudados nos cursos
de Célculo. Lembramos, em particular, os desenvolvimentos dessas fungdes em séries de

MacLaurin, validos para todos os valores reais da variavel x:
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v x™ x% X3
e* = _'_1+X+E+§+ (1.1)
n=0
(_l)n n X2 x4- x6 .
cosx = 2! ‘1_E+Z_E+"" (1.2)
n=0
o (—1)nx2n+1 x3 x5 %7
= =it ot 1.3
Senx L @n+) 5 7! (1.3)
n=

A constante de Euler e, que ¢ um numero irracional compreendido entre 2 e 3

(e~=2,71828...), ¢ dada pela série

1
Tt

1 1
e= —=1+l+4+5

n! 2
que se obtém de (1.1) com x=1.

Vamos tomar o desenvolvimento (1.1) como base para definir € com z complexo. Se
€° ja tivesse significado para z complexo, e o desenvolvimento (1.1) fosse vélido neste caso,
entdo teriamos, com J real,

3 i @)?  n* @) @)° @)’
b T T TR AT T T
y:iooyE oyt oyt oy Ly

= 1+ly+——l§+z+ ?_a_l?-l-

Admitindo ainda que seja possivel rearrumar os termos desta série, pondo junto os

termos reais e separadamente os termos imaginarios, obtemos

2 4 6 3 5 7
; yo.y y y> .y y
y — — 7 —_ — ...
e 1 2|+4! 6I+ +iy +5 7!+

e, portanto, de (1.2) e (1.3), segue que

e =cosy+iseny, y€ R (1.4)

Essas consideragdes, que sdo puramente formais, ndo estabelecem a relagdo (1.4), mas

servem como motivagdo para definirmos a funcdo exponencial. Fazemos isso tomando a
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relacdo (1.4) como ponto de partida; ela ¢ aqui usada para definir a exponencial no caso de
expoente puramente imaginario /y. Por outro lado, a definicdo da exponencial no caso de um
expoente qualquer Z = x + iy ¢ feita de maneira a manter a propriedade aditiva da exponencial

real:

eX1tXs — pX1p%2

Definimos, entdo, a exponencial €°, para um nimero complexo qualquer z = X + /iy,
mediante a expressao

e? = eX™W =¥ cosy+iseny . (1,5

Teorema 1.1. Sejam z;, 2 em C. Entdo vale as seguintes propriedades da exponencial
complexa:
1. e%1e%2 = eZ1t72;

2.e7% ==,

3. eZ ™ = e™ ninteiro;
4. e2+0,Vz

_ LRez.
5. eZ =e"€%;

6. e% = 1 se, e somente se, z = 2kmi, K inteiro.

Com a notagao exponencial, a representacdo polar de um niimero complexo assume a

forma compacta, z = ye'® ondey = z ¢ 8 = argz.

=im

Exemplos: i = e’z — 2 = 2¢i™, —4i = 4e2 .

A mesma notagdo permite escrever a formula de De Moivre assim:

el ™ — pind

Observamos também que ¢é costume usar a notagdo exp Z em lugar de €,
principalmente quando o expoente ¢ muito carregado. Por exemplo, costuma-se escrever:

z 1 z, 1
expzt—? emvezdeez "t
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1.12 CONJUNTOS DE PONTOS NO PLANO

Defini¢ao 1.5. Dados os nimeros y > 0 ¢ 2, um niimero complexo qualquer, chama-se disco
aberto de centro 2, e raio r ao conjunto DAZ)) de todos os niimeros complexos que estdo a

uma distancia menor do que rdo ponto 2, isto &,

D,zy = z€C z—2zy <r,

O disco fechado € o conjunto z € C: z—2z, <r , que inclui a fronteira, isto €, o circulo

z€C: z— 2z, =r (Ver Figura8).

D, (z,)

Figura 8- Disco fechado.

Defini¢ao 1.6. Chama-se vizinhanga de um ponto z, a todo conjunto V que contém um disco

de centro 2.

Em particular, qualquer disco D,(Z) ¢ uma vizinhanca de Z, que frequentemente
denotaremos por V,.(Z). Usaremos V,/(Z) para denotar a vizinhanga V}.(2), da qual excluimos o

ponto 2y, isto €, V;/(2p) = V,.(2p) — {Z}. Costuma-se chamar V,'(Zy) de vizinhanga perfurada.

Definicao 1.7. Dizemos que 2, ¢ ponto interior de um conjunto C se C ¢ vizinhanga de 2, isto
¢, se existe um disco de centro z, todo contido em C. Dizemos que C ¢ aberto se todos os seus

pontos sdo interiores, ou seja, se C ¢ vizinhanga de cada um de seus pontos.

Defini¢do 1.8. Dizemos que um conjunto F ¢ fechado quando o seu complementar ¢ aberto.
Lembramos que o complementar de um conjunto € é o conjunto C’ dos pontos que ndo

pertencem a C.
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Nao ¢ dificil observar que o complementar do complementar de C ¢ o proprio C.

Definicdo 1.9. Chama-se fronteira de um conjunto C ao conjunto dos pontos z tais que

qualquer vizinhanga de z contém ponto de C ¢ pontos do seu complementar C’ (Figura 9).

C'

fronteira _
Figura 9- Fronteira.

Desta definigdo segue-se que a fronteira de C ¢ também a fronteira de C’. Um ponto
da fronteira pode ou ndo pertencer ao conjunto em questao.

Mostra-se que nenhum ponto interior a um conjunto pode ser ponto de sua fronteira, e
nenhum ponto da fronteira pode ser ponto interior. Destas observagdes, pode-se provar que

um conjunto ¢ aberto se, e somente se, ele ndo contém pontos de sua fronteira.

Definicao 1.10. Dizemos que 2, ¢ ponto de acumulacdo de um conjunto C se qualquer

vizinhanga de Z, contém infinitos pontos de C.

Mostra-se que um ponto interior a um conjunto, bem como todo ponto da fronteira que
ndo pertence ao conjunto, sdo pontos de acumulagdo do conjunto; todo ponto de acumulagado
que ndo pertence ao conjunto ¢ ponto da fronteira; em consequéncia, um conjunto ¢ fechado

se, e somente se, ele contém todos os seus pontos de acumulagao.

Definicado 1.11. Dizemos que um conjunto aberto é conexo se quaisquer dois pontos de seus
pontos podem ser ligados por um arco todo contido no conjunto. Chama-se regido a todo

conjunto aberto e conexo.

E frequente, na literatura, o uso do vocabulo “dominio” com o mesmo significado de

“regido”, caso em que se deve tomar cuidado para nao confundir “dominio” com “dominio de
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funcdo”; por isso mesmo usaremos sempre o vocabulo “regido” com o significado que lhe

damos aqui, € nao “dominio”.

Definicao 1.12. Diz-se que um conjunto C menor ou igual ao conjunto dos nimeros
complexos ¢ limitado se existe um nimero positivo K tal que z < K para todo z em C.

Chama-se conjunto compacto a todo conjunto limitado e fechado.

Definicao 1.13. Chama-se ponto isolado de um conjunto C a todo ponto de C que nao ¢ ponto

de acumulagao desse conjunto.

Por exemplo, todos os pontos do conjunto infinito

€ =1{0,1/2,2/3,3/4,...n/(n+1),...}

sdo pontos isolados; 1 € o unico ponto de acumulagdo desse conjunto e ndo pertence a ele.
Todas essas nogdes sdao as mesmas do plano euclidiano. Elas se baseiam apenas na

nocao de distancia de dois pontos z; ¢ Z», dada pord z4,z, = z; — 7, , que € 0 mesmo que a

distancia euclidiana  (x; — x,)%2 + (y — y,)?%, onde z; = x| + iy; € 2, = X, + iy,. Alids, mesmo
do ponto de vista algébrico, o plano complexo e o plano euclidiano s6 diferem um do outro
devido ao fato de termos definido a multiplicagdo de numeros (ou pontos) complexos,

enquanto no plano euclidiano ndo temos tal operacao.
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CAPITULO 2
FUNCOES ANALITICAS

Neste capitulo faremos um estudo das fungdes de varidveis complexas e estudaremos

suas principais propriedades.
2.1 FUNCOES DE VARIAVEL COMPLEXA

Definicdo 2.1. Seja D um conjunto de numeros complexos e seja f uma lei que faz
corresponder, a cada elemento z do conjunto D, um unico nimero complexo, que denotamos
por f(2). Nestas condigdes, diz-se que f é uma fun¢do com dominio D. O conjunto / dos
valores w = f(2), correspondentes a todos os valores de zem D, ¢ chamado a imagem de D

pela fungao f(Figura 10); z ¢ chamada variavel independente, e w, a variavel dependente.

Figura 10- Fungdo complexa.

Deve-se notar que para caracterizar uma fungdo nao basta dar a lei de correspondéncia
f, é preciso especificar também o dominio de defini¢do D. Entretanto, frequentemente
consideramos fungdes dadas em termos de relagdes analiticas bem definidas w = f(z), sem
especificar o dominio de definicdo. Nestes casos, fica entdo subentendido que o dominio da

fungdo é o conjunto de todos os valores z para os quais faz sentido a expressao analitica f(2).

3z=5i .,

T estamos usando esta relacao

Por exemplo, quando falamos “seja a fungdo w =

para especificar a lei que faz corresponder um valor w a cada valor z; ao mesmo tempo, fica
subentendido que o dominio desta funcdo ¢ o plano complexo, excetuados os pontos Z=j e

=—17, ja que nestes pontos o denominador se anula.
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Definicao 2.2. Diz-se que uma fungdo f; com dominio D; ¢ restricdo de uma fungdo £, com
dominio D, se D, estiver contido em D, e f(2) = £,(2) para todo z em D; (Figura 11). Nestas

mesmas condigdes, diz-se que f, ¢ uma extensao de f.

Jf (z) =j2" (z)

Figura 11- Restri¢do de funcdes.

Por exemplo, a expressio w = €, z complexo, define uma fungdo em todo o plano
complexo, a qual é uma extensio da fungdo y = €*, x real.

Uma funcdo da varidvel complexa z pode assumir valores puramente reais. Por
exemplo, f z = z = x2+y?, z=Xx+ Iy, ¢ uma fungdo real da variavel complexa z. A
cada funcdo w = f(2) de uma variavel complexa z = x + iy estdao associadas duas fungdes reais

das variaveis reais x e y dadas por:

u=ux, y)=Re f(2) e v=w(x, y) = Im f(2).
2.2 LIMITE E CONTINUIDADE

A definicdo de limite que daremos agora ¢ formalmente a mesma dos cursos de
Calculo e Analise na Reta.

Seja fuma fung¢do com dominio D. Desejamos atribuir significado preciso a expressao
“ftem limite L com ztendendo a z,”. Isto devera significar que a distancia |f(z) — L| entre f(Z) e
L pode ser feita arbitrariamente pequena, a custa de restringir Z a uma vizinhanga conveniente
de zp. Mas a varidvel z apenas aproxima 2y, sem nunca assumir este valor. Observe que z deve
pertencer ao dominio da fungdo e z, deve ser ponto de acumulagdo desse dominio. Essas

observagdes ajudam a bem compreender a definicdo que damos a seguir (Figura 12).
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<

Figura 12- Defini¢do de limite.

Defini¢ao 2.3. Seja 2, um ponto de acumulagdo do dominio D de uma fungéo f. Diz-se que f

tem limite L com z tendendo a z, se dado qualquer & > 0 existe 6 > 0 tal que

ze D,0<|z—2z|<d6 |- L|<sg

ou ainda, de maneira equivalente,

ze DN V() R2) e Ve(L).

Escreve-se:

lim,_,, f(z) = L.

Sendo essa defini¢do formalmente a mesma que damos para funcdes reais, ela se reduz

a este caso quando todos os numeros envolvidos sdo reais. Por exemplo, a funcdo

sen x

fx = . esta definida para todo numero real x #0 e
. senx
lim = 1.
x->0 X

Este ¢ um exemplo tipico de fungdo que tem limite num ponto sem estar definida neste ponto;
ele evidencia bem o fato de que o limite L nada tem a ver com o valor da fungdo no ponto 2.
Quando o ponto z, pertence ao dominio de fe L = f(Z), dizemos que f ¢ continua no

pOl’ltO Zy € escrevemos:

lim f(z)=f z, .

z-2Z,

Neste caso ndo ha por que excluir o ponto Z = 2 na defini¢dao de limite. Com essa

defini¢do de continuidade, a fungdo que consideramos ha pouco,

sen x

fx =

X
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seria continua no ponto x = 0 se ela fosse definida nesse ponto com valor f(0) = 1. E por isso
que se costuma estender a funcdo faqui considerada, atribuindo-lhe o valor 1 na origem.

Por exemplo, usando a defini¢do 2.3, vamos mostrar que a fungao

_Z+3i
fz = >
¢ continua no ponto zp =2 —i. Temos:
z+ 3i . z—(2—1)
fz=f)=———0+) =—"—

Daqui segue-se que, dado qualquer € > 0, basta tomar & = 2¢ para termos

2= 2-DI<d |- fz) <e.

Observe que esta implicacdo vale também no sentido inverso, mas nem sempre ¢
assim, como veremos no exemplo a seguir.

Se, ao invés da func¢do fanterior, considerarmos a func¢io

O,paraz=2-—1i
gz = z+3i
2
o limite com z — 2 — / sera o mesmo que no caso da fungdo f, porém diferente do valor de g

,paraz # 2 —1i

no ponto Z— /.

Exemplo. Mostraremos usando a defini¢ao 2.3 que
lim,_,,;(z% + 32z) = —4 + 6i.
Solugdo. De fato, temos:
(Z+32)— (-4 + 6i)| = (2 +4) + 3(z—2i)
=|(z=20(z+ 20+ 3(z-2i)
=1z=2/|z+3+2)|<|z— 207 + 3] + [21)
=1z-20(Z +5).

Como z ficard restrito a uma vizinhanga de 2/, podemos, desde agora, supor |z| < 3, portanto,
(Z+32)— (4 +6i)|<8|z—2i.
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7 1. ~ , € . .
Esta ultima expressdo sera menor do que €, desde que |z— 21 < 5 Isto parece indicar que, dado

& ~ .
qualquer & > 0, basta tomar o = - mas néo podemos nos esquecer de que z deve satisfazer a

restricdo |z < 3. Observando a Figura 13, vemos que esta condicdo ficara satisfeita se

tomarmos d < 1. Para provar isto, usamos a desigualdade do triangulo, assim:

12l =1(z=20)+20<|z-2Q+2<8+2<1+2=3.

2{

Figura 13- Grafico do exemplo anterior.

’ , € . .
Concluimos que 6 deve ser o menor dos nimeros 1 ¢ e garantindo-nos o resultado desejado:

z-20<8 |(Z+32)—(—4+6i)|<ce.

Observe que esta Ultima implicagdo ndo vale no sentido inverso, da direita para a
esquerda. E ndo tem de valer mesmo, pois, para chegarmos a ela utilizamos a desigualdade do
tridngulo e a estimativa |Z] < 3. Por exemplo, tomando € = 8, 6 = 1 ¢ z= 0,9/, a Gltima
desigualdade fica satisfeita, mas ndo a primeira.

Como no caso de fungdes de varidvel real, a defini¢do 2.3 pode ser facilmente
adaptada ao caso em que Z ou f(2) tende ao infinito, resultando nas definigdes que damos a

seguir.

Definicao 2.4. Diz-se que uma fungdo f(Z) com dominio D tem limite finito L com z — oo se,

dado qualquer € > 0, existe M> 0 tal que |(2) — L| < e paratodo ze D, |z > M.

Defini¢ao 2.5. Diz-se que f(2) tende a infinito com z tendendo a 2z, se, dado qualquer K> 0,

existe 0> 0 tal que |[(2)| > Kparatodo ze DN Vs’'(2).
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Definicdo 2.6. Diz-se que f(2) tende a infinito com z tendendo a infinito se, dado qualquer K>

0, existe M> 0 tal que |(2)| > Kpara todo ze D, |2 > M.

Exemplo. A fungao

_52_ 5z
f 7 =5 8~ 2=

tende a infinito quando z — 4/.

Solucdo. Vemos que deve ser assim porque o denominador estard se aproximando de zero.
Mas temos de nos certificar de que o numerador permanecera afastado de zero, dai exigirmos
que |z > r, onde r ¢ qualquer nimero positivo, porém menor do que 4, para que Z possa se

acomodar numa vizinhanga 6 de 4/ (Figura 14).

v

Figura 14- Gréfico do exemplo anterior.

Fixando esse r, temos:

_ 5z - 5r
C2z—4i T 2z—4i|

fz

Daqui segue-se que, dado qualquer K> 0, |(2)| sera maior do que K'se

5r
2 z—4i

. -
> K, ouseja, 0 < z—4i <2—;.
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Esta condi¢do deve ser satisfeita juntamente com a condicdo |z > r. Tomando entdo 0 <|z—

4/ <, onde & = min ;—;,4 — r , obtemos

lzZl=14i+(z—4)|>4—|z2—-41>4-8>4—-(4—-n=r,
€, consequentemente,

0<lz-4i<3 (2> K,

como quer iamos provar.

Exemplo. Mostre que

3iz+5 3i
fz = - — —Ccom Z— o©
22-i 2

Solugdo. De fato,

3i 3iz+5 3i 7 7

— — T —— T < ]
[ =y s T Tam= 227 =1)

s . . 1
Observe que esta ultima desigualdade s6 ¢ correta no pressuposto de que z > Z » como

admitimos a partir de agora. Observe também que

3i 7 17
2 e - L
fz > _2(22_1)<£sez>228+1.
Assim, com
M= =2 L
M2 2
obtemos o resultado desejado:
3i

z >M fz—?<£.

Poderiamos também ter simplificado um pouco mais, tomando |z| > 1, donde 2|z| — 1 >
|z|; portanto,
3i 7

- < < .
fz =5 S35, -1 27

. 7 7 .
queé<e |z]> oy de forma que, pondo M = max 1, ~. » terlamos, como antes,
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Exemplo. Mostre que

z2%-i
3z+5

fz=

—> 00 CcomZzZ— o

Solugdo: Com a restri¢ao |z| > 5, teremos:

z2—i _z%* =1 z%?—1 Z°——= 2z
= > .
3z+5 "3z +5 4 z 4 z 8

fz =

Dado K> 0, basta entdo fazer |z| > 8K e |z] > 5 para termos [(2)| > K, isto é, sendo M o maior

dos numeros 5 e 8K, teremos:
2>M  [f9]> K,

0 que prova o desejado.

Como ilustram esses exemplos, para demonstrar, diretamente da defini¢do de limite,
que f(z) — L com z — Zz), temos de obter uma desigualdade do tipo |(2) — L| < K] z — Z|.
Conseguimos isto por meio de simplificagdes, a custa de desigualdades triangulares do tipo
|a+ b| > |a| — |b| em denominadores. Evidentemente, neste ultimo caso € preciso que |a| seja
maior do que |b|. Para obter uma desigualdade do tipo |(2)| > K, devemos inverter o uso das

desigualdades triangulares.
2.3 PROPRIEDADES DO LIMITE

As propriedades do limite, relativas ao limite da soma, do produto e do quociente, ja
conhecidas no caso de funcdes de varidveis reais, permanecem validas para fungdes de

variavel complexa, e sdo estabelecidas como no caso de variavel real. E o que veremos agora.

Teorema 2.1. Se fe g tém limites finitos com z — z, (digamos, lim f= Fe lim g= G), entdo

(H)Ilim fz +gz =limfz +limgz =F+¢G
Z—Z,

Z—7Z, Z—7Z,

2)lim fzgz =limf z limg z =FG
zZ—Zy zZ-Zy

zZ—2Z,
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f@ _ ARS@

3)Se limg z # 0, entdo lim = =
(3) Amg ) 2,0 limg@ G
Demonstracao. (1) Devemos mostrar que para € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que se 0 < |z— 2| <

d,entdo f z +gz —(F+G) <e. Observe que

fzt+tgz —(F-6) = f(®)—F)+(@z —0)
<fz—-F+gz—G.

Mas, por hipotese, dado €, existem & =§ e 8, = § tais que
0<|z—2z|<d entio f z —F <§

0<|z—2z|<dentdo g z — G <§.

Assim,

£ €
fz+gz —(F+0G6) <E+E=E’

completando a demonstragao.

&
2(G +1)

(2) Pela definigdo de limite, existem &; > 0e &, >0 taisque fz —F < se 0 <

z—2zy <6¢ gz —G <ﬁse 0< z—2z5 <6,. Tomamos J, de forma que g z —
G <1lse0< z—2z, <9J,. Agora diminuindo o valor de 9, se necessdrio. Neste caso, se
0< z—2z, < d,,entdo

gz|=|6+g9gz -G <G+gz—-G6G <G +1.

Logo, se tomarmos 6 > 0 tal que 6 < min {5, 6,} teremos que, se 0 < |z— zy| < 9, entdo

fzgz —FG =|fzgz —Fgz +Fg z —FG|
= fz—-Fgz +F(@gz —0G)

< fz-—-Flgz +Flgz —G

&
2(G +1)

G +1 +|F|7—

N Im

+

[N N

= €&.

Portanto, lim,_,, fg z =FG.
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(3) Para demonstrar a propriedade relativa ao quociente de fung¢des, em primeiro lugar,

observamos que: [e fz .L, isto ¢é, basta provar que, sendo limg z = L,, entdo
92 9(2) zZ-2Z,

im— == ¢ depois utilizar o resultado obtido em (2). Agora para provar que
722, 9(2) Ly

1 1 . , :
im — = —, consideremos o0 modulo seguinte:
722, 9(2) Ly

1 1 Ly—g(2) 1
g(z) L, g z.Ly gz .|Ly]

.9z —L, (D

Como limg z =1L,,dadoe>0, ¢ < %, existe 6; > 0 tal que se 0 < z—2z, < §;, entdo
Z—7Z

gz —L, < |L2—2| Assim para ztal que 0 < z—z, < §;, temos

L
L, =9z +L,—gz < gz +L,—gz < gz +TZ,

’ L L . 1 2
edai: L, _Tz< lg z | e, portanto, g z >TZ, ou seja, ——~ < -~

Dessa maneira, substituindo na igualdade (I), para z tal que 0 < z—z, < §;, temos

que:
! ! ! L, < L (ID)
_— g 7 — . g 7z -
9@ L, gz .|L| LT ’
Novamente, como limg z = L,, dado € >0, existe §, > 0talquese 0 < z—z, <
Z—2Zg
§,, entdo
|L,|*
gz —L, < 5 '€ (11D
Tomando 6 = min {9;, 6,}, ambas as desigualdades (II) e (III) sdo verdadeiras. Assim,
A1 1 o .1 1 .
0< z— < —_— < =—

se z— 2z, <J,entdo oL Se&oque significa que ZlLrglo 5@ = L. como queriamos
provar. e

Teorema 2.2. Se limf z =L # 0, entdo existe uma vizinhanga Vs(z,) na qual f(2) ¢

z—Z,

limitada. Com a mesma hipotese, existe o > 0 tal que

L
zeDFNV5 2, f z >

Demonstragao. Da hipotese segue-se que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
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zeDr NV zg fz—-L <e.
Entdo, com as mesmas restricdes em 2z,

fz =L+ fz—-L <L+ fz—-L<IL +e.

[sto prova que a fungdo ¢ limitada pela constante L + ¢.

L -
Para provar a segunda parte, tomemos € = —-- Teremos, com as mesmas restrigoes em

fz =L+ fz—-L =2L —|fz —L|

completando a demonstragao. o
2.4 FUNCAO CONTINUA EM UM PONTO DO PLANO

Defini¢ao 2.7. Seja f - D — C e Z um ponto de acumulagdo de D em D. Uma fungédo f¢é

continua em 2y, se o limite de fno ponto 2z, for igual a f(), isto é:
lim f z = f(z).
Z Z,

Trés condigdes estao estabelecidas nesta defini¢do:
l. f=f z deve estar definida em Z;

2. lim, , f z deve existir;

3. lim, , f z = f(z).

Os resultados apresentados a seguir podem ser obtidos como consequéncia dos

resultados anteriores e uma prova detalhada por ser encontrada em [7].

Teorema 2.3. A soma ¢ o produto de fungdes continuas sdo fungdes continuas. O quociente
de duas fungdes fe g, continuas num ponto 2, ¢ uma fungdo continua em 2y, desde que g(z)

ndo se anule.
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Teorema 2.4. Seja g uma fungdo cujo dominio contenha um ponto 7, ¢ cuja imagem esteja
contida no dominio de uma fungdo f. Nestas condigdes, se g for continua em Zz, e f continua

em g(2), entdo a fungdo composta f(g(zp)) sera continua no ponto 2.

Existe uma importante relacdo entre o limite de uma fungdo complexa e os limites de

suas partes real e imagindria, que consideramos a seguir.

Teorema 2.5. Seja f = u + iv uma fungdo com dominio D, e seja L = U + iv. Entdo

limf z = L se, e somente se
Z—7Z,

limu(x,y)=Ue limv x,y =V, (2.1)
zZ—2Z,

AT A

Demonstrag¢ao. Suponhamos a condigdo lim f z = L. Entdo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

zZ—Z,

zeDNVy z, fz—L <e. (2.2)
Comou—U=Re(f-L)yev—V=Im(f-L), temos:
lu—Ul<|f=Llelv=V|<|f —L|
Daqui e de (2.2) segue-se que paraz € D N Vg z, tem-se
lu x,y —Ul<eevxy —V <g

o que estabelece a condicao (2.1).
Reciprocamente, supondo satisfeita a condi¢ao (2.1), dado € > 0, existe & > 0 tal que

zeD NV z, implica

€ €
uxy —U <Ee vxy —V <E. (2.3)

Combinando estas desigualdades com a desigualdade do tridangulo, obtemos:

f—L = u-U +iv=-V <u-U+|v-V|

Daqui e de (2.3) segue-se que z e D N Vg z, implica

&£ &
—_ < — —_ =
f@—-L <5+5=¢

ouseja,lim f z = L. Isto completa a demonstragao. e
zZ—7Zg



41

Corolario 2.1. Uma fungdo f z =u x,y + iv(x,y) é continua num ponto Zy = X + iyp se

€ somente se suas partes real e imaginaria forem continuas nesse ponto.

Demonstragao. Segue diretamente do teorema anterior. e

2.5 FUNCAO ANALITICA

A defini¢do de derivada de uma funcdo de varidvel complexa ¢ formalmente a mesma
que no caso de fungdo de variavel real. Seja f uma func¢do cujo dominio ¢ uma regido R
(conjunto aberto ¢ conexo) e seja z um ponto de R. Diz-se que f ¢ derivavel no ponto z se

existe o limite

o fz+ Az —f(2)
lim
Az—0 Az

ou, o que ¢ equivalente, se existe

im W @
m-—-—-
w—z w—2Zz

Quando esse limite existe, ele define uma nova funcao de z, chamada de derivada ou
funcdo derivada da fungao f, denotada por f”. Assim,
_ fz+hz —f(2)
m .

f z =Al;—>0 Az

Observe que, para a existéncia da derivada, o limite acima ndo pode depender do
modo como Az tende a zero ou W tende a z. Em particular, w pode tender a z ao longo de

diferentes raios, todos com origem no ponto z (Figura 15) e o limite deve ser o mesmo.

A

i w
. \/
—-D-—.\w

Figura 15- Wtendendo a z ao longo de diferentes raios.



42

Exemplo. Vamos mostrar que a fungdo f z = |z|? = x2 + y? s6 ¢ derivavel em z= 0. Com

efeito, pondo Az = re” (Figura 16), temos:

fz+Az —f(z) z+ADz z+ Az —2zz
Az B Az

zAz + zAz + AzAz
Az

=ze 20 4 7 4 re7if,

4 +rei‘9

v

Figura 16- Grafico de f (2).

Passando ao limite com r —+ 0 e denotando este limite com fy z , obtemos:

fo z =ze ?0 4z

Esta ¢ a expressao da derivada direcional' de f no ponto z. Ela depende do angulo 6

para todo z # 0, de forma que f nao possui derivada nesses pontos. A derivada de fso existe

para z=0 e, neste caso, f' 0 = 0.

Defini¢ao 2.8. Diz-se que uma fungdo f ¢ analitica numa regido R se ela ¢ derivavel em cada

ponto de R; f¢ analitica no ponto 2, se f¢é analitica numa regido contendo 2.

'Se v ¢ um vetor qualquer em C, a derivada direcional de f num ponto z, na dire¢do de v, &,

f z+tv =f(2)

por definigdo, f; z = lim,_, -
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As expressdes fungdo holomorfa e fungdo regular sdo usadas como sindnimas de
“funcdo analitica”.

De acordo com essa defini¢do, uma fungdo que s6 possua derivadas em certos pontos
isolados ndo ¢ analitica; assim, a fungdo f z = |z|? considerada ha pouco ndo ¢ analitica,
mesmo em Z= 0, onde ela é derivavel.

O conceito de analiticidade requer a existéncia da derivada em todos os pontos de um
conjunto aberto. Sem duvida, essa condi¢do impde fortes restricdes a fungdo f e tem como
consequéncia uma série de resultados surpreendentes, como veremos gradualmente no

decorrer do nosso estudo.
2.6 REGRAS DE DERIVACAO

Como veremos progressivamente em nosso estudo, todas as fungdes com que o leitor
se familiarizou em seu curso de Calculo sdo analiticas, quando convenientemente estendidas
ao plano complexo. De verificagdo imediata € o fato de que uma fungao constante ¢ analitica e

sua derivada € zero. A fungdo f z = z"

, onde n ¢ um inteiro positivo, ¢ analitica e sua
derivada é ' z = nz""!; isto se demonstra exatamente como no caso real; por exemplo,
usando a féormula do bindmio de Newton, segundo a qual

(n—1)

n
fz+0z =(z+A2)" =2z"+nz"" 1Az + > zZ"2(Az)% + -+ Az ™

Daqui segue-se que

fz+Az —f(z) (z+Az)"—=2"
Az B Az

L, nn—1)
+ 2

n—

= nz Z"2Az 4+ -+ Az ML

Fazendo Az — 0, obtemos o resultado desejado.

Do mesmo modo, a soma e o produto de um nimero finito de fungdes analiticas sdo
fungdes analiticas e as derivadas se calculam de acordo com as regras conhecidas; o quociente
de fungdes analiticas ¢ funcgdo analitica nos pontos onde o denominador ndo se anula ¢ a
derivada ¢ dada pela conhecida regra de derivagdo de um quociente. Vale também a regra de
derivagdo da fungdo composta ou derivagdo em cadeia: se g ¢ derivavel no ponto z e f ¢

derivavel no ponto g(2), entdo f(g(2)) é derivavel no ponto ze
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d 14 14
9z =9z g9z

Todos esses teoremas e outros mais se demonstram como no caso de variaveis reais. A
titulo de ilustragdo, vamos demonstrar que se uma fungdo fé derivavel num ponto z, entdo fé

continua nesse ponto.

[ z =f(Zo)

— —f" zy =g tende a zero
0

Como f ¢ derivavel no ponto z), a expressao

quando z — z,. Em consequéncia, o ultimo termo da expressao

fz=fzg+ z—20f" " 20 + z2—25 g
tende a zero quando z — z,. Como o pentltimo termo também tende a zero, passando ao
limite obtemos

limf z =f z,,
zZ—Z,

ou seja, f € continua em z.

Defini¢ao 2.9. Chama-se fungéo inteira a toda fung¢do que ¢ analitica em todo o plano.

Os polindmios sao os exemplos mais simples de fungdes inteiras. A seguir vém as fungdes
racionais, definidas como o quociente de dois polinomios. Estas sdo analiticas em todos os

pontos que ndo anulam o denominador. Por exemplo, a funcdo

_(z+2)(3z—1)?
~ 2(z—3)(z + )2

f x

¢ analitica em todo o plano, excetuados os zeros do denominador, isto é, z=0, 3, — 1.

2.7 AS EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN

Seja f = u+ jivuma fungdo derivavel num ponto z= x + iy. Entdo, o quociente

fz+Az — f(2)
Az
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tem limite f* z com Az —+ 0, independentemente do modo como Az tende a zero. Em
particular, podemos fazer Az tender a zero por valores reais Az = k e, separadamente, por

valores imaginarios Az = it (Figura 17). Obtemos, respectivamente,

£ =limu x+ky —uxy +ilvx+ky —vxy]
k—0 k

£ =limu x,y+t —uxy +i[lvx,y+t —vxy |
t—0 it l

v

Figura 17- Az tende a zero por valores reais Az = k por valores imaginarios Az = it.

De acordo com o Teorema 2.5, a existéncia desses limites implica a existéncia,
separadamente, dos limites das partes reais e das partes imaginarias das expressdes sob

limites, isto €,

ux+ky —uxy vx+ky —vxy

frz =lim k + ilim k
e
, L vx,y+t —vx,y Loux,y+t —uxy
f'z =lim — ilim .
t—0 t t—0 t

Em consequéncia, as fungdes U e v possuem derivadas parciais no ponto (X, ), € valem

nesse ponto as seguintes relagdes:
du Ov , _Ov du

f z =a+l&, f VA a—l@.
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Igualando as partes reais e as partes imagindrias, obtemos daqui as chamadas equacdes
de Cauchy-Riemann:

6u_0v au_ v

a—@ (S @——a. (2.4)

A andlise acima mostra que as equagdes de Cauchy-Riemann sdo uma condig¢do
necessaria para a existéncia da derivada de uma funcdo f. Mas elas ndo sdo suficientes para
garantir a existéncia dessa derivada. Como exemplo disto, consideremos a fungdo

fz= xy,
onde, como sempre, Z= X + jy. Temos aqui v = 0 e, portanto, Vx = v, = 0. Por outro lado,
u= xy,donde u(k 0)=u(0,0)=0, logo,

0.0 =li ukO0 —uO,O_O
Ue B0 =10 k -

Analogamente, U, (0, 0) = 0. Vemos entdo que as equagdes de Cauchy-Riemann estdo
satisfeitas no ponto z = 0. Nao obstante isto, f ndo é derivavel em z = 0. De fato, pondo

Az = re'® = r(cosf + isenh), obtemos:

I f Az —f(0)  cosfsend  2|sen2f|
270 Az B et T 2eif
Esta é a expressdo da derivada de fna direcdo (cos6, senf). Como se vé, ela depende

de 6; logo, f'(0) néo existe.

Como acabamos de ver, as equagdes de Cauchy-Riemann sdo uma condigdo necessaria,
porém ndo suficiente, para que uma funcdo f tenha derivada. Entretando, se a elas juntarmos
a condicdo de que as derivadas parciais de u € v sejam continuas numa regido R, teremos uma
equivaléncia muito importante sobre a analiticidade de f em termos das equacdes de Cauchy-

Riemann.

Teorema 2.6. Sejam u(x,y) e v(x,y) funcdes reais com derivadas parciais continuas numa
regido R. Entdo, uma condigdo necessaria e suficiente para que a fungdo f z =u x,y +
iv(x,y) scja analitica em R ¢ que as equagdes de Cauchy-Riemann estejam ai satisfeitas.

Demonstracao. A necessidade da condigdo foi demonstrada acima, de forma que so nos resta
provar que a condi¢do ¢ suficiente. Para isto vamos considerar um ponto z = x +iy €R ¢

um nimero § > 0 tal que a vizinhanga Vs = x+k+i y+t :k?+ t2 < §? estejatoda



47

contida em R, em particular, os segmentos zz; € Z1Zy, onde z; = (x +k,y) e z, =

x+ k,y+t, também estdo contidos em R. Isto nos permite aplicar o conhecido teorema da
média, segundo o qual,

ux+ky —uxy = ku(x+ 6;k,y)
ux+ky+t —ux+ky = tu,(x+ky+ 0,
Onde 6, e 8, sdo numeros convenientes do intervalo (0, 1). Somando essas duas igualdades
membro a membro, obtemos:
Au=ux+ky+t —ulxy
= ku, x+ 0:k,y + tu, x+ky+ 0,t. (1)

Como as fungdes u, € u, sdo continuas, podemos escrever:

u, x+ 6k,y = u, x,y + 6;

U, x+ky+ 6t =u, x,y + 6,
onde 8, e §, tendem a zero com k? + t? — 0, Substituindo (2) em (1) obtemos:
Mu=ux+ky+t —ulxy) = ku,+ tu, + t6,. (2)
De modo inteiramente analogo, deduzimos:
Mw=vx+ky+t —vxy = kv,+ tv, + kés + kb, 3)
onde &5 e 8, tendem a zero com k? + t? — 0,
Introduzindo a notagdo Az = h = k + it e usando (2) ¢ (3), obtemos:
fz+ Az —f(z) Au+ibu  (kuy+ itvy) +i(kv, — ituy)
Az h h

k , t
+E51+153 +E

Usando agora as equagdes de Cauchy-Riemann para substituir v, € w, por u, € vy,

8y + I8, .

respectivamente. Assim,

z+ Az —f(z k t
! Ay f()=ux+ivx+z51+i53 +z

Finalmente, observamos que k/h <1e t/h <1, enquanto §;, §,, d3 ¢ §, tendem a zero

0, + 0, (4)

com Az = h — 0, de forma que, passando ao limite em (4) com h — 0, concluimos que a

derivada f'(z) existe e ¢ dada por u,, + iv, Isto completa a demonstragéo. [ |
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2.7.1 Cauchy-Riemann em Coordenadas Polares

Veremos agora que as equagdes de Cauchy-Riemann, quando escritas em coordenadas

polares, assumem a seguinte forma:

Ju 10v Ju  10u 25
ar rag © or roe (2.5)
que ¢ uma forma muito Gtil em varias aplicagoes.

Para a demonstragdo analitica das equagdes (2.5), utilizamos as formulas de

transformacao,
X =rcosf e y =rsenb, (2.6)
que definem implicitamente r e 6 como fungdes de x e y. Derivando-as com relacdo a X,
obtemos:
1= ﬁ4:059 — rsenf 0_0
0x 0x
e

T
0 =—senb + rcosf —

dx dx
Daqui segue-se que
ar _ p 90  send
ax cosv ¢ ax r
De modo analogo, derivando (2.6) em relagdo a y, e resolvendo em relagdo a Z—; e %,
encontramos:
0— Jor 9 P a0
=3 cosf — rsen 3y
e

T
1 =—senb + rcosb —,

dy dy
Segue-se dai que
or _ p a6 _ cos@
3y = senf e 3y =—
e, consequentemente,
Ju Ordu 00du Ju senfou

gu_ — cosf— — —
9x _oxor Taxas % T, e
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8u_6r6u+696u_ 96u+60598u

ay _ayor ayae SV ar ' 1 o6
e

v _ or v 4 a0 dv _ Jv senf dv

ox _oxor axo0 Vo "+ a6

v _ ordv 06 0dv _ Jdv cosO dv

ay _ayor "ayas TV ar ' r a8

Substituindo nas equagdes de Cauchy-Riemann, obtemos:

p Ju senb du B p ov 4 cosBO ov
cos or r 060 sen or r 0960
e
p ou cosdu v 4 senf dv
ey T T a8 Y ar T T o8

Multiplicando a primeira destas equacdes por cosf e a segunda por senf e somando-
as, obtemos a primeira equagdo em (2.5). Analogamente, multiplicando a primeira equacio

acima por senf ¢ a segunda por — cos8, e somando-as, obtemos a segunda equacdo em (2.5).

2.7.2 Interpretacao Geométrica

Antes de apresentarmos os resultados desta se¢do, lembremos alguns conceitos que
serdo uteis para tal proposito. Dada uma fungdo f: U —» R, U € R™ aberto, diferenciavel num

ponto x € U, o gradiente de f em x (encontrado na literatura como gradf (x) ou Vf(x)) ¢ o
vetor fy X ,..,fy, x . Dados dois vetores u = (Uy, ..., Uy) € ¥ = (Vy, ..., ), 0 produto

interno candnico de R™ ¢é definido como u,v = [, wv;.
As equagdes de Cauchy-Riemann tém um significado geométrico interessante,

expresso no teorema seguinte.

Teorema 2.7. Se f= u + jv ¢ analitica numa regiao R, entdo as curvas das familias
u x,y =const, e v X,y = const,

se cruzam em angulo reto em todo ponto Zp= Xy + iy onde f' z # 0.
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Demonstracao. De fato, como o vetor grad u = (uy,u,) ¢ normal a curva u x,y =
u(x9,Yo) no ponto (xp, o), 0 vetor (u,, —u,) € tangente, pois esses dois vetores sdo
ortogonais (Figura 18), pois

(U Uy ), (Uy, —Uy) = UplUy, — UyU, = 0.

gradu (u,~ u)

u(x.y) =
= u(x, ,),) = const,

x, 3)

Figura 18- Vetor gradiente normal a curva.

De modo andlogo, o vetor (v, —v,) € tangente a curva v x,y = const., como ilustra
a Figura 19. Fazendo o produto escalar desses dois vetores ((u,, —uy) € (vy, —vy)) € usando

as equacdes de Cauchy-Riemann, obtemos:

(Uy, —Uy), (D), —Vx) = UyVy + U Uy = UyU, — Uy, = 0,

que estabelece o resultado desejado. [ ]

(u,— u,)

u = const,

(v~ vy

Figura 19- Vetor tangente a curva.

Observe que o resultado anterior se refere a familias de curvas do plano z que sdo
levadas pela funcdo w = f(z) nas familias de retas do plano w paralelas ao eixo dos v e ao

eixo dos U respectivamente.
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2.7.3 A Funcao Exponencial

A fungdo w = e? ¢ analitica em todo o plano. Para vermos isso, lembramos que, sendo

z = x + iy, a exponencial se escreve

e? =e*e"” = e*cosy + ie*seny,

o que permite verificar a validade das equacdes de Cauchy-Riemann para todo z. Verifica-se
também que as derivadas parciais das partes real e imaginaria de e” sdo continuas em todo o

lano. Portanto, pelo Teorema 2.6, e* ¢é analitica, isto ¢é, tem derivada para todo z. Essa
p p p

. L. de” ;. o .
derivada ¢ simplesmente =, que resulta ser a propria fungdo e?, como segue facilmente da

expressao acima. Assim,

VA Z

—-—e

dz = ¢

para todo z.

Vamos estudar a transformacao do plano z = x + iy no plano w = u + iv pela fungao

exponencial w = e”. Para isso, é conveniente escrever w em forma polar:

w = e e = pel? istoé,p=e*, ¢ =y.

Mantendo y constante e variando X, @ permanece num raio pela origem. Quando x
varia de zero a +oo, p varia de 1 a +co ao longo desse raio; e quando X varia de zero a —co, p

varia de 1 a zero (Figura 20).

J’lv
o=2xn/3
4+ ¥
y=2n
p=1
y=2x/3 "
0 x

Figura 20- Fungdo exponencial complexa.

Suponhamos agora que x permaneca constante e y varie no intervalo [0, 2r). Entdo p

permanecera fixo e o ponto w descrevera um circulo de raio p, centrado na origem. Para x =0
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esse circulo tem raio unitdrio; para x > 0, ele ¢ exterior ao circulo unitario, e para x <0, ele ¢

interior.
2.8 AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS E HIPERBOLICAS

Vamos introduzir agora as fungdes trigonométricas e hiperbdlicas. Comegamos
observando que das relagdes

e = cosy + iseny e e™ = cosy — iseny
decorrem as seguintes formulas de Euler:

e — eV e + e~

seny = > e cosy= >

Elas sdo usadas para estender as funcdes trigonométricas a todo o plano complexo.

Assim, definimos:

—e
1.senz = ——;
2L
eiz_l_e—iz
2.c08z = ——;
2
3.tgz =——, cosz # 0;
coSsz
4. cotz = ,senz # 0;

1
5.secz =—, cosz # 0;
COSZ

1
6. cscz =——,senz + 0.
senz

4 ’

As conhecidas formulas de derivacdo, senz ' = cosz, cosz ' = —senz etc., seguem

das defini¢des acima e de (e?)’ = e?. De fato, fagamos a derivada do seno:

. . . ! . I . . . .
, d ez —e-iz elz " — eo-iz iel? 4 je~iz elZ 4 e~z
senz ' =— - = - = - = = c0sZ,
dz 20 2i 2i 2

As identidades trigonométricas familiares permanecem todas validas no campo
complexo. Assim,

l.sen —z = —senz;
2.cos —z = cosz,

3.sen?z + cos?z = 1;
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4.sen zy + z, = senz,cosz, + cosz;senz,;

5.cos z1+ 7z, = cosz;c0SZ; —Senz;Senzy;

T
6. senz = cos =%

T
7. cosz = sen STZ .

As duas primeiras dessas identidades sdo consequéncias imediatas das defini¢des de
seno e cosseno, ¢ as demais seguem dessas defini¢des e das propriedades da fungdo

exponencial.

2.9 O LOGARITMO

O logaritmo de um niimero complexo z = re'® # 0, é definido assim:
logz = logr + i0,

onde /og r denota o logaritmo real do nimero r > 0. O logaritmo estd definido para todo
niumero complexo z # 0, e se reduz ao logaritmo real quando 6 = 0. Usa-se também a
notagdo /n z.

Na realidade, a formula acima permite atribuir ao logaritmo varios valores distintos,

dependendo do argumento usado para o numero Z. Por causa disso costuma-se dizer que o
logaritmo ¢ uma funcdo multivalente.
Observacado. E claro que o valor de uma fungdo tem de ser determinado univocamente, de
forma que a expressdo “funcdo multivalente”, a rigor € impropria, mas ¢ usada por ser
conveniente: sabemos do que estamos falando. Em contraposi¢do, para enfatizar, ou evitar
qualquer duvida, as vezes usa-se também a expressdo “fun¢do multivalente”. Em breve
encontraremos outros exemplos de “fungdes multivalentes” e veremos como torna-las
univalentes.

Voltando ao logaritmo, para fazé-lo univalente, lembramos que o argumento de um
namero complexo z # 0 s6 ¢ determinado a menos de multiplos inteiros de 2zn. Seja, pois, 6,
o valor particular do argumento que esteja no intervalo [0, 27), isto €, 0 < 6, < 2m. Entdo, o
argumento genérico ¢ dado por 8 = 8y + 2km, k=0, £1, £2, ... Assim, temos de restringir o
argumento de Z a um intervalo do tipo 2km < 0 < 2(k + 1), k=0, £1, £2, ... para que 0

logaritmo fique bem definido como “funcdo univalente”. Cada valor de k conduz ao que
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chamamos uma determina¢do ou ramo do logaritmo. Denotando com loggz tal ramo,
teremos:

loggz = logr +i6, 2km <6 <2(k+ D).

Costuma-se dizer também que o logaritmo fica “especificado” com um determinado
valor de k. O ponto z= 0 é chamado ponto de ramificagdo de /ogz, justamente porque, quando
um ponto Z descreve um circulo centrado na origem e volta ao ponto inicial, a fungdo /ogz
retorna aumentada de 27i, isto ¢, passa de um de seus ramos ao ramo seguinte.

Com o valor kK = 0 obtemos o que chamamos valor principal, ramo principal, ou
determinacdo principal do logaritmo. Mas convém observar que nada ha de especial na
escolha do intervalo 0 < 6 < 2m para especificar o valor principal.

Podemos tomar 0< 6 <2m, —mr <6 <m, ou qualquer outro intervalo de
comprimento 27, como @ < 0 < a+ 21w (ou a <0 < a + 2m) (Figura 21). Em qualquer
desses casos, a restricgdo do argumento a um intervalo de comprimento 2m introduz
descontinuidades na func¢do /ogz ao longo do raio pela origem e de argumento a. Esse raio ¢
frequentemente designado um corte do plano complexo. Ao considerarmos as restricdes
a<f<a+?2n,a<bO<a+2mroua<b <a+ 2m, dizemos que o plano foi cortado ao

longo do raio z = re'”.

a+2n

Figura 21- Intervalo de comprimento.

Usando as equagdes de Cauchy-Riemann na forma polar, podemos verificar que
qualquer ramo do logaritmo ¢ uma fun¢do analitica em seu dominio (do qual se exclui o raio
que produz o corte, para que o dominio seja um conjunto aberto). Vamos calcular sua

derivada:

dlogz 0 or d logr + i6 4 000 logr +i6

dz "oy lgrFif =m0 ox 00
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o or a0 —-senf ., . .
Substituindo os valores Pyl cosf e Pyl % (ja obtidos anteriormente), efetuando

os calculos e fazendo as simplificagdes, obtemos:

dlogz _ drd logr + i6 4 00 0 logr +i0 1 senr. 1
dz  ox or 0x Iz, T T z'

2.9.1 Propriedades do Logaritmo

A formula

log z1z, =logz;+logz, (2.7)

permanece valida desde que corretamente interpretada. Com efeito, sendo z; = e e
Zy; = rzeiez, temos:

logz, + logz, = logry +1i 6+ 2kym + logr, +1i 0, + 2k,m
= log "y + l[(01 + 92) + Z(klkz)ﬂ:]- (2.8)

onde K; e k» sdo inteiros arbitrarios. Esta tltima expressao é a forma geral de log z,z, , se K
e ky forem independentes um do outro. Neste caso, a Eq. (2.7) é valida com o seguinte
significado: o conjunto dos valores possiveis de log z,z, coincide com o conjunto dos

valores de logz,+logz,.

Se k; e k; ndo forem independentes, como € 0 caso em que z; =z, = Z = rel? e a
formula log z,z, = logz;+logz, se reduz a
logz? = 2logz, (2.9)

entdo o segundo membro de (2.9) se reduz a
logr? +i[ 20 + 2(2k)m]

onde k ¢ arbitrario. Neste caso, qualquer valor do segundo membro de (2.9) é um valor do
primeiro membro, mas ndo reciprocamente.

De forma anéloga, ndo ¢ dificil provar por indugdo que
log z{ ...z, =logz, + - +logz, e logz™ = nlogz.

Esta ultima relagdo, por exemplo, significa que todo valor de nlogz ¢ um valor

possivel de logz™, mas ndo reciprocamente.
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2.9.2 Definicao de z*

Dados os niimeros complexos Z ¢ a, sendo z# 0, definimos Z* pela equagdo
4% — pxlogz, (2.10)
Isto significa que a/og é um dos logaritmos de 2, de sorte que
logz* =« logz + 2kmi, (2.11)

que, para z> 0, o real e k=0, ¢ uma formula familiar do logaritmo real. A definigao (2.10) ¢
entdo uma extensao natural da nogao de poténcia real de nimeros positivos.

Como o logaritmo ¢ uma fung¢do multivalente, z* é, em geral, multivalente, com o
mesmo ponto de ramificagio z = 0 que /ogz. Para evidenciar este fato, seja z = re' =
retBot2km com 0 < 0, < 2m, k=0, =1, +2, .... Substituindo logz = logr + i, + 2kmi
em (2.10), teremos:

7% = X logr+i6, e’ ke § P 7% g2m ke i. (2.12)

onde P(z™) denota o assim chamado valor principal da fung¢do z*, obtido com o valor
principal de /ogz em (2.10). A Eq. (2.12) nos mostra que os possiveis valores z* sdo obtidos
multiplicando-se o valor principal P(z*) pelo fator ™ k* ¢,
Procuremos determinar diferentes valores de k, digamos k e k’, que resultem no
mesmo valor desse fator:
2m ke i 2m koo i

e =e

2r(k=knei = 1 ou seja, (k — k’) a deve ser inteiro: a deve ser

Isto é equivalente a e
racional. Vemos entdo que, sendo oo um niimero (real ou complexo) ndo-racional, a fungdo z*
admite infinitos ramos.

Suponhamos agora que o seja racional, digamos «=Z com p e g primos entre si e
q

~ K2)i .
g > 0. Entdo o fator e FP! assume apenas q valores distintos, dados por k=0, 1, ..., g— 1; e,

em consequéncia, a funcdo

também assume q valores distintos para um mesmo z # 0.
Quando fixamos um ramo do logaritmo em (2.10), z* torna-se uma fungéo univalente

e analitica. Calculamos sua derivada pela regra da cadeia, assim:



eO(logz
Zo< r_— (eoclogZ)/ — eoclogZ(oc lOgZ), —
logz
x e*t0d
— - = e ¥1 logz = Zoc—l
elogz
Em particular,
-7 1 1 1
Z ==z 2=——,
2 2 z

57
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CAPITULO 3
A FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY E APLICACOES
3.1 ARCOS E CONTORNOS

Definicdo 3.1. Definimos arco continuo ou simplesmente arco como um conjunto C de
pontos, dado parametricamente assim:

C=zt =xt +iyt:a <t <bh, (3.1)

onde z t ¢ uma fungdo continua de t — ou, o que € equivalente, x t e y t sdo fungoes

continuas de t, f variando no intervalo [a, b].

A representacdo paramétrica z = z t ordena os pontos de C de acordo com os valores
crescentes de ¢, de forma que C é um conjunto ordenado ou orientado (Figura 22). O mesmo
conjunto com orientagdo oposta € o arco que designamos por — C, e que possui representagdo

paramétricaz; t = z(—t),—b <t < —a.

z(a) C

z(d)

(@) ()

Figura 22- Curva C ¢ Curva—C.

Definicdo 3.2. Chama-se arco de Jordan ou arco simples aquele em que cada ponto z ¢

corresponde a um unico valor de t. Intuitivamente, isto significa que, a medida que f varia de
aaté b, o ponto z t percorre a curva C, passando uma s6 vez por cada um de seus pontos.
Quando o arco ndo € simples, ele contém ao menos um ponto multiplo, assim designado todo
ponto proveniente de dois ou mais valores distintos do pardmetro t:z t; =2z t, , com

t, # t,.
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Definicdo 3.3. Chama-se curva fechada simples ou curva de Jordan a toda curva fechada

cujos pontos, a excegdo das extremidades, sejam todos simples (Figura 23).

z(a)
z(d)

Ponto miiltiple: (a) = z(h) z(a) =z(D)
It )=zt )t #t, Curva Fechada Curva de Jordan

Figura 23- Curva de Jordan.

Exemplo 3.1. A equacdo z=1—it, para 0 < t < 2, representa um arco simples, que € o

segmento [1, 1 — 2/], orientado de 1 para 1 — 21.

Exemplo 3.2. A equagdo z = t? + it, —oo < t < oo, representa a pardbola x = t2, y=t, ou

seja, x= y2, com a orientagdo indicada na Figura 24.

Figura 24- Grafico do exemplo 3.2.

3.2 TEOREMA DE JORDAN E CONECTIVIDADE SIMPLES

De acordo com o chamado teorema de Jordan, toda curva fechada simples C divide o
plano em duas regides, tendo C como fronteira comum, uma das quais, chamada o interior de
C, ¢ limitada. O teorema afirma também que o interior de C possui uma propriedade

adicional, chamada conectividade simples. Intuitivamente, diz-se que uma regido R ¢é
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simplesmente conexa se qualquer curva fechada simples contida em R pode ser deformada
continuamente até reduzir-se a um ponto, sem sair de A. A Figura 25 ilustra duas regides
conexas A ¢ B, das quais A ¢ simplesmente conexa, mas ndo B; esta possui um “buraco” que
destroi a conectividade simples. Chamaremos de multiplamente conexa toda regido conexa

que nao for simplesmente conexa.

Figura 25- Regides simplesmente conexa e multiplamente conexa.

3.3 ARCO REGULAR E CONTORNOS

Definicao 3.4 (Arco Regular). Um arco C parametrizado por z t =x t +iy(t) ¢é dito
regular se z' t =x"t +iy(t), a <t <b existe, € continua ¢ z' t # 0, para todo t €

[a, b].

Com isto, temos a garantia que a curva possui tangente em qualquer um de seus
pontos. O angulo formado pela tangente com o eixo Ox ¢ dado por argz’ t , o qual varia

continuamente com f Mesmo um arco regular pode obter comportamento surpreendente,
: : 1
consideremos, como exemplo, o arco regular dado por z 0 =0, zt = t+lt3sen?,

0 <t < 1. Este arco secciona o eixo Ox numa infinidade de pontos tendo a origem com ponto

de acumulacao (Figura 26).

Figura 26- Arco regular.
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Definicao 3.5 (Contorno). Chamaremos contorno ou caminho a todo arco continuo formado

por um nimero finito de arcos regulares.

Mais precisamente, um contorno C tem representacdo paramétrica dada por uma
funcdo z = z t , continua num intervalo [a, b], unido finita de subintervalos [a;, b;], j=1, ...,
n, tais que a; = a, by = a,, b, = as, ... by = a,, b, = b (Figura 28); e em cada um dos
intervalos abertos [a;, b;] a derivada z' t ¢ continua, diferente de zero e tem limites laterais
finitos e diferentes de zero com t tendendo aos extremos de cada intervalo por valores
interiores a ele, limites esses que coincidem com z' a;j + e z' b; — , respectivamente. Isto
significa que z' t ¢ funcdo seccionalmente continua no intervalo [a, b] (é seccionalmente
continua sobre um intervalo [a, b] fechado e limitado, se ela ¢ continua no interior de um
numero finito de subintervalos de [a, b], exceto possivelmente em um conjunto finito de
pontos, onde a fungao f deve ter limites laterais a esquerda e a direita, sendo que a diferenca

entre esses dois limites laterais em cada ponto deve sempre ser finita) (Figura 27).

4 .. & b

K

8
N
R

oA

e L

i(b)

Figura 27- Contorno.

3.4 INTEGRAL DE CONTORNO

Seja Ft =U t +iV(t) uma fungdo continua da variavel real t num intervalo [a, b]. Sua
integral é definida em termos das integrais das funcdes reais U e V, mediante a expressao

b b b
Ftdt= Utdt+i Vtdt. (3.2)

a a a
Desta definicdo seguem as propriedades as seguintes propriedades:

b b b
1.Re Ftdt= Utdt= Re Ft dt

a a a
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b b b
2Im Ftdt= Vitdt= 1Im Ft dt
a a a
b b b
3. Ft +Gt)dt= Ftdt+ Gtdt;
a a a
b b
4, cF(t)dt =c F t dt; onde c é uma constante.
a a
b b
5. Ftdt < |Ft|dt
a a

~ . . b ; ,
Demonstracao do item 5. Observamos primeiro que  F t dt ¢ um nimero complexo e

: . b ; b
assim podemos escrevé-lo em sua forma polar  F t dt =re'® onde r = G F tdt.

Multiplicando ambos os lados da tiltima equagdo por e ~*, obtemos:

b b
r=e® Ftdt= e 9F tdt Item 4 .

a a

. . b _; b —
Como r ¢é real, r = Rer, ou seja, r =Re _e™™F t dt = _Re[e™F t |dt, onde
usamos o Item 1. Considerando que, para qualquer complexo, vale a relagdo Rez < |z| entdo

-0

o integrando é Re e™®F t < e™®F t = |F t | para todo t, pois e~ ¢ um complexo

com valor absoluto igual a 1. Concluimos que :F tdt =r< ; |F t dt]. e

3.5 INTEGRAL CURVILINEA OU DE CONTORNO

Seja C um contorno qualquer e f = u + iv uma fung¢do continua em C. Usando a

representagdo de contorno C,z =z t ,a < t < b, definimos

b
fzdz= f z(t) Z(t)de, (3.3)
C a

onde

fz(t) z' t = ux(t),yt) +iv x(t),y(t) x'(t)+iy'(t)
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uxt,yt xX'—vxt,yt y't +
iluxt,yt y't +vxt,yt x't

= U(t) +iV(t),

isto €, o segundo membro em (3.3) ¢ uma integral do tipo (3.2), com

Ut =ulxt,yt)x't —v(xt,yt)y't,

Vit =u(xt,yt)y't +v(xt,yt)x't.

3.6 TEOREMA DE CAUCHY

Iremos agora estudar o teorema de Cauchy. Para isso, comegaremos com uma
recordacdo do teorema de Green ou teorema da divergéncia no plano.

Quando tratarmos de integrais sobre contornos fechados, teremos de distinguir entre as
duas orientagdes possiveis do contorno, uma das quais ¢ escolhida como a orientagdo positiva.
Nao vamos nos ocupar de como a nocdo de orientagdo positiva pode ser introduzida
rigorosamente sem apelo a intuicdo geométrica. O importante aqui € acentuar que isto pode
ser feito, e que, em consequéncia, dado um contorno fechado simples C, de representagdo
paramétrica z =z t , a <t < b, a ideia de que C esta orientado positivamente corresponde
exatamente ao fato intuitivo de que, para z interior a C, o argumento de z t — z, cresce de
2n com t variando de t = a a t = b. Em linguagem sugestiva, um observador localizado em
z t percorrera o contorno C de maneira a deixar o interior de C sempre a sua esquerda
(Figura 28).

z(, a) =z(b)

Figura 28- Teorema de Cauchy.
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Teorema 3.1 (Green). Sejam P(x,y) e Q(x,y) func¢des definidas numa regido simplesmente
conexa R, com derivadas primeiras continuas. Entdo, para qualquer contorno fechado simples

Cem R,

AL dxd Pdx + Qd
——— dxdy = X ,
rm Ox 0Jy Y c Y

onde R’ ¢ a regido interior a C.

Note que a integracdo do segundo membro significa integragdo no sentido positivo do
percurso sobre C. Denotando com t = (t,,t,) o vetor tangente a C num ponto (x,y), com
N= (MxMy) O vetor unitdrio normal exterior e com dS o elemento de arco, entdo,

dx,dy =tds e dy,—dx =nds (Figura 29). Pondo entdo F = (Q,—P), a formula

anterior assume a seguinte forma:

div F dxdy = F.nds,
Ry C

que ¢ uma forma familiar do teorema da divergéncia.

Figura 29- Teorema de Green.

Teorema 3.2 (Cauchy). Seja f uma fungdo analitica numa regido simplesmente conexa R.

Entao,

fzdz=0
c

para todo contorno fechado C contido em R.
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O teorema de Cauchy, na primeira formula¢ao, pode ser demonstrado facilmente com
a ajuda do teorema de Green, supondo que a derivada f” seja continua em R.

De fato, com a notagdo z = x + iy, f = u + iv, temos:

z dz = udx—vdy+i vdx+udy =
y Yy
o c

=— vy +uy, dxdy +i Uy — vy, dxdy.
RI RII

Mas v, +u, = u,— v, =0, pelas equagdes de Cauchy-Riemann, donde segue o

Teorema 3.2.

Observacao 3.1. Foi o matematico francés Edouard Goursat (1858-1936) quem descobriu
que o teorema anterior pode ser demonstrado sem a hipotese de que f” seja continua. Neste
caso, a demonstracdo requer um tratamento bem mais extenso e nao sera abordado aqui. Por
causa dessa demonstracdo de Goursat, o teorema ¢ também conhecido como “teorema de

Cauchy-Goursat™.

Teorema 3.3. Seja f uma fungdo analitica numa regido simplesmente conexa A. Entdo, a
integral de f ao longo de um contorno ligando zy a z s6 depende destes pontos, ¢ nao do

contorno de integracao.

Vamos verificar que os Teoremas 3.2 e 3.3 sdo equivalentes. De fato, suponhamos que
o Teorema 3.2 seja verdadeiro e sejam C; e C, dois contornos arbitrarios em R, ligando 2, a z

(Figura 30). Entdo, C; U (- G;) € um contorno fechado em R, logo,

0= fzdz= fzdz— f zdz
C,U(=Cy) ¢ C2

ou seja,

fzdz= f zdz

G C;

Isto prova o Teorema 3.3.
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Zy

Figura 30- Contornos arbitrarios de R.

Suponhamos agora que o Teorema 3.3 seja verdadeiro e seja C um contorno fechado
em R. Tomando dois pontos z, a z, em C, obtemos os contornos C; de zpa z1 ¢ C, de 71 a 2,

(Figura 31). Pelo Teorema 3.3,

fzdz=— [ z dz
(o) C,

donde

fzdz= fzdz+ fzdz=0.
Cc C1 C;

Isto prova o Teorema 3.2.

G

Figura 31- Contorno C como unido de dois contornos.

Teorema 3.4. Seja f uma fung@o analitica numa regido simplesmente conexa R. Entdo, a
forma geral da primitiva de f¢é dada por

z

Fz = fldi+C, (3.4)

Z

onde z, ¢ um ponto qualquer de R, porém fixo, C ¢ uma constante arbitraria e a integracdo é

feita ao longo de qualquer contorno de R, ligando 2z, a z.
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Demonstragao. Observamos, de inicio, que a integral (3.4) esta bem definida, pois, de fato,
ela ndo depende do caminho de integracao.

Vamos provar que F ¢ analitica em R e que F’ = f. Temos (Figura 32):

z+h z z+h
Fz+h —F 2z = fqdi— f¢dl= f ¢ dq
Pondo f { =f z +n(z (), obtemos:
Fz+h —Fz 1 z+h 4
b SR L X T
1 zZ+h
=fz +Z n(z, {)dd.

Z

Como f¢é continua, dado € > 0, existe & > 0 tal que

nz,{ =f{—fz <& para (—z <.

Fazendo entdo |h| < d e integrando ao longo do segmento [z, Z + h], teremos:

Fz+h —F z 1 zth
A —f(2) =m n(z,¢)d{
Z
1 Z+h € Z+h
ST TlZ,( |d(|<T |d(|:€.
Z

z

Isto prova que F ¢ analitica e que F’ = f; logo F é uma primitiva de f.

%0

Figura 32- Representag@o do contorno de za z + h.
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Falta mostrar que toda primitiva é da forma (3.4). Para isso, se G ¢ uma primitiva

qualquer, teremos:

d ? d *
EGz—ZOde( =Gz—d—zzof6d€=fz—fz=0-

~ ~ z . ,
Entdo, a fun¢do G z — z f ¢ d{, tendo derivada nula, é constante, donde segue-se que

(3.4) ¢ a forma geral das primitivas de f. e

Observacao 3.2. Deste teorema segue imediatamente que a integral de f ao longo de um
caminho ligando 7, a z; ¢ dada por
A
fzdz=F zy —F z,,
Zo
onde F ¢ uma primitiva qualquer de f. Essa diferenga, F z; — F z, , é a variagdo de F ao

longo do caminho C e também costuma ser denotada com o simbolo [F(2)]C. Assim,

fzdz=F zy —F zy = F z C.
c

Em se tratando de um contorno fechado que seja um circulo de centro z, e raio r, a

integral sobre C costuma ser denotada com os simbolos

fzdz e f z dz,

|z=zo|=7 |z=zo|=T

ficando subentendido que o contorno tem orientagdo positiva.
Vemos entdo que o céalculo de uma integral curvilinea de uma funcdo analitica ¢
equivalente ao calculo de uma primitiva da funcdo. Este resultado e o teorema seguinte sdo de

importancia fundamental no célculo das integrais de contorno.

Teorema 3.5. Sejam Gy, Ci, ..., C, contornos fechados simples, tais que Ci, ..., C, jazem no
interior de Gy e sdo dois a dois exteriores um ao outro (Figura 33). Suponhamos que a regido
compreendida entre Gy ¢ Ci, ..., Cp, juntamente com esses contornos, esteja contida numa

regido de analiticidade de uma fungao f. Entdo,



fzdz= fzdz+-+

Co C, Cn

desde que os contornos tenham todos a mesma orientagao.

Demonstra¢ao. Vamos introduzir cortes Ly e — Ly, L e — L, ..

..., Cp, respectivamente, todos contidos em R (Figura 33).

¢

OO

f z dz,

@,

Figura 33- Representagdo do Teorema 3.4.
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., Lhne — Ly, ligando Gy a C, C,,

O contorno que assim obtemos, Co U L U (—C) U (- L)) VU ..U L,U (- Cp) U (- Lp), envolve

uma regido simplesmente conexa, de forma que a integral de fao longo dele deve ser nula.

Observando que as integrais ao longo de L; e — Ly, L, e — Ly, ..., Ly e — L, cancelam aos pares,

obtemos:

donde

fzdz= fzdz+ fzdz+..

Co G &

Em particular, quando n= 1, temos:

fzdz= f z dz

Co €1

Neste caso, dizemos que estamos deformando o caminho de integracdao Cy no caminho

Ci.
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3.7 A FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

A formula integral de Cauchy ¢ instrumento basico no estudo das fungdes analiticas.
Ela revela, de imediato, alguns resultados surpreendentes e de importancia fundamental. Por
exemplo, uma simples inspe¢ao dessa formula nos mostra que basta o conhecimento de fnos
pontos ¢ do contorno C para que possamos calcular f em qualquer ponto z do interior de C.
Isto ja nos diz que a condic@o de analiticidade ¢ muito restritiva: os valores da fungdo festdo
todos interligados e ndo podem ser alterados, seja numa regido, ao longo de arcos ou mesmo

em conjuntos mais restritos de pontos, sem que isto viole a condigao de analiticidade.

Teorema 3.6 (Formula Integral de Cauchy). Seja f uma fungdo analitica numa regido

simplesmente conexa R. Entdo,

P S i

C2mi o, (—z

dd,

onde z € R e C ¢ qualquer contorno fechado simples de R, que envolve z uma vez no sentido

positivo e cujo interior esta todo contido em R.

Demonstracao. Seja 6 > 0 tal que o disco | { — 2] <3 ndo contenha pontos de C, como ilustra a
Figura 34. Designando por C;s o contorno desse disco, o Teorema 3.4 permite escrever:
() ()

dc =
cf_Z( caz_Z

dq.

Vamos escrever esta ultima integral como soma de duas outras, de acordo com a
decomposi¢ao
f¢=fz+f¢—fz;

assim obtemos:

@ e p, K Sz

c (—z C(g(—Z Cs {—z
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Figura 34- Formula integral de Cauchy.

A primeira integral do segundo membro ¢ 2mi, como ja vimos; portanto,

[0 LolZy (35)

2mif z =
f C (_Z Cs (_Z

Esta tltima integral também ¢é zero. De fato, como f ¢ continua, dado € > 0, podemos

tomar o tdo pequeno que

1{-2<6 |f{ —fzl<e
Nestas condigdes,

- - €
Md( < Mld{ls_ d( =27T€.
Cs ( —Z Cs ( —Z 6 Cs
Portanto, a integral sobre Cs em (3.5) tem limite zero com 6§ — 0, limite este que é o

proprio valor da integral. Isto completa a demonstrag@o do teorema. e
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CAPITULO 4
APLICACOES
4.1 DERIVADAS DE TODAS AS ORDENS

Como importante consequéncia da formula de Cauchy, vamos provar agora que uma

fungdo analitica possui derivadas de todas as ordens.

Teorema 4.1. Uma fungdo analitica numa regido R possui derivadas de todas as ordens, as
quais, por sua vez, sao também analiticas em R e podem ser obtidas da formula de Cauchy por

derivagdo sob o sinal de integracao.

Demonstragdo. Sejam z um ponto qualquer e R ¢ C um contorno fechado simples todo
contido em R, cujo interior seja simplesmente conexo, contenha o ponto Z e esteja todo

contido em R. Vale entdo a formula de Cauchy:

1 f(©)

fz dd.

Admitindo, por um momento, a derivacdo sob o sinal de integragdo, ¢ derivando

sucessivamente, obtemos:

f¢

2ni o (—2z 2

f'(2) = dg,

2!
f() = -

2ni o (—2z3

d¢;

e, em geral,

n _n! fq
U T 2mi (—z”“d('

onde n € um inteiro positivo qualquer.
Essas formulas, depois de demonstradas, ndo so estabelecerdo o resultado desejado
como nos dardo ainda expressdes para as derivadas de fem termos de seus valores sobre C.

Para demonstrar a formula da primeira derivada f°, devemos mostrar que
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_fz+h —f() f3
S

tende a zero com h — 0. Para isso usaremos a formula de Cauchy da fungao f:

1 h
T O TSI

_ 1 f<
2mi . (—z2((—z—h)

dq.

Como z¢C e C é um conjunto (topologicamente) fechado, um resultado elementar de
topologia métrica garante que existe uma vizinhanga de z, de raio d, que ndo contém pontos
de C, como ilustra a Figura 35. Em outras palavras, | { —z | > d pra todo { € C; e tomando

h < %, teremos também: |(—z—h |>|{—2z|— h > %. Daqui e da expressdo anterior de

F, obtemos:

C

Figura 35- Vizinhanga z de raio d que néo contém pontos de C.

Finalmente, sejam L o comprimento de C e M = maxzc|f { | (este maximo existe
por ser f fung@o continua sobre o conjunto limitado e fechado C). Entdo, F < |h| %. Isto

prova que f — 0 com h — 0 e conclui a demonstragdo do teorema no que diz respeito a
derivada /.
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Resta provar a segunda parte do teorema, referente as derivadas f ”, com n > 1.
Faremos isto provando um resultado mais geral, objeto do teorema seguinte, que contém,

como corolario, o teorema anterior.

Teorema 4.2. Sejam C um caminho qualquer, fechado ou ndo, g(2) uma fungdo definida e

continua para z € C, e num inteiro positivo. Entdo, a fungdo

g
c ¢—z™n

fz = d¢

¢ regular em todo ponto z3 C, e possui derivada dada por

g <

fl'z =n 7?::;Z:Td6

C

Demonstragao. Sendo F como antes, a formula que define a fungdo fnos da:

F= Ggdi (3.6)
c

onde
1 1 n

1
h (—z—hn_ (—z" {—z "t

G =

Vamos mostrar que podemos fazer esse G arbitrariamente pequeno, desde que |h| seja

feito suficientemente pequeno. Por conveniéncia, pomos a = { —z—h e b = { — z. Entdo,

1 1 1 n b — gt n
R at bt bl p—q anht L

A demonstragdo no caso n=1 ¢ idéntica a que fizemos anteriormente para a funcao f’.

Portanto, a partir de agora suporemos n> 2. Entao,

a® b +a* b2+ -+ ab™ 1 + b — na®
anbn+1

a" (b —a) + a"2(b> — a?) + - + a(b"" — a™™) + (" — a")
anpnti '
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Como na demonstragdo anterior, existe uma vizinhanca de z, de raio d, que ndo
contém pontos de C (Figura 35). E tomando h < %, teremos |( —z |>de|{—z—h|> %.

Daqui e da expressao anterior de G, obtemos:

n

G <

< i a**'b—a + a"? b —a® +- (B"—a") .

O importante a observar agora ¢ que a expressao entre colchetes que ai aparece contém

fator comum |b — a| = |h|; o outro fator é limitado por uma constante k que nao depende de

k
azmn+1)’

{€C e de h Assim, G <2"1|h|

Agora ¢ sO levar esta estimativa em (3.6) e

. ~ . . [
terminar a demonstragdo como no caso ja tratado anteriormente.

4.2 TEOREMA DE MORERA

Teorema 4.3. (Morera). Seja fuma fungdo continua numa regido R, tal que

f(z)dz=0
c

para todo contorno fechado € c R. Entao f ¢ analitica em R.

Demonstragao. Seja z, um ponto qualquer de R, porém fixo. A expressdo

z

Fz= f{d

Zo
independe do caminho de integragdo. Como a demonstragdo do Teorema 3.4, F ¢ uma fungao
analitica em R e sua derivada ¢ a funcdo F’ = f. Pelo Teorema 3.7, F’ também ¢ analitica em

R, o que completa a demonstracao. .

E interessante observar que esta demonstracdo baseia-se inteiramente no teorema de

Cauchy. Em outras palavras, a reciproca do teorema de Cauchy é consequéncia dele mesmo!
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4.3 TEOREMA DE LIOUVILLE

Teorema 4.4 (Liouville). Uma fun¢ao inteira (isto ¢, analitica em todo o plano) ¢ limitada ¢

necessariamente constante.

Demonstracao. Seja fa referida fungdo, e M uma constante tal que F z < M para todo z. De

acordo com a férmula integral da derivada,

f3

2ni o (—2z?2

f'(2) = dq,

onde z ¢ um ponto qualquer ¢ C um contorno arbitrario envolvendo z uma vez no sentido

positivo. Em particular, tomando para C o circulo | { — z | = r, obtemos:

1 f ¢ M o
27 oogy=p|C— 212 7 T 2002 2, T

If" z | <

Como r ¢ arbitrario, fazendo r — =, obtemos f’ z = 0; isto sendo verdade para todo

Z, concluimos que f¢é constante, como queriamos demonstrar. e

4.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DE ALGEBRA

O teorema de Liouville permite fazer uma demonstracdo simples do teorema

fundamental da Algebra.

Teorema 4.5 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polindmio de grau n> 1 possui ao

menos uma raiz.

Demonstracéo. Scja

P=a,z"+ a,—1z" 1+ -+ ayz + a,,

onde n>1 e a, # 0. Suponhamos, por absurdo, que P ndo se anule, de forma que

1 1
fz=5—=

Pz az"+a1z2"t+-+az+a,
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¢ uma fun¢do inteira. Como f z — 0 com Z — == ¢ f ¢é continua, portanto, limitada em
qualquer parte finita do plano, concluimos que f ¢ limitada em todo o plano. Pelo teorema de
Liouville segue-se, entdo, que f ¢ constante, o que acarreta que P z também ¢é constante.
Logo, f ¢ identicamente nula (pois ¢é igual a seu limite no infinito). Isto é absurdo, visto que

P z ¢ finito para todo z, donde a veracidade do teorema.
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