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Resumo

Diante do teorema, ”Seja F : D € R® — R”, (n = 2 ou 3) um campo vetorial de
classe C'. Se F' é conservativo, entdo rotF = 0. O trabalho tem o ob jetivo de responder
quais as condig¢oes sobre o dominio D de um campo vetorial F:DcCR'— R"
com n = 2 ou n = 3 tal que seja verdadeira a reciproca do teorema mencionado
anteriormente. Veremos que, a reciproca do teorema é verdadeira apenas quando tomar
o dominio D sendo simplesmente conexo. Em seguida, conclui-se o trabalho com a

demonstracao bem detalhada do Teorema das Quatro Equivaléncias.

Palavras-chave: Teorema das Quatro Equivaléncias, Rotacional Nulo, Campo

Conservativo, Dominio Simplesmente Conexo.



Abstract

Toward this theorem that say: Let F: D € R” — R", (n = 2 ou 3) a vector
field of class C. If F is conservative, then rotF' = 0. The work has the purpose of
answering in conditions on the D domain of a vector field F: D C R* — R" with
n = 2 or n = 3 such that the reciprocal of the theorem mentioned is true. We will
see that the reciprocal of the Theorem is true only when to take this D domain if it
is simply connected. Next, the work is conclude with a detailed demonstration of the

Four Equivalence Theorem.

Keywords: Four Equivalence Theorem, Null Rotational, Field Conservative,

Simply Connected.
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Introducao

O presente trabalho tem como objetivo central abordar conceitos, definicoes, teoremas,
propriedades e exemplos, com intuito de facilitar o entendimento de uma pequena parte da
Matematica que estuda o Calculo Diferencial Vetorial, assunto este tao importante e aplicado

de forma macica em Fisica.

Com a parte preliminar sobre o assunto presente neste trabalho, sera estudado, de forma
simples e detalhada, cada processo necessario para que o leitor possa conseguir assimilar os
principais requisitos que se relacionam com integracoes sobre campos vetoriais conservativos.
No decorrer do trabalho serao apresentadas definicoes importantissimas sobre assuntos direta-
mente relacionados a Fisica, como trabalho realizado por uma particula ao mover-se sobre uma
curva em um intervalo de tempo e também sobre fluxo e escoamento de fluidos. Faremos as
demonstracoes dos teoremas e visualizacoes de ilustragoes de forma clara. Também nao poderia
ficar de fora um importante teorema, chamado de Teorema de Green, nome este em home-
nagem ao matemaético e fisico o inglés George Green (1793 — 1841). Este teorema transforma
uma integral de linha sobre uma fronteira em uma integral dupla sobre uma regiao, facilitando
assim os célculos a serem efetuados, claro que, com condigoes necessérias para que se possa ser

feita tal transformacao.

Por fim, serd mostrado condigdes necessarias para que possam valer a volta de um teorema
sobre todo campo vetorial conservativo possuir rotacional nulo. Logo estas condi¢oes serao
necessarias para serem ditas campos vetoriais definidos sobre conjuntos simplesmente conexos,

se o rotacional for nulo, entao o campo vetorial é conservativo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sera introduzido alguns conceitos e defini¢oes importantes que serao uteis
no decorrer de todo o trabalho para um melhor entendimento do que se desenrolar-se-a no
decorrer do mesmo, com isso possa ter uma maior clareza com as demonstracoes necessarias
dos principais teoremas. Tais conteudos sao de suma importancia para o estudo do Teorema

das Quatro Equivaléncia no Plano e no Espaco.

1.1 Produto Escalar e Produto Vetorial

Definicao 1.1 (Produto Escalar). Sejam @ = (uy, us, u3) e ¥ = (vq,v2,v3) vetores quaisquer

pertencentes ao R® . Define-se produto escalar ou produto interno de dois vetores como sendo
3
<’Zj:7 17> = U1V1 + U2Vs + U3V3 = E U;V;,
i=1

associando-se assim um unico numero real para cada par de vetores, também pode-se encontrar

em alguns livros a notagao u - v.

1.1.1 Propriedades:

Para todo i, ¥ e @ vetores do R? e para a € R temos que



D4 Sendo @ = (uy,us,us) entao definisse o seguinte ntimero ||| = v/u? + u% + u2 cha-
1 3 T Uz

mado norma de "norma @’ .

3—» — g 2—» - g
Exemplo 1.1. Dados u = 5@ +2j+5k ev= §Z + 35 — 1k.

2
Solugao: Temos que (ﬁ,U)25-2—1—2-3—1—5-(—1):14—6—5:2.

Definigao 1.2 (Produto Vetorial). Sejam @ = (u1,ug, us) e 0 = (v1, v, v3) vetores quaisquer
pertencentes ao R®. Dizemos que o produto vetorial @ X U é um vetor dado pelo determinante,

- — -

gk
Uuxv=det| u us us = (ugusg — U3UQ)Z+ (uzvy — u1v3)j+ (ugvy — UQU]_)E.
V1 Uy Us

3%x3
Exemplo 1.2. Dados @ = 2i + 3] + 4k e T =30 + 27 + k.

Solugao: Temos que

i j ok
Uxv=det | 2 3 4 — (3i412)+4k)— (6i+87+2k) = (3—8)i+(12—2)j+(4—6)k = (—5i+12j—2k).
321

1.2 Curvas

Tem-se que uma particula ao mover-se no espago no decorrer de um intervalo de tempo

I, as equacoes = = f(t),y = g(t) e z = h(t), t € I fornecerao as coordenadas desta particula,

/

0L Par.e0.h(v)

formando assim uma curva C.

X

Figura 1.1: Vetor posi¢ao 7 de uma particula em movimento no espago em fungao do tempo.

14



Definigao 1.3 (Curva). Uma curva C é a trajetoria (caminho) de uma particula formada
pelos pontos (x,y,z) = (f(t),g(t),h(t)) comt € I, onde I é o intervalo de tempo e f(t),g(t) e

h(t) sao as fungoes componentes. Podendo ser representadas na forma vetorial

Figura 1.2: Exemplo curva: hélice superior 7 = costi + sentj + tk e caso onde z = h(t) = 0.

Definicao 1.4 (Derivadas). Uma curva C (funcio vetorial) dada por 7(t) = f(t)i + g(t)] +
h(t)k ¢ derivdvel se 7(t) for derivdvel em todos os pontos de seu dominio, ou seja, se f(t), g(t)
e h(t) tém derivadas em t. Dada por

di  df. dg- dh-
o at Tt

Observagao 1.1. Caso f(t), g(t) e h(t) possuirem derivadas primeiras continuas que nao
sejam simultaneamente O dizemos que a curva € lisa ou suave.
1.2.1 Regras de derivacao para funcgoes vetoriais:

Sejam u e v fungoes vetoriais derivaveis em ¢t € I, @ um vetor constante, & € R qualquer

escalar e f(t) qualquer funcao escalar derivavel, vale:

(r1) Regra da funcao constante:
d a=0
dt~
(ra) Regra da multiplicagdo por um escalar:
d du(t)

o a(t)] = a2

15



Lpe)-ate) = L ) + pe) - 220
(r3) Regra da soma: . ﬁ P
() + 5(0)] = =+
Ljitt) — (0] = i(e) + (o) = o 4 (400, _ A 4G,
(r4)  Regra do produto escalar:
d di(t) di(t)

(r5) Regra do produto vetorial:
d . Lo du(t) du(t)
o [(t) x 9(t)] = o X U(t) + u(t) x o

(r¢) Regra da cadeia:

d . _ ) da(f(#)
SlfO) = == —7—

Definigao 1.5 (Curva parametrizada diferenciavel). Uma curva parametrizada diferencidvel
¢ uma fungao vetorial localmente injetiva, continuamente diferencidvel o : I C R — R™ (n = 2
ou 3) de classe C*. A varidvel t € I é chamado de parametro da curva e o subconjunto do R"

dos pontos a(t) € o trago da curva.

Exemplo 1.3. Sejam C' a circunferéncia z*> + y* = a*, a > 0 e P = (z,y) € C. Sejat em

radianos entre o eixo positivo x e a semi reta OP.

yu
a
])
a §y
¢ 7
of «x X

2 2 2
X ty=a

Figura 1.3: Circunferéncia 2% + 3> = a>.

Observe que enquanto t aumenta de 0 a 2w, o ponto P = (z,y) = (acost,asint) se move

sobre C' no sentido anti-hordrio partindo do ponto (a,0). Portanto, uma parametriza¢io de C

16



QN

o1(t) = (acost,asint),0 <t < 2.

Podemos ver também que o9(t) = (asint,acost),0 < t < 27w, onde o ponto P(x,y) se

move sobre C' no sentido hordrio, também é uma parametrizacao de C.

Definigao 1.6 (Vetor Tangente). Se «: [ C R — R"(n = 2 ou 3) € uma curva parametri-

zada diferencidvel a(t) = (f(t), g(t), h(t)),t € R define-se o vetor tangente como sendo

da (df(t) dg (1) dh(t))

a - \“at a0 dt

Definicao 1.7 (Curva Regular). Uma curva o : I C R — R" € dita regular se for dife-

renciavel de classe Cy e se

da
— Vtel.
a7 OvtE

Algumas curvas e suas parametrizacoes:

Pode-se ver a sequir, alguns exemplos de curvas e suas respectivas parametrizacoes.

Reta: definida por um ponto Py conhecido da reta e um vetor w. Uma paramelrizacdo é:

a(t) = Py +ti, t € R.

Circunferéncia: definida por: (x — 2¢)? + (y — y0)? = a*,a > 0. Uma paramelrizacao é:

a(t) = (xo +acost,yo +asint),0 <t < 2.

)2 2
Elipse: definida por: (z Q:CO) + € b2y0) =1,a# 0 e b# 0. Uma parametrizagdo é:
a

at) = (rg +acost,yy + bsint),0 < ¢ < 2.

)2 2
Hipérbole: definida por: (@ 21‘0) — € beO) =1,a# 0 e b# 0. Uma parametrizacao é:
a

a(t) = (zo+acsct,yo + beott), 0 <t < 2.

17



1.3 Campo Escalar

Uma fungao real f definida em um certo conjunto do plano xy assume seu valor no ponto
(x,y) em um numero real designado por f(z,y). Com frequéncia convém usar a notagao vetorial
e escreve-se f(X) no lugar de f(z,y), onde usa-se X representa o vetor que une a origem ao

ponto (x,y). Neste caso, se diz que f uma funcao escalar ou campo escalar.

Definicao 1.8. Um campo escalar € uma fun¢ao cujo dominio € um subconjunto do R™ n > 1
e cujo contradominio é R, isto €, f: D C R" — R, tal que a cada n-upla de D, f associa um

unico numero real.

Exemplo 1.4. Dada f(z,y,2) =In(l+x +y — z), o seu dominio € o conjunto D = {(z,y) €
Rz +y—2z+1>0} e a sua imagem é R.

1.4 Campos Vetoriais

Quando estuda-se fenomenos fisicos, onde tais fenomenos sao representados por vetores,
usa-se integrais sobre caminhos através de campos vetoriais. Tais campos vetoriais sao uteis

para representar campos de forca, campos de velocidades, campos elétricos de fluxo de fluidos.

Definicao 1.9. Sejam P,Q e R funcoes reais de x,y e z, definidas em D C R3. Temos que a
fungdo vetorial F: D C R3 — R® definida por:

—

F(z,y,2) = (P(2,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,2)) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k,

¢ chamada de campo vetorial definido em D C R3. Pode-se encontrar, também, outra notacdo

—

Fa,y,2) = (P,Q, R).

Observacao 1.2. Dizemos que o campo vetorial F ¢ continuo de classe C*, k € N* ou C™ se as

fungoes componentes (P,Q) ou (P,Q, R) sao continuas, de classe C*ou C*, respectivamente.

1.5 Integrais de Linha de Campo Escalar

Integrais de Linha sao de suma importancia tanto em matemética pura como também
em matematica aplicada. Usa-se integrais de linha para tratar de problemas relacionados a

massas de hastes ou cabos finos ao longo de uma curva no plano ou no espaco. Trata também

18



(x,y)

M

Figura 1.4: Campo Vetorial no R? e R3.

de problemas relacionados a trabalho, energia potencial, fluxo e circulacao de fluidos por uma

superficie e outras questoes fisicas onde estuda-se o comportamento de um vetor ou campo

/a ().

se generaliza em outra dire¢do onde intervalo [a, b] é agora uma curva. Essas integrais agora séo

vetorial sobre uma curva. A integral

chamadas integrais de linha, embora ”integrais de curva” seja uma nomenclatura mais prética

disseminada em alguns autores.

Definigao 1.10 (Integral similar & uma integral definida.). Sejam dados um campo es-
calar em R? ou uma funcdo real de trés varidveis f : R3 — R e uma curva C em R, dada

por:

ﬂ:t()

Figura 1.5: Subintervalos [t;_1,t;] aplicados na fungao gerando sub-arcos a([t;_1,%;]).

Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos I;, i = 1,2, ...,n de mesmo comprimento At =
b—a

. Logo a curva C fica dividida em n subarcos Agy, Asa, ..., Agn onde Ay ~|| o/ (tF) || At

19



para algum t7 € 1;. Tendo assim a soma

Zf M@EH ) || /() || At.

Definindo a integral de linha de f sobre C por

/fds—/fxy, ds—hme N (&) || At,

se o limite existir.

Observacoes:
L. Se f é continua entao o limite existe e portanto
/?x% @—/f DI a'(e) |l
sabendo que a'(t) = (2/(8), y(£), /(1)) e | (1) ||= /&0 T
logo,

| st ds - / Flal®) || a'(t) | dt = / Falt) v/ ZEE Ty + 7 (.

II. Se f(z,y) é uma funcao continua em R? e C' uma curva em R, dada por a(t) =

(z(t),y(t)),t € [a,b], com « de classe C', entao
[ s = [ st o)t = [ tato) TR
IT1. Se f(z,y,2) =1 ou f(z,y) =1, entdo

/ ds = / f(z,y,z) ds = Comprimento do arco.

/C\A
1

Figura 1.6: Sentindo adotado pela curva.

20



V. A integral de linha de um campo escalar f, nao depende da parametrizacao de C' e

nem de sua orientacao, isto é, denotando por C~ a curva percorrida em outro sentido,

/Cfds - /fds.

V. Se C' é uma curva dada por uma parametrizacao « : [a, b — R", (n = 2 ou 3), C' por

entao

partes, isto é, a é continua e existe uma partigao
a=1ty <ty <ty<ts3<..<t,=0bé€]lalb],

de modo que a; = « |[ #; € de classe C' 1 < i < n entao

ti—1,

/Cfds — ;/@ fds,onde C; = a;([ti_1, 1)),

/Cfds=/01fds—|—/02fds+/o fds+---—|—/nfds.

Observagao 1.3. Para integrar uma func¢ao continua B(x,y, z) sobre uma curva C necessita-

ou seja

MOS SEqUIT 0§ SEqUINLES PAsSOs.

Passo 1: Encontre uma parametrizacao suave de C.

Passo 2: Calcule
b
/ Bla,y,=)ds = / BUF(E), g(t), h(8)) || & '(2) | dt.
C a

Exemplo 1.5. Calcule /(a:y +y + 2)ds ao longo da curva 7(t) = 2ti + tj + (2 — 2t)k, com
c
0<t< 1.

Solugdo: Tendo 7(t) = 2ti +t] + (2 — 20)k, com 0 < t < 1 wma parametrizagdo, entdo

dr

- =7'(t)= %+ j — 2k,

donde seque que,

| 7/(8) |l= V2 + 12+ (<22 =VA+1+4=/9=3.

21



Sabendo que ds =|| /() || dt entdo ds = 3dt. Dai,

/ f(z,y,2)ds =
c

(xy +y+ 2)ds

S~

[ty

(2tt + ¢ + (2 — 2t))3dt

(2t* — t +2)3dt

—_

(6t — 3t + 6)dt

2|
-

Il
:\ﬁc\

w| 2
3

I
— 00
N’loo I /;\A
o w
l\DIOJ

Exemplo 1.6. Calcule /(x +V4y)ds, onde C ¢ o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
c
Solugao: Seja o grdfico do triangulo de vértices O(0,0), A(0,1) e B(1,0) representado na Fi-

gura 1.7. As parametrizacoes sao:

c|] \&

(01 0) C] ('0, 1) VX

Figura 1.7: Triangulo delimitado pelos pontos (0,0), (0,1) e (1,0).

C = 0<t<1

assim 7(t) = (,0) entdo ¥ '(t) = (1,0) e || 7'(t) |= VIZ+ 02 = v/1 = 1 dai ds = 1dt, logo

1
5

/Cl(:c+\/1y)ds=/1(t+\/ZO)ldt:/ tdt—g

0 0

0

22



Para a curva Cy temos,

Cy = 0<t<1

assim 7(t) = (1 —t,t) entdo 7'(t) = (=1,1) e || 7'(t) |= /(12 + 12 = /2 dai ds = \/2dt,
logo

/(x+\/1y)ds:/1(1—t+x/Zt)\/§dt:/1(1—t+2t)\/§dt:
Co 0 0
:/1(1+t)\/§dt= <\/§t+ ﬁﬁ) _3v2

0 2 2

0

Para a curva Cs temos,

assim 7(t) = (0,t) entdo 7'(t) = (0,1) e || 7'(t) |= V02 + 12 = /1 =1 dai ds = 1dt, logo

1
1 1
/ (z + Vy)ds = / (0 + V4t)1dt = / otdt = 2| = 1.
Cs 0 0 0
1 2
Sabendo que / fds = fds + fds + fds, entao tendo fds ==, fds= M
C C1 Cz C3 Cl 2 C2 2
e / fds =1 seque que
C3
1 3v2 3
/(m+\/4_ly)d8=§+7\/_+1=§(1+\/§).
c

1.5.1 Interpretacao Fisica

Trata-se molas e fios como massas distribuidas ao longo de curvas suaves no espaco. A

distribuicao é descrita por uma funcao de densidade continua
d(z,y,2), (massa por unidade de comprimento),

que também pode ser aplicada a hastes finas.

Se §(x,y, z) representa a densidade de um arame C' C R3, entao
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I. Massa.:
.Mz/é(:c,y?z)ds.
c

1I. Centro de massa ou centro de gravidade (Z,7,Zz) é dado por:

/ xd(z,y, z)ds
c
M ’

Miz/xé(x,y,z)ds:T:
c

/y5(wjy72)d8
M@z/yé(x,y,z)ds:?z < :
. M

/ 20(x,y, z)ds
c
M Y

Mz = / 20(z,y, 2)ds = Z =
c

I11. Momento de inércia de C' C R? em relagao a um eixo E. Se 7(z,y, 2) representa a

distancia de um pomto (z,y, z) de C' a uma reta L, ¢ dado por:
Iy, = / r 2(33, Y, 2)5(3;7 Y, Z)dS
c

III.1  Momento de inércia em relacao aos eixos x,y e z respectivamente:

(2% + 23 0(w,y,2)ds e I, = /(332 +42)6(x,y, 2)ds.

c
L:/ds.
c

Exemplo 1.7. Um arame fino tem a forma de um semi-circulo 2> + y?> = 4,5y > 0. Se a

I, = /(y2 +22)5(x,y,z)ds, I, :/
c

C

IVv. Comprimento do arame:

densidade linear € constante e igual a k. Determine o centro de gravidade.

Solugao: Deve-se encontrar (T,7) onde

[ oy

M

/Cy5(x,y)d

i S.

T = ds ey =

Sabemos que §(x,y) € a densidade e a curva C é dada por x> +y* =4, y > 0. Uma parame-
trizagio de C' € a(t) = (2cost,2sint) da,
| o/(t) ||= +/(—2sint)? + (2cost)2 = V4 = 2, assim, ds = 2dt, logo

= 2km.

]W:/(S(x,y)ds:/ k2dt = 2kt
c 0

0
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Assim,
™

/ 2costhadt ~ Aksint
0 0

T 2km ~ T okn =0,

e ainda,

T

/ 9sinthodt ~ —4kcost
0

o 4k +4k sk

4
2km 2km 2km okt 7

7=
4

Portanto (T,7) = (O,—)
s

1.5.2 Trabalho realizado por uma Forca ao longo de uma Curva no

Espaco

O trabalho realizado por uma forga continua de magnitude F'(x) em um certo intervalo [a, b]
do eixo x, serd analisado de forma similar ao estudo do volume. A curva formada sera dividida
em pequenos segmentos, aplica-se a for¢a vezes a distancia chegando a uma aproximagao do
trabalho realizado em cada um dos segmentos. Dali, soma-se todos os trabalhos aproximando

assim, ao resultado do trabalho em toda a curva.

Supondo que um campo vetorial F= PZ—{—Q}'#—RE represente uma forga qualquer realizada

em uma regiao de R? e uma curva suave C' dada por
(t) = a(t)i + B(t)] + d(t)k,a <t < b,

chama-se trabalho realizado por F sobre a curva C de a até b a componente escalar dada

- = d
pela integral de F'- T, onde T' = édt.

Definigao 1.11 (Trabalho realizado por uma Forga.). Seja C' uma curva suave repre-
sentada por uma fungdo vetorial 7(t) = a(t)i + B(t)] + 6(t)k em um intervalo |a,b]. Suponha
F = Pi+ Q;’—l— Rk um campo de forca definido em C e que F-F seja integrdvel em |a,b].
Entdo, define-se o trabalho W realizado por F ao mover uma particula desde 7(a) até 7(b) ao

longo de uma curva C' como sendo:

W=/abﬁ-fds=/abﬁ(F(t))-F’(t)dt.

Observacao 1.4. Como calcular o trabalho W, ao longo de uma curva suave 7(t).

Passo 1: Calcule F sobre a curva C' como sendo uma fungao de parametro t.
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Passo 2: Encontre ﬁ
dt
- dr i
Passo 3: Integre F' - o det=aatét="b.

Exemplo 1.8. Um campo de for¢ca bidimensional F ¢ dado mediante a equacao ﬁ(m,y) =

\/§;+ (x — y); Calcule o trabalho realizado por esta for¢a ao mover uma particula de (0,0) a

(1,1) sobre:

a) Uma reta y = x.

Solugcao: Sobre o caminho da reta y = x tem-se:

Ft) =ti+15,0 <t <1,

F(7(t)) = Viti + 0] = Vi,

b) Uma curva y* = 23

Solucao: Sobre o caminho da curva y* = 2% tem-se:
Ft) =t +137,0 <t < 1,

logo,
F(7(t)) = V& + (2 — t%)],

e ainda 7'(t) = 2ti + 3t2] dad,

1
- ! 4 = 1 4
/ F(#(t)) -7/ (t)dt = / WV + 3t — 3t°dt = =17 + 3 Bl _ 27T
0 0 7 5 6 |, 70

Observacao 1.5. Pode-se notar que o trabalho realizado ao mover uma particula de um ponto

a oulro depende do caminho tomado.
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1.5.3 Integrais de Escoamento e Circulacao para Campos de Velo-

cidade

Supondo agora que o campo vetorial F' seja o campo de velocidade de um fluido que escoa
por uma regiao do R?, assim a integral de F'- T ao longo de uma curva suave na regiao, fornece

o escoamento do fluido ao logo desta curva. NO que segue vamos denotar Escoamento por E.

Definicao 1.12. Se 7(t) é uma curva suave no dominio de um campo de velocidade continuo

—

F', o escoamento ao longo desta curva det =a atét =b € dado por:

b b
B / F.Tds = / F(r(t)) - 7 (D),
se a curva é fechada, o escoamento é denominado circulagao ao redor da curva.

Exemplo 1.9. O campo de velocidade de um fluido é ﬁ(t) = 27 + zj'—i— yE. Encontre o
<

escoamento ao longo da hélice 7(t) = costi +sint] + tk,0 <t < 1.

Solugao: Calculando F sobre a curva tem-se que
F=uai+ zj'-l— yE = costi + sintj'+ tE,

e ainda,

dr inti + costj + k
— = —sinti + cos ,
i J

dr

agora integrando F -
g q at

- dr
det=0at= %, Como F% = —costsint +sintcost +t. Temos

que,
z 2|7 2
Escoamento = / —costsint +sintcost + tdt = 5
0

0
T

0
Exemplo 1.10. Encontre a circulagao do campo F = (x — y);+ x} ao longo da circunferéncia
m(t) = costi + sintj', 0<t< 2

~ . A = - - . e - . dr
Solugcdo: Na circunferéncia, F' = (x — y)i + xj = (cost — sint)i + costj e ainda - =

—sinti + cos tf. Como

= dr
F-E:—sintcost-l—sinzt—l—coszt:1—sintcost,
portanto,
2
2w 21 c a2
~ dr sin“ ¢
/ F-—=/ 1 —sintcostdt =t — = 2m.
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1.5.4 Fluxo através de uma Cuva Plana

Fluxo é uma palavra derivada do latin fluzus, que significa escoamento ou movimento
continuo de um fluido que segue um curso, uma corrente ou uma descarga. Em fisica define-se
como sendo um campo vetorial, resultado do calculo do produto escalar entre o vetor associado

a cada ponto, o que representa uma grandeza fisica.

A definicao a seguir é usada para véarios cdlculos de fluxo, onde envolvem movimento. Por
exemplo: se F' for um campo elétrico ou magnético, entao a integral de F' -7 é chamada de
fluxo do campo através de uma curva fechada C' no R2, onde 7 é o vetor normal exterior de C'.

No que segue vamos denotar Fluxo por F'.

Definigao 1.13. Se C for uma curva suave e fechada no dominio de um campo vetorial continuo

= Pi+ Qj no plano e se i for o vetor normal exterior a curva C, o fluxo de F através de

Q M

é
F:/ﬁ-ﬁds.
C

A diferenca entre fluxo e circulagao tem-se pelo fato de que o fluxo de F através de C é
usado a componente escalar de F na direcao da normal 77 ao exterior, enquanto que, a circulacao
de F ao redor de C é usado a componente escalar de F na direcao do vetor tangente T , Ol seja,
o fluxo é a integral da componente normal 77 de Fea circulagao ¢ a integral da componente

tangencial T de F.

Para o sentido anti horario
kxT aponta para fora

Para o sentido horario
kXT aponta para fora

Figura 1.8: Posi¢ao no vetor normal em relagao ao sentido percorrido.

—

O vetor normal n ¢ dado pelo produto vetorial do vetor tangente T com o vetor k.
Dependendo da maneira pela qual a curva C' é percorrida a medida que o tempo t aumenta,
pode-se usar no sentido horario 1 = kx T e no sentido anti-hordrio, esse como sendo uma
escolha usual, como sendo 77 = T x k. Assim 7 aponta para fora, tanto no sentido horario

quanto no anti-horario.
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Em termos de componentes, segue que

A=Txk= d—xzﬁ—k@? XE:@Z—d—xﬁ'.
ds ds

Se F = (P(z,y),Q(z,y)), entao

= dy dx

Fii= P(%y)g — Q(ﬂﬁ,y)E.

, dy d
/F-ﬁds=/< Y _x):jfpdy—cgdx.
C C dS dS

Onde pode-se ver que nao precisa-se de 77 ou ds para encontrar o fluxo. Para calcular essa

Portanto,

integral, basta expressar P, dy, () e dr em termos de t e integrar de t = a a t = b.

A férmula para calcular o fluxo através de uma curva C' plana, suave e fechada, ou seja,
F = Pi+ Qf através de C, é a integral ¢ Pdy — Qdz, e pode ser calculada a partir de qualquer
parametrizacao suave 7 = «(t)i + 5(t)7,a < t < b que percorre C' no sentido anti-horédrio uma

Unica vez.

Exemplo 1.11. Encontre o fluzo de F= (x — y);—k x} através da circunferéncia x® +y? = 1

no plano xy.

Solugao: No inicio deste trabalho, foi mostrado uma parametrizacao bastante usada para a
circunferéncia. Seja 7(t) = costi+sinty, 0 <t < 27 um parametriza¢ao da circunferéncia que
percorre a curva C' no sentido anti-hordrio uma tunica vez. Usando a parametrizagao 7(t) na

formula para calcular o fluxo através da curva plana, suave e fechada, tem-se:

P =(r—vy)=cost —sint —
Q(z) = cost —»
Assim,

d d 27
/Pd_?;_ d—f = /0 (cost —sint) cost — cost(— sint)dt

27
= / (cos®t — sint cost + sint cost)dt
0

2 2 2 -
1 t t 2t
= / cos? tdt = / _reost dt = =+ P = .
0 0 2 2 4

Como o fluzo de F através da circunferéncia € igual a ™ que € positivo, entdao o fluxo através

da curva € para fora, caso fosse negativo o fluxo através da curva seria para dentro.
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Capitulo 2

Integrais de Linhas de Campos

Vetoriais

2.1 Integrais de linha de Campo Vetorial

O que foi visto no conceito de trabalho na secao 1.5.2 onde viu-se que em campos gravita-
cionais e elétricos, o trabalho necessario para mover uma particula ou uma carga de um a outro
lugar depende somente das posicoes iniciais e finais do objeto analisado e nao do caminho entre
as posigoes. A maioria dos trabalhos / F - dF realizados para mover uma particula de a até b,
onde a e b sao pontos de uma regiao D aberta, depende do caminho percorrido. Entretanto,
em alguns campos o valor da integral é o mesmo, ou seja, independe do caminho. Caso esse,

que também serd estudado a seguir.

2.1.1 Motivacao

Considere uma particula que se move ao longo de uma curva C' : o(t) = (x(t), y(t), 2(t)),t €
[a,b], sob a agdo de um campo vetorial F = Pi+ Qj + Rk. Da fisica, tem-se que o produto

escalar F' - AB ¢ o trabalho W realizado quando F' ¢é constante e AB é um segmento de reta.

Em um caso mais geral, seja uma curva C' e [a, b] o intervalo onde a curva esta definida,
entao divide-se o intervalo [a,b] em n subintervalos [t;_1,t;], ¢ = 1,2,3,--- n, todos com
comprimento At = t; — t; 1, assim encontra-se n sub-arcos A([t;_1,t;]) = C; e n segmentos

[Ai—laAi]7 onde Al = /\(tz) = (.I’(tz),y<tz)),l = ].23, e LN



a

v

Ai+]

a=t0

Figura 2.1: F constante ao longo do segmento [Ai_1, Ai]

Suponha F constante ao longo do seguinte segmento [A;_1, 4;], o trabalho W ao longo de

C; é aproximadamente
Wi = F(A(tz)) . (Az — Az‘—l) = PAx + QAy, onde

Ar =x(t;) —x(tia) e Ay = y(t:) = y(tia).

Pelo Teorema 4.5 (Teorema do Valor Médio), demonstrado no Anexo, existem t;,¢* tais

que

Az =2/ () At e Ay = y/ () At.
Logo,
Wi = [P(a(t:),y(t:)2'(87)] + [Q(x(t:), y(t)y' (87)]AY)] =
= W 22y [P(a(ts), y(t:))a' (8])] + [Q(a(t:), y(t:)y' (6))Ab)] = Sn.
Assim define-se T = limay_o Sn.

Esta motivagao sugere a defini¢cdo que segue.

Definigao 2.1 (Integral de Linha de Campo Vetorial). Seja C uma curva de classe C*
representada por uma equagao T definida em um intervalo [a,b]. Seja F um campo vetorial
definido e continuo em C. A integral de linha de F ao longo de C', com notagao / F.dié

c
definida da sequinte forma

/Cﬁ-dF: /ab Fr(t)) - 7/ (1) dt.

b
Sempre que / F(r(t)) - 7' (t)dt seja integrdvel.
Pode-se encontrar algumas outras notacoes para integral de linha de campo vetorial.

Quando F' e 7 se expressam em funcao de suas componentes segue que

— —

F = Pi+Qj+ Rk e 7(t) = x(t)i + y(t)] + z(D)k,
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b
a integral / F(7(t)) - 7'(t)dt fica da seguinte forma

- b dx dy dz
— —/ o — htad -, @y — i
| Ay rwe ~ [ PTG+ QNG+ RO
dx dy dz
= /a PE + QE + RE
Exemplo 2.1. Se ﬁ(x,y,z) = 20 +yj + ZE, temos que a integral de linha de F ao longo da

hélice C : 7(t) = (cost,sint,t), com 0 <t < 27 é dada por/ F - dif = 2
c

Solugao: Como 7' (t) = (—sint,cost, 1), tem-se que

b 27
/ FdF = / F(F @) -7'(t)dt = / (cost,sint,t) - (—sint,cost,1)dt
C a 0

27
= / (sintcost — costsint + t)dt
0
27

2.1.2 Propriedades Fundamentais das Integrais de Linha de Campo

Vetorial

i. Linearidade a respeito ao integrando

/(aﬁ+b@)-df=a/ﬁ-dF+b/@-dF.
C C C

Demonstragao: Seja F , G campos vetoriais continuos e a,b € R tem-se que de fato

/(aﬁ+b@)-df=a/ﬁ-dF+b/@-dF.
C C C

onde aF-dF = (aﬁ ,dr) e por propriedade de produto escalar, visto em Propriedades 1.1.1,
temos

(aF,df) = a(F,df),

Assim / aF - dif = / a(F - dF) = a/ F - d7 de forma aneiloga/
c c c

bﬁ-df:b/ﬁ-dﬁe
C C

portanto
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ii. Aditiva

Sendo C' = C7 U Cy, onde C, Cy sao arcos suaves, entao

/ﬁ-df=/ ﬁ-df+/ F.dr.
C 1 Co

Demonstragao: Seja C' uma curva suave definida num intervalo [a, b, e as curvas C
e Cy definidas por 7(t) quando se faz variar ¢ no intervalo [a, c| e [c, b], respectivamente,

para um certo a < ¢ < b, segue da definicao que

—

/Cl Fdif = / F(F(t)) - 7 (t)dt. (2.1)

b
/02 F - dr :/C F(r(t)) - 7'(t)dt. (2.2)

Somando as integrais (2.1) e (2.2) acima tem-se

£JWW+LJWM::l}WW%W®m+[%meW@ﬁ

Teorema 2.1. Seja C uma curva de classe C* por partes representada por uma funcao vetorial
™ definida em um intervalo |a,b] e seja 7y outra funcdo vetorial definida em [c,d], suponha 7
e 11, donde seque

—

To =

=

1(h(t)) sec <t <d,

onde h é uma funcdo real, derivdvel, estritamente crescente em |[c,d] e tal que h(c) = a e

h(d) = b. Com tais circunstancias a fungdo vetorial ¥y representa a mesma curva C e assim

/ﬁ-dﬂz/ﬁ-dfg.
C C

Demonstracao: Como as fungoes 7 (t) e m(t) representam a mesma curva C' entao

tem-se
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fazendo h(t) = u dai h'(t) = du, quando t assume valores de ¢ e d, logo
d _ b
[ o) -5 b= [ )5

b
onde pela definigao / F(# () -7/ (u)du = / F - dry. |
a C

Estendendo o Teorema 2.1 acima e sendo h uma fungao real, derivavel e estritamente decrescente

em [c, d] tal que h(c) =b e h(d) = a entao

/ﬁ.d@:—/ﬁ-dﬁ,
C C

ou seja, pode-se enunciar que a integral de linha de um campo vetorial F dado por / F - dr
c
nao depende da parametrizacao. Isto é, denotando C'~ como sendo a curva C' percorrida em

/ﬁ-dfz—/ﬁ.dﬁ
C C

Exemplo 2.2. Calcule / F - d7F, onde F(z,y) = (y, 2% +y*) e C € formada pelos segmentos
c
que ligam (—2,0) a (0,0) e (0,0) a (0,2).

Solugcao: Note que C' = C7 UCYy

sentido oposto, entao

01: ,—2<t<0 € CQZ ,0<t<2

Em C) tem-se de =dt edy =0 e em Cy tem-se dx =0 e dy = dt,dai
0

/ ﬁ.dF:/ Pd:t:+@dy=/ ydx+(x2+y2)dy=/ 0dt = 0. (2.4)
(&3] Ch (&1

-2

. 2 td
/ F-df:/ Pd:c+Qdy=/ yda:+(:c2+y2)dy=/ ea— L 28 (2.5)
C C C 0 3 3

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3), tem-se

2
0

= 8 8
F.-dri=0+-=-.
/C T +3 3
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2.2 Gradiente, Divergente e Rotacional de um campo

Vetorial

Antes de Campo Conservativo e do proximo capitulo é preciso nogoes sobre duas ideias
para uma melhor assimilacao da nocao de que se trata o Teorema de Green. A primeira é
sobre a densidade do fluxo de um campo vetorial, chamada pelos matematicos de divergéncia
de um campo vetorial com notacao divF. A outra ideia é sobre densidade de circulacao de
um campo vetorial, conhecido pelos mateméticos como rotacional com notacao rotF. Além
disso, o gradiente também é de fundamental importancia para essas duas ideias necessarias ao

teorema.

A partir de um campo escalar f pode-se sempre construir um campo vetorial chamado

gradiente.

Definigao 2.2 (Gradiente). Seja f um campo escalar diferencidvel em um conjunto aberto

D C R™. O gradiente de f, representado por V f, ¢ um campo vetorial de D.
Considera-se o operador diferencidvel vetorial V ("del”) como sendo
d- d- d- d d d
V:_Z+_+_k: - 7 o7 |
dx dy] dz (dx dy dz>
este operador converte um campo escalar f em um campo vetorial gradiente f dado por

_ (9 A
Vi= <d1"dy’dz>'

Observacao 2.1. Pode-se visualizar uma propriedade de gradiente.
V(af +bg) =aVf+bVyg,

onde a, b sao constantes e f, g sao campos escalares.

Demonstracao: De fato, seja os campos vetoriais gradientes f, g, e a, b constates de R. Sabe-se
df df df dg dg dg
===, —, = Vg=|—,—,—|.
Vi (dx’dy’dz) evy <da:’dy’dz

 (daf daf daf\ [ df df df\  [df df df\
vaf = (m e ) = (%d—yd—) —<%d—yd—> = av/

que

Portanto
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dg 4dg \dg

v dy’ dz) = bVg. Dal, segue que

de forma analoga tem-se que Vbg = (

V(af +bg) =Vaf +Vbg =aVf+bVy.

Agora sobre o divergente suponha que um campo vetorial Ia (r,y) = Pi+ Qj seja 0 campo
de velocidade do fluido e que suas derivadas parciais de primeira ordem de P, () sejam continuas
em cada ponto de uma regiao D. Seja (x,y) um ponto em D e A um retangulo com vértices
em (z,y), e ainda, junto com seu interior estdo totalmente contidos em D. Os lados desse
retangulo, esse sendo paralelos aos eixos, possui Ax e Ay como comprimentos. Dai encontra-se

a taxa pela qual o fluido deixa sair do retangulo

sendo esta equagao, a taxa quando o fluido deixa o retangulo pela aresta inferior, ou seja, a
componente escalar da velocidade na dire¢ao do vetor normal. De foma andloga encontra-se a
taxa quando o fluido deixa o retangulo pelas arestas restantes. Onde através da combinacao
dos pares opostos, chega-se a

dpP d
Fluxo através da fronteira retangular ~ <d_ + d—Q> AzAy.
& Y

Dividindo a igualdade pela area e depois fazendo a mesma tender a zero, chega-se ao resultado

dP d
Fluxo através da fronteira retangular = — + —Q
de  dy

Definicao 2.3. Seja F = (P,Q, R) wm campo vetorial diferencidvel em um conjunto aberto
D c R3. Considera-se o produto interno de V pelo campo vetorial ﬁ, entdo o divergente de F

€ um campo escalar definido por

~ d d d dP d@Q dR =
F — —_—— — . P = _— e I - ) F

se F = (P,Q) ¢ de casse C* em um aberto D C R? entdo o divergente de F éum campo escalar

o P S S
divF:(d_ﬂ):w,m:v.p

definido por

dx  dy

A informacao de como uma roda de pds gira em um ponto sobre uma dada regidgo plana por

onde um fluido escoa. Os fisicos costumam chamar de densidade de circulagao e os matemdticos
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chamam de rotacional, ou seja, o fluido estd circulando ao redor dos eixos. Para obter a

densidade de circulagao seque a mesma analogia do divergente, ou seja
F(x,y) - iAz = P(xz,y)Ax,

sendo esta equacdo a tara quando o fluido deiza o retangulo pela aresta inferior, ou seja, a
componente escalar da velocidade na direcao do vetor tangente. De foma andloga encontra-se

a taxa quando o fluido deixa o retangulo pelas arestas restantes. Onde através da combinagao

dos pares opostos, chega-se a

d dP
Fluxo no retangulo ~ —Q — — |AzAy.
de  dy

Dividindo a igualdade pela drea e depois fazendo a mesma tender a zero, chega-se ao resultado

d dP
Fluzo através da fronteira retangular = —Q - —
de dy

Definicao 2.4. Considera-se o produto vetorial de V pelo campo vetorial ]3, entao o rotacional

de F é um campo vetorial definido por

S d d d
VXF = (%7@7% X(P7Q7R)
i ]k
o |d d d
o ldx dy dz
P @ R
dR dQ \- dP dR\- dQ dP\ -
= | —-—= _——— — —— |k
(dy dz>2+<dz dx>]+<dx dy>
= rotF.

se F = (P,Q) € de casse C' em um aberto D C R? entdo o rotacional de F éum campo vetorial

definido por
- dQ dP
F=|—-—].
v x ( de dy >

Observagao 2.2. De forma andloga a propriedade do gradiente tem-se uwma propriedade do

rotacional, onde

rot(aF +bG) = a-rotF +b-rotG.

Exemplo 2.3. Calcule o rotacional e o divergente do campo vetorial dado por ﬁ(@y,z) =

xyz+ yzj + 2ok,
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Solugdo: Sabe-se que divF = (V,F) e rotF =V x F desse modo seque
divF = (V,F)
d d
= (d—— —) Ty, yz, 2T))
d
dz?

d
—yz+d—zx—y+z+x

Sobre o rotacional seque o desenvolvimento abaizo

_ d d d
rotb’ = (%’@’@ X (zy,yz, zx)
i ]k
_ |4 4 4
o ldx dy dz
Ty Yz zx
d

!

= iz:ae——z i+ iaz: —izx j d z—im
-\t el A e e
= (0—=y)i+(0—2)j+(0—a)k

—(

= —yi—zj—ak=—(y,z, ).

Observagao 2.3. Neste ponto pode-se enunciar algumas propriedades referentes ao rotacional

como também ao divergente de um campo vetorial F'.

Seja uma funcao f, FeG campos vetoriais, onde sao de classe C? e a,b € R, entdo segue

as seguintes propriedades:

— —

i. rot(ﬁf) =0 ouainda V x F' = 0.

Demonstracao: Sabe-se que Vf = <8f 8f %> e ainda

oz 9y’ 0
i J k
- o o0 0
rot(Vf) =V xVf=|5= oy 0=
of of of
ox @ 9z

(o #eNe (25 e Ns, (2 2
 \oyoz 020y 920c  0x0z |’ oxdy  Oyox |’
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onde pelo Teorema 4.6 (Teorema de Scharws) demonstrado no Anexo diz: Se f(z,y)
o’f  O*f
oxdy  Oydx’

de classe C?, entdao

Portanto,
B 0 f Pf \- 0 f Pf \- 0 f 2f \ -
VXVo= <8y6z B 0z8y>z + (6381 920z a 0y B 0yox g

= 0i+0j+ 0k = 0.

ii. div(rotF) = 0 ou ainda (V, (V x F)) = 0.

Demonstragao: Sabe-se que dz’v(ﬁ) = (V, ﬁ) como também que rotF = V x F, dai
obtém-se o seguinte div(rotF) = (V,rotF) = (V,V x F) e ainda, como da defini¢io 2.4

de rotacional temos que

- - OR 0Q \- oP OR\- oQ 0P\ -
F= Fe|—_-=< _ = —= _ — k.
rot VX <8y 8z>l+<8z 8x>]+<8x 8y>k
Entao,

divirotF) — ( (22 2 |(2E_9Q) (o8 _OR) (09 OP
B Oor’ oy’ 0z ) |\ oy 90z ) '\ 9z 0x ) \dx Oy
B 0*R B 0%Q N 0*P B O*R N 0%Q B 0*P
 \0z0y  0x0z Oydz  Oyox 0z0xr 020y

O?R B 0?Q N o0?pP B 0’R N 0%Q B 0?pP
Ox0y  0xdz Oydz Oydxr 0z0xr 020y

;

O*R B 0’R N 0?P B 0*P N 0%Q B 0%Q
Oxdy Oydr 0ydz 0z0y 0z0r 0xdz

onde pelo Teorema 4.6 (Teorema de Scharws) demonstrado no Anexo, que diz: Se
rf 3
dxdy  Oyox’

f(z,y) de classe C?, entao

Portanto,

div(rotF) =040+ 0 = 0.
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iii.  div(Vf)=V3if L
Demonstragao: Como divE = (V, F) pode-se seguir que

div(Vf) = (V,Vf)
(20 o) (o o os
N << 0x+8y+8z>’<0x+8y+8z)>>

02f  O0*f  O°f )
B 8x2+3y2+822_vf_Af'

iv.  div(VfF)=(V,fF)= f(V,F)+ (Vf,F) = fdiv(F) + V{(f, F).

Demonstraciao: Sabe-se que fIF = (fP, fQ, fR), logo

)
0o 9 0
5 By a—) (FP.£Q. fR)>>

ouP) | Q) AR
ox oy 0z

div(fF) = (V,

- FraTreFor e e

Ox
L Uy 0P 0, 00, 0
= 8P+8 f+ Q+ f 8R+—f
- it gre gt da

:f<aP o) 8R> of af af

8x+8y+82 ol Q

oz
0 0 0 of af af
(-2 o) (o)

= f(V,F)+(V},F).

Portanto div(fF) = f(V.F) = fdivF + V{f, F). u
2 2r 52
londe V2f = Af = 8_f + g—yf + 8_£ é dito laplaciano de f.
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2.3 Campos Conservativos ou Campos Gradiente

Defini¢ao 2.5 (Independéncia do Caminho de uma Integral de Linha). Seja F um
campo vetorial definido em uma regzao aberta D no espaco e suponha que quaisquer dois pontos

a ebem D o trabalho W = / F - dF realizado para mover uma particula de a ate b seja

o mesmo para todos os caminhos de a até b. Entdao, a integral /F - dr € independente do

caminho.

Definigao 2.6 (Campo Conservativo). Seja F : D C R" —s R™ (n = 2 ou 3), diz-se que
F ¢ um campo conservativo ou um campo gradiente se existir um campo escalar ¢ : R* — R

diferencidvel, tal que Vi = F em D.

Definicdo 2.7 (Funcdo Potencial). Se F : D ¢ R* — R" (n = 2 ou3) ¢ F = Vg
para alguma funcdo escalar ¢ em uma regigo D aberta no espaco, entao ¢ é chamada fungdo

potencial.

Exemplo 2.4. O campo vetorial F = (P,Q,R) = (2 + Syz)z_"—i- 3zz] + S:Eylz é um campo

conservativo em R3, pois existe uma funcgdao potencial p = x* 4 3xyz diferencidvel em R3, tal

de dp dp _ (P.Q.R)

V = ﬁ R?)} . G o Ty T
que 2 em ou seja dz dy 7z

Exemplo 2.5. Seja F = (coszy — xysin xy);— (22 sin xy); Encontre a funcao potencial o,

tal que F= V.

- dp d
Solugao: Sabe-se F' =V = < 4 SD) Deve-se encontrar ¢, tal que

dx’ dy
dy .
— = coszy — xysinay
dz
Vo =
d_go = —2’sinay
dy
Dai
d
/ % = p =z coszy + h(x), (2.6)
deriva-se (2.6) em relagio a x, logo
d
de _ 5

dx
= cosxy — xysinzy + h'(z).

Portanto, pode-se ver que h'(x) = 0 e integrando esta igualdade seque que

/h'(x)z/Oéh(x)zO—l—c,
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Deste modo de (2.6), obtemos ¢ = xcosxy + c,c € R.

Teorema 2.2. Seja F: D C R" — R", (n. = 2 ou 3) um campo vetorial de classe C'. Se F

—

€ conservativo, entao rotF = 0.
Demonstragao: Seja F : D C R? — R3 sendo F' conservativo (hipdtese) deve-se demonstrar
que rotFF = 0. De fato, da definicao 2.4 de 'r’otﬁ, tem-se rotVf = V x V[ do item (i)

demonstrado na observacao 2.3, logo rotF = rot(V =V xVf= 0. [ ]

20 - 2 - =
o y2i + = j—lgﬁj € conservativo, pois Vi = F

dy 2z dy 2y

7 que o(z,y) = In(z?* + y?) com Fribreay e W TR Calculando rotF tem-se

d Zy d 2.%' - —
tF =V x F = - — k=0.
o % <d:1: <x2+y ) dy <x2+y2>>

Observagao 2.4. Pode-se reescrever o Teorema 2.2 como sendo: Se rotF #0 em D, entdo o

Exemplo 2.6. O campo vetorial F(z,y) =

campo vetorial F : D C R" — R™, (n. = 2 ou 3) néo ¢ conservativo.

Exemplo 2.7. Mostre que o campo ﬁ(x,y) = —2y;+ 2:1:5' nao é conservativo.
- d dP
Solugao: De fato, pois rotF = (d_Q — d—)k como P = =2y e Q = 2z, dai seque que
L Y
dQ dP ~ = L2 .
- = =2e - = —2. Portanto rotF = (2 — (—2)) =4 como rotF =4 # 0 entao F(x,y) ndo é
T Y
conservativo.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental do Calculo para Integrais de Linha). Seja F um
campo conservativo em um aberto D, isto €, existe uma funcao potencial ¢ tal que I = Vi em
D. Se C é qualquer curva reqular por partes situada em D com ponto inicial a e ponto final b

entao o valor da integral é
b
/F-dfz/ V- dir =¢(b) — ¢(a).
(& a
Demonstracao: De fato, pela Definicao 2.1, tem-se

b
/ F-dr= / F(7(t)) - 7'(t)dt, sempre que seja integravel, logo
c

/ﬁ F:/ V- dr—/ Vo(#(t) - 7' (t)dt,a < t < b

Portanto assumindo g(t) = ) derivando a igualdade, logo ¢'(t) = Vp(7(t)) - 7/(t)dt assim

segue

b b b
/ Ve(F(t)) - 7 (t)dt = / J(Hdt = g(1)




Portanto /Cﬁ dr = /b V- drr = () — p(a). |
Exemplo 2.8. Encontre o trabalho realizado pelo campo conservativo

F=yzi+z2] + ayk = V(zyz).
ao longo de qualquer curva suave C' que ligue A(—1,3,9) e B(1,6,—4).

Solugao: Com f(x,y,z) = xyz, temos
b b
/ F.dr = / Vf-dr
f(b) = f(a)

= Yz — Yz

(1,6,—4) (—1.3,9)
= (1)(6)(—4) = (=1)(3)(9)
= —24+427=23.

Teorema 2.4 (Propriedade da curva fechada de campos conservativos). As informagoes

a sequir sao equivalentes.
z. /ﬁ -dr'= 0 ao redor de toda curva fechada em D.

. O campo F' é conservativo D.

Demonstracgao:

(1)=(2) Deve-se mostrar que, para quaisquer dois pontos a e b em D, a integral de F - dF tem
o mesmo valor sobre quaisquer dois caminhos Cy e Cy de a até b. Inverte-se a direcao de Cy

para obter o caminho C5 de b até a. Juntos, Cy e Cy formam uma curva fechada C e

-dfz/ ﬁ-df+/
1 C,

T
".111
K

T
g

ﬁ-dfz/ﬁ.dﬁ
. C

2

Figura 2.2: Tendo dois caminhos entre a e b um deles podera ser invertido.

Assim, as integrais sobre C e C5 resultam no mesmo valor. Observa-se que a defini¢ao de

integral de linha mostra que alterar a dire¢ao ao longo de uma curva inverte o sinal da integral.
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Figura 2.3: Pode-se inverter parte da curva para formar dois caminhos.

(2)=(1) Deve-se mostrar que a integral de F -dF é zero sobre qualquer curva fechada. Escolhe-se
dois pontos a e b em C e usa-se para quebrar C' em dois pedacos: C; de a a b seguido por Cy

a partir de b de volta a. Entao,

b b
j{F.dF:/F-dF—I—/ F-dF:/F-dF—/
Cl Cl CQ a a

BTl
Q
=y
I
o
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Capitulo 3

Teorema de Green no Plano

Em homenagem ao matematico inglés George Green (1793-1841) que estudou as aplicagoes
matematica em diversas areas de fisica. O teorema que possui seu nome aparece em inves-

tigagoes de Carl Friedrich Gauss(1777-1855) e Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Para o estudo que relaciona-se com integrais de linha, o Teorema de Green é um re-
sultado importantissimo onde converte um integral de linha em uma integral dupla de uma
regiao limitada, onde esta integral de linha nao estd, necessariamente, associada a um campo

conservativo.

Para que seja valido o uso do teorema é necessario algumas premissas, ou seja, dado um
campo vetorial F(P,Q) é essencial que P e @ sejam derivaveis, como também que da uma

regiao D, sua fronteira 0D seja uma curva de Jordan definicao 4.3 visto no Anexo.

Teorema 3.1 (Teorema de Green no Plano). Seja D uma regido fechada e limitada de R?,
cuja fronteira 0D = C' é uma curva de Jordan e C* por partes, duas a duas disjuntas, de modo
que OD seja percorrida apenas uma vez no sentido anti hordrio. Se F(x,y) = (P(z,y), Q(z,y))

¢ um campo vetorial de classe C* em um conjunto aberto U tal que D C U. Entdo,

ngﬁ.dF:?gDde-I-Qdy://D (g—g—%—g)dxdy. (3.1)

Demonstracao: Seja C' uma curva fechada, simples e suave no plano xy com a propriedade de
que retas paralelas aos eixos nao cortem em mais de dois pontos. Seja O a regiao limitada por
C e supondo que P e () e suas derivadas parciais de primeira ordem sejam continuas em todos
os pontos de alguma regiao aberta que contenha C' e O. Deve-se provar a forma da circulacao

rotacional do Teorema de Green.
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P(xfi(x)

B KAY)

Figura 3.1: A curva de fronteira C' e formada por Cyi: y = fi(z) e Ca: y = fo(2).

Da figura (3.1) pode-se notar que C' = C U Cy, logo tem-se duas partes orientada no sentindo
anti-horério

Cr:y= fi(x) e Cy:y= fo(x), coma<x<b.

oprP
Para qualquer x € [a, b], pode-se integrar — em relacao a y de y = fi(z) a y = fo(x) e obter

dy
—dy = P(z,y
1(2) Oy

= P(z, fo(z)) — P(z, fi(2)). (3.2)
fi(@)

Integrando (3.2) em relacdo a x de a até b, obtem-se

/ /ffz z) 8deda: _ /ab [p(l‘, fo(z)) — P(x, f1(x))dx]

= [ r ptonie— [ P s

- _/bap(x,fg(g:))dx—/abP(x, fi(z))dx

= /de—/ Pdzx
Cy o)

= ]{de.
c

fi Pdz = / /O <— g—];) dxdy. (3.3)
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Ya

Oz, (v).p)

0:(g,0)y)
>
0 X

Figura 3.2: A curva de fronteira C' e formada por Cy: y = fi(z) e Ca: y = fo(2).

Da figura (3.2) pode-se notar que C' = Cy U Cy, logo tem-se duas partes orientadas no sentindo

anti-horario

Ci:z=g1(x)eCy:x=go(x), comec<y<d.

0
Para qualquer y € [, d], pode-se integrar —Q em relagdo a = de x = g1 (x) a © = go(x) e obter

ox

92(y)

= Q(92(y),y) — Q(91(v), y)-

91(y)

92(y) aQ
/gl(y) O

Integrando (3.4) em relacdo a y de ¢ até d obtem-se

/ /gz(y 6_dedy = /Cd {Q(gz(y),y) - Qg — 1(y),y)dy]

_ / Qlonw). )y — / Qg1(y). v)dy

- [ et vy + / "Qar(y), 9)dy

= Qdy + | Qdy
02 Cl

= ]fc Qdy.
froa= [ (52) s
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Somando (3.5) e (3.3) obtem-se

NM( j{pd@) -2 dgjdw( J[ dzdy)
- I, S [ S
-/ (g_@g_P>dd

Caso C nao seja simples, entao C' pode ser descrita como a soma de regioes simples, ou
n

seja, C' = U C;, onde cada curva C; é fechada, simples e suave como também P e () possua
. l:]- . . . . .~
suas derivadas parciais de primeira ordem continuas em todos os pontos da regiao aberta que
n

contenha U C;eO.

=1

Figura 3.3: 0D = Cl U CQ U 03 U C4 U 05.

fﬁ-df:fﬁ-dﬂf ﬁ-dﬂj{ ﬁ-d?+7{ ﬁ-dﬂf F.dr.
oD 1 Cy Cy Cy cs

3 5

Assim pode-se aplicar o Teorema de Green em cada regiao simples

// (@_a_lyj)dd _Z// (8_Q_8_];>d$dy=g;?{cide+Qdy.

Pode-se notar na figura (3.4) que o Teorema de Green também se aplica a regiao O

formada pelas regioes O; e O,. O teorema aplicado em C e Cs segue que

f pascan= [ (5250 )i 5)
7&2 Pdz + Qdy = //02 (ﬁ — 8—5) dxdy. (3.7)
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Figura 3.4: Uma regiao O que é formada por regioes O; e Os.

Somando (3.6) e (3.7) pode-se observar que a integral de linha ao longo do eixo y de b até a de

Cy e de a até b de Cy, onde C; = C5 se cancelam, assim

]{C Pdz + Qdy — / /O <g—§ _ 2—1;) dudy. (3.9)

Exemplo 3.1. A fronteira de O consiste na circunferéncia
Ci:x=cost,y=-sint,0 <t < 2m,
percorrida no sentido anti hordrio a medida que t aumenta, a circunferéncia
Cy:x=hcost,y=hsinf,0 <6 < 2,

percorrida no sentido hordrio a medida que 0 aumenta. As funcoes P e Q) e suas derivadas

parciais sao continuas em O.

Solugao: Pode-se notar que, sendo P = Y eQ = _—r , entdo
72 + 42 72 1 42

ap_yz_q:z @_ yQ_:Cz

(1) or (1)

Ya

4
N

Figura 3.5: O Teorema de Green pode ser aplicado a regiao anular O.

Portanto, pelo Teorema de Green, seque que

iﬁ-dfz//o (g—f-%—g)d:cdy://owxdyzo. (3.9)
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Capitulo 4

O Teorema das Quatro Equivaléncias

4.1 Motivacgao

Neste capitulo sera introduzido condicoes para que se possa valer a reciproca do Teo-
rema 2.2. Tais condigoes sao de suma importancia para o estudo e demonstracao do Teorema

das Quatro Equivaléncias.

Além disso, este teorema garante de forma necessaria e suficiente de uma forma simples que
se uma fungao vetorial em um conjunto simplesmente conexo e o seu rotacional for igual a zero,
entao esse campo vetorial é conservativo. Com isso pode-se encontrar uma funcao potencial

para calcular a integral através do Teorema 2.3 (Teorema Fundamental do Célculo).

Observacao 4.1. Devemos estudar condi¢oes sobre o dominio de F para que a reciproca do
teorema acima seja verdade, isto é: Seja F:DeR" — R, (n =2 ou 3) um campo vetorial

de classe Ct. Se rotF =0, entao F' é conservativo.

4.2 Premissas a serem consideradas

I. Seja um conjunto D C R? aberto ver Defini¢ao 4.2 no Anexo.
II. D ¢ conexo ver Defini¢ao 4.4 no Anexo.

III. D é sem buracos, isto é, quaisquer curva de Jordan ver Definicdo 4.3 no Anexo, ou seja,

C C D delimita uma regiao contida em D.



Um conjunto que satisfaca I, IT e IIl e denominado como Conjunto Simples-

mente Conexo ver Definicao 4.5 no Anexo em.

Teorema 4.1. Seja F : D C R — R™, (n =2 ou 3) um campo vetorial de classe C' em um

ini i . = 7 2 0.
dominio D C R?, simplesmente conexo. Se rotF =0, entdo F' é conservativo

Observacgao 4.2. Nesse ponto, pode-se enunciar o proximo teorema com base no Teorema 2.2

e no Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Teorema das Quatro Equivaléncias

Seja F:DCR?— R um campo vetorial de classe C* em D. Se D C R? é um conjunto

simplesmente conexo, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

0Q  OP

“Or Oy
11. jl{ﬁ -dr'= 0 qualquer que seja a curva C' fechada de D.
II1. ]{ﬁ ~dr'= 0 nao depende do caminho da curva C' por partes de D.

IV. F éum campo conservativo de alguma funcdo poténcial ¢ : D C R? — R.

Demonstragao:

Seja F:DcCR?— Rum campo vetorial de classe C' em um conjunto D simplesmente

conexo. Entao,

P
(I) = (I1I) De fato, tem-se que g—Q = g— onde pelo Teorema 3.1 (Teorema de Green) que
z  dy
por simplicidade / F.di=0.
c

(II)= (III) Como ]{ F-di = 0 para qualquer curva C fechada de um conjunto simplesmente
c
conexo D, seja ] e (Cy dois caminhos de C' ligando pontos a e b, assim tem-se que

C = C,UC; onde C5 é denotado o caminho contrario de Cs, segue que,

0=j[ﬁ-df:j[ ﬁ-dﬂ]f ﬁ-dfz% ﬁ-df—j[ F - dF,
C Cl - Cl CZ

2

logo

fﬁ-df—j[ Fdi=0=— ﬁ-df:j{ F - drF,
Ch Ca (& Co

—

Portanto, da Defini¢ao 2.5 j{ F' - dr’ é irrotacional, ou seja % F - dF nao depende do
c c
caminho.
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Figura 4.1: Curva fechada C' onde C; e (5 sao dois caminhos.

(I11) = (VI) Agora, fixando (x¢,yo) € D e para cada (z,y) € D define

(z,y)
Fary) = / Pdz + Qd,
(

£0,%0)
sendo bem definida, pois ndao depende do caminho que liga (zg, yo) a (z,y).
Sendo Az tendendo a 0 (Az — 0) temos:

(e+Aay) (@)

Pdx 4+ Qdy — / Pdzx 4+ Qdy

(1707?40)

fla+ Aryy) — Floy) = /

(xo’yo)

(z+Az,y) (z0,y0)
= / Pdx + Qdy + / Pdz + Qdy
(

0,30) (z,y)

(z+Az,y)
= / Pdx + Qdy.
(z.y)

Como a coordenada y é uma constante, tem-se pelo Teorema 4.5 (Teorema do Valor

Médio para Integrais) demonstrado no Anexo, que:

(z+Ax,y)
/ Pdx = AzP(x +tAzx,y), 0<t<1.
(

z,y)

Logo, podemos afirmar que

flx+ Az,y) — f(z,y)

[z + Az,y) — f(z,y) = AzP(x + tAz,y) = Ay = P(z +tAzx,y),
tomando o limite quando Az — 0 segue que
lim Jlwt Avy) = J(@.y) = lim P(z+tAz,y),
Azx—0 Ax Az—0
logo,
of
— =P : 4.1
L py (1.1
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(z:y)
De forma andloga, define-se f(z,y) = / Pdx + Qdy onde Ay — 0 e chega-se em

(z0,y0)

(z,y+Ay)
/ Qdr = AyQ(z,y +tAy), 0<t <1,
(

z,y)

tomando o limite quando Ay — 0 segue que

lim f(x,y—i-Ay)—f(ﬂC,y) — lim Q(m,y+tAy),
Ay—0

logo,

of
5. = Q). (4.2)

Portanto de (4.1) e (4.2) existe um campo escalar diferencidvel p : D C R? — R, tal

que Vgpzﬁ.

Podemos concluir que F' é um campo conservativo (gradiente).

(VI) = (I) Defato, se D é simplesmente conexo e rotF' = 0 tem-se pelo Teorema 3.1 (Teorema
de Grenn) que por simplicidade j{ F-di=0 pois, seja F= (P, Q) um campo vetorial

c
em um conjunto aberto D C R? simplesmente conexo, sabe-se que o rotacional é o campo

vetorial definido por

rotF' =V x F onde V = i;—l— 2;,
or  Jy
dai,
i ]k
, o 0 29Q OP)\ -
tF=|7- 7 0l=(=—-—
ro dx  Jy <8:c oy k’
9o Do
ox Oy
como rotF = ( entdo
oQ 0P oQ 0P
— ——=0= — ==
oxr 0Oy or Oy
|
-, ny_, xzy_,
Exemplo 4.1. Mostre que campo vetorial F(x,y) = Tz + < | € conservativo.

Solucao: De fato, como o campo vetorial é defino em D C R? que é simplesmente conexo, pois

e aberto, conexo e sem buracos, tem-se também que

0Q o oP commo oQ 0P
—_ = —_—=T s m _——=—,
ox 4 dy Y or 0Oy
Portanto, rotF = 0, através destas condigoes fica provado que F é conservativo e a funcao
Ly
potencial é p = 1
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Exemplo 4.2. Considere a integral de linha /

(kze¥)dr + (2% + x — ky)dy.
c

a) Determine a constante k para que esta integral seja independente do caminho.

b) Calcule o valor da integral de A = (0,0) e B(1,1) para o valor de k encontrado no item

(a)

Solucao:

a) Como o campo vetorial F' é definido no R? que é um campo simplesmente conexo. Pelo

Teorema das Quatro Equivaléncias é necessario que rotF’ = ( para que a integral nao

dependa do caminho.

Entao,

- 0 oP
rothO(z)—an—g em R? < 2xe¥ + 1 = kxe? + 1 < 2xe? = kre? <—
x  Jy

<= 2x =kz, pois e 0 Vy e R<= k =2.

Portanto para k = 2 segue que rotF = (e assim, pelo Teorema das Quatro Equivaléncias,

tem-se que a integral independe do caminho.
b) Temos que:
k=2= F(z,y) = 2ze¢” + y)i + (% + = — 2y)J,

pelo Teorema das Quatro Equivaléncias Fé conservativo, isto é, existe ¢(x,y) definido
em R?, tal que

7]

2~ ope? + v,
Ox

Z_Zj =z%e¥ + 1 — 2y,
integrando ambos, tem-se
p(z,y) =2 +ay + f(y),
p(r.y) = 2%’ +ay —y* + g().
Devemos tomar f(y) = —y* e g(x) = 0. Assim, ¢(z,y) = z%e¢¥ + 2y — y? é uma fungao

potencial de F. Logo,

7{ﬁ-d?ch(B)—@(A):cp(l,l)—go(0,0):e+1—1—0+0—():e.
C
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Observagao 4.3. O Teorema das Quatro Equivaléncias assequra que se uma das quatros
afirmagoes (1), (I11), (I1I) ou (IV) seja vdlida, entao as outra trés restantes também serdo.

Porém, se uma das quatro nao for vdlida todas as outras também nao serao validas.

Exemplo 4.3. Dado um campo vetorial F : D C R2 — R2 onde F(x,y) = —2yi + 2xj.

Mostre que F' nao é conservativo.

Solugao: De fato, pode-se notar que D é simplesmente conexo.

: oqQ oP 0Q oP
T - — =2e —2=—,1 — —
odavia, tem-se que o e 3y 0g0 —- + 9

equivaléncias nao ¢é valida, entao, F' nao é conservativo.

Portanto, como uma das

Observacgao 4.4. Porém o caso em que o dominio nao seja simplesmente conexo, nao significa

dizer que F nao seja conservativo.

2z < 2y

Eemlo4.4.5"}':, = +
xemp goF@y) = a0t my

2; em D = R% — {(0,0)}. Verifique se F ¢

conservativo.

Solugao: Pode-se notar que D, nao é simplesmente conexo, pois a origem nao faz parte do

conjunto, logo possui buraco. Porém, existe uma funcao potencial ¢(z,y) = In(2? + y?) tal que
0

% _p, 92
ox dy

= (). Portanto, F' é conservativo.
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Consideracoes Finais

O presente trabalho atinge objetivo central ao mostrar que a reciproca de todo campo ve-
torial conservativo possuir rotacional nulo, ou seja, dadas condi¢oes necessarias sobre o dominio
para que o campo vetorial seja definido em conjunto simplesmente conexo, se o rotacional for
nulo, entao o campo vetorial é conservativo. Finalmente, o estudo no decorrer das definigoes,
teoremas, observacoes e exemplos possa levar o leitor a uma leitura simples e adquira um
entendimento, de forma intuitiva e clara, que Teorema das Quatro Equivaléncias, enunciado
a seguir, assegura que se uma das quatro equivaléncias sejam vélidas, entao as outras trés

restantes também serao. Portanto, o campo vetorial F' serd conservativo.

Seja F': D C R?2 —» R um campo vetorial de classe C' em D. Se D C R? é um conjunto

simplesmente conexo, entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

9 _or
“ox Oy’

I1. j{ F.di=0 qualquer que seja a curva C' fechada de D.

I11. ]{ F - d7 =0 nao depende do caminho da curva C' por partes de D.

IV. F é um campo conservativo de alguma funcao poténcial ¢ : D C R? — R.



Anexo

Teorema 4.3 (Teorema de Rolle). Considere uma funcao f satisfazendo as sequintes condigoes:

i. f € continua no intervalo fechado |a,b|;

ii. f € derivdvel no intervalo aberto (a,b);

Entao, existe um numero ¢ em (a,b), tal que f'(c) = 0.

Demonstracao: Como f é continua em |[a, b], f assume um valor méximo e um valor minimo
em [a,b]. Sejam m e n os pontos de [a, b] onde estes valores sao atingidos, isto é, sejam m e n
tais que f(n) < f(z) < f(m), para todo x em |a, b]. Existem dois casos a serem considerados:
(i) A fungao f é constante em [a, b]. Neste caso, f(x) = f(a) = f(b) para todo x € [a,b]. Assim,
fl(x) =0,V z € (a,b). (ii) f(x) # f(a) = f(b) para algum z € (a,b). Neste caso, ou m oun é
diferente das extremidades a e b do intervalo considerado. Sem perda de generalidade, suponha
que seja m este ponto. Como m é um ponto de maximo e estd no intervalo aberto (a,b) onde

f é derivével, tem-se f'(m) = 0. Logo, o ponto ¢ = m satisfaz a conclusao do teorema. [ ]

Teorema 4.4 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja fla,b] — R continua. Se

f € derivdvel em (a, b), entao existe ¢ € (a,b), tal que

oy b)) = fla)
fllo)=———
Demonstracao: De fato, considera-se uma reta s que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) ou
sejay—f(a) = W(w—a) onde s é o grafico da funcao h(x) = W(J;—aﬂ-ﬂ ).
Seja g a funcdo onde g(x) = f(z) — h(x), logo
ow) = 1) — | 2T,y 1y

57



Sendo x = a segue que

De forma analoga tem-se para x = b

o) = () - IW“’ o)t f(a)] = J(5)~ [F6) ~ f(a@) + f(a)] =0

Como ¢ é a diferenca entre duas fungoes continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b), entdo é
continua em [a, b] e derivével em (a,b). Logo pode-se usar o Teorema 4.3 (Teorema de Rolle)

para g assumindo ¢ € [a, ], ou seja ¢ < a < b, tal que

#(c) = 0 ¢ como () = f'(x) - [M] |

b—a

segue

Portanto f'(¢) = ————. |

Teorema 4.5 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Se f € uma fun¢do continua no

intervalo [a,b] e f(a) = f(b), entao existe ¢ pertencente ao intervalo aberto (a,b) tal que

Demonstracao: Sendo f continua no intervalo [a, b e seja ¢ € [a,b] o valor minimo em |a, b]
e seja d € [a,b] o valor maximo em [a, b] entdo pode-se afirmar que f(c) < f(t) < f(d), para

todo t € [a,b] segue por propriedade de integral definida que

FO)b—a) < / F@)dt < f(d)(b— a),

dividindo a equacao acima por (b — a) segue que

/bf(t)dt
fle) = abT < f(d).

Portanto pelo Teorema do Valor Médio pode-se garantir que existe uma funcao

b
| rw ;
flzo) = abT = f(zo)(b—a) = / f(t)dt,Vzy € [a,bl.
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Definigao 4.1 (Bola). Seja X um espa¢o métrico. Dados a € X e § > 0 considera-se o

conjunto B(a,d) = x € X;d(z,a) < 6 onde d(z,a) é a distancia do ponto x até a.

Seja A C R™ e g € R™ um ponto fixado. Entao uma e somente uma das trés

possibilidades deve ocorrer.

i. Existe 0 > 0 tal que B(xp,d) C A, o ponto z( ¢ dito ponto de interior de A com notacao
int(A);

ii. Existe 0 > 0 tal que B(z,0) € A = R" — A, o ponto x( é dito ponto de exterior de A

com notagao ext(A);

iii. Para qualquer § > 0 tal que B(x,) contém pontos de A e pontos de A, o ponto zg é

dito ponto de fronteira com notacao 0A.

Ya

Figura 4.2: P; ponto de interior; P;; ponto de exterior e P;; ponto de fronteira.

Definicao 4.2 (Conjunto Aberto). A C R" é dito aberto se int(A) = A, isto €, todos os

pontos de A sao interiores. Quando 0A C A, dizemos que A € fechado.

Curva Simples: Uma curva que nao possui intersecao com ela propria é chamada curva
simples, um exemplo trivial pode-se dizer que seja uma circunferéncia. Caso uma curva possua

intersecao com ela propria denota-se uma curva nao simples.

Definigao 4.3 (Curva de Jordan:). Supondo que uma curva C' seja descrita por uma fung¢ao
vetorial continua 7 definida em um intervalo |a,b]. Se (a) = 7(b), a curva C é fechada. Uma
curva fechada tal que 7(t1) # T(t2) para todos valores ty # to pertecentes ao intervalo semi
aberto (a,b] se chama curva fechada simples. Curvas fechadas simples sio chamadas curvas de

Jordan em homenagem ao matemdtico francés Camille Jordan (1838-1922).
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Simples, Simples,

nio fechada fechada
Nio simples, Néo simples,
nio fechada fechada

Figura 4.3: Exemplos curvas simples e Nao Simples.

Teorema 4.6 (Teorema de Schwars ou Teorema de Clairout). Dado f: D C R> — R
uma fungao suave, ou seja, suas derivadas parciais sao fungoes continuas e seja D um aberto,

entao

2f  0f

oxdy  Oyox’

Demonstragao: Seja D uma aberto e (xg, ) € D.

Dado (h, k) € R? suficientemente pequenos tal que (zg — h, o+ h) X (yo — k,yo + k) C D
Seja a expressao A(h, k) = f(zo+h,yo + k) — f(20 + h,yo) — [ (20, Yo + k) + f (20, yo). Fixando
um k, defini-se B(t) = f(zo + 1,90 + k) — [(2z0 + ¢, 90)-

Tendo A(h, k) = B(h) — 5(0) = '(¢)(h — 0) = '(c)h,c € [0, h], pelo Teorema 4.4 (Teorema

do Valor Médio de Lagrange) demostrado acima. Assim

kp'(c) = [% (o +c,y0 + k) — g—i(xo +c, yo)] h,
af

alt) = =

xo + x,yo + t) onde f'(c) = a(h) — a(0).

Existe d tal que f'(c) = a(k) — a(0) = o/(d)(k — 0) = &/ (d)k,d € [0, k], donde segue

2

kﬁ'(c) = o/(d)l{:h = lﬁaxgy (xo + ¢, Yo + d)

kh, logo

0*f
A(h, k) = Bxc‘?y(xo + ¢, Yo+ d)

kh. (4.3)

Analogamente, define-se ¢(t) = f(xo + h, yot) — f(x0, Yo + t) encontra-se

2

A(h k) = g0

(.130 +C1,Yo + d]) kh. (44)
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A 2
Portanto limite de 4.3 tem-se (h}j)ni, o (: f;k) = 8890 gy(xm Yo) € limite de 4.4 tem-se

. A(hk)  Of , ,
(h7£1)£0 W Ogor (To,Yo0), pois ¢ < h,d < k e também ¢; < h,d; < k. Portanto
o’f  9°f
oxdy  Oydx’

Definigao 4.4 (Conjuntos Conexos). Um conjunto de D C R™ ¢é dito conexo se os inicos

subconjuntos de D os quais sao abertas e fechados simultaneamente em D sao () e E.

Teorema 4.7. Um subconjunto aberto E # () de R™ é conexo se, e somente se, quaisquer dois

de seus pontos podem ser ligados por uma poligonal contida em D.
Demonstracgao:

(=) Suponha D conexo e fixa-se a € D. Deve-se mostrar que a pode ser ligado a qualquer

ponto de uma poligonal contida em D. Para a € D fixado define-se

A = {b € D, existe uma poligonal P C D de a a b}.

Mostrando que é A é aberto e fechado em D e que A = D.

Para mostrar que A ¢é aberto, seja b € Ae P = a,z9, -+, 2,,b uma poligonal de a a b
com P C FE como D é aberto existe § > 0 tal que B(b,0) C D, mas se Z € B(b,J), entao
[b, z] C B(b,6). Portanto a poligonal () = P U b, z] esta contido em D e vaide a a z. Isto
mostra que B(b,d) C A e portando A é aberto.

Para mostrar que A é fechado, supoe-se que exista z € D — A e seja § > 0 tal que
B(z,9) C D. Se existe um ponto b € AN B(z,d), entao, pode-se construir uma poligonal
de a a z. Assim, tem-se que ter B(z,0) NA =0 ou B(z,0) C D — A. Istoé, D — A é

aberto, de modo que A é fechado.

(<) Suponha que D satisfaz a condigao da poligonal e vamos supor que D nao é conexo e
obtem-se uma contradi¢ao. Por definicao, D = AU B, onde A e B sao abertos com
ANB =0, A#0. Sejaa € A eb e B. Por hipdtese, existe uma poligonal P ligando a e
b tal que P C D. Assumindo que P = [a, ] e define-se:

S=s€e[0,1;sb+(1—s)ac A e T=tel0,1];tb+(1—1t)a € B.

Entdo, SNT = 0,SUT = [0,1],0 € Se 1l € T. Além disso, S e T sao abertos,

contradizendo a conexidade de [0, 1]. Portanto D é conexo.
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Definigao 4.5 (Conjunto Simplesmente Conexo). Seja O um conjunto plano poligonal-
mente conexo. O conjunto O ¢é simplesmente conexo se, para toda curva de Jordan C' situada

em O, a regido interior a C é também um subconjunto de O.

Va Ya

7 >

0 X 0 / X

Simplesmente Conexa NAO é Simplesmente Conexa

v

Figura 4.4: Exemplos de Conjunto Simplesmente Conexo ¢ Nao Simplesmente Conexo.
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