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Resumo

O objetivo deste trabalho foi estudar teoricamente e ilustrar através de simulagao alguns
resultados assintéticos importantes para a Estatistica. A inferéncia se dedica a avaliar o
comportamento de caracteristicas de um determinado conjunto de interesse, com base na
informacao obtida numa pequena parte deste conjunto. Em outras palavras, deseja-se obter
conclusdes sobres as caracteristicas de uma populagao através das informagoes oriundas
da amostra, por meio de uma modelagem estatistica, onde leva-se em consideracao a
problematizacao e o conhecimento prévio das caracteristicas em estudo. Quanto maior a
amostra, espera-se que as conclusdes representem melhor o que acontece com a populacdo.
Os Métodos Assintéticos estudam o comportamento de estatisticas quando os tamanhos
das amostras tendem ao infinito. Obviamente, na pratica, as amostras sao finitas, mas
torna-se natural pensar em quao grandes devem ser estas amostras para que os resultados
sejam satisfatorios. Partindo deste principio, estudou-se as formas de convergéncia estocas-
tica, bem como os principais resultados associados a referida area de estudo, ilustrou-se o
Teorema Central do Limite e a Lei dos Grandes Numeros e analisou-se o comportamento
assintotico de alguns estimadores e estatisticas de teste. Como base para o estudo dos Mé-
todos Assintoticos foram utilizados conceitos mateméaticos e probabilisticos como: Ordens
de Magnitude, Expansoes de Taylor, Fung¢oes Caracteristicas, Modos de Convergéncia
Estocastica, entre outros. Apds desenvolvida toda a teoria buscou-se aplici-la através de
dados simulados, utilizando-se do software R para realizacao de tal tarefa. Foi feito o uso
das distribui¢oes de Poisson e Exponencial para mostrar graficamente seus comportamentos
assintoticos. Ao fim do trabalho os resultados evidenciaram o quao robusta é a teoria por
tras desta area da Estatistica e do quanto é necessario ser dado o merecido reconhecimento

as pessoas que dedicaram suas vidas para desenvolvé-la.

Palavras-chaves: Inferéncia Estatistica. Convergéncia Estocéastica. Teorema Central do

Limite.



Abstract

The objective of this work was to study theoretically and to illustrate by simulation some
important asymptotic results for the Statistics. Inference is concerned with evaluating
the behavior of characteristics of a particular set of interest, based on the information
obtained in a small part of this set. In other words, it is desired to obtain conclusions about
the characteristics of a population through the information from the sample, through a
statistical modeling, where it is taken into account the problematization and the previous
knowledge of the characteristics under study. The larger the sample, the better the results
are expected to represent what happens to the population. Asymptotic Methods study
the behavior of statistics when sample sizes tend to infinity. Obviously, in practice, the
samples are finite, but it becomes natural to think about how large these samples should
be so that the results are satisfactory. Based on this principle, we studied the forms of
stochastic convergence, as well as the main results associated with this area of study, the
Limit Central Theorem and the Large Numbers Law were illustrated and the asymptotic
behavior of some estimators and test statistics. As a basis for the study of Asymptotic
Methods we used mathematical and probabilistic concepts such as: Magnitude Orders,
Taylor Expansions, Characteristic Functions, Stochastic Convergence Modes, among others.
After the entire theory was developed, it was applied through simulated data, using R
software to perform such task. The Poisson and Exponential distributions were used to
graphically show their asymptotic behavior. At the end of the paper the results showed
how robust the theory behind this area of statistics is and how much appreciation has to

be given to the people who have dedicated their lives to developing it.

Key-words: Statistical Inference. Stochastic Convergence. Central Limit Theorem.
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1 Introducao

Frequentemente, na estatistica deseja-se estudar uma determinada caracteristica de
uma populagao. Sendo que, geralmente, é inviavel o estudo sobre o grupo como um todo,
considera-se apenas uma amostra do mesmo. Observa-se o que acontece nessa amostra e
infere-se & populagao através de técnicas adequadas derivadas de dois ramos principais: a
estimagao de parametros e os testes de hipdteses. Segundo Lehmann e Romano (2005),
a Inferéncia Estatistica diz respeito a utilizacdo dessas técnicas para obter informagoes

sobre a variavel X ou o parametro # com o qual esta relacionada.

Cada técnica tem sua importancia na conquista da confiabilidade dos resultados
obtidos. Muitos procedimentos na estimacao de parametros dependem de um tamanho
suficientemente grande da amostra para que os estimadores tenham propriedades 6timas,
dado que o valor de n é um fator de grande influéncia no ajuste de um modelo probabilistico

aos dados.

De acordo com Leite e Singer (1990), grande parte da modelagem estatistica usa
resultados assintoticos, ou seja, validos no limite, quando os tamanhos das amostras tendem
ao infinito. Sendo assim deve-se saber qual o tamanho minimo que uma amostra deve ter

para que o uso de tais resultados seja possivel.

Este trabalho desenvolve-se no estudo dos principais teoremas de probabilidade
relacionados aos métodos assintéticos e nos resultados adjuntos a verificacao das conver-
géncias estocasticas associadas a esses teoremas, seguindo com o estudo do comportamento
assintotico de alguns estimadores frequentemente utilizados, simulando dados para devidas

ilustracoes.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Funcoes Caracteristicas

A Fungdo Caracteristica de uma varidvel aleatoria X é uma média estatistica
que pode ser considerada como a transformada de Fourier da funcao de densidade de
probabilidade.

Se X e Y forem variaveis aleatérias definidas em um mesmo espaco de
probabilidade, entdo Z = X + iY sera uma variavel aleatéria assumindo
valores no conjunto dos nimeros complexos, C. Se E(X) <o e E(Y) <
00, a esperanga de Z pode ser definida como E(Z) = E(X) +iE(Y),
(LEITE; SINGER, 1990, p. 28).

Uma vez que e = cos X + isenX, entdo, E(e™) = E(cos X) +iE(senX) é um
numero complexo bem definido. Por outro lado, pela linearidade da integral de Stieltjes

para o caso de fungoes complexas, temos:
/eiXdFX(x) = /COS xdFx(x) + i /senxdFX(:E) = E(cos X) +iE(senX) = E(e™)

Assim a seguinte definicao garante que a funcao caracteristica de qualquer variavel aleatoria

esteja bem definida.

Definicao 2.1.1 Seja X uma varidvel aleatéria. A fungdo caracteristica de X € a fung¢ao
ox : R — C definida por px(t) = [ e"™dFx(x)Vt € R.

A seguir encontram-se listadas algumas propriedades importantes das Funcoes

Caracteristicas.
Propriedade 2.1.1 |px(t)| < 1 para todo t € R.

Propriedade 2.1.2 ¢x(0) = 1 e Px(t) = ¢x(—t) para todo t € R, onde Px(t) € o

complexo conjugado de px(t).
Propriedade 2.1.3 ¢x ¢é uniformemente continua.

Propriedade 2.1.4 Se X1, X, ..., X, forem varidveis aleatorias independentes, entdo

wzzf:lmj = jl;[lgoxj (t),Vt R
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"Conhecendo a fungao de distribui¢do de X, a fungdo caracteristica pode ser obtida.
A reciproca também é verdadeira e a funcao caracteristica determina univocamente a

fungao de distribui¢ao"(CORDEIRO, 1999, p. 34). Isso corresponde a seguinte propriedade.

Propriedade 2.1.5 A funcao caracteristica de uma variavel aleatoria X determina a

funcao de distribuicao de X.

Propriedade 2.1.6 Uma variavel aleatoria X tem distribuicao simétrica em torno de
zero, isto é, P{X <z} = P{X > —z},Vo € R se, e somente se px(t) for real, Vt € R.

Propriedade 2.1.7 Dados a,b € R arbitrdrios pax.s(t) = e®@x(at) para todo t € R.

Propriedade 2.1.8 Se E|X|" < oo, entdo px tem n derivadas continuas, com gag];) (t) =
[(iz)*e=dFy (z),k = 1,2, ..., n. Particularmente, ¢\ (0) = i* E(X*).

O conceito de funcao caracteristica pode ser generalizado para vetores aleatorios.

Definicdo 2.1.2 A fungao caracteristica de X é a funcao px : R® — C, definida por:

ox(t) = B(e2i=15%) = B(e™X') Yt = (t1,1y, ..., 1,) € R

Todas as propriedades apresentadas até aqui, exceto a Propriedade 2.1.5, sao
validas para o caso de vetores aleatorios. Um teorema equivalente a esta propriedade pode

ser observado a seguir.

Teorema 2.1.1 Se X eY forem vetores aleatérios p-dimensionais tais que px(t) = py (t)

para todo t € R, entio X eY tém a mesma distribuicdo.

Para verificarmos a independéncia entre dois vetores aleatérios, através das suas

fungoes caracteristicas, apresentamos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.2 Sejam X = (X1, Xo, ..., X,) e Y= (Y1,Y5,...,Y,) vetores aleatorios. X e

Y sdao independentes se, e somente se,

oxy)(s,t) = ox(s)py(t),Vs € R’ Vt € R". (2.1)
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2.2 Desigualdades Estatisticas

Antes de dar inicio ao estudo dos modos de convergéncia, a apresentacao de algumas
desigualdades importantes como, por exemplo, as desigualdades de Markov e Chebyshev,

se faz necessaria.

Proposicao 2.2.1 (Desigualdade de Jensen) Seja X uma varidvel aleatdria com es-
peranga finita e g uma fung¢do convexa, entao
E(g9(X)) > g(E(X)).

Proposicao 2.2.2 (Desigualdade Basica de Chebyshev) Seja X uma varidvel alea-

toria nao negativa e considere a > 0, entao

EX)

P(X >a) <
a

Proposicao 2.2.3 (Desigualdade Classica de Chebyshev) Seja X uma varidvel ale-
atoria com média |, entao, para qualquert > 0, temos
Var(X)

POX =l 2 1) < =25

Proposicao 2.2.4 (Desigualdade de Markov) Seja X wma varidvel aleatéria qual-
quer, entao, para quaisquer t,k > 0, temos

E(IXI")

P(X| 2 1) € ——.

Proposicao 2.2.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X e Y wvaridveis alea-

torias com sequndo momento finito, entao

E(IXY]) <y E(X?)E(Y?);

com a igualdade valendo se, e somente se, Y = aX, para alguma constante a.

Proposigao 2.2.6 (Desigualdade de Kolmogorov) Seja {X,,},>1 uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes com média zero e variancia finita, entao, para todo
A>0ecom Sy =X, Xs, ..., Xy, temos
Var(S,)
> < —.
P(max |Sk| = A) < —

Essas desigualdades sao importantes pelo fato de serem ferramentas bastante utili-
zadas nas demostracoes dos resultados assintoticos. "A importancia das desigualdades de
Chebychev e Markov esta no fato de elas nos permitirem deduzir limites para as probabili-

dades quando conhecemos somente a média, ou a média e a variancia, da distribuicao de
probabilidade'(ROSS, 2010, p. 460).
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2.3 Modos de Convergéncia Estocastica

A seguir serao apresentados os principais tipos de Convergéncia Estocastica.

2.3.1 Convergéncia em Probabilidade

Definicao 2.3.1 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,}n,>1 converge em proba-
bilidade para uma varidvel aleatoria X (possivelmente degenerada) se para todo nimero
real € > 0, P(|X,, — X| > ¢€) — 0 quando n — oo.

A notacio X,, — X é usada para indicar que {X,, }n>1 converge em probabilidade
para X, ou seja, "para todo n suficientemente grande, X, e X, sdo aproximadamente
iguais com alta probabilidade' (LEITE; SINGER, 1990, p. 48).

Para generalizar esse conceito para o caso multidimensional, deve ser observada a

seguinte definicao.

Definigao 2.3.2 Uma sequéncia de vetores aleatorios {X,}n>1 = {(Xn1, -, Xop)}, o1
converge em probabilidade para um vetor aleatério Xo = (Xo1, Xo2, ..., Xop) (possivel-
mente degenerado), se a sequéncia de varidveis aleatorias {|| X, — Xo||}n>1 convergir em

probabilidade para zero.

A notacio X,, — X, indica que {X,,},>1 converge em probabilidade Xj.

Para reduzir o estudo da convergéncia em probabilidade do caso multidimensional

para o caso unidimensional, deve ser levado em consideragao o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 Seja { X, },>1 uma sequéncia de vetores aleatorios e Xo um vetor aleatd-

710, entao:

X, — X, se, e somente se X, SN Xoj, para j=1,2,...p.

2.3.2 Convergéncia quase certa

Definicao 2.3.3 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,}n,>1 converge quase cer-

tamente para uma varidvel X se P(X,, — X) = 1.

A notagao X, == X ¢é usada para indicar que {X,, },>1 converge quase certamente
para X. O préximo teorema é muito 1til no estudo da convergéncia quase certa de varidaveis

aleatorias.

Teorema 2.3.2 Seja { X, }n,>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias, entio X,, == 0 se,

e somente se P(|X,| > < infinitas vezes) =0, m=1,2, ...
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Como consequéncia desse teorema, apresentamos os dois proximos resultados.

Teorema 2.3.3 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,},>1 converge quase certa-
mente para uma varidvel X se, e somente se, para todo nimero real € > 0, P(| Xy — X| >

epara algum k > n) — quando n — oo.

Teorema 2.3.4 Sejam {X,},>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias e X uma varidvel

aleatéria. Se 320, P(| Xy, — X| > €) < 0o para todo nimero real € > 0, entao X,, = X.

Sabe-se que a convergéncia em probabilidade ndo implica em convergéncia quase
certa. "O fato de que convergéncia quase certa é um conceito mais forte que convergéncia
em probabilidade pode ser observado através do seguinte teorema' (LEITE; SINGER, 1990,

p. 51).

Teorema 2.3.5 Sejam {X,},>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias e X uma varidvel
;. .c. ~ P
aleatdria. Se X, == X, entio X, — X.

Assim como a convergéncia em probabilidade, o conceito de convergéncia quase

certa também pode ser estendido para o caso vetorial.

Definicao 2.3.4 Diremos que a sequéncia { X, }n>1 = {(Xnt, .. Xop) },,5, de velores alea-
térios converge quase certamente para um vetor aleatorio (possivelmente degenerado)
Xo se a sequéncia de varidveis aleatorias {||X,, — Xo||}n>1 convergir quase certamente

para zero.

Para indicar que {X,,},>1 converge quase certamente para X, usa-se a notacao:
X, £ X,.

Para facilitar o estudo da convergéncia quase certa, pode-se reduzir a convergéncia

do caso multidimensional para o caso unidimensional através do seguinte teorema.

Teorema 2.3.6 Seja { X, },>1 uma sequéncia de vetores aleatorios e Xo um vetor aleatd-

ri0, entao:

X, = Xo se, e somente se X,; — Xo;, para j =1,2,...,p.

2.3.3 Convergéncia em média de ordem r

Definicao 2.3.5 Sejam X, Xy, Xs, ... varidveis aleatorias e r um numero real positivo tais
que E(|X]") < 00 e E(|X,|") < 00,¥n > 1. Diremos que a sequéncia {X,},>1 converge
em média de ordem r para X se E(|X, — X|") — 0 quando n — oc.
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Usa-se a notagdo X, — X para indicar que {X,, },>1 converge em média de ordem

r para X.

Segundo Leite e Singer (1990), convergéncia em quase toda parte (ou em probabili-
dade) nao implica em convergéncia em média. Porem, podemos levar em consideragao o

seguinte resultado.

Teorema 2.3.7 Sejam { X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias, X uma varidvel

aleatoria e r um numero real positivo;
. T ~ P
i) se X,, = X, entao X,, — X;

it) se >0 E(|X,, — X|") < o0, entio X, —> X.

n=1

2.3.4 Convergéncia em Distribuicao

Definicao 2.3.6 Sejam X, Xy, Xs, ... varidveis aleatorias cujas funcoes de distribuicao
sao, respectivamente F, Fy, Fy, ... Diremos que a sequéncia {X,},>1 converge em dis-
tribuicdo para X se, para todo ponto x de continuidade de F, F,(x) — F(z) quando
n — oo.

Usa-se a notacio X,, — X para indicar que {X,}n>1 converge em distribuigao

para X.

O teorema a seguir apresenta uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma

sequéncia de variaveis aleatérias convirja em distribuicao.

Teorema 2.3.8 Sejam X, X1, Xo, ... varidveis aleatorias cujas fungoes de distribuicao sao
~ e ~ . ~ D
F, F\, F;, ... e fungoes caracteristicas sao ¢, 1, pa, ..., respectivamente, entdo, X, — X

se, e somente se, para todo t € R, ¢, (t) — (t) quando n — co.

Como ja visto, convergéncia quase certa ou convergéncia em média, implicam em
convergéncia em probabilidade, mas a reciproca, em geral, nao é verdadeira. A convergéncia
em distribuicao é o tipo mais fraco de convergéncia, "no sentido de que é consequéncia
tanto da convergéncia em probabilidade como da convergéncia quase certa'(JAMES, 2002,

p. 231). Isso pode ser observado através do seguinte teorema.
Teorema 2.3.9 Sejam X, X1, Xs, ... varidveis aleatdrias. Se X,, — X, entdo X,, — X.

O teorema a seguir mostra que é valido, mesmo que a convergéncia em distribuigao

nao resulte em convergéncia em probabilidade, na maioria dos casos.
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Teorema 2.3.10 Seja {X,,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias e X uma varidvel

aleatdria degenerada em um ponto. Se X, — X, entio X, — X.

Através da seguinte definicdo pode-se expandir o conceito de convergéncia em

distribuicao para o caso vetorial.

Definicao 2.3.7 Sejam X, = (Xn1, ..., Xop),n = 1,2, ... e Xy = (Xoy, ..., Xop) vetores
aleatorios p-dimensionais cujas fungoes de distribuicao sao Fx,, Fx,, ... respectivamente.
Diremos que a sequéncia {X,},>1 converge em distribuicdo para X, se, para todo

ponto x = (x1, T, ..., ) de continuidade de Fx,, Fx,(r) — Fx,(x) quando n — oc.

Usa-se a notacao: X, 25 X, para indicar que {X,},>1 converge em distribui¢ao

para Xg.

Pode-se expandir o Teorema 2.3.8 para o caso multidimensional, através do

seguinte teorema.

Teorema 2.3.11 Sejam X,, = (X1, ..., Xpnp),n = 1,2,... ¢ Xy = (Xo1, ..., Xop) vetores
aleatorios p-dimensionais cujas fungoes caracteristicas sio vx,, ©x,, ..., respectivamente.

Entio, X, —= X se, ¢ somente se, para todot € R?, ox, (t) — px,(t) quando n — oco.

O problema do estudo da convergéncia em distribuicdo no caso multidimensional

pode ser reduzido ao caso unidimensional por meio do teorema subsequente.

Teorema 2.3.12 (Cramér-Wold) Sejam X, = (X,1,..., Xpp),n = 1,2,.. e Xy =

s . . . . ~ D
(Xo1, ..., Xop) vetores aleatdrios p-dimensionais. Entio X,, — X, se, e somente se

p p
tX:L = than — thXOj = tX87Vt = (tlvt% "'7tp) € R".

Jj=1 Jj=1

Os préximos resultados ajudam na solugao de problemas frequentes envolvendo

convergéncia estocastica.

Teorema 2.3.13 Sejam X, = (X1, ..., Xpp),n = 1,2, ... ¢ Xo = (Xo1, ..., Xop) vetores
aleatorios p-dimensionais definidos em um mesmo espaco de probabilidade e f : R —

R™(m > 1) uma fungdo continua. Entdo:
i) X, - Xo = f(X,) == f(X0);
i) X, — Xo = f(X,) — [(Xo);
iii) X, — Xo = f(X.) = f(Xo).

Como consequéncia do Teorema 2.3.13, surgem outros dois resultados imediatos.
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Teorema 2.3.14 Sejam {X,},5, e {Yu}, s, sequéncias de varidveis aleatdrias e X e Y

varidvels aleatorias
i) Se X,, = X eY,, =Y, entdo X, + Y, = X +VY e X, Y, = XY
ii) Se X, — X e Y, ==Y, entio X, +Y, == X +Y e X,Y,, — XY

Teorema 2.3.15 (Slutsky) Sejam X, X1, X, ... e Y, Y1, Yo, ..., varidveis aleatorias tais

que X,, — X e Y, — ¢, onde ¢ é uma constante. Entdo,
i) Xn+Y, = X +c;
ii) XY, — cX;
iii) se c £ 0, X,/ Y, = X/c.

2.4 Lei dos Grandes Nimeros

De forma simples, a Lei dos Grandes Numeros nos diz que a média das observagoes

de uma variavel aleatéria tende a esperanca desta variavel.

Definicao 2.4.1 Sejam Xy, Xo, ..., variaveis aleatorias definidas em um mesmo espago de
probabilidade, tais que E(|X,|) < oo,n=1,2,... e sejam T, = >77_, X;,n =1,2,.... Dire-

A . . . Tu—FE(Tn) P
mos que a sequéncia {Xn}n21 satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Numeros se — — 0,
e que satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros se @T—"Z == 0.

'Se uma sequéncia de varidveis aleatérias { X, },-, satisfaz a Lei Forte dos Grandes
Niimeros, entdo, ela também satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Niimeros'(MAGALHAES,
2006, p. 324). Se as varidveis aleatorias tém a mesma média finita p, entdo {X,,}, -, satisfaz

. P . . q.c.
a Lei Fraca se, e somente se, % — 1, e satisfaz a Lei Forte se, e somente se, % 7

A seguir serao apresentadas variagoes das Leis dos Grandes Ntumeros, sob diferentes

suposigoes.

Teorema 2.4.1 (Lei Fraca dos Grandes Numeros de Chebychev) Sejam X;, Xs, ...
uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes com médias pii, s, ... € VATIANCIas
01,09, ..., respectivamente. Se n=*Var(T,) =n">3%_ 07 — 0 quando n — oo, entdo
{ X}, satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Niimeros, ou seja, n~{T,, — 5_; i} 0.

Teorema 2.4.2 (Lei Fraca dos Grandes Numeros de Khintchine) Se {X,}, ., for
uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
E(X) = u < oo, entio Ty, /n — p.
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Teorema 2.4.3 (Lei Fraca dos Grandes Numeros de Markov) Sejam X, Xo, ... va-
riaveis aleatorias independentes com médias iy, pa, ... finitas e tais que, para algum
6,0 < & < 1 wale a condigio de Markov; n="*) " | B|IX; — p;|'™ — 0 quando
n — oo. Entdo n T, — ¥_, ju;} — 0.

Teorema 2.4.4 (Lei Forte dos Grandes Nuimeros de Kolmogorov) Sejam X;, X, ...
uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes com médias [y, o, ... € variancias

01,09, ..., respectivamente.

n 2 n
Se> 0—;‘ < oo, ention T, — E(T,)} =n T, = > u;} > 0.
=" =1

Teorema 2.4.5 (Lei Forte dos Grandes Nimeros de Khintchine) Se {X,}, ., for
uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Entao

T,/n == ¢, onde ¢ é uma constante se, e somente se, E(|X1|) < oo e ¢ = E(X;).

O proximo teorema é uma extensao da Lei Forte dos Grandes Ntumeros para o caso

vetorial.

Teorema 2.4.6 Sejam { X, }n>1 = {(Xn1, Xng, .., Xop)},,o, uma sequéncia de vetores

aleatorios p-dimensionais independentes e identicamente distribuidos tal que,

E(lejl) < 00,7 =12 ..p p= E(Xl) = (M17M27...,Mp) e 7,,1 =n! ;-1:1 Xj.,n =
1,2,.... Entao X, *% p.

2.5 Teorema Central do Limite

Quando as estatisticas em questao correspondem as somas de variaveis aleatérias
independentes, os procedimentos baseados em métodos assintoticos sao especialmente
atraentes do ponto de vista pratico, por conta do resultado conhecido como Teorema

Central do Limaite.

De acordo com Ross (2010, p. 463), o Teorema Central do Limite diz que a
soma de um grande nimero de varidveis aleatorias independentes tem uma distribuicao
que é aproximadamente normal. O Teorema Central do Limite é considerado, pela sua

importancia na teoria e em aplicagoes, como o teorema basico mais central da probabilidade.

A seguir, é apresentado a versao mais simples desse teorema e sua respectiva

demostracao.

Dada uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,,} ., usaremos as notacoes 1, =
n 2 Y _ . . N .
i Xj, 0, = Var(T,), X, = T,/n, n = 1,2, ... Para indicar que uma sequéncia de

variaveis {Y, }, ., converge em distribui¢do para uma varidvel aleatéria Normal, com média

2

A . . ~ D 2
p e varidncia o°, usaremos a notagao Y, — N(u,0?).
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Teorema 2.5.1 Teorema Central do Limite para varidveis aleatorias indepen-

dentes e identicamente distribuidas Sejam {X,}, -, uma sequéncia de varidveis

aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com média e variancia o2, em

que 0 < 02 < oo. Entdo:

T, — E(1, T, —
0= B Tzt o,y 1),
Sn ovn

Demostragao: Primeiramente supoe-se que X,, tem média zero (1 = 0). Supor este
fato nao causa perda de generalidade, pois se p # 0 define-se Y,, = X,, — u. Pelo Teorema

3.5.4.1, basta ser mostrado que:

o1, joym(t) — e2 quando n —» oo.
Seja ¢ a fungdo caracteristica de X,,. Entao, para todo t € R,

O, jovm(t) = o, ( \/— HSOXk \/— (@Xl(@\/—))

como por hipétese X,, apresenta variancia limitada, tem-se que ¢ apresenta pelo menos

duas variaveis continuas. Desta forma, utilizando da féormula de Taylor, tem-se que
/ /! t2
p(t) = 9(0) + ' (0)t + 7(0(1)) 5

no qual |6(t)] < |¢].

Logo,
2 42

p(t) = 9l0) + ¢ (0)t + 2" (0(0))5 + S (61(1)) — " (0)],

com ¢"(0(t)) — ¢"(0) — 0 quando t — 0.
Como ¢(0) =1, ¢'(0) =iu =0 e ¢"(0) = *E(X}) = —E(X}) = —0?, tem-se que

ot 2
f)=1——— + —oft
plt) =1~ T+ Zolt)
no qual
%1_%0(15) 0
Por isso, para cada t fixo,
t t? ¢ t t2 1 t >
n ) =[] — — —_o(— )" =1 — —{] - —o(—— no__y —t%/2
S0(0\/5) [ 2n+202n0(0\/ﬁ)] [ Qn{ 020(0ﬁ)}] ¢ ’

pois 1 — %o(ﬁ) — 1 quando n — o0 e para numeros complexos, ¢, — ¢ —
(14 <) — e

E portanto o resultado segue.
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2.6 Comportamento Assintotico de Estimadores e Estatisticas de

Teste

Considerando uma familia de espagos de probabilidade, indicada pelo parametro
€ © C R e X1, X,,..., X, uma amostra aleatéria, com distribuicdo desconhecida
Py, "o objetivo da inferéncia é o de propor e avaliar métodos de sele¢ao de estatisticas
T, = T,(Xy, ..., X,) apropriados para estimar € ou testar hipdteses sobre 0'(LEITE;
SINGER, 1990, p. 104).

Neste caso, o estudo do comportamento assintotico dos seus estimadores e esta-
tisticas de teste faz-se de grande importancia, ja que suas propriedades sao dificeis de se

detectar em amostras pequenas.

A consisténcia de um estimador indica que, para grandes amostras, a diferenca
entre 0, e 0 é pequena. Assim. uma sequéncia {én}n>1 de estimadores de 6 é fracamente
consistente se 0,, — 0:; por outro lado, se 0, L= 0, a sequéncia {én}n>1 ¢ dita fortemente
consistente. Tais estimadores correspondem a familia dos que a precisao esta diretamente

relacionada ao tamanho da amostra.

2.6.1 Comportamento Assintético de Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Sejam X1, Xo, ..., X,, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,
com fungao de densidade f(z;0),0 € ©° C R. A fungao de verossimilhanga é definida
como:

-

Il
> =

(2

considerada como fungao de 6. Dizemos que 6,, € um estimador de MV de 6 se

Ly (6,) = sup L, (6).
0cO

Em muitos casos os estimadores de MV podem ser obtidos através da equagao de

verossimilhanca:

An(8) = A(0; X1, Xa, .. X,) = % log Ly, (6) = 0.

Quando houver uma estatistica suficiente 7T,,, podemos escrever
Ln(e) = g(Tn/Q)h<X1, XQ, Xn)

e claramente a maximizacao de L, (f) equivale a maximizagao de ¢(7},/0); como consequén-

cia, o estimador de MV 6,, sera uma funcao apenas de 7,.
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Nos casos onde as duas primeiras derivadas do logaritmo da funcao
de verossimilhanca existem, os procedimentos usuais para calcular os
estimadores de MV sao baseados na expansao de Taylor apresentada

a seguir, em torno de alguma estimativa inicial 97(7,0) (LEITE; SINGER,
1990, p. 107).

0

0 = _logL"( >|9 On =

0 0?
8‘9 IOg Ln( )|9:g7(l°) + (6 6(0 )_log L"( )|9:'97.1

00 062

onde #* é um valor entre 6, ¢ 6°). Entdo tem-se:

N )
0, =6y — {55108 Lu(0)l,_ 9(‘”}{892 log L (6) =05}~ (2.2)

Se, por exemplo, §(°) for baseado num estimador consistente de #), podemos escrever
(2.2) como:

2

S 9 _
0, = 91(1) — {%log Ln(9)|0:9£o>}{wlog Ln(9)|9:9&o)} ! (2.3)

O seguinte resultado constitui requisitos para que os estimadores de MV tenham

distribuicao assintética Normal.

Teorema 2.6.1 Secjam X1, X, ...X,, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com funcao de densidade f(x;60),0 € © C R satisfazendo as sequintes condi-

coes:

i) %f(a:;G) e ;—;f(x' 0) existem em quase toda parte e sao tais que |%f(x;9)| < Hi(x) e
|§—922f(x;9)| < Hy(x) onde [p Hj(x)dx < 00,j =1,2.

zz) 5 log f(x;0) e W log f(x;0) existem em quase toda parte e sao tais que:

a) 0 < Iy = Eg{5log f(X1;0)}* = [p{55.f(x;0)}*{f(2;0)} "dz < 00, ou seja, X,
tem informacao de Fisher finita;

b) Eg{supy,n<s |8i;2—log f(Xl;H—i—h)—a%zg- log f(X1;0)|} = Vs — 0 quando § — 0.
Entio o estimador de MV de 0, 0, é tal que \/n(0, —0) = N(0,1;").

Generalizando o Teorema 2.6.1 para o caso multiparamétrico, obtém-se o seguinte

resultado.

Teorema 2.6.2 Sejam X1, ...X,, varidveis aleatdrias independentes com fungdo densidade

f(x;0),0 € © C R? satisfazendo as sequintes condigoes:

i) Parai,j=1,...,q, 869 f(x 0) e ﬁf(x' 0) existem em quase toda parte e sao tais que
|8%if(x;6)| < H;(z) e |66 (:1: 0)] < Gij(x) onde [ Hi(x)dr < oo e [ Gij(x)dx < oo
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3007, log f(z;0) existem em quase toda parte e sdo

i) Para i,j =1, ...,q,aieilogf(:c;ﬁ) e

tais que:

a) a matriz de informagao de Fisher,
_ 9 oig 9 )
Iy = E{%logf(Xl,Q)} {%bgf()ﬁ,@)},

onde Zlog f(X1;0) = [a%llogf(Xl;Q), ...,%logf(Xl;Q)], é finita e positiva defi-
nida;

b) Eg{suphﬂhlg(; ||890—29t10gf(X1;0 +h) — 890—289,510g f(X1;0)||} = ¥s, onde

89‘9—2& log f(X1;60) = [#zej log f(X1;0)]i;, converge para zero com § — 0.

Entdao o estimador de MV de 8, 0, ¢ tal que:

Vn(6, —0) =5 N(0,I;1).

2.7 Distribuicoes de Probabilidade

Nesta sessao serao apresentadas as distribuigoes de probabilidade utilizadas na
simulagao deste trabalho. Serdao expostas sua funcao de probabilidade, no caso da distri-
buicao de Poisson e sua funcao de densidade, no caso da distribuicdo exponencial, suas

esperangas e variancias, e suas fungoes caracteristicas.

2.7.1 Distribuicao de Poisson

Ross (2010) diz que a distribui¢ao de Poisson ¢ muito utilizada em situagoes onde os
eventos de interesse acontecem em um certo periodo de tempo. Sua fungao de probabilidade
¢ definida por

)\$
— ) = A
P(X=xz)=e 7
onde A\ >0ex=0,1,2,....

Tanto a esperanca quanto a variancia da distribuicao de Poisson assumem o mesmo

valor do parametro A, ou seja,
EX)=X e Var(X)= A\
Por fim, fungdo caracteristica ¢x(t) da distribuigdo de Poisson é dada por

ox(t) = exp{A(e” — 1)}.

2.7.2 Distribuicao Exponencial

'A distribuicao exponencial surge frequentemente como a distribui¢ao da quantidade
de tempo até que ocorra algum evento especifico'(ROSS, 2010, p. 257). Sua fungao de
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densidade é dada por

fx) =

e ™ sex> 0
0, sex < 0
para qualquer A > 0.
A esperanca da distribuicao exponencial é igual ao inverso do seu parametro e a
variancia é igual ao quadrado da média, ou seja,
B(X)=1 e Var(X)=
=— e Var = —.
A A2

Finalmente, a fungdo caracteristica ¢y (t) da distribui¢do exponencial é dada por

A
px(t) =55
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3 Aplicacao

Para a visualizacao do comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanga,
utilizou-se do método da simulacao de dados no software RStudio, versao 1.0.153, onde
foram geradas amostras de diferentes tamanhos, n = 10, 30, 100, 500, das distribui¢oes

Poisson ¢ Exponencial, onde para cada tamanho repetiu-se a amostragem 1000 vezes.

Sabendo que o estimador de maxima verossimilhanca do parametro A, na Distri-
buicao de Poisson, é T, calculamos o seu valor para cada amostra obtida e verificamos o
seu comportamento em relacao a Distribuicdo Normal através de histogramas e de Q-Q

Plot’s, como pode ser visto a seguir.

Figura 1 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao de Poisson,
para amostras de tamanho n = 10

Histograma da média amostral, com n=10 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=10
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Nota-se que, na primeira simula¢ao (Figura 1) com amostras do tamanho n = 10,
o histograma nao assume a forma de sino com a qual a distribuicao normal se assemelha.
Através do Q-Q Plot, pode ser observado que grande parte dos pontos nao estao sobrepostos

a reta da distribuicdo normal, apresentando uma forma de "escada'.

Figura 2 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao de Poisson,
para amostras de tamanho n = 30

Histograma da média amostral, com n=30 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=30
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Pode ser observado que, na Figura 2, correspondente a simulacao com amostras de
tamanho n = 30, o histograma aproxima-se da forma de um sino. Km contrapartida, o Q-Q
plot ainda apresenta bastante pontos fora da reta da distribuicdo normal, principalmente

em suas caldas.
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Figura 3 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribui¢do de Poisson,
para amostras de tamanho n = 100

Histograma da média amostral, com n=100 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=100
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Quando o tamanho da amostra é aumentado para n = 100 (Figura 3), é perceptivel
que o histograma apresenta a forma bem préxima a de um sino e que grande parte
dos pontos do Q-Q Plot estao sobre a reta da distribuicdo normal. Apenas as caldas

encontram-se afastadas.

Figura 4 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao de Poisson,
para amostras de tamanho n = 500

Histograma da média amostral, com n=500 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=500

3 |

Density
Sample Quantiles
000 01

-0.10

f T T T T T 1 T T T T T T T
015 010 005 000 005 010 015 3 -2 -1 0 1 2 3

Valores da média amostral padronizados Theoretical Quantiles

Na Figura 4, que representa a simulagao com amostras do tamanho n = 500, pode
ser observado que o histograma mantem a forma bem préxima a de um sino e que os pontos
do Q-Q Plot apresentam-se, quase que por completamente, sobre a reta da distribuicao

normal.

Sabemos que, diferente da distribuicdo de Poisson, o estimador de maxima veros-
similhanca do parametro A, na distribuicao Exponencial é % Sendo assim, repetimos o

mesmo processo anterior para a distribuicao atual.

Figura 5 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao Exponencial,
para amostras de tamanho n = 10

Histograma da média amostral, com n=10 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=10
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Pode ser observado na Figura 5 que, quando foram simuladas amostras de tamanho
n = 10, o histograma da média amostral apresentou uma forma assimétrica positiva,
proxima a de uma distribuicao exponencial. Através do Q-Q Plot, nota-se um forte padrao

nao linear, sugerindo que as médias nao sao distribuidas como uma normal.

Figura 6 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao Exponencial,
para amostras de tamanho n = 30

Histograma da média amostral, com n=30 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=30
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Na simulagao com amostras de tamanho n = 30 (Figura 6), nota-se que o histograma
obtido ainda apresenta uma assimetria positiva. J& o Q-Q plot ajuda a confirmar a
auséncia de normalidade das médias amostrais, pois a quantidade de pontos fora da reta

da distribuicao normal é notavel.

Figura 7 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao Exponencial,
para amostras de tamanho n = 100

Histograma da média amostral, com n=100 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=100
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Pode notar-se na Figura 7 que o histograma finalmente passou a apresentar-se de
forma aproximadamente normal, quando a amostra alcangou o tamanho n = 100. Pelo
Q-Q Plot, observa-se que grande parte dos valores das médias obtidas apresentam-se sobre

a reta da distribuicao normal.
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Figura 8 — Histograma e Normal Q-Q Plot da média amostral da distribuicao Exponencial,
para amostras de tamanho n = 500

Histograma da média amostral, com n=500 Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=500
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Por fim, através da Figura 8, pode ser percebido que o histograma aproxima-se
ainda mais da forma de sino, tipica da distribui¢do normal e que praticamente todos os
pontos, representantes dos valores das médias amostrais, encontram-se sobre a reta da

distribuicao normal.
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4 Conclusao

Ao observar a simulagdo para amostras da distribuicao de Poisson é possivel notar
que, a medida que o tamanho da amostra aumenta, os histogramas tendem a apresentar-
sem na forma de sino, levando a crer que a distribui¢ao empirica da estatistica ﬁ\/%
aproxima-se da distribuicdo normal padrao quando n tende ao infinito. Tal fato é reforcado
pela analise do Q-Q Plot, pois a medida que o tamanho da amostra foi aumentado, menor

foi a quantidade de observagoes fora da reta da distribuicao normal.

Observando a simulacao da distribuicdo exponencial, notou-se que, assim como na
Distribuicao de Poisson, a forma como o histograma se apresenta aproxima-se cada vez

mais da forma de sino, a medida que aumenta-se o tamanho da amostra. Da mesma forma,

através dos Q-Q Plots, nota-se que a distribuicao de ﬁ)‘i_E(g) se aproxima da normal

padrao a medida que o valor de n aumenta.

Sendo assim, a partir da simulagdo das amostras das duas distribui¢oes, Poisson e
Exponencial, pode-se afirmar que os estimadores do pardmetro populacional \, X e %,
respectivamente, apresentaram o comportamento assintético esperado, ou seja, a medida
que aumentou-se o tamanho da amostra, as estimativas aproximaram-se cada vez mais do
verdadeiro valor do parametro. Isso pode parecer uma ideia simples, mas sua comprovacao
tedrica exige um conhecimento variado de resultados estatisticos e matematicos. Vale
ressaltar que, em dados reais, nem sempre se consegue a visualizacao integral desse

comportamento dos estimadores e das estatisticas de teste.
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Apéndices



APENDICE A - Rotina utilizada para a

simulacao

1=2 #Parametro da distribuigdo de Poisson

k=0.5 #Paré@metro da distribuigdo Exponencial

#Funcdo para padronizar os valores da média amostral

#da distribuigdo de Poisson

padrao<-function(x){
p<-(x-1)/sqrt (1)
return(p)

by

#Gerando as amostras da distribuigdo de Poisson

#E construindo os Histogramas e Q-Q Plot’s

amol <- matrix(nrow=1000,ncol=10, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo1[i,] <- (rpois(10,1))}
xbarral<-apply(amol,1,mean)
xblp<-padrao(xbarral)

mean (xbarral)

sd(xbarral)

hist(xblp,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=10",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
gqnorm(xblp,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=10")

qqline(xblp)

amo2 <- matrix(nrow=1000,ncol=30, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo2[i,] <- (rpois(30,1))}
xbarra2<-apply(amo2, 1,mean)

xb2p<-padrao (xbarra?2)

mean (xbarra?2)
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sd(xbarra2)

hist (xb2p,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=30",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
gqnorm(xb2p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=30")

qqline (xb2p)

amo3 <- matrix(nrow=1000,ncol=100, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo3[i,] <- (rpois(100,1))}
xbarra3<-apply(amo3,1,mean)

xb3p<-padrao (xbarra3)

mean (xbarra3)

sd(xbarra3)

hist (xb3p,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=100",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
ggnorm(xb3p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=100")

qqline (xb3p)

amo4 <- matrix(nrow=1000,ncol=500, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo4[i,] <- (rpois(500,1))}
xbarrad<-apply(amo4,1,mean)
xb4p<-padrao(xbarra4)

mean (xbarra4)

sd(xbarra4)

hist (xb4dp,freqg=F,

main="Histograma da média amostral, com n=500",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
qgnorm(xb4p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=500")

qqline (xb4p)

#Funcdo para padronizar os valores da média amostral

#da distribuicdo Exponencial
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padrao2<-function(x){
p2<-(x-(1/k)) /(1/k)
return(p2)

}

#Gerando as amostras da distribuic¢do Exponencial

#E construindo os Histogramas e Q-Q Plot’s

amoll <- matrix(nrow=1000, ncol=10, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo11[i,] <- (rexp(10,k))}
xbarrall<-apply(amoll,1,mean)
xbl1lp<-padrao2(xbarrall)

mean (xbarrall)

sd(xbarrall)

hist(xbllp,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=10",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
qqnorm(xbllp,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=10")

qqline(xbl1p)

amo22 <- matrix(nrow=1000, ncol=30, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo22[i,] <- (rexp(30,k))}
xbarra22<-apply(amo22,1,mean)
xb22p<-padrao2(xbarra22)

mean (xbarra22)

sd(xbarra22)

hist(xb22p,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=30",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
qqnorm(xb22p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=30")

qqline (xb22p)

amo33 <- matrix(nrow=1000, ncol=100, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo33[i,] <- (rexp(100,k))}
xbarra33<-apply(amo33,1,mean)
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xb33p<-padrao2(xbarra33)
mean (xbarra33)
sd (xbarra33)

hist (xb33p,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=100",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
qgqnorm(xb33p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=100")

qqline (xb33p)

amo44 <- matrix(nrow=1000, ncol=500, byrow=T)
for(i in 1:1000){amo44[i,] <- (rexp(500,k))}
xbarra44<-apply(amo44,1,mean)
xb44p<-padrao2(xbarrad4)

mean (xbarra4d4)

sd (xbarra44)

hist(xb44p,freq=F,

main="Histograma da média amostral, com n=500",

xlab="Valores da média amostral padronizados")
gqnorm(xb44p,main="Normal Q-Q Plot da média amostral, com n=500")

qqline (xb44p)



