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RESUMO

O objetivo desse trabalho é encontrar férmulas que resolvam através de radicais as

2w+1 2w+1 ) )

equagodes polinomiais Z ¢zt =0e Z (—q)“rl x' = 0 para todo w pertencente aos
i=0 i=0

naturais. Onde a = (¢*“ 72, ¢ ... g%, q) e B = (¢*“T2, —¢** T, ..., ¢*, —q) sdo Progressoes

geométricas formadas pelos coeficientes das respectivas equagoes. Este objetivo justifica-se,
pois estudamos nove dissertagoes de mestrado da area de solucao de equagoes polinomiais e
trés livros de estruturas algébricas e verificamos que nenhum desses trabalhos resolve essas
equacgoes. O método utilizado foi observar o comportamentos dessas equagoes para casos
particulares quando w cresce e dai levantar conjecturas, e a partir delas enunciar proposicoes

e demonstra-las, para assim tentar decompor os polinémios em outros mais simples. E
2w+1

assim atingir o objetivo geral. Concluimos que as equagoes polinomiais E ¢t =0
i=0
2w—+1

i+1 i , ,
e Z (—q)“r ' = 0 de fato possuem férmulas que as resolvam e essas férmulas foram
=0

1=
obtidas através de radicais como suspeitavamos. Apds termos encontrado essas férmulas

realizamos algumas aplicagoes.

Palavras-chave: Solu¢ao. Equacao. Polindmio.



ABSTRACT

The objective of this work is to find formulas that solve, through radicals, the polynomial
2w+1 2w+1

equations Z ¢zt =0 and Z Hl 2’ = 0 for all w pertaining to natural. Where

2w+2 2w+1

a = (¢*T2 ¢*v . ¢% q) and 6 (q 2“’+2, —q?V T .. g%, —q)are geometric progressions
formed by the coefficients of the respective equations. This objective is justified because we
studied nine master’s dissertations from the area of solution of polynomial equations and
three books of algebraic structures and we verified that none of these works solves these
equations. The method used was to observe the behavior of these equations for particular
cases when w grows and hence to conjecture, and from them to enunciate propositions

and to demonstrate them, in order to try to decompose the polynomials into simpler ones.

2w+1
And so, achieve the overall goal. Conclude that the polynomial equations Z ¢ et =0
=0
2w—+1 )
and Z ZH x' = 0 actually have formulas that solve them and these formulas were

obtalned through radicals as we suspected. After we have found these formulas, have made

some applications.

Key-words: Solution. Equation. Polynomial.
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1 INTRODUCAO

A solucao de uma equacao polinomial do primeiro grau que fazemos uso atualmente
deve-se a dois axiomas de Euclides, escrito em sua obra "Os FElementos”, por volta de 300
a.C. Sendo eles o principio aditivo da igualdade e o principio multiplicativo. As solugoes
gerais das equacoes polinomiais de segundo, terceiro e quarto grau foram sendo descobertas
gradualmente até o século XVI. Essas equagoes possuem uma caracteristica em comum,
que é o fato de cada uma delas possuirem uma férmula geral para encontrar todas as
suas raizes, de modo que estas férmulas utilizem apenas as quatro operacgoes basicas da
aritmética, a radiciacao e os coeficientes da equagao. Quando uma equagao polinomial,

qualquer, possui tal caracteristica dizemos que ela é soluvel por radicais.

Um exemplo de equagao solivel por radicais é a equagao polinomial geral do
segundo grau (chamamos uma equagao polinomial de grau n, de geral quando ela é capaz
de representar todas equagoes polinomiais desse mesmo grau), pois toda equagao polinomial
de grau dois pode ser escrita da forma ax® + bz +c=0 com a, b e ¢ € R tal que a # 0.

, _ /b2 _
E ao observarmos a férmula z = W

que encontra todas as raizes da equagao do
segundo grau podemos ver que ela usa apenas as quatro operagoes basicas, a radiciacao e

seus coeficientes para resolvé-la.

Os matematicos dos séculos XVI-XVIII tentaram encontrar a férmula geral da
equacao de quinto grau através de radicais, e como nao obtiveram sucesso eles tentaram
provar que ela nio existia. Evariste Galois (1811-1832) foi ainda mais longe e generalizou
o problema, provando que nenhuma equagao geral de grau n, com n > 4 e n € N, ¢é solivel
por radicais. Existem, porém casos particulares de equagoes polinomiais de grau n > 4

que sao soluveis por radicais. Como ¢é o caso do exemplo a seguir:
Considere a equacao 2" — 2z =0, com n € N e z € R tal que n > 4 e a resolvamos.
" —z=0=1"=z=>10= /2

Utilizando a segunda férmula de Moivre! (férmula de radiciagao de nimeros complexos)

temos:

0 2k 0 2k
Ve=Zy= 1/ 2| [cos<+w>+isen<+ﬂ>
n n n n

ke€{0,1,2,3..n— 1} com

| z ||= Va? + b? cosf = b e senf = b
Iz ] |2 ]

1 Segundo EVES (2011) Abraham De Moivre (1667-1754) foi um huguenote francés que foi morar em
Londres por questdes religiosas por volta de 1685. Ele trabalhava como professor particular e é conhecido
principalmente por suas contribuigoes na matemaética atuarial da época, teoria das probabilidades,
séries recorrentes e trigonometria analitica.
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onde a é a parte real do niimero complexo 2z e b é a parte imaginaria.

Como k varia de 0 & n—1 e esta formula de Moivre é valida para todo n pertencente
aos naturais, tal que n > 1 (como demonstraremos no capitulo 2) logo é valida para n > 4,
entdo esta formula encontra as n raizes da equacao x™ — z = 0 como queriamos mostrar.
Como para solucionar a equagao z™ — z = 0 utilizamos apenas a soma; a radiciacdo e seus
coeficientes, entao podemos afirmar que ela é soluvel por radicais. Isto parece contradizer
a teoria de Galois, mas nao contradiz, pois " — z = 0 é apenas uma equagao particular,

de grau n.

Como exemplo tomemos a equacgao x" 4+ 2z — z = 0. Para que ela seja escrita da
mesma forma de x™ — 2z = 0 o coeficiente 2 teria que ser igual a 0, o que é um absurdo,
logo nem toda equacao de grau n pode ser escrita da forma de ™ — z = 0, ou seja, ela é
de fato uma equagao particular de grau n. Contudo a teoria de Galois(é a teoria criada
por Galois para identificar quais equacoes polinomiais particulares de grau n sao soliveis
por radicais, com n > 4.), afirma apenas que nao existe uma formula que resolva todas as

equagoes de determinado grau através de radicais, se esse grau for maior que 4.

Embora a equacao, simples, ™ — z = 0 tenha sido resolvida, dentro do conjunto
dos nimeros complexos, pela segunda formula de Moivre no século XVII, sua importancia
apenas fica evidenciada apos confrontarmos ela com a teoria de Galois do século XVIII,
pois se nao existe uma férmula que resolva as equagoes gerais de 5°, 6°, 7°... e n-ésimo
grau, entao faz-se necessario encontrarmos férmulas que resolvam equagoes particulares
de 5°, 6°, 7°... e n-ésimo grau. Entretanto a Teoria de Galois ndo determina quais sao as
formulas que resolvem as equagoes que sao soluveis por radicais. E é exatamente aqui que
a segunda formula de Moivre mostra sua relevancia para a solugao de equagoes, pois ela
nos mostra que existe pelo menos uma equacao particular de grau n com n > 1 que ¢é

soltivel por radicais.

Com base nesse contexto e apds uma pesquisa bibliografica realizada em dissertagoes
de mestrado da area de solucao de equacoes polinomiais, cujos autores sao CARRASCHI
(2014), CARVALHO (2015), NASCIMENTO (2015), PONTES (2013), HOLGADO (2016),
MARQUES (2017), VIEIRA (2015), LOBO (2017) e SCHUVAAB (2013). E nos livros de
algebra abstrata VIEIRA (2015), DOMINGUES e IEZZI (2003) e GARCIA e LEQUAIN
(2001). N6s propomos como objetivo geral encontrar as féormulas que solucionem por
radicais(caso sejam soltveis por radicais) as seguintes equacoes polinomiais particulares

de grau N, isto é,

pw,q (Z’) — qle + q2$1 + .. +q2w+lx2w + q2w+2$2w+1 =0 (11)

Pu—g (@) = (=q) 2° + (—@)° 2" + . 4 ()" 2 4 (=) 2T =0, (12)
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Sendo que w,q € Ne x € C tal que ¢ > 1, com N = 2w + 1. Onde x é a incognita

das equagées e q é uma constante. COHI a observagéo que a P.G.(progresséo geométrica)
a = (quJrQ7 q2w+1

B = (¢*2, —¢**, ..., ¢* —q) formada pela pelos coeficientes de p,, , (x). Nossa tese é

.-y q%,q) que é formada pelos coeficientes do polinémio p,,, (z) e a P.G

que as equagoes (1.1) e (1.2) possuem férmulas que as resolvem por radicais.

A escolha desse objetivo foi feita levando-se em conta principalmente a relevancia
deste problema, pois nenhuma das obras pesquisadas encontra, ou se quer citam, formulas
que resolvam as equacgoes enésimas por nds propostas acima. O que significa que possivel-
mente essas solugoes nao foram publicadas ou se foram, sao de dificil acesso. Este fato
nos motivou ao desenvolvimento desse estudo que podera revelar possiveis solugoes para
tais equagoes. E Dessa forma estariamos contribuindo no preenchimento dessa lacuna no
acervo bibliografico das solugoes algébricas das equagoes polinomiais. E caso encontremos

as solugdes buscaremos realizar aplicagoes. E para tanto os objetivos especificos sao:

e analisar as equagoes (1.1) e (1.2) para observar os seus comportamentos quando o w
cresce para que desse modo nés possamos perceber padroes e a partir dai levantar

conjecturas.

e através das possiveis conjecturas levantadas, enunciar proposicoes que valham para

todo w pertencente aos naturais e demonstra-las.

e utilizar as possiveis proposicoes, ja demostradas, e resultados conhecidos sobre
polinémios e equacgoes polinomiais para tentar decompor os polindomios que compoem
as equagoes (1.1) e (1.2) em polindémios mais faceis de encontrar suas raizes. F assim

atingir o objetivo geral.

No capitulo 2 mostraremos aspectos historicos das solugoes das equacoes polinomiais
bem como algumas breves biografias dos mateméaticos mais relevantes desse contexto.
Apresentaremos de modo especial a biografia de Evariste Galois, métodos algébricos para
solucionar as equacoes do segundo e terceiro grau e definiremos o que é um polinémio.
E demonstraremos alguns resultados sobre os mesmos. No capitulo 3 buscaremos atingir
os objetivos especificos e o objetivo geral. No capitulo 4 realizaremos algumas aplicagoes

partir de nossos estudos no capitulo 3.
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2 EQUACOES POLINOMIAIS

Neste capitulo abordaremos aspectos histéricos relacionados com o desenvolvimento
de solugoes das equagoes polinomiais até o terceiro grau, bem como, uma breve biografia de

Evariste Galois, que através da teoria que leva seu nome, ajuda a justificar este Trabalho.

2.1 AspPeECTOS HISTORICOS

Segundo PONTES (2013) a primeira menc¢ao a soluges de equagoes de que se tém
noticias se encontra no papiro egipcio de Rhind!, escrito ha mais ou menos 4000 anos.
De acordo com indicio histéricos, os gregos resolviam equagoes através da Geometria,
mas foram os arabes e hindus que absorveram e aperfeicoaram a matemaéatica dos gregos
promovendo um acentuado progresso na resolugao de equagoes. Para representar o valor
desconhecido em uma equagao os arabes chamavam este valor de “coisa”, o que hoje
chamamos de incégnita. Atualmente, o método algébrico para solucao de uma equacao
polinomial do primeiro grau que fazemos uso deve-se a dois axiomas de Euclides, escrito
em sua obra "Os Elementos”, por volta de 300 a.C. Sendo eles o principio aditivo da
igualdade e o principio multiplicativo. Como mostramos no inicio da introdugao a solucao
das equacoes polinomiais de primeiro grau atualmente sao dadas com base nos principios

seguintes.

O Principio Aditivo da Igualdade diz que numa expressao podemos somar um
numero real a ambos os membros de uma igualdade que ela nao se altera, ou seja:
a=b=a+c=b+c
E o Principio Multiplicativo da Igualdade afirma que podemos multiplicar ambos
os membros de uma igualdade por um nimero real que ela nao se altera, isto é:
a=b=a-c=b-c
Sabemos, portanto, que toda equacao polinomial do 1° grau pode ser escrita da

forma ax +b =0, com a,b € R e a # 0, entao para resolver essa equacao basta utilizarmos

esses dois axiomas como mostraremos a seguir:

1 Segundo EVES (2011) o papiro de Rhind é um texto matemético copiado em escrita hieratica pelo

escriba Ahmes por volta de 1650 antes da era crista e possui as dimensoes aproximadas de 4,88m de
comprimento por 33 centimetros de Largura, contendo cerca de 87 problemas. O papiro foi adquirido
no Egito pelo egiptdlogo escocés A. Henry Rhind, sendo mais tarde comprado pelo Museu Briténico.
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ar +b=0.

Pelo principio Aditivo da Igualdade temos:

ar+b=0=ax+b+ (=b) =0+ (=b) = axr = —b.

Agora, utilizando o principio multiplicativo da igualdade segue que:

()= s(l) et

Exemplo 2.1. Resolva a equacao 2x + 1 = 0.

Pelo Principio Aditivo, temos:

2e+1=0=22+1+(-1)=0+(-1) = 2z =—1.

E utilizando o principio multiplicativo segue que:

1=2 (1)— 1<1>:> = 1
"\2) ™ 2) 7T T Ty

que ¢é realmente a solucao da equacao, pois pode ser verificada facilmente substituindo o

valor de x na equacao inicial.

O matematico hindu Bhéskara (1114-1185) é apontado no Brasil como o autor

da férmula da equacao do segundo grau, mas isto nao condiz com fatos historicos, pois

a férmula como conhecemos atualmente foi proposta pelo francés Frangois Viéte? (1540-

1603) somente no século XVI. Porém é necessario ressaltar que Bhéaskara possuia um

método geral para resolver as equagoes do segundo grau, desde que suas raizes fossem

reais. Conforme as citagoes seguintes.

O método de Bhéskara funciona perfeitamente para resolver o que chama-
mos, hoje, de “equacoes de segundo grau”, mas ainda assim nao podemos
atribuir-lhe a invencao da féormula usada atualmente. Por qué? Mesmo
que pudessem ser empregados simbolos para representar as incognitas
e algumas operacoes, nao havia simbolos para expressar coeficientes
genéricos a, b e ¢, ... de uma equacdo como ax? + bx + ¢ = 0 e traduzir-
mos o método indiano para a notacao algébrica atual e o aplicarmos a
essa equagao geral, obteremos o equivalente da férmula para resolucao
de equacgoes do segundo grau. Isso quer dizer que havia um método
geral para resolugao de equagoes, expresso de modo retérico. No entanto,
nao podemos dizer que ja existisse uma “férmula” para a resolugao de
equagoes, no sentido que a entendemos hoje, uma vez que nao havia
simbolismo para os coeficientes, o que serd proposto por Viéte somente
no século XVI (ROQUE, 2012, p. 215).

2

Segundo BOYER (1996) Frangois Viéte em sua juventude estudou e praticou direito, tornou-se membro
do conselho do rei Henrique IIT e depois de Henrique IV. Sé utilizava o seu tempo de livre para se
dedicar a matemaéatica. Contudo fez contribui¢des a aritmética, algebra, trigonometria e geometria.
Utilizou na &lgebra vogais para incognitas e consoantes para representar ntimeros dados, ou seja,
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E comum encontrar em livros e trabalhos académicos autores que defendem que
Bhéskara é realmente o autor da conhecida (no Brasil) “férmula de Bhaskara” ou que
atribuem a descoberta a outros autores. Portanto, a ideia de encontrar o descobridor da
formula das equagoes do segundo grau é persistente. No entanto, poucos autores parecem
se perguntar se de fato podemos afirmar que existiu alguma pessoa a quem poderiamos

atribuir tal mérito. E é essa reflexao que também é apresentada por ROQUE (2012).

E preciso citar os matemaéticos indianos, em particular Bhéaskara, para
mostrar que ele nao é o inventor da conhecida féormula que ganhou seu
nome no Brasil. Apesar de possuirem regras para resolver problemas que
seriam hoje traduzidos por equacdes do segundo grau e usarem alguns
simbolos para representar as quantidades desconhecidas e as operacoes,
nao se pode dizer que os indianos possuissem uma férmula de resolugao
de equagoes de segundo grau. Usaremos esses argumentos para mostrar
quao inadequada é a pergunta: “Quem foi o real inventor dessa férmula?”
(ROQUE, 2012, p. 195)

Conforme SCHUVAAB (2013), no século XVI o método para solucao das equagoes
polinomiais de terceiro grau (ctbicas), foi construido a partir da contribui¢ao do italiano
Scipione Del Ferro (1465-1526). Mais especificamente, por volta de 1510, este descobriu a
solucdo para a equacao do tipo v +py +¢q = 0, onde p e ¢ sdo constantes e y é a incognita

da equacao.

Segundo BOYER (1996) Del Ferro foi professor de matemética na universidade
Bolonha cuja tradicao em matematica era forte. Seu aluno, Antonio Maria Fior, que
conhecia o seu método, tentou se apropriar do mérito de seu mestre. Na época eram
comuns desafios entre os sabios, de varias areas, assim Fior decidiu desafiar Nicola Fontana
(Tartaglia) (1449-1557). Nicola Fontana nao sé sabia como resolver a equagao de Del Ferro
como encontrou um método algébrico para reduzir qualquer cuibica a “equacgao de Del
ferro”, ou seja, ele desenvolveu uma férmula geral para as equacoes do terceiro grau. Como

consequéncia Fior perdeu o desafio para Tartaglia.

Segundo EVES (2011) Nicola Fontana nasceu em Brescia na Italia. Na infincia sua
cidade foi invadida pelos franceses e ele se refugiou na catedral local, mas mesmo assim os
soldados invadiram o local e massacraram os que la estavam. Ele levou um corte de sabre
profundo que lhe atingiu o palato, contudo conseguiu sobreviver, mas ficou gago e por isso

o apelido de Tartaglia que quer dizer tartamudo ou gago.

Alguns autores defendem que Tartaglia teve acesso a formula de Del Ferro, outros
acham que Tartaglia encontrou a férmula de modo independente, bem como aconteceu
varias vezes na histéria da matematica como por exemplo Newton (1643-1727) e Leibniz
(1646-1716) no Calculo e Descartes (1596-1650) e Fermat (1607-1665) na Geometria
Analitica. Nicola de Fontana teria sido persuadido por Gerolamo Cardano® (1501-1576)

3 Segundo EVES (2011) Gerolamo Cardano Nasceu em Pavia (Itdlia). Comecou sua tumultuada vida
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a revelar o seu método algébrico de resolubilidade das ctibicas com promessa de nao
divulgacao do mesmo. Cardano que era um génio, mas também recebia e ainda recebe
constantemente, pelos historiadores, a fama de inescrupuloso, publicou em sua obra “Ars
Magna”, considerada por ROQUE (2012), um dos primeiros tratados da algebra. E nesta
obra continha nao somente a solucao de Tartaglia das ciibicas, mas também, a solucao
da equagao de quarto grau (quarticas) desenvolvida por um aluno de Cardano, Ludovico
Ferrari (1522-1565). Este descobriu o método geral das quérticas com base no método de

Tartaglia das equacoes de terceiro grau.

A “Ars Magna” revolucionou nao s6 a algebra como impactou todo o mundo
matematico da época pois, a solucao da equacgao de primeiro grau data de antes da era
Crista. A solucao algébrica das equacoes de segundo grau ja existia desde o século XII,
e quatro séculos depois aparece numa unica obra nao s6 a féormula das cubicas, mas
também a solucao das Quarticas. De fato, este momento foi de grande entusiasmo para
os matematicos, especialmente para os algebristas da época. Como consequéncia desta
obra, houve uma corrida para encontrar uma férmula geral para solucionar as equagoes

polinomiais de grau cinco (Quinticas).

E para a surpresa dos matematicos as Quinticas nao s6 se mostraram resilientes,
mas inquebraveis, pois os matematicos passaram aproximadamente 250 anos tentando
encontrar uma férmula geral, para mesma sem éxito. Até que no século XIX o mateméatico
noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) mostrou que uma equagao especifica de quinto
grau nao podia ser resolvida algebricamente. Ele considerava que uma equacao podia
ser solucionada algebricamente se as raizes de uma equac¢ao polinomial pudessem ser
encontradas utilizando apenas as quatro operagoes basicas e a radiciacao. Portanto pode-se

concluir que nao existe uma féormula algébrica que resolva toda Quintica.

Evariste Galois (1811-1832) também provou essa impossibilidade usando sua prépria
teoria, chamada Teoria de Galois. E ele foi muito mais além do que Abel pois, ele provou
que sendo n o grau de um polinémio, entao se n > 4 o polindomio nao possui solucao por
radicais (A teoria de Galois chama uma equacao que pode ser resolvida algebricamente de
soluvel por radicais), ou seja, ele mostrou que nao existe uma férmula geral para equagoes
de nenhum grau maior que quatro. Galois foi ainda mais longe e construiu, com base nessa
mesma teoria, um dispositivo algébrico conhecido como Grupo de Galois que permite

saber quais polindmios sao soltiveis, ou nao, por radicais.

profissional como médico, mas, paralelamente, dedicava-se a matematica, estudando, ensinando e
escrevendo. Ocupou cargos importantes nas Universidades de Pavia e Bolonha. Faleceu em Roma pondo
fim a propria vida. Ele deixou vasta obra assuntos. Mas sem duvida seu trabalho mais importante, é a
Ars Magna, o primeiro grande tratado dedicado a algebra em latim.
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2.1.1 Vida e contribuicdes de Evarist Galois na Matematica

Segundo a teoria de HOLGADO (2016) Evariste Galois, conforme figura 1, nasceu
na Franca, numa cidade chamada Bourg-la-Reine. Vindo de uma familia rica e culta,
consequentemente teve uma vida financeira facil. Estudou no Colégio Louis-le-Grand.
Em 1825, ele se rende aos encantos da matematica e a partir dai comeca a se dedicar
ao seu estudo. Dessa forma, chamava a atencao dos seus professores, que o percebiam a

originalidade, o dominio e a paixao que ele apresentava pela matematica.

Em 1828, Galois tenta admissao na Ecole Polytechnique, instituicdo que causava
fascinio nos que desejavam prosseguir com seus estudos, pois oportunizava aos estudantes e
formados grande prestigio perante a sociedade. No entanto, ele ndo conseguiu ser admitido,

mas nao interrompeu seus estudos.

Percebendo a fascinante inteligéncia de Galois, o professor Louis Paul-Emile Richard
resolve orienta-lo. Sob suas ordens, publica dois trabalhos, o primeiro "Pesquisas sobre
as equacoes algébricas de grau primo" e o segundo "Demonstracdo de um teorema sobre
as fragoes continuas periédicas'. Cauchy (1789-1857) diz a Galois que seu manuscrito é

extenso e que precisaria de tempo para sintetizar suas ideias e leva-lo a Academia.

Galois dedicado a resolver os problemas das equagoes algébricas, ao ler um trabalho
de Cauchy sobre as leis de permutacoes, vislumbra ali uma oportunidade nao vista por
Cauchy para o estudo das equagoes algébricas. E que mais tarde o ajudara a provar de
uma vez por todas sobre o método geral das equacoes de grau superior a 4 que nem
Abel nem Rufini conseguiram fazer. Infelizmente Galois falha ao tentar ser admitido na
Ecole Polytechnique pela segunda vez. E o pior é que em pouco tempo depois seu pai
comete suicidio. Em 1829, consegue ingressar na Ecole Normale Supérieure que se dedica

a formacao dos professores para colégios e universidades.

Em 1830 ele publica no Bulletin de Ferrussac, trés trabalhos de alto nivel: "Andlise
de uma Memoria a Resolugio Algébrica de Equacoes’, "Resolucdo de Equacoes Numéricas"
e "Teoria dos Numeros'. Cauchy ja possuia tudo isso em maos meses atras, porém so depois
destas publicagoes resolve ler e apresentar a Academia de Ciéncias. Quando Cauchy resolve
apresentar o trabalho de Galois, ele cai doente e nao comparece a sessao. Logo o tema nao
foi debatido. Cauchy entra em contato com Galois e pede que este resuma seu trabalho
para que seja apresentado no Grande Prémio de Matematica da Academia, mas o trabalho
que estava em posse de Cauchy, misteriosamente, desaparece. Galois se vé sem alternativas
e reescreve seus trabalhos sob o titulo "Memdrias sobre as Condicoes de Resolubilidade

das Equagoes por Radicais’, posteriormente entregando ao grande Fourier? (1768 - 1830),

4 Conforme BOYER (1996) Jean-Baptiste Joseph Fourier era filho de um alfaiate numa comuna francesa

préxima a Paris, ficou érfao estudou em colégio catolico. Trabalhou como assistente de Lagrange na
Ecole Polytechnique. Ficou mais conhecido na fisica por seu trabalho sobre a propagacao do calor e na
matematica por seus avangos no estudo das séries, que hoje levam o seu nome.
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Figura 1 — Evarist Galois

porém antes de ler, Fourier falece e assim Galois nao consegue apresentar seu trabalho
a comunidade académica novamente. Posteriormente, Galois se envolveu intensamente
na politica, gerando despeito com os que contestavam suas ideias. No decorrer de sua
historia, ele conhece Stéphanie Poterin du Motel, pela qual ele se apaixona. Mas, a recusa
dela sobre as declaracoes de Galois, o leva a morte, pois ao saber que Stéphanie também
era cortejada por outro homem, Duchéatelet, ele o desafiou a um duelo. Como era sabido,
Galois tinha muitos inimigos e nao havia percebido que ao desafiar Duchatelet, assinaria
ali sua sentenga de morte. O Desafio foi aceito e em 30 de maio de 1832, e Galois deu os

ultimos passos de sua notavel vida.

Ele deixou numerosos escritos sobre a Teoria de Grupos, Geometria, Teoria das
Equacoes, Cristalografia, Fisica Nuclear entre outras areas. Tais obras foram posteriormente
reconhecidas por outros matematicos que fizeram referéncia em algumas de suas publicagoes,
a exemplo Joseph Liouville (1809 - 1882) que publicou no Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées o trabalho "Obras Matemdticas de Evariste Galois", Camille Jordan
(1838 - 1922) também publicou "Tratado das Substitui¢io e das Equagdes’, assim como
Sophus Lie (1842 - 1899 ) com seu trabalho "Influéncia de Galois sobre o Desenvolvimento
da Matemdtica". Esses fatos fizeram com que o nome de Galois chegasse ao apice do

reconhecimento merecido.

2.1.2 Meétodo algébrico para encontrar as raizes da equacao po-

linomial do segundo grau.

Tomando a equacao ax?® + bx + ¢ = 0, a # 0 segue que:

Dividindo toda equacao por a temos:

b
x—i-E:O:xQ—k
a

bx c
a

x2+

a a
Como o primeiro membro sé tem termos formados pela incoégnita = e o segundo tém

somente a constante —¢, entao completaremos o quadrado somando a ambos os membros
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t b2
O termo 102"

N b\? b —dac
x4+ =] =—.
2a 4a?

Agora como temos um quadrado no primeiro membro vamos extrair a raiz quadrada

5 x+£2_262—4ac:>
2a)  \ 4a?

em ambos os membros:

2 _
b i\/b Zlac:>

2a 2a
—b+Vb? — dac
Tr = .
2a

Que é a famosa formula para encontrar a solucao da equacao geral do segundo grau.

Exemplo 2.2. Resolva a equagio 22+ 3z +2 = 0 usando a férmula de equacao do segundo

grau.

a=1,b=3ec=2

—3+v32—-4.12 —-3+tv9-38 N
Tr = =

-
2.1 2
—-3+1
T = 2 —x=-1 ou z=-2.

Portanto, o conjunto solugao da equacgao é:

S ={-2—1}.
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2.1.3 Equacao do Terceiro Grau.

Essa secao foi baseada em COSTA (2016).

Tartaglia supos que a solugdo procurada era composta de 2 parcelas, e escreveu:
t=A4+B=21"=(A+B)’=1"=A+ B>+ 3AB(A+ B).
Como A + B = x, entao
23 = A*+ B® + 3ABr — 2* — 3ABx — (A3+B3) =0.

Logo a equacio acima é da forma 23 + pz + ¢ = 0, que é a equacao de Del Ferro-Tartaglia,

onde:

3

T q:—(A3+B3):>A3—|—Bgz—q

Desse modo temos que A% e B? sdo dois ntimeros dos quais conhecemos a soma e o

produto, entao eles podem ser encontrados através de uma equagao do segundo grau. Pois
dados:

ut+tv=S e uw =P

Onde S e P sao respectivamente a soma e o produto das raizes de uma equacao do segundo

grau. E como v = § — x, entao substituindo v em uv = P tem-se:
u(S—u)=P=—uw*+uS—P=0=u’—uS+P=0.
Isso permite concluir que A® e B? sdo as raizes desta equacdo:
u? —uS+ P =0.

Dai substituindo os valores conhecidos de A% 4+ B2, A3B? na equacio logo acima temos:

2 P’ 2 P’
u—(—q)u+<—27>:0 = u—f—qu—ﬁ:O
Assim,

2 P’
A=q¢g"—4(1)—=

- (-5) =
2 P’
AN=qg"—4|—=

¢=i(5) =

u = —
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R R CEORE RO

O que implica,

Entao,

O

E como por hipétese v = A + B. Entao:

-

Entao, Tartaglia tendo encontrado a solugao para a “Equacao de Del Ferro”, tentou reduzir

toda equacao de terceiro grau na mesma. Através do procedimento que descreveremos a
seguir.

Dada a equacio ay® + by? + cy +d = 0, com a # 0, e fazendo y = m + h temos:
a(m+h)?+bm+h)’+cim+h)+d=0=—=
a (m? +3m?h +3mh* + h®) + b (m? + 2mh + h?) +c(m+h) +d =0 =

am?® +m? (3ah + b) + m (3ah? 4+ 2bh + ¢) + (ah® + bh* + ch +d) =0

Agora para eliminarmos o termo de segundo grau da equacio substituiremos h por —&

3a’
pois 3ah+b=0=>h:—%.

o (3(1 (—i’) +b) LY (-2’ +&2b (~&) +e

_I_

3a2  a 27a3  3a2  a)

Fazendo p = (—% + g) eq= (227153 — 3% + g) dai temos que: m? + pm + ¢ = 0. Onde

queriamos chegar, ou seja, mostramos que dada uma equagao ciibica qualquer podemos

reduzi-la a equagao de “Equacao de Del Ferro” que por sua vez possui solugao.
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Exemplo 2.3. Resolva a equacao x® — 32? — 3z — 4 = 0 usando o método de Cardano-
Tartaglia. Comparando-a com a forma geral az® + bx? + cx + d = 0 usando as férmulas

obtidas para h, p e g segue que:

2
h:—%ﬁhzl,p:_%< +(§):>p:—6e
0=%(2) =3 (8) () + () ==

Logo, a equagao ctibica reduzida m?+pm-+q = 0 pode ser escrita como m?—6m—9 =

Qo

0. Aqui temos, p = —6 e ¢ = —9. Logo, a solucao pela férmula de Cardano-Tartaglia é:

S R OROR R OROR
S R CRR ER AR

9 [19 49  [19
2

4

m_d9+7+\3/9—7:
B 2 2

m:\3/§+\3/I:>

m = 3.

Como x = m + h, substituindo m = 3 e h = 1, obtemos = = 4.

Por simples substituicao, constata-se que 4, realmente, é solu¢ao da equacao
2’ — 32 —3x—4=0.
As outras duas solu¢oes podem ser encontradas pelo método da secao 2.1.2. E a solugao
geral da equagao de quarto grau pode ser encontrada em (COSTA, 2016).
2.2 DEFINICOES E ALGUNS RESULTADOS SOBRE POLINOMIOS.

Nesta secao apresentaremos resultados basicos sobre polinémios bem como teoremas
mais elaborados que fazem parte dos resultados classicos sobre resolucoes de equagoes

polinomiais.
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Definicao 2.1. Um monémio é uma expressao algébrica do tipo ax", tal que n € N e

a,z € C onde a (chamado de coeficiente) é uma constante e x é uma variavel.

Exemplo 2.4. 32% é um mondmio, onde 3 ¢é o coeficiente, x é a varidvel e 2 é o expoente

de z.

Definicao 2.2. Um polinémio por sua vez é uma expressao algébrica formada pela soma
de mondmios (chama-se de termos os monémios que compoem um polinémio) e pode ser

escrito dessa forma:
n n—1 n—2 1
ApX" + Ap1T + a,_ox + ...+ a1 + ap.

Sendo que a,,, a,_1,0a,_2,...a1, ag sdo chamados de coeficientes do polinémio. Se a,, # 0,

entao dizemos que n é o grau do polinémio. E que a,, é o coeficiente lider.

Observagao 2.1. Considerando o monoémio geral az™ definido inicialmente. E como
definimos que um polinémio é uma soma de mondémios e azx™ somado ao mondémio 0 é

igual a ax™, entdo todo mondémio ¢ um polinémio.

Exemplo 2.5. Dado o polinémio x*+ 322 + 2 4 6 os seus coeficientes sdo respectivamente

1,3,2 e 6. O grau ¢ 4 e portanto o coeficiente lider é 1.

Definicao 2.3. Uma funcao f : C — C ¢é do tipo polinomial quando existem ntimeros

complexos a,, ay_1,an_2, ...a1, ag tais que, para todo x € C tem-se

f (I) - anxn + an—lxn_l + an_an—2 + ...+ CLL’,CI + ap.

Observagao 2.2. Segundo PONTES (2013) a cada fungao polinomial é associada a um
unico polindémio e vice-versa, de forma que nao ha confusao em nos referirmos sem disting¢ao

as fungoes polinomiais ou aos polindomios. Podendo assim escrevermos o polindmio
n n—1 n—2 1
ApT" ~+ Qp_1T + Qp_ox + ... +tax +ag
como
_ n n—1 n—2 1
f(z)=aux™ +a, 12" +a, 22" "+ ..+ a1z + ap.

A partir desse esclarecimento denotaremos de grau de um polindémio p qualquer de Op.

2.2.1 Operacgoes com Poliné6mios
2.2.1.1 Igualdade de Polinomios

Dois polinémios p e ¢ sao iguais se, e somente se, os coeficientes deles forem

ordenadamente iguais. Em outras palavras, dados
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p (x) - anl‘n + an_lxn_l —|— ‘I— al.’I}l + ap

q () = bpx™ + by_12™ .+ bt + by
p(z) = q(z) se, e somente se, a; = b;, Vi € {0,1,2...,n}.

Exemplo 2.6. O polinémio 322 +4x + 1 ¢é igual ao polinémio ax®+bx +c¢, se a = 3,b = 4
p p

ec=1.

2.2.1.2 Adicao e subtragao de polinémios.

Dados os dois polinémios p e ¢ sua soma é dada por
(p + q) (.1') = (an + bn) " + (an,1 + bnfl) Ili'nil —+ ..+ (a1 + bl) [L’l —+ (CLO + bo) .
Exemplo 2.7. Somar p(z) =22 +4r+ 1 e q(z) = 2 + 62° + 92 + 7.

(P+q)(x)=0+1)2*+(2+6) 2+ (4+ 9+ (1+7) =
(p+q) (v) = 2° + 82 + 137 + 8.
Exemplo 2.8. Subtrair ¢ (z) = 2 4+ 62% 4+ 92 + 7 de p (x) = 22* + 4o + 1.
P—q)(2)=0-1)2"+(2-6)"+(A4—-9z+(1-7) =

(p—q) (v) = -2 — 42® — 53 — 6.

2.2.1.3 Propriedades dos polindbmios em relacao a soma.

Sendo p, g e r polindbmios quaisquer, entao as seguintes propriedades sao validas:

Associativa (p+q) +r=p+ (¢ + 7).

Comutativa p +q¢ = q + p.

Existéncia do elemento neutro, o polindmio nulo.

Existéncia do elemento oposto de p, o polindémio —p.

As demonstragoes dessas propriedades podem ser encontradas em IEZZI (1993).
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2.2.1.4 Produto entre polinébmios

O produto de p(z) =Y a;z’ e ¢ (x) = > _ bz é o polindmio
i=0 i=0

(pq) (z) = agbo + (aobo + a1bo) = + (asby + arby + aghy) 2% + ... + (amby,) 2™
Observacao 2.3. O produto pg é um polinémio do tipo
h(x) = co+ 12+ com® + ... + Cppgn™™.

Onde os coeficientes ¢, podem ser obtidos através do somatério

k
C — Z aibk_i = aobk + albk_l + ...+ akbo.
=0

Exemplo 2.9. Multiplicar p (z) =2z +1eq(x) =z — 1.
(pg)(x) =R+ (z—1)=22(z—-1)+1(x—1) =
20 —2r + 2 — 1= (pq) (v) =22° — v — 1.

2.2.1.5 Propriedades dos polindmios em relagao a multiplicacao.

Sendo p, g e r polinémios quaisquer, entao as seguintes propriedades sao validas

Associativa (pq)r = p (qr).

Comutativa p.q = ¢q.p.

Existéncia do elemento neutro, que é o polinémio constante igual a um.

Distributiva. p (¢ + ) = pq + pr.
As demonstragoes dessas propriedades podem ser encontradas em (MARQUES, 2017).

2.2.1.6 Divisao de Polindmios

Definigao 2.4. Dados dois polinémios f(dividendo) e g # 0 (divisor), dividir f por g é
determinar dois outros polinémios ¢ (quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem as

duas condigoes seguintes:

1. gqg+r=f

2. Or < 0g.
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Observacao 2.4. Quando r = 0 dizemos que a divisao é exata.

Exemplo 2.10. Quando dividimos f(x) = 2> — 2 por g(z) =z + 1. obtemos ¢ =z — 1 e
r = —1. Que satisfazem as duas condigoes:
Lgg+r=(x—1)(x+1)+(-1)=2*>-2= f(x).

2.0r=0e0dg=1= 0r <0dg.

2.2.2 Teoremas e Alguns Resultados

Teorema 2.1. (Teorema fundamental da dlgebra) Todo polinémio p, de coeficientes

complexos, de grau n > 1 admite ao menos uma raiz complexa.
Devido a complexidade desse teorema nds o aceitaremos sem sua respectiva de-
monstracao, pois acabariamos fugindo dos objetivos desse trabalho.

Exemplo 2.11. Considerando o polinémio p(x) = x — 1 o teorema 2.1 afirma que ele

possui pelo menos uma raiz complexa, entao fazendo p(x) = 0 nds temos que:
r—1=0=2=1.
Entao de fato p(z) possui uma raiz.

Teorema 2.2. (Teorema do Resto) O resto da divisio de um polinomio p (x) por x —a é
igual a p(a).
Demonstracdo. Aplicando a definicao de divisao, temos Vo € C:
p(x)=q(x)(x—a)+r
Calculando o valor do polindémio p (z) para = a, temos:
pla)=q(a)(a—a)+r=p(a)=q(a) 0+r = p(a) =r.
Chegamos, assim, no resultado desejado. [ |

Exemplo 2.12. Calcule o resto da divisao de p(z) = 2® + 222 + z + 1 por d(x) = x — 2.

Usando o teorema 2.2.
Dividindo p(z) por d(z) temos que:
P4+ 20 o+ 1= (3:2+4$+9) (x —2)+19.

Logo, o resto da divisao de p(z) por d(z) é 19. Pelo Teorema do Resto nés temos que o

(z
resto da divisao de p(x) por d(z) é p(2), entao calculando p(2) temos:
(

p(2) = (2" +2(2)" +

Portanto, a solugao corrobora com o Teorema do Resto.

2)+1=8+8+2+1=19.
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Teorema 2.3. (Teorema de D’Alambert) O nimero complexo k é raiz de um polindmio

p(x) se, e somente se, p(x) é divisivel por (v — k).

A demonstragao desse teorema foi baseada em LOBO (2017).

Demonstra¢io. (=) Como k é raiz de p (), entao pelo teorema 2.2 temos p (k) = 0.
Efetuando a divisdo de p (x) por (x — k), temos que p (z) = p (z — k) ¢ (z). Assim, vemos
que p (z) é divisivel por (x — k). (<=) Suponhamos que p (z) é divisivel por (z — k), ou seja,
podemos escrever p(x) = (x — k) ¢ (x). Calculando p (k), temos p (k) = (k— k) q (k) =

0.q (k) = 0, concluindo assim que k é raiz do polinémio p (z). [

Exemplo 2.13. Considere o polindémio p(z) = 2* — 6z2% + 11x — 6, entdao tomando o z = 1

temos:
p(1)= (1P =612 +11(1)—6=1—6+11—6=0.

Portanto 1 é raiz de p(x). Entao pelo teorema de D’Alambert  — 1 divide p(x). Fazendo

a divisdo temos:
2® — 627 + 1lx — 6 = (w2—5x+6> (x—1).

Ou seja, de fato x — 1 divide p(x).
Agora considerem os polindmios ¢(z) = z* — 5z + 6 e d(z) = x — 2. Dividindo ¢(z)
por d(x) temos:

2?50 +6=(x—3)(z—2).

Logo podemos afirmar que x — 2 divide ¢(z). Entao pelo Teorema de D’alambert 2 é raiz

de ¢(x). Para confirmarmos iremos substituir 2 em c¢(x).
¢(2)=(2°-5(2)+6=4—10+6=0.
Entéao, de fato 2 é raiz de ¢(z).

Teorema 2.4. (Teorema da Decomposicio) Todo polinomio p(x) = a,x™ + ap_1a™ ' +
o+ ayxt + ag com, a, # 0 pode ser decomposto e fatorado da sequinte forma p(z) =
an (x —11) (x —19) . (X —1p), Onde 11,79...,7y, SG0 Taizes complexas de p(x) (podendo

haver raizes repetidas). Fzceto pela ordem dos fatores, esta fatoragao é unica.

Essa demonstracao foi baseada em LOBO (2017).

Demonstragao. Essa demonstracao sera dividida em duas partes, primeiro demonstraremos
a existéncia dessa decomposicao e logo apds demonstraremos que essa decomposicao é
unica.

Existéncia: De acordo com o T.F.A(Teorema Fundamental da Algebra) p (z) possui pelo
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menos uma raiz complexa. Chamando essa raiz de r; e dividindo p (x) por (z — r1), temos
pelo Teorema de D’alambert que p (z) = (z — r1) ¢1(x), onde ¢;(z) é um polindémio de grau
n—1 e coeficiente inicial a,,. Se n—1 > 1, entao pelo T.F.A o polinémio ¢; (z) tem pelo menos
uma raiz complexa ro. Dividindo p () = (x — r1) 1 () por (z — r3), temos pelo Teorema
de D’alambert que p () = (x — r1) (z — 73) g2(2), onde go(z) é um polindémio de grau n — 2
e coeficiente inicial a,. Apds a aplicacao do T.F.A e do Teorema de D’alambert n vezes
nesse mesmo sentido chegamos em p () = (x — ry) (x — 19) ... (x — 1) .qn (), onde ¢, () é
um polinémio de grau n —n = 0 e coeficiente inicial a,, ou seja, ¢,(z) = a,. Entao p (z) =
an (x —r) (x —19) ... (r — ry). Unicidade: Supondo que p (x) possua duas decomposigoes
distintas p (z) = a, (x —r1) (x —1r3) . (x —1rp) ep(x) =a,) (x — 1) (x — 1) ... (x —1,)).
Comparando os termos de maior grau de ambas as expressoes, chegamos que a,, = a,’.

Logo, para todo x pertencente aos complexos temos:
(x—r)(x—ry)(x—rp)=(x—r)(x—71)...(x —1)))
Tomando x = r; temos:
0= (z—r)(x—r).(z—r)).

Ou seja, pelo menos um dos ntmeros r;’,79’, ..., 7," é igual a r;. Suponhamos, sem perda
) ) ) b n )

de generalidade, que r; = ;. Deste modo, na igualdade:
(x—r)(x—ry)(x—rp)=(x—r)(x—1) .. (x—1))

as fatores (x — ry) e (z — 1) sdo iguais. Fazendo o cancelamento desses termos, chegamos

€11

(x—ro)(x—rp)=(x—1d) . (x—1)).

Repetindo esse argumento n vezes, faremos o cancelamento de cada termo correspondente,
concluindo que r; = r{/,ro = 1r9’...r, = 1/, ou seja, exceto pela ordem dos fatores, esta

fatoracao é unica. [ |

Exemplo 2.14. Considere o polinémio p(z) = 23 — 822 + 19z — 12 agora calculemos p(1),
p(3) e p(4).

p(1)=(1)°—=8(1)*+19(1)—12=1-8+19—-12=0
p(3)=(3°—8(3)*+19(3) —12=27—-72457—-12=0

p4) =(4)° —8(4)>+19(4) —12 =064 — 128 + 76 — 12 = 0.

Como vimos 1,3 e 4 sdo raizes de p(x), e como o grau de p(x) é 3, entdao 1,3 e 4 sao todas

as raizes de p(x). Logo pelo teorema anterior podemos decompor o polinémio como
p(x) =1z —1)(z=3)(z —4) = (z - 1)(z = 3)(z - 4),

pois o coeficiente lider é 1 que é o nosso a,, .
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Corolario 2.1. Toda equagao polinomial de grau n, com n > 1 admite n e somente n

raizes complexas.

Demonstragio. Considerando a equacao polinomial
p(2) = apx™ + ap 12"+ . +axt +ap=0

Vimos na parte da existéncia do teorema da decomposigao que p (x) admite r1, 79,71, ..., 7,
raizes distintas ou nao, e provamos que sao somente essas raizes na parte da unicidade. E

como n é o numero de raizes de p (z), entdo fica demonstrado o corolario. [ |

Exemplo 2.15. No exemplo 2.14 nés fatoramos o polindmio p(z) = 2* — 822 4+ 192 — 12

que tém grau 3 e vimos que ele tem exatamente 3 raizes.
Teorema 2.5. Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz o nimero

complexo z = a + bi(b # 0), entdao também admite com raiz o nimero z = a — bi(b # 0).

A demonstragao desse teorema foi baseada em IEZZI (1993).

Demonstragio. Seja a equagao r (2)=a,x" + ay, 12" + a, 92" ... + a1 +ag =0
De coeficientes reais que admite a raiz z isto é r (z) = 0, provemos que também z é raiz,

ou seja, que r (z) = 0.

7 (Z) = an(2)" 4 an1(2)" " + n2(@)" o+ a1 (2) +ag =

A2 + Ay 12"V 02" a2+ ag =

p2™ + Gy 2" V@, 22" 2.+ a1z +ag =

2" 4 12"t ay 92" 2 a2zt +ag=1r(2)=0=0

Logo, fica provado que para cada raiz complexa z, que o seu conjugado também ¢é
raiz de r (x). |

Exemplo 2.16. Considerando a equacio 1623 + 822 + 4z + 2 = 0 e substituindo o niimero

complexo —% no seu primeiro membro temos que:
i3 i\? i 16: 8
16 ( —— —— 4(—= )= — = 2% +2=21—-2—-2{+2=0.
6< 2> +8< 2) + ( 2)—|— 3 1 7+ 7 1+ 0

Portanto, —% é raiz da equagao 162® + 8z% + 4z + 2 = 0. Entdo pelo teorema 2.5 temos

que o conjugado de —3, que é 3, também ¢é raiz dessa equacdo. Agora verificaremos se 7 é

2 2
de fato solugao da equagao 1623 + 822 + 4z + 2 = 0. Entdo substituindo % na equacao
1623 + 82% + 42 + 2 = 0 temos:

i\? i\? i 161 8
16 ( = = 4= 2=—— ——-+2i+2=-2i—24+2{+2=0.
6(2) —|—8<2) + (2)—1— 3 4+ 1+ i + 21 + 0

Portanto, de fato o conjugado de —5 também ¢ raiz da equagao 1623 + 822 + 4z + 2 = 0.
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Corolario 2.2. Toda equacao polinomial de coeficientes reais e de grau impar admite ao

menos uma raiz real.

Demonstragdo. Pelo corolario 2.1 sabemos que as equagoes de grau n possuem n raizes
logo se a equagao possui grau impar também possuem um nimero impar de raizes. Pelo
teorema 2.2, as raizes complexas nao reais ocorrem sempre aos pares, logo pelo menos

uma dessas raizes é real. [ |

Exemplo 2.17. Considerando a equacao 1623 + 822 + 4z + 2 = 0 do exemplo anterior
vimos que seu grau é 3 que é impar, entao pelo corolario 2.2 ela possui pelo menos uma

raiz real.

Teorema 2.6. (Teorema das Raizes Racionais) Seja a equagao polinomial de coeficientes
inteiros apx™ + ap_ 12"+ .+ arxt +ag =0 com a # 0. Se um nimero racional %, pEL
eq €L comp eq primos entre si, € raiz desta equacdo, entao, p € divisor de ag e q €

divisor de a,,.

A demonstragao desse teorema foi baseada em HOLGADO (2016).

Demonstragdo. Como % é raiz da equacao polinomial a,z" + ap_ 12" '+ ... + a1zt +ag = 0,

entao xr = %’. Assim, obtemos:

n n—1 1
Ay, <p> + Ap—1 (p> +...+a <p> + ag = 0.
q q q

Multiplicando ambos os membros por ¢" temos:
anp" + anap" g+ o+ ap' "+ agg” = 0.

A partir deste ponto faremos duas andlises:

1. Isolando a,p"™ e colocando ¢ em evidéncia temos:

anp" = = (an1p" " + o+ arp'q"? + aog" ")

Agora adote A = (ap,_1p" ' + ... + a1p'q" % + apg™ ). Como por definig¢do os coefici-
entes a,, a,_1,...a1,a9 € p € ¢ sdo inteiros, entdao cada parcela que o compoe A é um

produto de nimeros inteiros, logo A também é inteiro. Dai segue que:

a,p" = —qA —

O que implica que ¢ divide a,, ou ¢ divide p™, mas como por hipdtese p e ¢ sdo primos

entre si, entao ¢ nao divide p", logo ¢ divide a,,.
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2. Isolando a,q" e colocando p em evidéncia temos:

a0q" = —p (anp" ' + ano1p" g+ o+ arg™ )

Agora adote B = (a,p" ' + an_1p" 2q¢ + ... + a;¢" ). Como por defini¢ao os coefici-
entes a,, a,_1,...a1, 0y € p € ¢ sao inteiros, entao cada parcela que o compoe B é um

produto de niimeros inteiros logo B também é inteiro. Dai segue que:

a n
apq" = —pB = o _ _p.
p

O que implica que p divide ag ou p divide ¢", mas como por hipotese p e ¢ sdo primos
entre si, entao p nao divide ¢", logo p divide ag. Portanto, o teorema das raizes racionais

estéd demonstrado. [ |

Exemplo 2.18. Resolva a equacao x® — 322 + 3z — 1 = 0.

Pelo Teorema das Raizes Racionais, temos que se a equacdo x° — 322 + 3z — 1 =0
possui alguma raiz racional, entdo suas raizes sao da forma g, onde p divide —1 e ¢ divide
1. Como os divisores de —1 sao —1 e 1 e os divisores de 1 sdo —1 e 1, entao os valores
que p pode assumir é —1 e 1 substituindo temos que as possiveis raizes racionais tem a
forma % e _71. Agora substituindo os valores de ¢ nas fragoes temos que as possiveis raizes
}1, %, :—1 e ’Tl Que apds o jogo de sinais

sao -1 e 1. Para verificarmos se -1 é raiz da equacao nds substituiremos ele no primeiro

racionais da equacao 23 — 322 4+ 3z — 1 = 0 sao

membro da equacao x® — 32% + 3z — 1 = 0 e se o resultado for 0, entdo -1 é solucio da

equagao. Entao substituindo temos:
(=1 =3(=1)’+3(-1)—1=—-1-3-3—-1=—-8#0.

Logo, -1 ndo é raiz da equacao z° — 322 4+ 3z — 1 = 0. Agora verificaremos se 1 é solucao

da nossa equacgao. Portanto substituindo temos:
(1)*=3(1)*+3(1)—1=1-3+3—-1=0.
Portanto, 1 ¢ a tnica raiz racional da equacio ® — 32% + 3z — 1 = 0.

Teorema 2.7. (sequnda formula de Moivre) Dados o nimero complexo z =| z ||
(cos@ +isend), 0 € [0,2kn| sendo z # 0, e n € N, sendo n > 2, entao a formula
que encontra as n raizes complexas de z é:

0 2k 0 2k
{L/E:Zk:"Hzchos( 7T)—i—z’sen(—i—ﬁ>
noon

-4 —
n n

ke {0,1,2,3,....,n—1} com

v/ b

onde a € a parte real do nimero complexo z e b é a parte imagindria.
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A demonstracao desse teorema foi inspirada em IEZZI (1993).

Demonstragcio. Como estamos procurando as raizes enésimas de z, entdo chamando uma

raiz de z de w temos que
w= Yz uw" =z
Sendo z =|| z || (cosf +isend) e w =|| w || (cos ¢ + isend), entao
w' =z (|| w]|)" (cos (ng) +isen (ng)) =|| z || (cosf + isend) .
Pela igualdade de dois niimeros complexos, concluimos que (|| w ||])™ =|| z || o que implica

que || w ||= {/|| z ||. E também n¢ = 6 + 2k, ou seja, ¢ = 2. Como as fungdes seno e

cosseno sao periodicas de periodo 27, entao os valores do seno e cosseno de % e % sa0

iguais. Logo

w=3/z=||w] (cosd+iseng) =

0 2k 0 2k
Z=l = [ (+”) + isen (+”)] ke {0,1,2,3, n—1}.
n n n n

Como z =|| z || (cos @ + isenf)), entao
z=| z | cosO+ || z || isend.

Logo a =|| z || cosf e b =|| z || senf dai temos:

Logo, a féormula de radiciagao de ntimeros complexos estd demonstrada.

Observagao 2.5. Usamos apenas as raizes reais de {/|| z ||, pois nem se necessitdssemos

poderiamos usar as raizes complexas na demonstracao da mesma.

Exemplo 2.19. Calcule v/8 no conjunto dos ntimeros complexos.

Pelo teorema da radiciacao de ntimeros complexos temos:

0 2% 0 2%k
Zr = {/|l = |l [008 <+7T> + isen <+W>1 ke{0,1,2,3,...,n—1}.
n n n n

Sabemos que a parte real a e parte imaginaria b do nimero complexo 8 sdo a = 8 e
b = 0. Portanto,

I18]|= V& +07 =8 =
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c0s0::<:>0039:1<:>920+2k’7r

sen0:g®56n020<:>9:0+2k57r ou 0 =m+ 2km.

Se 0 = 7w+ 2k, entdao cosf = —1 # 1 logo 0 # w+ 2kmw. Se 0 = 0 + 2k, entao cosf =1 e
senf) = 0, logo 8 = 0+ 2k7. Porém pelo teorema 2.7 6 € [0, 2k7[, entdo o tnico valor que
6 pode assumir é § = 0. Temos também que {/|| z || = ¥/8 = 2 no conjunto dos niimeros

reais.

Agora, substituindo essas informacoes na segunda férmula Moivre temos:

0 2krm , 0 2km
Zp =2 [cos <3+3> + isen <n+3>] ke {0,1,2} =

2 2
Zy =2 [cos (?) +isen (?)] ke {0,1,2} =
Zy=2 {cos (W) + isen (20%” —
3 3
Zy =2[cos (0) +isen (0)] =2

A 217
)—i—zsen( 3 )} —

Do

71 =2 {cos(

w ‘

2 2 1
21:2[003 (;)—i—isen(; }:2l—2+i\g§1 =—-1+iV3

Ty =2 {cos (2'§7T> + isen (2§W>} —

Loy =2 {cos (4;) + isen (4;” =2 [—; — 2?1 =-1-4V3

Logo, o conjunto solucao das raizes ctbicas de 8 é:

S={2,-1-iV3 -1+iV3}.

Observagao 2.6. Quando usamos o k variando de 0 & n — 1 damos a volta completa no
ciclo trigonométrico, logo se calcularmos k =n, k =n+1, k = n + 2 e assim por diante
veremos que as raizes se repetirdao. Para averiguarmos isso nesse exemplo verificaremos o

que ocorre quando k =n = 3.
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2.3 2.3
J3 =2 {cos (;) + 1sen (;)} —

Zs = 2[cos (2m) + isen (2m)] = 2

Como vimos Z3 = Z, ou seja, as raizes comegam a se repetir quando tomamos k > n — 1.
Como sabemos 2 é raiz ctibica de 8, pois 2° = 8. Porém aceitar que —1 +iv/3 e —1 —iy/3
também sdo raizes ctibicas de 8, nao é tao facil, pois isso é um pouco dificil de visualizar.
Pensando nisso averiguaremos se (—1 + 2\/5)3 =8e (—1 — 2\/§>3 = 8.

(-1 +z‘\/§)3 =(-1+ i\/§)2 (~1+iv3) =
(—2-2iV3) (-1 +iv3) =2+ 2iV3 - 2ivV3 - 2.3/ =

2+6=238

(~1-iv3) = (—1-iv3) (-1 -iV3) =
(—2+2iv3) (-1 -iV3) =2 - 203+ 2iV3 — 2.3 =

2+6=28.

Logo, —1 +iv/3 e —1 — iy/3 sdo raizes ctibicas de 8.
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3 SOLUCOES ALGEBRICAS DE ALGUMAS EQUACOES
POLINOMIAIS DE GRAU N

Neste Capitulo tentaremos encontrar férmulas para as equagdes polinomiais de grau
N, puwq(x) =0 € py 4 (x) =0, ja abordadas na introdugao, sendo que a P.G. (progressao

w2 g2l g%, q) é formada pelos coeficientes do polindmio p,, , () e

geométrica) o = (q .q
aP.G 3= (¢*"? —¢* ! ..., ¢°, —q) ¢é formada pela pelos coeficientes de p,, , (z). E para
tanto iniciaremos realizando alguns esclarecimentos das notacoes usadas nesse trabalho.
Depois, faremos uma analise sobre o comportamento dessas equagoes quando elas variam
em fungao de NV onde N = 2w+ 1. E logo apds, como estratégia de investigagao de pesquisa
tentaremos alcangar os nossos objetivos especificos que irdo viabilizar o alcance de nosso

objetivo geral.

3.1 ESCLARECIMENTOS SOBRE AS NOTACOES UTILIZADAS

Antes de iniciarmos uma analise mais profunda das equagoes abordadas na intro-
ducao desse trabalho, queremos que o leitor se familiarize com as notacoes adotadas e

entendam os motivos pelos quais as adotamos. Considere os polindmios

pw,q (I) — qle + qul o+ q2w+1x2w + q2w+2x2w+1 (31)

Pu—q () = (—q)1 20+ (—(])25161 + ..+ (—q)2w+1 2 4 (—q)2w+2 2ot (3.2)

Agora observem que eles podem ser escritos através dos somatorios

2w+1
Yo¢tat =g + Pt 4 4+ T+ PP = py (2)
=0

2w+1 . )
Yo (—9) et = (=) 2% + (—g)* 2t + o+ (=) 2 + (=) =y (7).
1=0

Ondei € {0,1,2,3....2w — 1,2w,2w+ 1}, weqg € Nz € Ce g > 1. O x é uma varidvel e

q ¢ uma constante, porém arbitraria, podendo assumir valores apenas em exemplificacoes.

Decidimos adotar os somatorios para representar 0S pohnomlos Puw,q (l’) € Pw,—q (.Z’)
2w+1

por pragmatismo, pois é mais pratico escrever p,,(z) = Z ¢t e py_,(v) =
i=0

2w—+1
i+1 U .
> (—¢q)™" 2" do que escrever os polinémios (3.1) e (3.2) respectivamente. Contudo,
i=0
isso nao quer dizer que deixaremos de expandir os somatérios quando for conveniente.
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Outra notacgdo que pode causar estranheza, e consequentemente pode levar o leitor
a desistir de compreender nosso trabalho, é a notacao p, , (), pois quase toda a literatura
que trabalha com polinémios, os nomeiam, apenas com uma letra do nosso alfabeto. Por
exemplo os livros nomeiam um devido polinémio de p(z). Porém nossa notacao justifica-se
por dois motivos. O primeiro é por que utilizaremos a notacgao p, , () para representar n
polindémios e o segundo ¢é o fato de que essa notagao acrescentara mais rigor ao tratamento
dos polinomios apresentados posteriormente. Explicaremos melhor nossa justificativa no

exemplo a seguir.

2w+1

Exemplo 3.1. Considere que o polinémio Z ¢ 2" foi nomeado de p (). Agora facamos
=0

w = 0O:

2:041 ) ] 1 ) )
p(fL’) — Z qz+1xzzzqz+lxz:
=0 =0

q0+1$0 +q1+1$1 — q+q2x —

p(x) =q+ ¢z (3.3)

Tomando w = 1 temos:

2-1+1 ) ] 3 ) )
p(ﬂf) — Z C]Z—HLEZ:Z(]H_:[.TZ:
i=0 =0

P+ T+ T+ T = g+ P+ P+ ¢ =
p(@) =g+ 'z +¢*2* +g'a”. (3.4)

Comparando a equagdo (3.3) com a equagao (3.4) temos que, p(z) = q + ¢’z e
p(z) = ¢+ ¢z + @2 + ¢*2®. O que implica que ¢ + ¢°z = q + ¢*x + ¢*2® + ¢*23 o que
¢ um absurdo, pois de acordo com as condi¢oes de igualdade de polinémios das paginas

24 e 25, ¢ + ¢*x é diferente de ¢ + ¢*x + ¢32* + ¢*2®. Porém se nomearmos o polindmio
2w—+1

Z gt de Puw,q () essa contradicdo nao ocorre. E é o que mostraremos agora.
=0

Fazendo w = 0 temos:

2w+1 ) ) 2-04+1 ) ] 1 ) )
pw,q (x) = Z ql+1xl — pqu (x) = Z ql+1xz = Z ql+1:[;l =
=0 1=0 =0

q0+1x0+q1+1x1 — q_'_QQI —

Pog (¥) = q+ ¢’z (3.5)
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Tomando w = 1 temos:

2w+1 141 3
pw,q Z qz+1xl = Do q( ) E pl,q Z 1+1 i Z qz+1 i
1=0 e P

qO—l—le —|—q1+1x1 —|—q2+1x2 +q3+1x3 — q+q2-r+q3$2 +q4x3 _—

g (2) = ¢+ @z + ¢*2° + ¢*2”. (3.6)

Comparando a equagdo (3.5) com a equagao (3.6) verificamos que nao existe nenhuma
2w+1

contradigao, ou seja, a notagao que adotada, py, 4 ( Z ¢ et deixa claro que os

dois polindémios comparados, po, () € p1 4 () sdo dlferentes, 0 que nao acontece quando a
2w+1

notagao adotada é p (z Z ¢ a’. Portanto fica justificado o motivo de utilizarmos o

indice w em p,, 4 ().

Agora para justificarmos a utilizacdo do indice ¢ em p,, , () e explicarmos sua
utilizagao, vejamos o exemplo abaixo:

2w+1

Exemplo 3.2. Considere que o polindmio Z ¢ 2" foi nomeado de p,, (). Agora facamos
=0
w=0eq=2:
2w+1 2.0+1 1
Z 2Z+IZEZ = Do Z 21+1 7 ZQH—IJZZ —

=0
0410 L oltlyl — 94 920 — 2 4 4y —

po () =2+ 4x. (3.7)

Agora considerando w = 0 ¢ = 3 temos:

2w+1 2w+1 2-0+1 1

Do (l‘) — Z 3i+1[[‘i = Do (l‘) — Z 3i+1[[‘i — Z 3i+1xi _ Z3i+1x’i —

=0 =0 =0 i=
30H0 4 3l =34 3%, =34+ 90 —

po () =3+ 9x. (3.8)

Comparando a equagao (3.7) com a (3.8) podemos concluir que o polinémio 2+4z = 3+ 9z
o que é um absurdo. O que mostra que a notac¢ao pg (), a rigor, é insuficiente. Entao

vejamos o que ocorre quando utilizamos a notagao py, 4 ().

2w+1
Considere que o polindomio Z ¢z foi nomeado de Pu,g (). Agora fagamos
=0
w=0eq=2:

2w+1 2:0+1 1

pwq Z 2’L+1l_ _p02 Z 21+1 % ZQ’L—}—lxz —
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20+1x0_'_21+1x1:2+22x:2+4x:>

po2(x) =2+ 4z (3.9)
Agora considerando w = 0 ¢ = 3 temos:
2w+1 2w+1 20+1 T
Do q Z SH—II'Z . pO 3 Z 32—‘,—1 T Z SH—ICE'Z _ Z 31—}-11_1 —
i=0 =0 i=0

3010 4 3l = 34327 =3 + 91 —

Pos (z) =3+ 9z. (3.10)

Comparando as equagoes (3.9) e (3.10) nds vemos que quando usamos a notacao py, 4 (),
nao ha contradicao, pois pg 2 (z) ndo se confunde com py 3 (z). Portanto o uso do indice ¢

também justifica-se.

2w+1 . )
Observagao 3.1. A notagao p, _ (z) = Y (—¢)"™ z' se comporta de modo anslogo
=0
2w—+1 ’
a notagao Py 4 ( Z ¢""'z'. Sendo a tnica distincdo, o fato de termos como indice,

na primeira —¢q, em Vez de q. Por isso nao fizemos exemplos para justificar a notacao

Pw,—q ().

3.2 DEFINICOES E ANALISES INICIAIS.

Tendo feito esclarecimentos sobre as notagoes utilizadas. Iniciaremos esta secao
definindo os problemas a serem resolvidos, bem como as estratégias adotadas para solucao

dos mesmos.

Definigao 3.1. Considerando os polindmios

2w+1
pw,q Z qurl i __ q (17 +q SL’ 4 +q2w+1 2w +q2w+2x2w+1

2w—+1 ) )
Puw,—q (T) = Z (—q)’+1 = (—q)1 20+ (—q)gac1 + ..+ (—q)2 vy (—q)2 +2 2wt
i=0

Sendo que w,q € Nez € C tal que ¢ > 1, com N = 2w + 1. Onde x é a variavel e ¢ é
uma constante. E i € {0,1,2,3...,2w — 1, 2w, 2w + 1}.

Observagao 3.2. Os termos dos polinémios py. 4 () € py,—q (), de acordo com com
a observacao 2.1, também sao polindmios. E na secao 2.2 vimos que os polindémios
possuem a propriedade comutativa. Logo, podemos reescrever os polinémios p,, (x) e
Puw,—q (x) da forma que segue.

2w+1
pwq Z qz—l—l 7 — 2w+2x2w+1_’_q2w+1 2w+ +q ZL’ +q ZL‘
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2w+1 ) )

Pu—qg (@) = Y (—q) T 2t = (=)™ PP 2™ 4 (=) 2™ 4+ (—g) 2t + (—g)' 2
i=0

E é com essa forma que trabalharemos com os polindémios py,, () € py.—, () sempre que

acharmos necessario.

Tendo mostrado a forma dos polinémios com a qual iremos trabalhar. Agora
devemos observar algumas de suas caracteristicas e alguns exemplos. Analisando os
coeficientes de p,, 4 (z) veremos que eles formam a progressdo geométrica, decrescente
a = (¢, ¢* . ¢ q), onde r, = é é sua razao, ¢*wt?
ultimo termo da P.G. . Ja os coeficientes de p,, _, () formam a progressao geométrica

alternada 8 = (¢*“*2, —¢®**1, ..., ¢ —q) onde 7, = —1 é sua razdo, ¢>**?2

é o primeiro termo e q € o

é o primeiro

[}

termo e —q ¢ seu ultimo termo da P.G. j3.

Continuando a nossa andlise, podemos afirmar que py, 4 () € py,—q () possuem
sempre o grau impar independente do valor de w, pois como o seu grau é da forma 2w + 1

e como vimos na definigao (3.1) , w pertence aos naturais.

Exemplo 3.3. Fazendo w = 2 temos:

2.24+1 5
p27q Z qz—i-l ZQZ—HI'Z _ (]1!12'0 + qulil + q3$2 + (]4ZL'3 + q51,4 + q6$5
1=0

p27q (ZL’) _ q6$5 +q5$4+q41‘3 —I—q3m2—|—q2x+q.

Dai, podemos ver que ¢ varia de 0 a 5, onde o maior valor que i assume é 5 =
22+ 1 = 2w+ 1 o que coincide exatamente com com o grau de py, (z). A progressao
geométrica formada pelos seus coeficientes em ordem decrescente é (¢°, ¢°, ¢*, ¢3,¢%, q) e

sua razao é %. O primeiro termo da razao é ¢° = ¢>?*2 = ¢®?¥*+2. E o ultimo termo da P.G.
2w—+1

(progressao geométrica) é ¢g. O caso para o polinémio p,, _, (z) = Z (—q)
i=0

i1 i
"1 2t é andlogo

a este.

2w+1 2w+1 L
Como o limite inferior de p,q (x) = > ¢ ol e py g (x) = D (—q) 2" éi=0
=0 =0
e 0 menor valor que w pode assumir é zero, entdao o valor minimo que o limite superior dos
2w+1 2w—+1

, . . . > 1 N . A . .

somatorios Z ¢t e Z —¢)"" 2", que geram os polinémios a partir de w, podem
=0 ;

assumir ¢ 2.0+ 1=1. E 1sso tudo quer dizer que quando w assume o seu menor valor os

polinémios gerados sao:

2w+1 2-0+1 1

pwq Z qz—i-lx :pqu( ): Z H—l Zqz—f—l
=0

=0 1=0
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q0+1x0_|_q1+1 1_q+qx:>

Pog (2) = ¢’ +q (3.11)
e
2w+1 o 2.0+1 L 1 L
Pu—q (@)=Y (=) 2t = py_g(z) = Y ()Tt =D (—g)" o
1=0 1=0 1=0

(=) 2" + (=)'t = —q + v =

2
Po—q (1) =gz —q. (3.12)
Entao podemos ver que ambos os polinémios gerados quando w assume o seu valor minimo,
sao polindmios que possuem, apenas dois termos cada um. Essas informacgoes junto com
2w—+1 2w+1
o fato de que os limites superiores de Z gt e Z

i=0

como vimos é impar, ou seja, ele aumenta sempre de d01s em dois. Podemos concluir

)2t que é 2w + 1, que

que a quantidade de termos tanto de p,, (z) quanto de p,, _, (x) serdo sempre pares,
independente do valor de w. Agora iremos expor alguns exemplos dos polinomios descritos

até agora.
Exemplo 3.4. Fazendo w = 2 e ¢ = 3 temos:
2.241 5

p23 Z 32+1 ’L Z l+l Z_31330—“321'1+33$2+34$3+35x4+36
= i=0

pos (z) = 3%° +3%°2% +3%° + 3%°2° + 32+ 3 =
pas (z) = 7292° 4 2432* + 812° + 272% + 92 + 3. (3.13)

Dai, podemos ver que ¢ varia de 0 a 5, onde o maior valor que i assume ¢é 5 =
2.2+ 1 =2w+ 1, o que coincide exatamente com com o grau de po3 (z). A progressao
geométrica formada pelos seus coeficientes em ordem decrescente é (729, 243,81,27,9,3) e
sua razao ¢ 3 que ¢ igual & % o primeiro termo da razao é 729 = 3% = ¢***2 e o 1ltimo

termo da P.G (progressdao geométrica) é 3 que por sua vez ¢ igual a q.

Fazendo w = 0 e ¢ = 2 temos:

Exemplo 3.5.
2w1 L 2.0+1 L 1 L
Puw,—q (l‘) = Z (_q)z+ e Do.—2 (1‘) — Z (_2>z+ Tt = Z (_2)z+ 2=
i=0 i=0 i=0



Capitulo 3. Solugoess Algébricas de algumas equagies polinomiais de grau n 42

po—2 (z) =4z — 2. (3.14)

Dai podemos ver que ¢ varia de 0 a 1, onde o maior valor que 7 assume é 1 = 2w + 1
o que coincide exatamente com com o grau de py —o (x). A progressao geométrica formada

pelos seus coeficientes é (4, —2) e sua razao é —i que é igual a —1.
Y 2 q

Estando bem definidos os polinémios p, 4 () € pu,—q (). E apds termos realizado

uma analise preliminar dos mesmos. Iremos para préxima etapa.

3.3 SEGUINDO OS OBJETIVOS

Nosso objetivo geral, que tentaremos alcancar nessa secao, é encontrar as férmulas
algébricas, caso sejam soluveis por radicais, que solucionem as equagoes abaixo dentro do

conjunto dos niimeros complexos:

2w+1
pw,q (l’) — Z qz—i-lxz — qle 4 q2I1 o+ q2w+1x2w + q2w+2x2w+1 — 0
=0

e
! i+1 i 1 2 2w+1 2w+2

Pu—q (@) =Y (=) 2’ = (=q) 2° + (—q)* 2" + ... + (=)™ 2 4 ()" T =0,
i=0

Ondei € {0,1,2,3....2w — 1,2w,2w+ 1}, weqg € Nz € Ce g > 1. O x é uma variavel e

¢ é uma constante, porém arbitraria, podendo assumir valores apenas em exemplificagoes.

As proximas etapas da pesquisa consistem em seguir os objetivos especificos citados
na introducao deste trabalho. Para tanto verificaremos se os polinémios p,, (x) = 0 e

Pw,—q () = 0 possuem alguma uma raiz real.

2w+1
Na se¢@o 3.2 vimos que os graus dos polinémios pyq () = > ¢ e Py g (2) =
=0

2w+1

i+1 i~ . . ~ L
Z (—q)“r x' sao sempre Impares independente do valor de w, entdo pelo corolario
i=0
2.2 podemos afirmar que py 4 () € py,—q () possuem pelo menos uma raiz real cada.

Portanto agora iremos tentar encontrar essa(s) raiz(es) reais. Para isso analisaremos os

comportamentos das equagoes py 4 () =0 € py 4 (z) = 0 quando w varia.

Conforme vimos na introducao desse trabalho, formulas algébricas para equagoes
polinomiais até o quarto grau ja existem, portanto encontrar outras féormulas que deem a
solucdo das equacoes py, 4 () = 0 € py,—4 (x) = 0 até o quarto grau nao se justifica. Porém
para lancar luz sobre o comportamento dessas equacoes, nés iniciaremos a analise das
mesmas a partir das equacoes de 1° grau depois de 3° grau e s6 posteriormente iremos
para as de 5° grau. Essa andlise serd feita resolvendo essas equagoes de grau um até grau

cinco e observando o comportamento dos seus respectivos conjuntos solugoes.
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Iniciaremos analisando a equagao p,, 4 (x) = 0. Agora tomando w = 0 temos:

2wtl , 240+1 '
Pw.,q (I) = Z qH_lxl =0= Po.q ([E) = Z qH_l:L‘Z =
i=0 i=0

1
Zqz-l-lxz: qll,O_i_q2x1:(IQx_i_q:>
i=0

Pog (¥) = r+q=0= (3.15)

1
q2$—|—q:O:>q{[—|-1:():>qx:_1:>:C:_7.
q

Logo, o conjunto solugao de po, (x) é

1
S = {—q}. (3.16)

3
pig(@)= > ¢’ =0= > ¢’ =¢'2" + 2" + @2 + ¢"2* =
i=0 i=0

Agora, fazendo w = 1 temos:

g (2) = P+ P+ Pr+q=0 (3.17)
¢+ ¢+ Prtq=0=q (P + P’ +r+1) =0 =

¢q=0 ou ¢ +¢2*+qr+1=0.
Porém, por defini¢ao

q>():>q7é0:>q3x3+q2x2+q:p—l—l:0.

Como ¢ é um nimero natural, entdao a equacao ¢>z + ¢*2? + g + 1 = 0 possui
todos os coeficientes naturais. Dai, pelo Teorema das Raizes Racionais as possiveis raizes
racionais da equacao ¢*z® + ¢?2% +qr +1 =0, sdo +1, %, %, %. Como uma da possiveis
raizes racionais de py 4 () é —% e ela é raiz de pg , (), ent@o iniciaremos a verificacdo por

cla. Entdao, substituindo —% na equacao ¢>z° + ¢?z? + g + 1 = 0 temos:

3 2
o 1 of 1 1
q (—) +q (—) +q<—>+q=—q+q—q+q=0-
q q q

Entao, de fato —% ¢ solucao da equacgao py, (z) = 0, logo pelo Teorema de D’alambert

temos que py 4(z) é divisivel por x — (—é). Dai segue que:

(@) PP +EP P +q
T =qx°+q

(3.18)

=)
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Portanto, pelo algoritmo da divisao podemos afirmar que:
4,2 2 1
pl,q(x):<qx —i—q) x—i—; :

Fazendo p; ,(z) = 0, temos:

1 1
(q4a:2 + q2) (x + ) =0= (q4x2 + q2) =0 ou (I + > = 0.
q q
Resolvendo a primeira equacgao temos:
4.2 | 2 2,2 2 1 of 1 i
gr+¢=0=q¢r+l=0—=a"=—-—F=ar=2-—F5==x—.
q q q

Logo, o conjunto solugao da equacao py, () =0, é

Sy = {—1,ii}. (3.19)

qa g

Portanto, a tnica solucao real de p; , () =0 ¢é —%.

Estudaremos agora a equagao, pa, (x) = 0.

2.241 5
Doy () =0 = Z = S ¢ a = 2 + Pr + Pt + ¢+ P+ ¢t = 0 —
i=0 i=0
Pag () = CP+ P+ B+ PP+ P+ g=0= (3.20)

2"+ ¢'2t + Pt + Pt +qr+1=0

Entao pelo pelo Teorema das Raizes racionais as possiveis raizes racionais da

equacio ¢°z° + ¢tz + 23 + ¢*2® + qr + 1 = 0 sdo %1, %, %, %, %, %. Como uma da
possiveis raizes racionais de pa, () ¢ —é e ela também ¢é raiz de py, (x) e de py, (x). Entao

iniciaremos a verificagao substituindo —% na equagao ¢°z° +¢*z* + ¢*x® + ¢*2* +qr +1 = 0.

5 4 3 2
1 1 1 1 1
o) =0t () o)+ () wol) +am
q q q q q
1 o 1\ L 1\
—q+q—q+q—q+q=0=pyy )T\ ) ey T

4 1 ’ 3 12 2 1
“\my) T y) Ty, +q¢=—q+q—q+q—q+q=0.

Entao de fato —% é uma solugao da equacao ps 4 (x) = 0. Logo, pelo Teorema de D’alambert

temos que py, (z) é divisivel por x — (—%). Dai segue que:

P2g ({E) B q6x5 —|—q5$4 +q4x3 +q3x2 +q2x+q

6,4, 4.2 2

= =q¢r+qgx+ 3.21

x—(—l) Tt 1 q 4 (3.21)
q
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Portanto, pelo algoritmo da divisdo, podemos afirmar que po, (z) = (¢%2* + ¢*2* + ¢?) (:c + %)

Fazendo py,(z) = 0, temos:
6,4 4.2 2 1 6,4 | 4.2 | 2 1
(qx+qz+q) m—l—g :0:>(qa:+qx+q):0 ou (z+—-]=0
Solucionando a primeira equacao temos:
(q6x4 +q*2? + q2) =0=q¢'v* +F2*+1=0.

Fazendo y = 2% e substituindo na equacio biquadrada acima temos:

2

(P +Py+1=0=a=q¢"b=¢ ¢ c=1=A=() —4(¢") (1) = -3¢"

—biy/A N
Como y = 2;/_ , entdo

) —*£V=3¢" —-¢@+i>V3 —-1+iV3
_ a _ _

2q 2q* 2¢*

—1+iV3 13
%5 ou y TR

=y = 2

Como y = 22, entdo segue que:

, —1+iV3 , —1—iV/3
=" ou = —.
2q? 2q?

B L
RTIN  B AVEE R b Bl 043
2q¢? 2q?

1 /=142 1 /—1—2
= += L\/g ou T = +- 72\/5
q 2 q 2

O que implica que
E que
Logo o conjunto solugao da equagao ps, () = 0 é dado por:

Sy — —1,j:1\/_1+l\/§,j:1\/_1_“/§ . (3.22)
qg q 2 q 2

¢ a Unica solugdo real da equagdo py, (z) = 0.

Portanto, —é

Apos observarmos as equagoes po, () = 0, p1,(z) = 0 e pa, () = 0 que sdo
respectivamente as equacoes (3.15), (3.17) e (3.20). E seus conjuntos solugoes Sy, So
e S3 que podem serem vistos em (3.16), (3.19) e (3.22). Pudemos perceber dois claros
padroes. O primeiro é que —% é solucao das trés equagoes analisadas. O segundo padrao
que conseguimos enxergar foi que —% ¢ a lnica solugao real das equacoes po, () = 0,

P1g(x) =0 e poy(z) = 0. O que nos leva a conjecturar que —% é solucao da equacao
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2w+1
Puyg () = Z ¢"t2' = 0 para todo w pertencente aos naturais. E que —% é a unica
=0
’ 2w—+1
solucao real de py, 4 ( Z ¢"a' = 0 também para todo w.

Contudo nao podemos verificar a segunda conjectura sem antes averiguarmos a

veracidade da primeira, pois se a primeira é falsa a segunda também serd. Perceba que se
2w+1

conseguissemos mostrar que —= e solugdo da equacao py 4 ( Z ¢"a’ = 0, para todo

w pertencente aos naturais, poderlamos decompor o polindémio pqu ( ). E isso nos ajudaria
a avancar no nosso objetivo de encontrar uma férmula que resolva a equagao py,, () =0
porque essa possivel decomposicao pode ter uma forma mais facil de se trabalhar. Entao,
logo apds a importante observagao, iniciaremos uma verificagdo da primeira conjectura

através da proposicao 3.1.

Observacao 3.3. Considere ¢ fixo em todas as demonstragoes deste trabalho.

2w+1
Proposicao 3.1. O nimero —% € solugdo da equag@o py, 4 (x Z ¢zt = 0 para todo

w e q naturais, tal que g > 1.

Demonstracao. Para w = 0 a conjectura é valida, pois ja mostramos anteriormente que

poa (=) =0

Fazendo w = k suponha que p,, 4 (—%) = 0 para todo w natural, o que equivale a

%fq ( Q>i:

2k+1 2k 2 1 0
o (<) e () g (1Y (1) e (1) o
q q q q q

Mostraremos agora que para k + 1 também é vélida.

dizer que:

2(k+1)+1 1\ 23 1\’ 1)\ 243 1) 242
Z . ( ) _ g (_) _ ke (_) JpETE (_) N

q i—0 q
2k+1 2k 2 1 0
e (_1> L (_1) g (_1) L <_1> L (_1> _
q q q q q
1 2k+3 1 2k+2
q2k+4 (_) + q2k+3 <_)
q q
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2k+1 2k 2 1 0
1 1 1 1 1
e (A (2 (2 () (] -
q q q q q
1 2k+3 1 2k+2 2k+1 )

2k+4 2k+3

U el B ¢

{ ( Q> ( Q> Z ( Q>]

2k+1 1\*
Como por hipotese de indugao Z gt (—) = 0, entao segue que:
q

1=0
2k+3 2k+-2
+ [0] q2k+4 < 1) + q2k+3 (_1> —

1 2k+3 1 2k+2
o (<1 g (1)
q q q q

9%k +3 2%k +2 243 2k+2
2+ <—1) L+ g2k <_1> _ q2k+4(_1)k n 2k+3(_1)k _
2k+3 2k+2
q q ()" ()"

—1 1
g (=) g (=1)"2 = gt R + ¢ 2

—q+q¢=0

Logo a sentenca também ¢ valida para k + 1. Portanto, fica provado pelo principio
da inducao finita que —i ¢ solucao da equagao p, 4 (r) = 0, para todo w pertencente aos

naturais. [

Jéa que ficou provado pela proposicao 3.1 que —% é solugao da equacao py, 4 () =0,
para todo w pertencente aos naturais. Entao pelo Teorema de D’alambert x + % divide
o polinémio p,, 4 (). Logo para decompor o polindémio p,, , () nds precisamos realizar a
divisao de p, 4 () por z + %, mas como se trata de um polinémio de grau N a simples
divisao por si s6 nao resolve o problema. Entao nés temos que descobrir por meio de testes
qual serda o possivel resultado dessa divisao e depois tentar demonstra-la por inducao
finita. Contudo nds ja temos da equagao (3.18), que p; , () dividido por (:L‘ - %) ¢ igual a
¢*r? + ¢* e da (3.21) que ps, (x) dividido por (x + %) é igual a ¢°z* + ¢*2? + ¢®. O que
nos levou a conjecturar que

2w+1

Z qz—l-l 7
(x N ) Z q2i+2x2i

=0

YV w € N. O que equivale a provar que:

2w—+1

(x X 1) Zq2i+2x2i _ Z At
q) i=o i=0

V w € N. E ¢é isso que provaremos na proposi¢ao abaixo.
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w 2w+1
Proposicao 3.2. (:B + %) S @ = N M, Vw e Zy.
i=0 i=0

Demonstragdo. Primeiro verifiquemos para w = 0, dai temos:

1

1\ & . . 1\ o0 .
(CL’ + q) Zq2z+2x21 — <x+ q) Zq2z+2x21 — (ZL‘ + q) q2x0 _ q2x + q.
=0 1=0

Agora, tomando o segundo membro da equacao temos:

2w+1 2.0+1 1

41 i +1 i +1 i 2
Yogthat= 3 ¢t =) ¢ =g+ g
=0 1=0 =0

Logo, podemos concluir que para w = 0 a sentenga ¢ verdadeira.

k 2%+1
Fazendo w = k considere a hipétese (x + é) Zqzﬂ'zxm = Z ¢’ De forma
i=0 1=0

expandida nossa hipotese de inducao é:

1
<$+ q) (q2k+2x2k + a2 4 St gta? +q2x0> _

q2k+21’2k+1 +q2k+1x2k 4o +q3:€2 +q2$1 —i—qlzL‘O

Agora, mostraremos que a afirmativa também é verdadeira para k + 1. Isso implica que

temos, que mostrar que:

1\ k1 o 2%43
<$ + ) Z q22+2$QZ — Z qZHxZ.
4) i=o i=0

Para tanto iniciaremos pelo primeiro membro e tentaremos chegar no segundo.
1 k+1 ) )
<$ + ) Z q22+21,22 —
4/ i=o
1
(x + q) <q2(k+1)+2x2(k+1) +q2k+2x2k + q2k:c2k’2 +o+ q6$4 + q4x2 + q2x0> _
q

1
(x + ) <q2k+4x2k+2 +q2k+2$2k + q2kl,2k—2 + .+ q6x4 + q4x2 + q2x0> _

(m + ;) (@ 422) 4 (20 4 a2 4 4 Pt + g'a? + %)) =

(e Gooe)-

=0
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1 1\ (N iy o
(:E-I— q> (q2k+4m2k+2) + (x-I— q) <Z q21+2x21>
i=0

Utilizando a hipdtese de indugao temos que:

<$+ 1) (q2k+4$2k+2) + <x+ 1) (Zk: q2i+2$2i> _ <$+ 1) <q2k+4x2k+2> +2§:1 qi-&-lxi _
q 4) \i=o q i=0

(q2k+4x2k+3 + q2k+3x2k+2) + (q2k+2x2k+1 + q2k+1x2k + o+ q3x2 + q2x1 + qlxo) _

2%+4, 2643 | 2k+3, 2k+2 | 2k+2 2k+1 ,  2k+1, 2k 3.2, 2.1, 1.0
TS PRI ARt 2t Pt gt gt =

2k+3

qi+1xi.
>

Logo, também ¢ valida para k + 1. Portanto fica provado por inducao finita que:

w ) ) 2w+1 ) )
(ZL‘ + %) §q22+2x2z — ; qH_lZL‘Z, \v/ w E N .

2w+1

Portanto noés ja sabemos decompor o polindmio Z ¢

em dois fatores, porém

1=
antes de prosseguirmos na nossa tentativa de encontrar uma formula algébrica para a

solucdo da equagao py 4 () = 0 nés iremos analisar a equagao py, —, () = 0.

Agora analisando o polinémio temos:
2w—+1
_ i+l i w42 2wl 2wl 2w 3,2, 2.1 1.0 _
Pu—q(x) =D (=) o' =" — ¢+ L=+ ¢ —qa =0
i=0
Como o grau de p,, _, () é um nimero impar, entdo pelo corolario 2.2 podemos
»y—4 Y
afirmar que p,, _, (r) possui pelo menos uma raiz real. Portanto, agora vamos tentar
encontrar essa(s) raiz(es) reais. Para isso analisaremos o comportamento da equagao

Puw,—q (£) = 0 quando w varia.

Tomando w = 0 temos que:

2w+1 o 2.0+1 0
Pw,—q (:E) = Z (_Q)l r=0= Po,—q (m) = Z (_Q)Z Tt =
i=0 i=0

1
S (- =—q+r=0=
=0

Po,—q (¥) = ¢’z —q =0 (3.23)
Dali, temos que:

1
Pr—q=0=qgr-1=0=qg=1=2="

q
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Logo, o conjunto solugao de py__, () é

o {1 o2

2141 o 3 o
@)=Y (e =0= Y (—g)" 2 = —¢"2" + @' — P2’ + ¢ =
1=0 =0

Agora, fazendo w = 1 temos:

P (1) =¢'2° = ¢*s* + ¢*x —q =0 (3.25)

Resolvendo a equacao, temos:

q4933—q3x2+q2x—q:O:>q(qug—q2$2+Q$—1) =0=

¢q=0 ou ¢z —¢2*+qr—1=0.
Porém, por defini¢ao

¢>0=q#0= ¢ —@a*+qr —1=0.

Como ¢ é um natural, entdo a equacao ¢>z® — ¢?x? + gz — 1 = 0 possui todos os
coeficientes naturais. Dai pelo Teorema das Raizes Racionais as possiveis raizes racionais
da equaciao ¢*z% — ¢®2% + qr — 1 = 0, sdo +1, %, %, %. Como uma da possiveis raizes
racionais de p; _, (z) é % e ela ¢ raiz de py_, (), entao iniciaremos a verificagao por ela.

Logo, substituindo % na equacao ¢>r® — ¢*2? + qr — 1 = 0 temos:

3 2
1 1 1
q3<> —q2<> +q<> —q4=q-q+q—q=0.
q q q

Entao, de fato % é solucao da equacao py _, (z) = 0, logo pelo Teorema de D’alambert

temos que py _, (z) é divisivel por z — %. Dai segue que:

. (z A3 — P2? + ¢Pa —
q q

Portanto, pelo algoritmo da divisao podemos afirmar que:
4.2 | 2 1
pL_q(as):(qx +q) 93—6 .

Fazendo p; _,(z) = 0 temos:

(q4x2—|—q2> (x—i) =0= (q4x2+q2) =0 ou (x—i) =0.



Capitulo 3. Solugoess Algébricas de algumas equagies polinomiais de grau n 51

Resolvendo a primeira equacgao temos:

(PP =0=¢+1=0=1=-—S —=o=4J—= =+
q

[\

Logo, o conjunto solugao da equacao p; —, (z) =0, é

5 — {;:t;} (3.27)

Portanto, a tnica solugao real de p; _, () é

Q=

Estudaremos agora a equagao, ps_, () = 0.
2241 S o
Po—q(@)=0= 3 (~q)" 2" =) (~q)" 2" =
i=0 =0

g0 4 Pt — P+ P — Pt P = 0 —
Po—q () =¢%2° — Pt + ' - PP P —g=0= (3.28)

¢’ — ¢t + Pt — Pt e —1=0.

Entao, pelo pelo Teorema das Raizes Racionais as possiveis raizes racionais da equacao

@0 — ¢t + P — Pa? +qr — 1 =0 sdo %1, %, %, %, %, %. Como uma da possiveis
, . . ;1 . . . ~
raizes racionais de ps_q () ¢ | e ela também ¢é raiz de po—q (z) e de p1,—q (2). Entao

iniciaremos a verificacao substituindo % na equacao ¢°z° — ¢*a* + @32 — ?2* +qr — 1 = 0.

5 4 3 2
1 1 1 1 1
#o) (0 +o(0) 2 G) o) o
q q q q q
¢=q+q¢—=q+q—q=0
1

Entao, de fato 2 ¢ uma solucao da equacdo py —, () = 0. Logo Teorema de D’lambert

temos que py _, (z) é divisivel por z — %. Dai segue que:

6.5 5.4, 4.3 3.9, 9
J(z 2 — Prt + ¢*ad — P+ P —
ij(l)——q g qx lq d q_ ¢dxt + ¢ + 2. (3.29)
q q

Portanto, pelo algoritmo da divisio podemos afirmar que py _, () = (¢°z* + ¢*z? + ¢?) (1: —

Fazendo ps _,(z) = 0 temos:
6,4 , 4.2 | 2 1 6,4 , 4.2 | 2 1
(qw +qx +q> :c—a :0:>(q3: +q'x +q):0 ou |r——-]=0
Solucionando a primeira equagao temos:

(q6x4 +q¢'z* + q2) =0=q¢'z"+ 2" +1=0.

1
q

,)_
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Fazendo y = 22 e substituindo na equacio biquadrada acima temos:
42 | 2 4 2 2\2 4 4
P+ Py+1=0=a=q¢"b=¢ e c=1=A=() —4(¢") (1) = -3¢"

—btr/A
2a
P +V=3¢F —¢P+i>V/3 —1+iV3 N —14+iV3 . —1—14V3

= = Yy=———— Oou y=———.

2q4 N 2¢* 2q>? n 2q>? N 2q¢>

Como y = , entao

y —=
Como y = 2, entdo segue que:

s —1+iV3 s —1-iV3

ZL‘:TOUZE— 2q2

O que implica que

2q¢? 2q?
E que
1 [—1+4+1v3 1 /[—1—1
TS O Gl s A'C RS Y e Sk Vc)
q 2 q 2
Logo, o conjunto solugao da equacao ps _, () = 0 é dado por:

{ —1+Z\/§ /—1—@ } (3.30)

Portanto, % ¢ a unica solugao real da equagdo ps_, (z) = 0.

Apos observarmos as equagoes po_q () = 0, p1_,(z) = 0 e po_,(z) = 0 que
sao respectivamente as equagoes (3.23), (3.25) e (3.28). E seus conjuntos solugoes S1, So
e S3 que podem serem vistos em (3.24), (3.27) e (3.30). Pudemos perceber dois claros

padroes. O primeiro é que % é solucao das trés equacoes analisadas. O segundo padrao

que conseguimos enxergar foi que % ¢ a tnica solugdo real das equagoes py_, () = 0,

P1—q () =0 e py_4(2) = 0. O que nos leva a conjecturar que é ¢ solucao da equacao

2w—+1 ) )
Pu,—q (T) = Z (—q)™ 2 = 0 para todo w pertencente aos inteiros positivos. E que % éa
=0
‘ 2w—+1 ) )
tnica solucao real de py,_q () = Y (—q)”rl x' = 0 para todo w pertencente aos naturais.
i=0

Contudo nao podemos verificar a segunda conjectura sem antes averiguarmos a

veracidade da primeira, pois se a primeira ¢ falsa a segunda também sera. Perceba que se
2w—+1
, , , ~ ~ i+1 i
nds conseguissemos mostrar que % é solugao da equagao py, g (r) = > (—q)" a2t =0,
i=0
para todo w pertencente aos naturais, nés poderfamos decompor o polinémio py, —, ().
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E isso nos ajudaria a avangar no nosso objetivo de encontrar uma férmula que resolva a
equagao py, —, (x) = 0 porque essa possivel decomposicao pode ter uma forma mais facil
de trabalhar. Entao agora iniciaremos a verificacao da primeira conjectura através da
proposicao abaixo.

2w+1 ) )
Proposicao 3.3. O numero % ¢ solugdo da equagdo py,—q (v) = Z (—¢)™ 2" = 0 para
i=0
todo w e q pertencentes aos naturais, tal que ¢ > 1.

Demonstracao. Para w = 0 a conjectura é valida, pois ja mostramos anteriormente que
1

P (3) =0
Fazendo w = k suponha que p,, _, (é) = 0 para todo w natural, o que equivale a

dizer que:

(—a)™"* (;)Ml + (=) ((D% + ot (—q)° (;)1 +(—q)' (;)O = 0.

Mostraremos agora que para k + 1 também é vélida.

2k ; L2k43 . i 2%+3 242
Z (_q)z-i-l <1> _ Z (_q>z+1 <1> _ (_q)2k+4 <1> + (_q>2k+3 <1> i

= o = q
(—a)™" (;)Ml + (=™ <;>2k + ot (=)’ (;)1 + (=)' (;)O =
[(—q)%+4 <;>2k+3 + (=g ((D%H

[(—q)2k+2 (;)2“1 + (=)™ <;>2k + ot (—q) (;)1 +(—q)" (;)O] -

[(_QW (2) T (—g)* (;) Z e (;)] |

2%+1 4 1\!
Como por hipétese de inducao Z (—q)“r1 <> = 0, entao segue que:
q

ot () e () = o () e () -

+
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2k+4 )2k+3

q (—q B B
q2k+3 g2k +2 =q¢—q=0.

Logo, a sentenca também é véalida para k + 1. Portanto, fica provado pelo principio
da inducao finita que é é solugao da equagao p,, —q (z) = 0, para todo w pertencente aos

naturais. [

Ja que ficou provado pela proposi¢ao 3.3 que % é solucao da equagao py, —q (z) =0,
para todo w pertencente aos naturais. Entao pelo o Teorema de D’alambert x — % divide

o polinémio p,, _, (x). Logo, para decompor o polinémio p,, , (x) nés precisamos realizar

a divisao p”xiq() mas como se trata de um polinomio de grau N a simples divisao por si

$6 nio resolve o problema. Entao, nés temos que descobrir por meio de testes qual serd o

possivel resultado dessa divisao e depois tentar demonstra-la por inducao finita. Contudo
plﬁqu) —
o1

nds ja temos da equagao (3.26) temos que q*2? + ¢* e da equacio (3.29) que

p2,—q(®) __

()

¢®z* + ¢*2% + ¢%. O que nos levou a conjecturar que

2w+1 ) )
> (o™t
1=0 - _ Z (_q)2i+2 xzi

T—y i=0

YV w € N. O que equivale a provar que:
1\ & 2tz 9 Ak i+l i
(m - q) Yo (=)t =) (=) 2
i=0 i=0

V w € N. E é isso que provaremos na proposicao abaixo.

w ) ) 2w+1 ) )
Proposicao 3.4. (a: — %) > (—q)* 2 2% = > (—¢)™ 2"V weN.
=0 i=0

Demonstragdo. 1. Primeiro verifiquemos para w = 0, temos:
w 0 ] 1
(2= 12 (0™ e = ( - ) > (g = ( - ) (~0fa* = fr —q
=0 =0 q
Agora, tomando o segundo membro da equagao temos:

2w+1 . 2041 ' 1 '
Z (_q)H—l 7t = Z - H—l 7 Z H—l 2t = q2517 —q
i=0 i=0 i=0

Logo, podemos concluir que para w = 0 a sentenga é verdadeira.

k 2k+1 o
2. Fazendo w = k considere a hipotese (a: — f) > (= @) = > (—¢)"™" z'. De forma
i=0 =0

expandida nossa hipotese de indugao é:

(3: - ;) <(_q)2k+2 2 4 (22 4 4 (=)t + (—q) 2 (—q)? xo) _

(=) 2™ 4 (=g L+ (=)’ (=g + () 2
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3. Agora mostremos que a afirmativa também é verdadeira para k + 1. Isso implica que

temos que mostrar que:

1\ ket sivs o 2D o
(96 - q) Y=t =D (=)
1=0 =0

Para tanto iniciaremos pelo primeiro membro e tentaremos chegar no segundo.
k+1 2it2 9
> (—q)* T =
=0
1
(m — q) ((—q)Q(kH)Jr2 220D ()P ()P

(=)’ " + (=)' 2” + (—¢)*2") =

(.I' . ) <(_q)2k+4 x2k+2 + (_q)2k+2 $2k + (_q)2k $2k72 4o+

(m o ;) [<(_q)2k+4 I2k+2> + ((_q)2k+2 2k 4 (—q)% z2k2 44

(el (s

(e o)

Utilizando a hipdtese de indugao temos que:

s
Il
o

(=g (e (=) (o) -

=0

<x _ 1) ((_q)2k+4 x2k+2) + %El (_q)i-i-l 2=

q i=0
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((_q>2kz+4 x2k+3 + (_q)2k+3 $2k+2) +

(@)™ 2™ 4 (=™ 2™ 4k (0)" 2 + ()t + () 2?) =

(_q)2k+4 $2k+3 + (_q)2k+3 l’2k+2 + (_q)2k+2 $2k+1_|_

(=)' 2 + L+ (—g) 2t + (=)t + (—g) 2 =

Logo, também é vélida para k 4 1. Portanto, fica provado por indugao finita que:

w 2w+1 ) ]
(x — 7) ZO Q) = ; (=)' 2"V w e N.

De acordo com as proposig()es (3.2) e (3.4) quando dividimos os polin@mios

Pug (3;) por x + l € Puw,—q (T ( ) por x — = obtemos respectivamente os polindmios Z q22+2 2
=0
2 9 2 2 i~ . ~
e Z "2 2% Portanto, se provarmos que Z e Z " 2% sdo iguais, entdo

=0
em Vez de trabalharmos para encontrar as ra1zes desses d01s pohnom1os nos se dedicaremos

2z+2$21

em achar, apenas a solugao algébrica de Z q = 0 que ja é um avanco, na solugao

1=0
das as equagoes py 4 () =0 e py 4 () = 0.

Proposigao 3.5. Y (—¢)"" 2% =Y ¢¥"2¥ Vw e N.
i=0 1=0

w w
~ ;. . 2042 3 i iz
Demonstracao. A tnica diferenca entre E (—q) R g2 eE ¢*22? & o fato de que no
=0 i=0

primeiro somatorio temos —g e no segundo temos ¢, porém o expoente do —g é par para

qualquer ¢ Varlando de 0aw, o que faz com que (— q)2i+2 seja igual a ¢?*2. Portanto fica

provado que Z Q) Z ¢ 2% YV w e N, [ |
=0 =0

Como acabamos de demonstrar a proposicao (3.5), entao daremos sequéncia

ao que foi mencionado a pouco que é encontrar a solugao da equagao qu” =0

=0
e consequentemente a solucao das equagoes que sao 0s nossos objetivos gerais. Porém,
w . .
a equacao ZqQZJerQZ = ( nao parece ser simples de resolver. Entao, de inicio faremos
i=0
algumas observagoes.
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2wl
Z qz—l—lxz
Observagao 3.4. Na proposi¢ao 3.2 realizamos a divisao %, vV w € N. E como
2w+1 !
vimos o grau de Z ¢’ é 2w+ 1, ja o grau do divisor é 1, portanto o grau do polindmio
que resulta dessa lelsao ¢é dado pela a subtracao do grau do dividendo pelo grau do divisor,

logo o grau do polinémio quociente ¢ 2w + 1 — 1 = 2w. O que corresponde exatamente
w

21+2 21

com o grau do polindomio Z q , pois o limite superior deste somatério é w e o x esté

i=0
elevado a 2i, ou seja para saber o grau desse polindbmio basta-nos substituir o ¢ por w e

temos que seu grau é 2(w)=2w.

Os avancos que fizemos até o momento, na tarefa de encontrar a solugao das
equagoes Py () = 0 e py—q () = 0, deve-se a estratégia de analisarmos casos particulares
das mesmas com o objetivo de perceber padroes no seus comportamentos e depois verificar

se a existéncia de tais padroes valem para todo w. E é essa estratégia que adotaremos
w

para encontrar a solucao da equacgao Z ¢ = 0.
i=0
o1
S b oA 2142, 21 * 4
e observarmos o polinémio Z g~ x*, ¥V n € N*. Veremos que ele é um caso
i=0
w
particular do polinémio Z ¢* 2% pois a tnica diferenca entre eles é que o limite superior
i=0
do somatério Y ¢*?2* é da forma 2" — 1,V n € N* e o limite superior de »_ ¢* 2> ¢
i=0 i=0

w
w, ¥V w € N, ou seja, o limite superior de Z ¢* 2% abrange todos os naturais, enquanto o

i=0
21

limite superior de Z ¢* 2% abrange apenas os naturais que podem ser escritos da forma
=0

2" — 1. Entao, de fato Z ¢* 2% é um caso particular de Zq2z+2x2’. Para a obtencao

=0 =0
deste caso particular basta fazermos w = 2" — 1.

Na tentativa de encontrarmos as raizes de py, 4 () nés o decompomos como produto
w . .
de polindmios. E como resultado dessa decomposicao chegamos a qu“x?’, porém
i=0
encontrar suas raizes ¢ no minimo laborioso, portanto para lancar luz sobre a questao
21
tentaremos encontrar as raizes do seu caso particular que é Z q
i=0

2@'—&—21,22"

an—1
Para isso facamos Z q
i=0

2z+2x2z = 0.

2m—1 2" —1 2m—1
Z q2i+2x2i =) = q2 Z q2ix2i =) = q2 Z <q$)22 =) =
i 1=0 =0
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on—1
=0 ou > (qx)*=0.
i=0
on_1 '
Mas, como por definicdo g > 1, entdo ¢*> > 1 > 0 = ¢*> # 0, logo Z (qz)* = 0.
i=0
o1 ‘
Antes de darmos continuidade a solucao da equacao Z (qx)m = 0, nés analisare-
i=0
on_1 A
mos o comportamento do somatério » (qz)*
i=0
Tomando n = 1 temos:
2n—1 0 211 1 A ) ) )1
> ()" = (q0)" =3 (g0)" = (g2)° + (g2)* = (gv)" +1 = (g2)* +1.
i=0 i=0 i=0
Tomando n = 2 temos:
2n—1 0 221 3 , ) . 6
> (ge) =3 (g0)" = (q2)" = (g2)" + (q2)* + (gz)" + (q2)" =
i=0 i=0 i=0

L+ (q2)° + (g2)' + (q2)° = [(@0)” +1] [(g2)" + 1] = [(g2)*" +1] [(g2)*" +1] .

Tomando n = 3 temos:

S (@ = 3 (@) =2 (@) =

(q2)° + (g7)* + (q2)* + (q2)° + (g2)® + (q2)"° + (q2)"* + (gz)"* =

14 (qz)* + (qz)* + (q2)° + (q2)® + (q2)" + (q2)"* + (qu)** =

{(qx)2 + 1} [(qx)4 + 1} [(qm)g + 1} =

{(qm)Ql + 1} [(q:n)22 + 1} {(qx)Qs + 1} )

Portanto, esses trés primeiros testes nos levam a conjecturar que:

Z li[{ }VnGN*

E é isso que tentaremos provar na proxima proposicao.

Observagao 3.5. Para a demonstragdo da proposicao seguinte ficar mais inteligivel
2k H1 1
. ;. 21 . ~
expandiremos o somatoério Z (gx)™ de maneira crescente em relacao ao grau de seus
=0
termos.
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Proposicao 3.6. Prove que

2" —1 ) n .
S @) =1] [(qx)w + 1} VvV neN.
i=0 j=1

Demonstracao. Provemos pelo principio de inducao finita.

1. Como vimos anteriormente para n = 1 é valida.

2. Fazendo n = k nossa hipdtese de inducao é:

2k—1 ' k A
> (g0) =TT [(an)” +1] ¥ b e
i=0 J=1

3. Verifiquemos agora se a sentenca é verdadeira para k + 1. Isso implica que temos que

mostrar que:

2k+l_g k1 )
S () =T [(g0)* + 1} vV ke N
=0 j=1

Entao, iniciando pelo primeiro termo temos:

2k+l ]

o (qz) =

()" + ()" + (g2 @ + o+ ()" )+ (q2) ) 4 (g 0
(qx)2‘<2k+1) i (qx)z‘(2k+2) T (qx)Q.(2k+1—2) X (qx)z.(2k+1—1) _

(q:C)Q'(O)+(qx)2'(1)—|—(qa:)2'(2)+...—|—(qa:)2‘<2k_2> —i—(qx)z(?k_l)} n

(qa:)z.(z’to) n (qa:)z‘(2k+1) n <q$)2.(2’f+2) I (qm)2.(2k+172) n <q$)2.(2k+11)] _

Z (q:L‘)2i + [(qx)2k+1 =+ (qx)2k+1+2 + (qx)2k+l+4 + .+ (qw)2'2k+1*4 n (qx)2'2k+172] _

(Z <q:c>2i) + (@) [(g0) + (g2) + ()" + o+ (g2 4 (q2)? 7T =

=0

(@) + (g0)* + (@) o (g0 4 (g )] =

(22_1 ((m%) T (gz)®)

=0
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(Z <q:c>2") + (gz) ™) [Z <qx>2i] -

=0 =0

(ﬁi (qas)%) [(q:v)(wl) + 1} :

=0

Usando nossa hipotese de indugao, temos que:

2]971 2k+1

({(qx)Ql + 1} {(qx)22 + 1} {(qx)23 + 1} {(qx) + 1} [(qx)Qk + 1]) [(qx)

+1) =

ok—1

[(qx)Ql + 1} [(qx)22 + 1} [(qx)23 + 1} [(qx) + 1} [(qx)zk + 1] {(qm)Qk+1 + 1} =

k+1

I1

J=1

(qx)Qj + 1] :

Mostramos, entao que para k + 1 a sentenca também é verdadeira. Logo, fica provado que:

on 1 . ‘
3 (g2)* =TT |(gz)” + 1} Vn € N*.
=0 j=1

Tendo demonstrado a proposicao 3.6, agora continuaremos a resolver a equagao
on—1 .
> (qz)* = 0.

=0

Entao pela proposicao 3.6 temos que:

; (q2)" = lf[1 (qz)” + 1} SN f[l (qr)? + 1} 0=

n—1

[((q2)* +1] [(g2)” +1] [(g0)” +1] .. [(@2)" +1] [(g2)”" +1] =0 =

{(qx)zl + 1} =0 ou [(qx)22 + 1] =0 ou [(qx)23 + 1} =0... ou {(qx)
{(qx)? + 1} = 0.

Notem que agora temos n equacodes para resolver, mas todas sao do mesmo tipo,

ou seja, todas ela podem ser escritas da forma [(qm)y + 1} = (0 com j variando de 1 até n.
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Portanto, se resolvermos a equagao {(qx)zj + 1} = 0 encontraremos as solugoes de todas

as outras equacgoes. Segue que:

{(QI)Qj + 1} =0= (qx)Qj = —1=2” =

2l —1
Tr = T ou
q
22 —1
Tr = 7 ou
q
_ 2 —1
xr = q? ou
_ on—1 —1
xr = 2 ou
—1
__ 2"
xr = 7q2n.

Que podemos reescrever como:

1 _1 2 _1 3 _1 n—1 _1 n _1
I = QVFJQ = qu?;x?) = 2\/?7'”7xn—1 =7 qgni—la‘rn: : q?
2" —1

Entao, o conjunto solugdo Sy da equagao Z ¢ 2% = 0 ¢é dado por:

i=0
[—1 /=1 /-1 no1| =1 ) —1
50:{2172 7,2 7...,2 T,Q n} V n,qu*,q>1
¢ peg pes e ¢
"1 '
Observacao 3.6. Observando a equagao Z ¢*22% = 0 que acabamos de resolver tem
i=0

grau igual a 2(2" — 1) = 2" — 2, pois o maior valor que i assume é 2" — 1 e o x estd
elevado a 2¢. Porém no conjunto solucao Sy nés temos, aparentemente, apenas n raizes. O
que parece contradizer o corolario 2.1, pois o grau do nosso polinéomio tem que ser igual

ao nimero de raizes e grau, e isso ndo parece acontecer, pois 2”1 — 2 # n. Essa suposta
o1

contradicao ocorre porque o conjunto solugao Sy nao da as raizes de Z ¢?22% = 0 uma

i=0
a uma, mas sim em grupos que formam uma sequéncia de poténcia de base 2. Detalhando

temos que ao tomarmos xr; = 2,1/(;7} podemos ver, aplicando a segunda férmula de Moivre,
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que x; na verdade representa 2 raizes. Tomando x5 = 2\2/;% podemos ver, aplicando a
segunda féormula de Moivre, que x5 representa 4 raizes. Tomando x5 = 2\3/% podemos
ver, aplicando a segunda férmula de Moivre, que x3 na representa 8 raizes. Continuando
0 mesmo raciocinio n vezes nos vemos que r, = 27;2:11 representa 2" raizes. Entao se
somarmos as duas raizes de x; mais as quatro raizes de x, mais as oito raizes de x3 e
continuando somando até somarmos as 2" raizes de x,, nés obteremos o ntmero total de

raizes que o conjunto solugao Sy representa. Para isso basto-nos somar:
24448416+ ...+2" 1 +2"

Como podemos ver acima temos a soma dos n termos de uma progressao geométrica de
primeiro termo 2, de razao 2 e com o tltimo termo sendo 2". Entao usando a formula para

calcular a soma dos termos de uma P.G. temos:

2(2" —1)
S = — = 2n+1 —_ 2
" 2—1
Ou seja, o conjunto Sy representa 2" — 2 raizes o que coincide exatamente com o grau
m—1
do polinémio Z ¢* 2%, Portanto, Sy exibe de maneira mais geral todas as solucoes
i=0

o1
Z ¢*22% = () para todo n pertencente aos naturais sem o zero.
i=0

Pela proposicao 3.2 temos que

2w+1 ] ] 1 w 4 '
Duw,q (x) = Z qz-i-lml . & Zq2z+2$2z V w e N.
=0 =0

Logo, como a sentenca vale para todos os niimeros naturais, entao ela também vale para
todos os naturais da forma 2" —1 de modo que n pertence aos naturais sem o zero. Portanto
se substituirmos w por 2" — 1 a igualdade continua sendo valida. Entao, substituindo w

por 2" — 1, temos que:

221+ 1\ 2=
prig(x)= > ¢dat=(z+-] > PP VneN =
1=0 =0

ontl_1

o N2 L, o
Pan—14 (ZB) = Z qH_l,CEl =[x+ & Z q22+2$22 vV neN*.
=0 i=0

Entao, para encontrarmos as raizes do polindémio pon_1 4 (), que é um caso particular de

Puw,q (%), 0 igualaremos a zero. Dal segue que:

ontl_q gn_1
j ; 1 . ,
Pan_14 () = Z ¢ =0= [z +> Z P2 = 0
=0 i=0
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1 i N
<ac + ) =0 ou Y ¢ =0=
q =0

on—1
E como ja resolvemos a equacao Z ¢*22% = 0 e seu conjunto solucao é dado por

=0
1 _1 2 _1 3 _1 n—1 _1 n _1 *
S0:{2Hq217 2“?? 2\&??""2 \/;’ 2\/(]2"}’ vV ngeN,g>1

ontl_1

Entao o conjunto solugdo da equacio pan_14(z) = > ¢'a'=0¢&
=0

-1 /-1 /-1 5/ —1 o1 —1 nl—1
’r *
S = {q, 2 ?, 2 F, 2 ﬁ’ 2 W, 2 q2n}7 v n,q c N ,q > 1(331)

Como existe um padrao nas raizes de pon_1 4 (), entdo pudemos elaborar uma férmula
2n+1_1

que resolva a equacdo pan_14(z) = > ¢ 'z’ =0 que é dada por:
1=0

L1\
a:k:< ) com ke€{0,1,2,3,...,n}.

Exemplo 3.6. Fazendo ¢ = 2 e n = 2 temos que:

22+11 7
o2t =0=> 2" =0 =
=0 =0

200 4220t 42342 42443 4 2501 1 2645 4 970 4 28T = 0 =

25627 + 1282° + 642 + 322* + 162° + 822 + 4 +2 =0 —

—1)\ —1\2F
T = () com k€{0,1,2,3,...,n} = x, = (2%) ke {0,1,2} =

(—1)21 (—1)21 o —1
1 = | =57 — 1 = | =1 — T = .
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L

—1\ = —1\4 J—1
To = (222> — T9 = (24> — I9 = E

Logo, o conjunto solucao da equacdo polinomial 25627 + 1282° + 642° + 322* + 1623 +

8r2+4x+2=0¢ {’71, v ’Tl, \/ I—é} pode ser verificado utilizando a férmula de radiciagao

de nimeros complexos para encontrar as duas raizes de /-~ e as quatro raizes de / 1&,

que ao todo sao sete raizes que é exatamente igual ao grau da nossa equacao.

2w+1
Como encontramos a solucao da equagao py 4 ( Z ¢"a’ = 0 para o caso
particular que w é da forma 2" — 1. E exemplificamos. Entao, agora tentaremos encontrar
2w—+1 ) ]
o conjunto solu¢do da equagdo py_q(z) = Y (—q)“rl ' = 0, também para o caso
i=0

particular que w é da forma 2™ — 1. Dai temos:
2w+1 ) ]
> (=)t =0
i=0
Além do mais, pela proposicao 3.4 temos que
2w—+1 ) ) w )
S ()t = <a: - ) S (=g 2%, ¥V weN,
i=0 1=0

Entao,

(m _ ) S (—g)* 24 = 0 (3.32)

w w
E ainda pela proposigdo 3.5 temos que » (—q)%r2 % = Zq%“x%, vV w e N.
i=0 i=0
w
Entao, se resolvermos a equacao (m - %) > ¢**?2* = 0 estaremos resolvendo a equagio
i=0
(3.32). Logo, substituindo w por 2" — 1 temos:

1 o1 ‘
<x — > =0 ou Z PPt =0 =
q

i=0
1
- 22+2 21
=2 ou Z q =
q
1
Como ja resolvemos a equagao Z ¢*22% = 0 e o seu conjunto solucio é
i=0

/=1 /=1 /-1 ne1l —1 af—1 %
502{2\/6121, 2\/?’ 2\/?7-%2 \/sz an}’ vV ngeN,g>1
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2ntl_g
Entéo, o conjunto da solugao da equagao (—q)”rl z' = 0 é dado por:

=0
1 /=1 /=1 /-1 nof =1 af—1
" __
S = {q, 2\/q21, 2\/(122’ 2\/(]23,..., 2 7q2n71, 2 q2n}, V n,qEN,q> 1. (333)

antl_q
O exemplo da solucao da equacao Z (—q)“rl z' = 0 é andlogo ao exemplo 3.6. Como
i=0
ja temos a solucao dos casos particulares de p,,(z) = 0 e de p, 4 () = 0, ou seja,
on+1_1 on+1_1
como jé resolvemos as equagoes ¢t =0e > (—q)”rl 2 = 0. Entdo, também
i=0 i=0

conhecemos a solucao da equacao
antl_1 ‘ antl_g o
Soogttat o > (=gt =0 (3.34)
=0 =0

Que é a uniao dos conjuntos S’ e S” que estdao respectivamente nas equagoes (3.31) e

(3.33).

Podemos afirmar, que pelo menos quando w é da forma 2" — 1, as equagoes
Pug () =0 € py_q () = 0 sdo soluveis por radicais. Nossa estratégia agora sera observar
o comportamento do produto dos polinémios que compoem equagao (3.34) quando n varia
e verificar se esse produto revela algum polinémio mais simples de encontrar as raizes. Dal,

temos:

Para n = 1 temos que:

21+1_1 ‘ A 21+1_1 - A 3 A A 3 - -
>oodt ) Y (—gT =< Q’“x’>~< (—a) x) =
=0 =0 =0 =0

(q4x3+q3x2 —i—q%—i—q) (q4x3 —q3x2+q2x —q) _

1

(quG + q6x4 . q4x2 B qz) _ <Z q2i+2$2i> ((qx)4 . 1) _

=0

(z__(:) q2i+2x2i) ((q:c)21+1 B 1>. (3.35)

Para n = 2, temos que:

(z) | (z - wz«) (Soe) (L) -

<q8x7 +q" 2% + ¢ + Pt + ¢+ P+ P+ q) .
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<q8x7 _q7x6 +q6x5 —q5:c4 —|—q4:1:3 —q3:€2 +q2x—q) _

(q16x14 —I—q14I12 _l_q12$10 _I_qus _ qsxﬁ _ q6x4 _ q4x2 _ q2) _

(3 (- -

(221 q2i+2x2i) ((qm)?ﬂ B 1) ' (3.36)

Entéao, de (3.35) e de (3.36) podemos conjecturar que:

=0

2n+1_1 ' ' 2n+1_1 ) ' 2m_1 ) ) ntl
( Z qz—&—lxz) ( Z (_q)z-‘rl Iz) — (Z q21+2x22> ((QI)Q . 1) 7 Y n,q e N’ q > 1.
i=0 =0

Que por sua vez pode ser reescrita da seguinte forma:
2(2"—1)+1 2(2n—1)+1 271
i+l i i+l i i i 2(27—1)+2
Z ¢tz Z (—q)+ T :<Z‘12+2x2>((q5")( )+ _1).
=0 =0 i=0

Agora suponha que a igualdade abaixo seja verdadeira

1)\ 2@ =D+t
(m - ) Yoo gt = (qr)*@" D 1 Vv weN. (3.37)
q i=0
on_1
Multiplicando ambos os membros por Z (—q)m+2 22" temos:
i=0
2r-1 o 1\ [P 21 o "
(Z (_q>21+2 JU2z> (x _ ) Z ¢zt = (Z (_q)2z+2 JU2z> ((qx)2(2 -D+2 _ 1) .
i=0 q =0 i=0
w ) ) 2w—+1 ) )
E como pela proposigao 3.4 temos (x — %) Z (—q)" 2% = Z (=)' v
i=0 =0
w € N. Entao, se tomarmos w = 2" — 1 com n pertencente aos naturais excluindo o
1 A ETC LT VES N
zero temos que (x - %) > (—q)* 22 = > ¢"™'2' ¥ n € N*. Entdo, aplicando essa
=0 i=0

proposi¢ao ao primeiro membro da equacgao anterior temos que:

2(2"—1)+1 ‘ N\ /2er-p+r 2n-1 , , n
( Z (_q)2+1 xz) ( Z qz+1$z) _ (Z (_q)21+2 wm) ((qaz)2(2 -D+2 1)(3.38)
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E como pela proposicdo 3.5 temos que Y (—q)*"*2? qu“ %y we N
i=0
Entao, se w for da forma 2" — 1 tal que n é natural sem o zero, a proposméo 3.5 ainda

continua sendo valida, pois 2" —1 é apenas um caso particular de w. Substituindo 2" —1 por
] a1

w na proposicao 3.5 temos que Z (—q)QZJr2 % = Z ¢*22% . Usando essa proposicao
i=0 i=0

no segundo membro da equagdo (3.38) temos que:

2(2"—1)+1 o 2(2"-1)+1 22 —1)4-2
( S (=)t xz) ( I z) (Z 2 21)( )( -+ —1). (3.39)

i=0 i=0
Logo,
2(27—1)+1 2(2"—1)+1
( Z qz‘+1xz‘) ( Z (—q) z+1 z) (Z q21+2 21) ( qx)2(2"—1)+2 _ 1). (3.40)
i=0 i=0

Entao para mostrarmos que equacao

ontl_1 ontl_1 )
( > q”lxi) ( > (=g ) (Z ¢ 2)( " 1), ¥ ngeN,g>1,
i=0

1=0

¢ verdadeira, basta-nos mostrar que a equagao

1\ 2@ =D+ .
<x - ) >t = (g —1, YV onen,
q i=0

também é verdadeira. E é o que faremos na proposicao a seguir.

2(27—1)+1
Proposicao 3.7. (x — é) > ¢zt = (qu’)Q(2 —U+2 _ 1,V neN*.

i=0
Demonstracao. A sentenga é valida para n = 1, pois ja verificamos na pagina 65. A nossa

hipétese de inducao é:

1) < -
+
(x — ) E ¢t = (qx)” -1

Que de forma expandida é:

1 k
2k+1 okt+l_j 2k+l_1 ok+l_9 2k+l_g ok+l_3
<a: — ) e +¢ Tl + g Ty

q

2k+1—3 2F+l—d

T P Pt 1+ gl =

2k+1

(qr)” —1.

Entao, devemos mostrar que a sentenga também ¢ valida para k + 1, ou seja, que

1) 7! b2
o+
(13—) 2: q1+1 i )2 1
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|
~ . s . 21 . ~
Observacao 3.7. Expandiremos o somatério Z (gr)”" de maneira crescente em relagao

1=
ao grau de seus termos, para que a demonstracao fique mais inteligivel.

Iniciando pelo primeiro membro temos:

1\ 2"7%-1
(“”_() > dtlal =

=0
k+1_ k+1_ k+1 ok+1_ k+1 k+1
2 1:E2 2+q2 IQ 1 +q2 +1$2

1
(x — q) [qlxo + q2x1 + q3a:2 +...+¢q

2k+1 2 2k+1 1 2k+2_2 2k+2_3 2k+2_1 2k+2_2 2k+2 2k+2_1
+q¢© Tt T 4 +g x +q x +q° x =

1
(x _ q) quxo + @t + Pt 4+ q2k+1f1x2k+172 —0—q2k+1x2k+1*1) + (q2k+1+1x2k+1

2k+1 2 2k+1 1 2k+2_2 2k+2_3 2k+2_1 2k+2_2 2k+2 2k+2_1
+¢& Tt T L 4g x +q x +q¢ x =

1 2k+1_1
(:C _ q> |:< Z q”lllj’i) + (q2k+1+1x2k+1 4 q2k+1+2x2k+1+1 n
=0

2.2k+1_9 9 okt+l_3 2.2k+1_1 9 9ok+tl_9 2.2k+1 9 ok+l_q
+q x +q x +q T =

=[5 )+

2k+172x2k+173 + q2k+171x2k+172 _'_ q2k+1x2k+171)1|

2k+1x2k+1 (qlxo I qle Yoty

1 2k‘+1_1 2k+1_1
<x _ ) Z qi-i-lxi + q2k+1x2k+1 Z qi—i-lxi _
q i=0 i=0
1 2k+1_1
@‘J[(Z‘ﬁw)wmﬁm+0r:
i=0

1 b1 . k1l oktl
g (5 ) e,
=0
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Usando nossa hipdtese de inducao temos:

1 b1 . . k41 ok+1
(x_q> Z qz+1$z <q2 72 +1)

=0

I
~
—~
L)
&
~—
[N}
e
+
=
|
—_
S—
/N
—~
[
&
~—
e}
x>
+
—
+
—_
SN—
I

(") -

2k+2

—
|

(gx)”  —1.

Entao, a sentenca também é valida para n = k 4+ 1. Logo, a proposicao 3.7 esta

demonstrada pelo principio de inducao finita. [ |

Observacgao 3.8. Como consequéncia da proposicao 3.7, podemos afirmar que a equagao
(3.40) é verdadeira, porém como a proposigao 3.7 é mais simples, entao nés a adotaremos
em detrimento da equacao 3.40, pois acreditamos que ela dard uma contribuicao maior

nas solucoes da equagoes que sao nosso objetivo geral.

Como a proposicao3.7 foi demonstrada para w = 2" — 1, entdo agora devemos
verificar se a sentenca ¢ valida para todo w pertencente aos naturais. Para isso basta-nos
substituir 2" — 1 por w na proposig¢ao 3.7 e obteremos a proxima proposicao.

2w+1
Proposicao 3.8. (:v — %) ; ¢t = (qr)*™ -1,V w e N.

Demonstracao. Para w = 0 temos:

1 2.04+41 ) 1 1 ) )
<$'—(2) 2: qHJJ¥:: ($'— ) }:(f+lxz::

i=0
1
<x—> (q2x+q>:q2x2+qx—qx—1:
q

FCa? —1=(qz)’ —1.
E que:

(qr)*"*? — 1= (g2)*""? — 1 = (q2)* - L.

Logo, para w = 0 a sentenca é verdadeira.
2k+1

Fazendo w = k suponha que (x — %) Z ¢t = (qx)2k+2 —-1,VkeN
i=0

Agora mostremos que para w = k + 1 a sentenga também é verdadeira. O que

equivale a mostrar que:
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2k+3

(x - %) ;} ¢t = (qu)™ =1

Iniciaremos no primeiro membro e tentaremos chegar no segundo.

2k+3
<x_> Z qurl T

1
(x _ q> (q2k+4x2k+3 4 2RI | 2R 2L | Akl 2k | 302 4 200 4 gl ) _

1
<x o q) (q2k+4x2k+3 + q2k+3x2k+2) +

1
<x—> (q2k+2x2k+1+q2k+1 2k 4 —|—qx +qm —|—q:z: ) _

q
1 2k+1
<$ . ) (q2k+4x2k+3 + q2k+3x2k+2) (x _ ) Z qz+1 i _
4q
2k+1 ‘
q2k+4x2k+4 + q2k+3x2k+3 _ q2k+3x2k+3 _ q2k+2x2k+2 + <x o > Z qz+1x2 _
i=0

2%h+1
Dhtdy 2t 2ht2 2h42 i+1 0
¢ — Py ( ) 2 4

2k+1

E como por hipotese de indugao (1: — ) Z ¢t = )2k+2

— 1. Entao, temos:

2k+1

2k+4 2k-+4 2k-+2 2k+2 ’H—l i
G — Ry ( ) Z q =

2h+4, 2k+4 _ 2k+2, 2k+2 2k+2
+4, 2k+ T2 4 (go) 1=

q T -4 x
(qm>2k‘+4 + (qx)Qk-‘rQ o (qx)2k+2 _ 1 _
(qx)2k;+4 1

Entao, a sentenca também ¢ valida para n = k 4+ 1. Logo, a proposicao 3.8 esta

demonstrada pelo principio de inducao finita. [ |

Entao, uma das consequéncias da proposicao 3.8 é o corolario abaixo.
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2w—+1 ) ) »
Corolario 3.1. (:L’ + %) > (=) 2t = (qz)*? —1,YVweN.

1=0

Demonstragao. De acordo com a proposicao 3.8 temos que:

2w+1

( )Zq”lz—qx)zwﬂ—l Vw e N.

E pela proposicao 3.2 temos:

2w+1

(I+;)§q2i+2x2i: ; qz+1 i vV w e N.

O que implica que

=0
1 LN e o] o owr2
x + x S| = (qu) 1
q 4/ =0
E pela proposicao 3.5 temos: » (—q)QiJr2 % = > ¢ 2% YV w e N,
i=0 i=0
Entao,
1 w
(3 (== 5) S| o
w ) ) 2w—+1 ) )
E como pela proposicao 3.4 temos (:c — %) > (—q)* P2 = > (—¢) 2’ Y we N,
i=0 i=0
Entao,
1 ot i+1 4 2w—+2
z+ =] 1> (—q) = (qx) 1=
4/ Li=o
2w—+1 - St
(#+3) X (- = (@) =1,V weN
Ficando assim demonstrado o corolario 3.1. [ |

Observando a proposig¢ao 3.8 e o corolario 3.1 vemos que para encontrarmos

2w—+1 2w—+1
, - A . +1 ;
as rafzes dos polindmios py g () = > (=) 2" e pug(z Z ¢"™'2' basta-nos
i=0

)2w+2

encontrarmos as raizes do polindémio (gx — 1 e depois dividi-los respectivamente por

(x—iré) e (x— f) pois
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w 2w—+2
Qil (_q)i+1 xi _ (qﬂf) - - 1
1
=0 (z+3)
2w—+2
qx) -1
Puq () = &

2w+1
(“) 3 a = qz)""" 1=

2w-+1 2w+-2
il i qx 1
G e @ o1
(v=3)
2w+2
qx —1
Pugq (¥) = ()—1
(#=13)
Com base nisso resolvamos a equacao. (qnl:)Zw+2 — 1 =0. De fato,
<q$)2w+2 —1=0= (qx>2w+2 -1 =

1 1
2Ww+2 S . 2w+42
X - q2w+2 L= q2w+2'

Pelo terorema 2.7 (Segunda Férmula de Moivre) temos:

2w+2 1 i . 2w42 —+ 2km + isen f + 2hm
7q2w+z— 2w+2 2w + 2 2w+2 2w+2)|’

ke{0,1,2,3,....,2w+ 1}

= Va?+ b2, cos 0 = T esend =

q2w+2

2 2
q“’+

. Com

7q2$+2 , onde a é a parte real do

QRwt2
’ 1 , . . 4.
nimero complexo Zuz © b ¢ a parte imaginéaria. Portanto

1 1 1\ 1
- 2u+? e b=0= 2e+? - 2u+? +0° = 2u+? =
1
cos@z%jcosﬂz'f?” —cosf=1<0=0+2kr e
ol 2wtz
0
senf = =0&0=0+2kr ou 0=m-+2k
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Se 0 = w4 2km, entdao cosf = —1 # 1, logo 60 # 7+ 2kw. Se § = 0 4 2km, entdo cosf = 1

e senfl = 0, logo 6 = 0 + 2km. Porém, pelo teorema 2.7 6 € [0, 2k~[, entdo o tinico valor

que 0 pode assumir é 6 = 0.

Substituindo o valor de € na férmula temos:

1 2/{57'(' , 2km
2 +2W:xk: 2w+2 2>+Zsen (2w+2>] e
1 1 k k
2w-+2 q2w+2 =x, = a [COS (w_i,]fl) —|— ?:867/1, (U}_i_ﬂ-l>‘| com k c {O, 172,3, 72'11} + 1} .

Com base nessas informacoes podemos agora demonstrar as proposi¢oes que seguem.

2w+2

2w+1
Proposigao 3.9. A formula que resolve a equagdo py, 4 (z Z ¢’ =0,VweN ¢
Ty = [cos ( +1) + isen ( kj:l)} com k € {1,2,3,...,2w — 1, 2w,2w + 1}.

. , A 2uw+2 ~
Demonstragio. Como acabamos de ver as raizes do polinémio (qz) w1 sdo

1 k k
T = — |cos S + 1s5€n S com ke{0,1,2,3,....,2w+1}.
+1 w+1

Que escrevendo por extenso sao:

1{ (O.7T> . (0.7?) 1[ (1.7) . (1.%)}
Tog=—|cos| —— | +wsen| —— ||, r1 = — |cos| —— | +sen|{——— ||,
q w41 w+1 q w41 w41
1 2.1 , 2. 1 3.m . 3.
Ty = — [cos () + isen <>] , L3 = — [cos () —|—zsen( )} -
q w41 w+ 1 q w+1 w41
1 2w—1).7 . (2w —1).7
Toy_1 = — |cos | ———F— | +isen | —— ||,
q w+1 w41
1 2w) . )
Tow = — |COS (2w) 7 + 1sen (2w)
q w1 w41

1 Qw+1).7 b Qw+1).m
Towt1 = — |€OS | ————F— isen | — | | .
2wt q w41 w+1

Portanto, depois de termos calculado o valor de xy podemos reescrever as raizes do
2t

— 1 da forma que segue:

1 [ ( 1. )+, ( 1. >}
Xo = —,T1 = |COS 15€n
0 q7 1 W+ 1 w —+ 1 )

Ty = — |cos isen
Ty w+ 1 w+1/]7

polinémio (qz
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1 { ( 3. >+. < 3.m )]
T3 = — |cos isen
5Ty w+ 1 w+1/]1777
1 2w —1).7 ‘ (2w —1).7
Toy—1 = — |COS| ——F— | +18sen | ———F | |,
q w+1 w41
1 (2w) .m _ (2w) .m
Loy = — |COS | —— | +sen | ———— e
q w41 w+1

e (22007) o (22805

- . A 2w+2
Entao, pelo Teorema da Decomposi¢gdo podemos escrever o polinémio (gx) Yt _ 1 em

—_

Tow+1 =

funcao de suas raizes, ou seja,

o= o (222 4 (225
(2 e (225)])
oo (252) o (2522

)2w+2 (gz)***+2—1
N
2w+1

que como resultado obteremos o polindémio p,, , () = Z ¢z’ entdo fazendo a divisdo
i=0

Como decompomos o polinémio (g — 1, agora podemos realizar a divisao

temos:

2w+1 2w+2
Puw,q (x) = Z quxi - (qx) 1 1 -
=
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1 1.m 1w
2w+2 = e . o
q (:c . {cos (w_i_l)—l-zsen(ijl)D.
1 { < 2. > . ( 2. )]
r— —|cos| —— | tisen .
q w41 w41
1 { ( 3.7 > . < 3.7 )]
r— —|cos| ——) +isen | ——
q w—+ 1 w+ 1
1 2w —1).7 , 2w —1).7
r— —|cos | ——— | +sen | ———F— .
q w1 w41
1 (2w) .m : (2w) .m
Tr — — |cos +15€en .
q w+ 1 w41
1 2w +1).7 , Qw+1).m
r——|cos| —— | +isen | ——F—
q w41 w41

Logo, pelo Teorema da decomposi¢ao podemos afirmar que as raizes do polinémio
2w+1

Pug () = D ¢a’ sdo:
i=0
{ ( 1.7m >+, < 1.m )]
r1 = |cos | —— isen | ——
! w+1 w+1/]"
1 [ < 2. )+ . ( 2. )}
Ty = — |cos isen
Ty w41 w+1/]7
1[ <3.7r>+, (3.7r)]
T3 = — |cos isen
Ty w+1 w+1/1777
1 2w —1).7 , 2w —1).7
Toy—1 = —|cOS| ——F | +wsen | —— | |,
q w+1 w—+ 1
1 (2w) . , (2w) .
Loy = — |COS +15en e
q w41 w41

o= o (D5 i (2205

w+ 1 w+ 1

2w+1
Assim, podemos representar todas as raizes de py,, () = Z ¢z’ pela férmula
i=0

1 k k
Tp = — |cos T + 1sen T com ke€{1,2,3,...,2w—1,2w, 2w+ 1}.
q w+1 w+ 1

Portanto, a féormula que resolve a equagao polinomial
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2w—+1
Pug ()= > ¢t =0,YweN
i=0

1 k k
Tp = — |cos T + 1sen S com ke€{1,2,3,...,2w—1,2w,2w + 1}
q w+ 1 w+ 1

como queriamos provar. |

2w+1 ) )
Proposi¢do 3.10. A férmula que resolve a equagdo py,_q(z) = > (—q)z+1 xt =0,
i=0
VweNEx, = % [COS (%) + isen (k—“ﬂ com k € {0,1,2,3,...,2w — 1,2w, 2w + 1}

w—+1
tal que k # w + 1.

)2t 1 sdo:

Demonstragao. Como vimos nas paginas 72 e 73, as raizes do polindémio (gx

1 k k
Ty = — |cos ") 4isen | 1 com ke€{0,1,2,3,....,2w+1}.
w+1 w+1

Que escrevendo de forma expandida obtemos:

1 1 { ( 1. ) n ( 1. )]
To= —,T1 = — |COS 15€n
0 q7 1 q w+1 ’LU+1 )

e () e ()
tue = Lo (T ()]

= Lo (@) (@]
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1 (Qw+1).7 , Quw+1)w
Towy1 = — |cos | ———— | +isen | —— || .
q w1 w1

Agora iremos reescrever as raizes com o valor da raiz x,.1 ja calculado.

1 1{ (1.7T>+, (1.71‘)]
To= —,T1 = — |coS 1sen
0T T g w41 w+1/1’
1{ (2.71')+, (2.7r>}
Tog = — |COS | —— 1sen

Ty w+1 w+1/]’

1{ (3.7T> . <3.7T )]
T3 = — |cos +1sen ) ooy

q w41 w+ 1

o= oo (827 e (2]

1
x’w+1:_77
q
1 (w+2).m , (w+2).7
Tyio = — |cOs | —————— | +isen | ———— ||, ...,
q w41 w+1

= o (B2 s 220
o= [ (ST o (5]

= o (EED) (20

w+1 w+1

Agora reagrupando essas raizes de modo que a raiz x,,1 fique ao lado da raiz x, temos:

1 1
o = *7ww+1 - —
q
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et () o (23]

oo (22 (222

b (B2 (2552
e o (325) (2]

1 Quw+1).7 , Qw+1)7
Topi1 = — |coS | ———— | +isen | —————
q w+1 w+1

Entao, pelo Teorema da Decomposicao, temos que:

(qx)2w+2 _ 1 o

2042 1 1 1[ ( 1.7 ) . ( 1.
q = drx+—-|.lx——|cos +1sen
q q q w4+ 1 +

78
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(qx)2w+2 1

Realizando a divisao (ot
X

q

1 ((w) .7r> _ ((w
r— — |cos| ———| +1s8en
q| w—+ 1 w

)
(22)

Entao, pelo Teorema da Decomposicao, temos que as raizes do polinoémio (
x

) isen (555
Qflﬂ’

1] ((Zw) .7r> ,
Tr — — |cos +15€e
q1

w—+1

Ty = ; [cos (EUU?FD + isen (S;U

[ ((w+2).7r)
PG v

1

Lyw+2 = —
1
Tow—1 = —
q

Low
1
Low+1 = —

(
(2 [eos (27) isen (2
(
(

;)_ , temos que:

(qx)2w+2

(= +3)

1

{ ( 1.
cos
w—+1
1 2.
cos
q w+ 1

+ 15€en <

w+ 1

[COS ((2w )

|
= — |COoS

q

-1

( 1
A —-
q

+ 1sen <

+ isen (

aos

AR
— — |cos
q w +

] (i o eos () s

w

3.7

wri)]

(w

5

)|

) ‘ <(2
+ 18€en
w4+ 1

)

1)

(E25) e

2.

2w—1).7
w+1

w+1).m
w+1

Y

g eeey

)+ ()]

)

> ' <(2
+15en
w+1

)

)+ isen

(qz)2w+2_1 -

1

3)

q

Qw4+ 1)m

w+ 1

Sao:

)
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Que podem por sua vez serem escritas através da féormula:

1 k 2
xk:qlcos <w+7r1> +isen (1011)] ke {0,1,2,3, ., 2w — 1,2w,2w + 1} k # w + 1.

. , A . 2w+2_1
Ou seja, todas as raizes do polindmio %
ot L

q

sao:
1 k 2
o= - [COS (L) +isen <w:1>] ke {0,1,2,3, .., 2w — 1,2w,2w + 1}, k # w + 1.

Como, pelo corolario 3.1, temos que:

1\ 2wt o
(m + q) S ()t = (g2)*? 1, ¥V weN =
i=0

2w-+1 2w+-2
i1 i (gz) -1
Pw,—q (T) = Z (—q)" a2t = 1
=0 (z+3)

Portanto, a férmula que resolve a equacao polinomial

qwtl
Pu—q(x)=> ¢’ =0VweN
i=0

1 k k
o — - [COS <w11> +isen (Wr”l)] ke {0,1,2,3, ., 2w —1,2w,2w + 1} k £ w+ 1.

Como queriamos provar. [ |
Observe que até agora o que fizemos de maneira resumida foi

1
q

e Mostrar que —- é raiz de p,, (z) e que % é raiz de py,_q (7).

2n+1_1 2n+1_1
~ . .. 1 i +1 4 ~
e Mostrar que as equagdes polinomiais Y ¢zt =0e > (—q)" 2’ = 0 sdo
i=0 =0
respectivamente, casos particulares das equacoes py, 4 () =0 € py, 4 () = 0, onde

n € N*,

e Encontrar uma férmula através de radicais para as seguintes equagoes

ont+1l_1 ontl_1 .
S =00 X (- = Oonden €
i=0 1=0

e Realizar o produto dos polinémios

antl_g 2ntl—q
o o )
Z g Z (—q)“r z' |, n € N* e encontrar suas raizes;
i=0

=0
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2n+171 2n+171
e Utilizar o resultado da equacao ( Z qi+1xi> ( Z (—q)”l m’) = 0, para encon-
i=0 i=0
trar uma férmula que dé as raizes da equacao [Py, ()] [pw,—q (¥)] = 0 através de

radicais.

Percorremos todo esse caminho para provar a proposicao 3.8 e o corolario 3.1 que

dizem respectivamente:

2w—+1
(x - %) Z(:) ¢t = (qz)* -1, VweN.

O que implica que:

2w—+1 2w+2
Y gt = (97) : 1,Vw€N.
i
e
2w+1 ) ' 2w+2
Z (_q)l+1 xz — (qx) i 7 v w e N
=0 (fE + q)

Entdo, o que fizemos a partir dai para encontrar as formulas das equacoes p,, 4 (¥) =
2w—+1 2w—+1

Y gt =0epy_q@) =) (—q)""" " foi resolver a equacio (gz)* "> —1 = 0 através
i=0 i=0
da féormula de radiciacao de niimeros complexos conhecida como a Segunda Formula de

. . . N 2wt2_
Moivre e depois realizamos as divisoes exatas (qQE() T © (qm<)
xX Xr—

2w—+2 -1
1

T , V w € N. Ou seja,

q
para encontrar as formulas

1 k k
T = — |cos i + isen e ke {l1,2,3,....2w —1,2w,2w + 1}
q w+1 w41

1 k k
xk:qlcos <w+7T1> + isen <w+ﬁl>] ke {0,1,2,3,...,2w — 1,2w, 2w + 1} , k # w + 1.

Que resolvem respectivamente as equagoes polinomiais,

2w+1
Pug (T) = 3 ¢tlat = @u2g?et 4 2o 4 el 4 ga® = 0
i=0

Pw.—q (l‘) — Z (_q)i-i-l ZEi _ (_q)2w+2 x2w+1 + (_q)2w+1 x2w I (_Q)2 J]l + (_q)l ZL’O 0.
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Utilizamos somente a radiciagao (de niimeros complexos) e a divisao de polinémios,
assim podemos afirmar que encontramos duas formulas, através de radicais, que solucionam
as equacoes Py q () = 0 e py 4 (x) = 0. Portanto, atingimos o nosso objetivo geral.
Concluindo que nossa tese estava correta.

2w+2  2w+1
3

Como vimos na segao 3.2 o = (g ,..,q%, q) ¢ uma P.G. formada pelos

q
coeficientes do polinémio p,,, (z), onde ry = % ¢ a razao de a. Na proposicao 3.1 nos
demonstramos que —é ¢ raiz de p, 4 () para todo w pertencente aos naturais, o que
implica que —r; € raiz de p,,(x), ou seja, o oposto da razao da P.G. a formada pelos
coeficientes do polindémio p,, 4 (x) é raiz desse mesmo polindémio para todo w pertencente
aos naturais.

—¢?T . ¢% —q) é uma P.G. formada pelos

coeficientes do polinémio p,, _, (), onde ry = —% é a razao de 3. Na proposicao 3.3

Nés Vimos também que 3 = (¢*¥*2,

demonstramos que % ¢ raiz de p, _, (x) para todo w pertencente aos naturais, o que
implica que —7 é raiz de p,, _, (z), ou seja, o oposto da razao da P.G.  formada pelos
coeficientes do polindémio p,, —, (x) ¢ raiz desse mesmo polinémio para todo w pertencente

aos naturais.

Além disso | r1 |=| re |= %, entao podemos ressaltar que os médulos das razoes
das progressoes geométricas a e [ fazem parte das férmulas que resolvem as equagoes

Pug () =0 e py g (x) = 0. Isso fica evidente observando essas formulas na pagina anterior.
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4 APLICACOES

Neste capitulo iremos realizar algumas aplicagoes dos estudos realizados no capitulo

anterior. E desse modo esclarecer o leitor, possiveis duvidas que tenham lhe ocorrido no
decorrer deste trabalho.

1. Resolva a equacdo ¢°z° + ¢®z* + ¢*2® + ¢*2® + >z + ¢ = 0.

5 2241
qz-i-lxz =0 D24 (iL‘) — Z qH_lxl = 0.
1=0 =0

2w+1
Comparando esse tltimo somatoério com p,, 4 (¢) = Z ¢z’ = 0 que possui a como
=0

formula resolutiva

1 k k
Tp = — |cos T + isen e ke {1,2,3,...,2w —1,2w,2w + 1} .
q w41 w41

Vemos que w = 2, entao a férmula que resolve a equagio ps 4 ()

1 km km
== ) +isen [ —— 1,2,3,4
T, q[Cos<2+1>+zsen<2+1>],k‘€{, ,3,4,50} &

T —1 CoS b + isen k—w
Mg 3 3

I
Qﬁ.
+
—
&ﬂ
|
(@)
@)

ke {l,2,3,4,5} &

1 3 : 3 1 : 1 ; 1
T3 = — {cos <) + zsen( )} = —[cosm +isenn] = — [-1 4+ 0] = ——
q 3 3 q q q

e o (§) e ()] -4 -4]
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e o () wien ()] - 23]

Antes de escrevermos o conjunto solucao da equacao para efeito de comparacao iremos

escrever as raizes i, Ta, T3, T4 € Ts de outra forma vejamos:

1 V3 V3 V33
V3 R e

-3 +1 1

. 9
2 'y T Ty

6 () (5) -6-%)
Ou seja,

(o) et (o) e

V313
= -

L 1
4

9 5 T

2 T

11 1 1
V3 = - ——+z‘£:>
q 2 2

1/ 1 3

A s R

Agora, mostraremos que x5 pode ser escrita de outra forma.
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2
N2 1/3 V3V /1 V3Y)
Z 2= ;2= i~ ST
(2) 2<Zz)+<’2> <2+ 2)
Ou seja,

1 V3 1 V3 VA 1 V3
<2+2> IR <2+2> IR
o3 _ [ 1 V3
2 2 2 2
1 V3] 11 V3
g1 27 2 T TV T2 T
Lo L1 V3
gV 2 T2

1oVB 2 V3 1 V33
9 "9 T T4 9 Ty T 4T
68+ (8-
=) 2z (i |+ |i | =(z—i+
9 2\ 2 2 '
Ou seja,
[RVE AR L 1By 1 B
2 ' 2 ' 2 ' 2 '
1oV 1 V3
S
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Logo, o conjunto solugao da equacao ps, (r) = 0 é dado por:

s={-L ol mLea8 1 1ol
qg q 2 q 2

Para verificarmos se a solugao esté correta poderiamos substituir cada raiz na equagao e

observar se dé zero, porém ja resolvemos a equacio ¢°x° +¢°2* +¢* 23 +@Px? + P +q =0
na paginas 44 e 45 utilizando o Teorema das Raizes Racionais e a decomposicao de
polindmios para reduzi-la em uma equacgao biquadrada. Portanto para verificar se a
solucao que fizemos utilizando a formula esté correta basta comparar o conjunto solugao
S3 na pagina 45 com o conjunto solugao S logo acima. Feito isso podemos constatar

que a solugao feita através da féormula esta correta.

2. Resolva a equacao ¢°2° — ¢®z* + ¢*2® — ¢*2% + ¢®>x — ¢ = 0.

$d— Pt + ¢ - P+ Pr—g=0s (4.2)
5 L 2241 o
()"t =0epy4(r)= D (—¢) 2" =0
i=0 1=0
2w—+1 ) )
Comparando esse ltimo somatério com py, g (z) = > (—q)wrl ' = 0 que possui
i=0

como férmula resolutiva

T = % {cos (%) + 1sen (wk—L)} ke {0,1,2,3,...,2w — 1,2w, 2w + 1} com k # w + 1.
2.241 o

Vemos que w = 2, entao a férmula que resolve a equagio ps 4 (z) = > (—q)" 2t =0
=0

é

1
T = p [cos <2kf1> + isen (2]{11)1 ke{0,1,2,4,5} &

T —1 cos k—ﬂ +1sen k—ﬂ
Mg 3 3

k€{0,1,2,4,5} <
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3

et () ()47

Note que as raizes x1, 9,4 € x5 sdo idénticas as do item anterior por isso podemos

escrever nosso conjunto solucao sendo:

o 17i1\/—1—|—1\/§7i1\/—1—2\/§ |
qg q 2 q 2

Para verificarmos se a solugao esta correta poderiamos substituir cada raiz na equacao

e observar se o resultado seria zero, mas jé resolvemos a equacao ¢®z° — ¢°z* + ¢*2® —
2% + ¢®>x — ¢ = 0 nas péaginas 51 e 52 utilizando o Teorema das Raizes Racionais e
a decomposicao de polinomios para reduzi-la em uma equacao biquadrada. Portanto,
para verificar se a solucao que fizemos utilizando a férmula esté correta basta comparar
o conjunto solugao s3 na pagina 52 com o conjunto solugao S’ logo acima. Feito isso

podemos constatar que a solucao feita através da férmula estd correta.

3. Resolva a equacao:

128v/227 + 64v/22° + 32v/22° + 16V22* + 8v22° + 4v22% + 222 + V2 =0

Multiplicando ambos os membros da equacao por % temos:

12827 + 642° + 322° + 162" + 82° + 42 + 20 +1 =0
Agora, multiplicando a equagao por 2 temos:

25627 + 1282° 4+ 642° + 322 + 1622 + 822 + dr +2 =0 —

280" 42720 4+ 2% + %0 + 2% 4+ 2%2% + 2240+ 2'2" = 0 —

7 ) ] 23+1 ]
Y2t =0= ) 2"’ =0
=0 i=0

2w+1

Comparando esse ultimo somatério com py, 4 () = Z ¢
i=0

= 0 que possui a como

formula resolutiva

| k k
Ty = - leog( T )—i—isen (Wﬂ ke {1,2,3,... 20— 1,2w,2w + 1},
q w—+1 w+1
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2.341
vemos que w = 3 e ¢ = 2, entdo a formula que resolve a equacao ps s (z) = Z PARRT A
=0

0é
1 km w km
= — |cos —
=y 311) TP 35

O que implica que:

1 km . kr
T = 5 cos Z +18€en I
Portanto,

T = 1 {cos (Z) +1sen <7T>} = 1 [\/ﬁ—i—z\/ﬂ _ Q+z\/§

ke{1,2,3,4,5,6,7}.

ke {1,2,3,4,5,6,7}.

21 \4 4)) 212 "o | 4 T4

e b () i (5] - ) 0 5)) =S -

T3 = ; |:COS (T) + 15€en (?’Zﬂ — ; [_\/5+ \/ﬂ _ _@+ \/§

o () ()] = oms a1 =
[E4—2 COS 1 5en 4 —2 COS 1SenT —2 | = 9

T rwi bl N ey

T T B s R

Tg = ; {cos <6I) +isen ((Zrﬂ = ; [cos (327T> + isen (3;)] = ; 0—1] = —;i

e o () ien ()] - [ -] 24

Logo, o conjunto solucao da equagao

128v/227 + 64v/22° + 32v/22° + 16V22* + 8v22° + 4v/22% + 222 +v/2 = 0

YR

1. V2 V2
777’7_7—{_7’7
9 1

V2 V2
4 4

1 . .
T3 T 1 1 :

L.
—=1
Y 27

V2 V2
4
4. Resolva a equacao:

12827 — 642® + 322° — 162 + 82 — 42> + 26 — 1 =0
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Multiplicando a equacgao por 2, temos:

25627 — 12825 + 642° — 322 + 162° — 82 + 40 — 2 =0 —

28T —9Tg8 92645 — 2544 49443 — 2302 4 224y — 210 = 0 =

7 ) 2.3+1 :
Z H— z 0 Z H— i
i=0
2w—+1
s1L . 1 .
Comparando esse ultimo somatério com py,—q (z) = > (—q)“r 2" = 0 que possui
i=0

como férmula resolutiva

1 km w km
= — |cos _
Tk q w1 taen w1

Vemos que w = 3 e ¢ = 2, entao a formula que resolve a equacao
2.3+1

paa()= Y (=2)Ta' =06

1=0

1 km w kT
X — — |COS | —— 1sen | —
T 3+1 3+1

pois k # w + 1 e como w = 3, entdao k # 4. O que implica que:
1 o8 km w km
Tp= = — isen | —
T2 4 4

1 O O 1 1
Z0 = 5 {cos ( ) ) + zsen( 1 )} 5 [cos 0 + isenO] 5 [1+ 0]

ke€{0,1,2,3,5,6,7}

k€{0,1,2,3,5,6,7}.

Portanto,
2
4 2 2 4 4

e b () i (3] - ) e 5)) =S

= ; [COS (Z) +isen (Wﬂ = ; [\/ﬁ + zﬁ] £ +1 £

xr3 = ; {COS (37T> + isen <?ZT>} = ; -_\gﬁ +Z\é§: _ _\25 +Z\2§
= () e (|30

Tg = ; {cos <6I) +isen ((ZT)} = ; [cos (327T> + isen (?)] = ; 0—1] = —;i

ke {0,1,2,3,...,2w — 1,2w, 2w + 1} | k # w + 1.
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4

4

T = = — =1

2 2 2

oo (10 v ()] = 4 [2 2] 22

Logo, o conjunto solu¢do da equacgao

12827 — 642® 4+ 322° — 162 + 82 — 42> + 26 — 1 =10
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5 CONCLUSAO

Iniciamos este trabalho de conclusao de curso fazendo uma breve abordagem
historica sobre as origens das equagoes polinomiais. Onde mostramos que Galois provou
que as equacoes polinomiais gerais de grau n com n > 4 nao sao soluveis por radicais. E
por esse motivo mostramos a necessidade de resolver equagoes polinomiais particulares de
grau n com n > 4. E foi com base nessas informacoes que propomos como objetivo geral

encontrar as formulas das equagoes particulares de grau N, através de radicais,

Pug (1) = ¢'2° + P2 + . P2 4 P22l g (5.1)

Purg (@) = (=) 2+ (=q)? 2" + o+ (=) 2 4 (—g)* P = 0. (5.2)

Sendo que w,q € Ne x € C, tal que ¢ > 1, com N = 2w + 1. Onde x é a incognita

das equagées e q é uma constante. COHI a observagéo que a P.G.(progresséo geométrica)
a = <q2w+2’q2w+1

B = (¢*2, —¢** ... ¢* —q) é formada pela pelos coeficientes de p,, _, (x). Escolhemos

;s q%,q) é formada pelos coeficientes do polindémio p,, (x) e a P.G

também, esse problema de pesquisa, porque estudamos nove dissertacoes de mestrado da
area de solugoes de equagoes polinomiais e trés livros de estruturas algébricas e em nenhum
desses trabalhos sequer citam as equagoes aqui apresentadas. Entao, se conseguissemos
encontrar tais formulas nds estariamos contribuindo para o acervo bibliografico das solugoes

de equagoes polinomiais.

No decorrer do segundo capitulo fizemos uma abordagem histérica mais aprofundada

e mostramos alguns resultados classicos sobre polindmios e equagoes polinomiais. No
. ; 1 - . 1 - .

terceiro capitulo demonstramos que — € raiz de pu 4 () e que , € raiz de py —q (v) para

w natural. E encontramos as formulas
1 km ) km
T = — |COos +asen | ——
q w—+ 1 w—+ 1

1 k k
Ty = — [COS< _7:1> + 15en <w:1>] ke {0,1,2,3...,2w—1,2w,2w+1},k7§w+1.

ke {1,2,3...,2w—1,2w, 2w+ 1}

Que resolvem respectivamente, as equagoes (5.1) e (5.2), através de radicais. Corroborando
assim co nossa tese. Concluimos que o oposto da razao da P.G. a formada pelos coeficientes
do polinémio p,, , () é raiz desse mesmo polinémio para todo w natural. E que o oposto
da razdao da P.G. § formada pelos coeficientes do polinémio p,, —, (z) é raiz desse mesmo

polindmio para todo w pertencente aos naturais. No quarto capitulo realizamos algumas
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aplicagoes. Ficando assim para futuros estudos mostrar que —% ¢ a Unica raiz real de

Pug () € que % ¢ a tnica raiz real de p,, _, (). E demonstrar que as féormulas encontradas

valem quando ¢ é real diferente de zero.
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