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Resumo

Neste trabalho, apresentamos defini¢des e propriedades das fun¢des elementares: seno,
cosseno e exponencial, a partir de resultados de existéncia e unicidade de Equagdes Dife-
renciais Ordindrias e bem como de Analise na Reta e Curvas Planas . Os resultados aqui

apresentados surgiram a partir de um estudo do artigo (5) de Diamond .

Palavras - chave: Equagdes Diferenciais Ordindrias. Fun¢des Elementares. Existéncia e

Unicidade de Solucdes.



Abstract

In this work, we present definitions and properties of the elementary functions: sine,
cosine and exponential, from the results of existence and unicity of Ordinary Differential
Equations as well as of Linear Analysis and Flat Curves. The results presented here arose

from a study of Diamond’s article (5).

Keywords: Edo.Elementary Functions. Existence and Unicity of Solutions.



Introducao

Existem varias fun¢des que podem modelar problemas e situagdes do cotidiano. Dentre
estas estdo as fungdes elementares: Seno, Cosseno e Exponencial que sdo o objeto de estudo
deste trabalho.

Sabendo que as fun¢des elementares sdo vistas, muitas vezes, desde o Ensino Fundamen-
tal até a graduagao decidimos neste trabalho apresenta-las utilizando solu¢des de Equagdes
Diferenciais Ordindrias para defini-las e demonstrar suas propriedades de forma diferente
do que comumente sdo introduzidas.

Achamos necessdrio e interessante mostrar essas propriedades utilizando Equagdes Di-
ferenciais Ordindrias para assim podermos conhecer outro modo de estuda-las.

Durante o Ensino Fundamental, as fun¢des seno e cosseno sdo vistas a partir do estudo
no triangulo retangulo e no Ensino Médio a partir do circulo trigonométrico, todos eles
estudados a partir da geometria.

Na graduagdo podemos encontra-las, por exemplo, definidas por séries numéricas ou,
no caso da fung¢do exponencial, por limite de sequéncias.

Ja utilizando as EDO, ligadas mais ao ensino superior, foi visto uma nova forma de como
podemos mostrar as propriedades das funcdes elementares e iremos ver que os resultados
sdo validos e de simples entendimento.

No inicio do nosso trabalho mostramos nas preliminares algumas defini¢des e teoremas
do Célculo Diferencial e Andlise Real, que serdo utilizados e, uma se¢do sobre o estudo
de curvas que serdo utilizadas na tultima propriedade do estudo das fungdes seno e cos-
seno.Além disso, adicionamos uma se¢do que trata sobre as Equagdes Diferenciais Ordina-
rias para assim conhecé-las um pouco e, logo ap6s, temos os teoremas que servirdo de apoio
para o desenvolver do trabalho.

Apbs isso, mostramos a funcdo exponencial, definindo-a e demonstrando as suas pro-



priedades ja utilizando resultados das EDO’s, tratados na dltima se¢do das preliminares e
também usando alguns resultados enunciados de Calculo Diferencial e Anélise na Reta.
Por fim, falamos sobre as func¢des seno e cosseno, deixando-as assim definidas e prova-

mos as suas propriedades como: a derivada do seno e cosseno, a soma de dois arcos, etc.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, apresentamos defini¢des e resultados que serdo tteis para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Dentre estes, os resultados envolvendo Célculo Diferencial, Anélise
Real e Equagdes Diferenciais Ordindrias sdo essenciais para nosso estudo pois a partir deste
iremos desenvolver o nosso trabalho.

No inicio desta se¢do serdo vistos alguns resultados de Calculo Diferencial, teoremas
como Teorema do Valor Médio, Teorema de Rolle e, Teorema do Confronto e, também, defi-
nimos a série de Tayor, utilizada para mostrar a propriedade da n-ésima derivada da funcéo
exponencial, em que, esses resultados, sdo de bastante importancia para o desenvolvimento
das propriedades das fun¢des Elementares e trazemos alguns exemplos.

No fim, temos uma sec¢do sobre curvas, que serd utilizada na demonstra¢do da dltima
propriedade das fungdes Seno e Cosseno e uma segdo sobre as Equagdes Diferenciais Ordi-
ndrias para deixar mais claro o desenvolvimento das propriedades.

Os resultados desse Capitulo serdo demonstrados sempre que possivel e serdo omitidos
quando a prova envolver assuntos que ndo forem abordados aqui mas sempre serdo refe-

renciados.

1.1 Resultados Auxiliares

Definicdo 1.1.1 (Limite de Fung¢do) Se f é uma fungdo real definida para todo niimero em algum

intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no préprio a, entdo o limite de f(x), quando x tende



aaéiguala L, sedado € > 0, existir § > 0 satisfazendo

|f(z) — L| < e, sempreque 0 < |x — a| <.

Quando isso acontece, denotamos

lim f(xz) = L.

T—ra

Exemplo 1.1.1 Seja f : R\ {1} — R a funcdo dada por f(x) = £=L 2 € R\ {1}. Mostre que

r—1"

2
: r<—1
lim, ) == = 2.

Solugdo: Observe que f ndo estd definida quando x = 1, mas para x # 1,

21 —1 1
x :(x )<x+):m—|—1.
r—1 rz—1

Seja ¢ > 0, dado e considere § = €. Assim, se 0 < |z — 1| < ¢, entdo

21
z —2‘:|x+1—2|:|x—1|<5:€,
r—1
isto é,
21
lim < — 9,
=1 o —1

Observacao 1.1.1 A menos de mengdo contrdria, todas as fungoes consideradas neste trabalho sdo

fungoes reais cujo dominio é o maior subconjunto de R em que sua lei de formagio faz sentido.
Definicao 1.1.2 (Fun¢do Continua) Uma funcdo real f é continua em um ponto p se
(i) f estd definida em p. Isto é, f(p) é um niimero real;
(i) lim,_,, f(z) existe;
(ifi) limgy, f(x) = f(p)-
Se f ndo for continua em p, dizemos que f é descontinua em p.

Exemplo 1.1.2 As fungoes f,g : R — R dadas por f(x) = ¢, ¢ € Re g(x) = x, respectivamente,

sdo continuas em todo a € R



Solugdo: Seja a um mimero real qualquer. Entdo, dado € > 0, seja 6 = ¢, entdo, para |v — a| < 9,
temos

[f(z) = fla)] =le—c| =0 <¢

lg(z) —gla)| =]z —a| <0 =c¢.
Logo as fungdes constante e identidade sdo continuas.

Definicao 1.1.3 (Func¢do Diferencidvel). Sejam (a,b) C R e [ uma fungio real definida em (a, b).

Dizemos que f é derivdvel ou diferencidvel em x € (a,b), quando existe o limite

o f@) = flag)
T—T0 Tr — Xy

Nesse caso, escrevemnos
f(@) = f(zo)

T—rx0 €T — Q]O
O valor f'(x) é dito derivada de f no ponto x. Se f é derivdvel em todo ponto xy € (a,b), dizemos

que f é diferencidvel.

Proposicao 1.1.1 (Desigualdade Triangular) Para quaisquer a,b € R, temos que
la+b] < |a| + 0|

Prova: Somando —|z| < x < |z|e —|y| <y < |y| obtemos —|z| — |y| <z +y < |z| + [y|. m

Proposicdo 1.1.2 (Regra da Cadeia) Sejam f : (a,b) — Reg : (¢,d) — R fungdes tais que
f((a,b)) C (c,d) e, sejam xy € (a,b) eyo = f(xo). Seexistem f'(xq) e g'(yo) entdo go f : (a,b) - R
é derivdvel no ponto x, valendo (g o f) (xo) = ¢'(yo) - f'(x0).

Prova: Temos que, por definigdo

ou seja, dado € > 0, existe 6y > 0, tal que , se |x — xo| < o, entio

f(x)—f(l’o)_ /x €
e A P ES



E, para e = 1, existe 61 > 0 tal que |x — xo| < 01 implica

‘ f(x) — f(xo)

T — 2o

’ f(x) = f(wo)

T — 2o

_ f’<x0>] F1F o) <141 (wo)

Ainda, existe 6o > 0, tal que |y — yo| < 2 implica em

9W) —9(wo) €
’ A (s s
Dat,
(o fllx) = (gof)lxo) _ (g0 f)(x)=(go f)lxo) f(z) = f(z0)
T — Xg T —To f(z) — f(xo)
_ (gof)(x) —(go f)(wo) f(x) — f(zo)
f(@) = f(wo) )

Como f é continua em x, pois é derivdvel neste ponto, existe o3 > 0 tal que |z — xo| < d3 implica

em |f(x) — f(xo)| < 0. Dai, tomando § = min{d,,d3} e escrevendo y = f(x), obtemos, para

|z — xo| <9,

e D= 02 DO ) o) | = | L Lp o DT 2 1,
A (9Ww) —g(w) flx) = f(xo) | flx) = flzo)
= ‘(W -9 (Z/o)) E— +9'(%0) (x——sco —f (%))
(Bl ) S |y (R )

onde a iiltima desigualdade seque da desigualdade triangular (Proposigdo 1.1.1). Logo,

9 9

(g0 f)(@) = (g0 f)(xo) (If (wo)| + 1) + |g’(yo)lm

— g (o) f'(z0)| <

T — g 2(1/"(yo)| + 1)
e,portanto,
(g0 f)(z) - ;io f)(@o) g (o) f'(z0)| < % + % =g,
como queriamos. u

Observacao 1.1.2 Se f : R — R for uma fungdo diferencidvel, em a € R, entdo f serd continua em

a.



f(x) = f(a)

Prova: Se existe o limite lim,_,, entdo existe também o limite

T —a
lim[f(x) — f(a)] =t [T,
= lim [@) = fla), lim(z —a) =0.
r—a Tr—a T—a
Logo f é continua no ponto a. |

Exemplo 1.1.3 Seja f(z) = 22 — 3. Entdo

Solugdo: Por definicio

f(h) = f0) . 2n*
/ pr— pr— — pr—
FO=m ™ i o
24 h)— f(2 2(2 + h)?
£2) = tim L& =@ 2R 28 s oo,
h—0 h h—0 h h—0

e em geral, para qualquer p,

ft+h)—f) . 20p+h)®—2p*
, 7 e _— E— JR—
f'(p) = }lllil% 3 = ,lllil% 3 = }lg%(élp +2h) = 4p.

Definicdo 1.1.4 (Extensdo Continua). Sejam f : A C R — Reg: B C R — R fungoes
continuas, tais que A C B. Dizemos que g é extensio continua de f a B, se f(x) = g(x), para todo

x € A.

Observacdo 1.1.3 Segue de resultados de topologia que, toda fungio continua em Q admite uma

Uinica extensio continua em R.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Rolle). Seja f uma fungio tal que
(i) fé continua no intervalo fechado [a,b];
(ii) fé diferencidvel no intervalo aberto (a,b);

(iii) f(a) = f (b) = 0.

10



Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

Prova: Ver Lima (6), p.271. ]

Teorema 1.1.2 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma funcio tal que

(i) fé continua no intervalo fechado [a,b];

(ii) fé diferencidvel no intervalo aberto (a,b).

Entdo existe ¢ € (a, b) tal que
f(b) — f(a)

flle) = 2=

Prova: A equagdo da reta secante do gréfico de f que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b))

é
)~ f(a)

0 - a) + f(a).

A diferencga entre a altura y = f(z) da curva e altura da secante no ponto = é entdo dada pela

funcio
() = ()~ LDy
Note que
W) = () - LG

Esta funcao diferenca é continua no intervalo [a, b] e diferencidvel no intervalo (a,b). Além

disso,

h(b) = () = L5 =200 — ) — f(a) =0
Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a, b) tal que
h'(c) =0
ou seja,
oy SO = fla)
donde segue o resultado. n

11



Observacgao 1.1.4 Se f'(z) > 0, Va € (a,b), entdo f(x) é crescente nesse intervalo. E, se f'(x) <0,

ent ao f(x) é decrescente.

Prova: Primeiro, vamos mostrar que a funcdo é crescente. E o outro resultado segue de
forma andloga.
Queremos provar que se r; < z2 entdo f(x;) < f(z2). Pelo TVM aplicado a f em [z, 22,

existe um c € (zy, x2) tal que

f(w2) = fz1) = f(c)(xa — x1).

Como f'(c) > 0 e zy —x; > 0 devemos ter que f(x3) — f(x1) > 0 ouseja, f(z1) < f(z2). Logo
f é crescente.

u
Observagdo 1.1.5 Se f'(x) = 0, para todo x € (a,b), entdo f é uma fungdo real constante.

Prova: Para todo x € (a,b], temos f(z) — f(a) = f'(¢)(x — a) onde ¢ € (a,x) Como f'(c) =0,

temos f(z) — f(a) =0, isto é, f(z) = f(a) para todo z € (a,b| e, portanto, f é constante. m

Teorema 1.1.3 (Teorema do Confronto). Se f(x) < g(x) < h(x) para todo x em um intervalo

aberto que contenha o ponto p (exceto possivelmente em p) e

lim f(z) = lim h(z) = L.

$—>p x—>p
Entdo,

lim g(z) = L.

T—p

Prova: Por hipétese, dado € > 0, existem d; > 0 e d2 > 0 tais que

se0 < |z —al| <0y, entdo |f(z)—L| <e

se 0 < |z —a| < 0y, entdo |h(z) — L| <e.

Entao, da primeira desigualdade temos que —¢ < f(z)—L < eouseja, —e+L < f(z) < e+1,

para todo z tal que 0 < |z — a| < ;. E da segunda, temos que —e¢ < h(z) — L < € ou seja,

12



—e+ L < h(z) < e+ L, para todo z tal que 0 < |z — a| < 05.
Tomemos § = min{dy, da}.

Entado, se 0 < |z — a| < 4, temos

—e+ L < f(x)<e+ L

—e+ L <h(x)<e+ L

ou seja, como f(z) < g(z) < h(x), podemos escrever:
—e+ L < f(z) <g(z)<h(x)<e+ L
Logo, se
0<|z—al <,

temos

—e+ L < g(x) <e+ L,

ou seja, |g(z) — L| < €, 0 que significa que

limg(z) =L

T—a
como queriamos demonstrar. n

Exemplo 1.1.4 Mostre que a equagio z* + x — 1 = ( tem exatamente uma raiz real.

Solugdo: Note que f(x) = 2® +x — 1 é continua e f(0) = —1 e f(1) = 1.Logo existe um c entre
0e 1 tal que f(c) = 0. Para verificar que a equagdo dada ndo possui outra raiz real, vamos usar o
Teorema de Rolle. Suponha, por contradi¢do, a equagdo dada tenha duas raizes distintas a e b, entdo
f(a) = f(b) = 0. Como f é uma fungdo polinomial, entdo f é derivdvel em (a,b) e continua em [a, b].

Assim, pelo Teorema de Rolle, existe um c entre a e b, tal que f'(c) = 0. Mas,
f(r)=32>4+1>0,VzeR.
Portanto, f'(x) nunca pode ser zero, o que contradiz o Teorema de Rolle. Portanto, a equagdo ndo

13



pode ter duas raizes distintas.

Exemplo 1.1.5 Suponha que f(0) = —3 e f'(x) < 5 para todos os valores de x. Qudo grande f(2)
pode ser?

Solugdo: Pelo fato de que toda funcdo derivdvel é continua (Observagdo 1.1.2), temos que se [ é
derivdvel entio é continua, para todo x. Em particular, vamos aplicar o Teorema do Valor Médio no

intervalo [0, 2. Entdo existe um niimero c tal que

Logo,

fQ2)-f(0) = 2f(c)
f@2) = f0)+2f(c)
= —3+2f(c)

Sabemos que f'(c) < 5,V x € R. Assim, multiplicando ambos os menbros dessa desiqualdade por 2,

temos que 2f'(c) < 10. Logo,
Ff(2)=-3+2f(c)<-3+10="T.

Portanto, o maior valor posstvel para f(2) é 7.

Exemplo 1.1.6 Seja f uma fungdo real definida em R tal que para todo = # 1, temos:

=1

2
— 3 < < A
2+ 3z < f(r) < o

Calcule lim,_,; f(x).
Solugdo: Como:
o lim, . (—2%+3z) =2

2
1
z — 9.

4 hmm—>1
z—1

Temos, pelo Teorema do Confronto, que

lim f(z) = 2.

r—1

14



Definic¢ao 1.1.5 (Série de Taylor) Seja f : I — R. Se a é interior ao intervalo [ e a + h € I, entdo

podemos escrever, para todo n € N:

fla+h)=f(a)+ f'(a)-h+ @ R+ {:__1%)' h 4 (R,
onde r,(h) = M ~h™ecom 0 < 6, < 1.

n!

Aseériey / ('a) - " chama-se a série de Taylor da fungao.
n:

1.2 Curvas planas

As provas dos resultados dessa se¢do podem ser encontrados em Tenenblat (9).

Defini¢do 1.2.1 (Curva Diferencidvel). Uma fungio o : I — R?, com I C R, é chamada de curva
plana se a(t) = (f(t), g(t)) parat € I em que f e g sdo fungdes continuas em um intervalo 1.
Uma curva o é dita reqular se a sua derivada é diferente de zero, ou seja, o/ (t) = (f'(t), ¢'(t)) #

(0,0), para todot € I,

Definic¢ao 1.2.2 (Curva Parametrizada pelo Comprimento de Arco). Uma curva reqular « :
I — R? ¢ dita parametrizada pelo comprimento de arco se, para cada to,t, € I, ty < ty, 0 compri-

mento do arco da curva ade to a ty éigual aty — ty. Istoé,

t1
/ la/(0)de = t: — to,

to

em que || - || é a norma em R2.

Proposi¢do 1.2.1 Uma curva regular o : R — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se,

esdse, paratodot € R, ||o/(t)]| = 1.
Proposicao 1.2.2 Toda curva reqular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.

Defini¢ao 1.2.3 Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, tal que

a(t) = (f(t),g(t)), t € I. Definimos o vetor normal a curva o, como sendo
N(t) = (=g'(t), ['(t),t € I.

15



Observacgao 1.2.1 Considerando «v e N como na definicio anterior, temos que {a'(s), N'(s)} for-

mam uma base ortonormal que tem a mesma orientagio da base candnica de R,

1.3 Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Aqui, iremos dispor teoremas de existéncia e singularidade para equagdes diferenciais
utilizados para a garantia dos resultados do préximo capitulo.
Equagdes diferenciais servem para compreender problemas que envolvem a matematica

de forma aplicada em outras ciéncias como a Fisica, Engenharias e a Economia, por exemplo.

Definicao 1.3.1 Uma Equagdo Diferencial Ordindria (EDO) é uma equagio da forma

F(,y(x),y (2),y" (@), ...y™) =0 (1.1)

que envolve uma fungio incognita, y = y(x), e envolve as derivadas diferenciais dessa fungdo. x é a

varidvel independente, y é a varidvel dependente e o simbolo y* denota a derivada de ordem k, k € N,
da fungio y = y(z).

Definicdo 1.3.2 Uma solugido para uma Equacdo Diferencial Ordindria é uma fungdo de classe

C™(R) que satisfaz identicamente a equagdo (1.1).

Definicao 1.3.3 Um Problema de Valor Inicial (PV1) é um problema do tipo

F(x,y(z),y'(x),y"(x),....y") =0

n—l(

y(zo) = a1,y (z0) = az, ..., y" (x0) = @n_1

Dizemos que uma fungdo y é solugio do PVI acima em um intervalo I C R, quando y satisfaz ambas

as condigoes do problema.

Teorema 1.3.1 Se g, z e a sdo niimeros reais, entio existe uma vinica fungio y : R — R tal que y é
solugdo de

y'(x)+qy(z) =0,z € R

y(xo) = a

Prova: Temos que y/'(z) + qy(z) = 0, z € R é equivalente a

dy

I —qy().
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Dividindo ambos 0os membros por y(z), obtemos

dy
dx

y(a)

ou seja,
dy 1
—_— ——— _q
dr y(z)

Integrando ambos os lados, temos que y é solucdo da equacao se, e somente se,

d 1
/—y-—d:c:/—qd:c
dr y(z)
e isso ocorre se, e somente se,
Inly| = —qr +¢
equivalentemente,
y = + e—q:c+c
= . ¢°

=ce

em que ¢; € R. Como queremos y(zo) = a,
c1e?™ = a,

logo ¢; = ae™%*0.
A Unicidade segue do fato de se supormos que existe outra solu¢do, podemos repetir os

passos anteriores e encontramos que ela é igual a y como acima. |

Teorema 1.3.2 Se p, q, zo, a e b sdo niimeros reais, entdo existe uma iinica fungdo diferencidvel y :

R — R tal que

y'(z) +py'(z) + qy(z) = 0,2 €R 12
y(ro) = a,y' (o) = b
Hd uma consequéncia imediata no caso de equagoes de segunda ordem como no Teorema (1.3.2). Elas

também valem para as equagdes de primeira ordem.

Prova: Ver Boyce & Diprima (4), p.79.

17



Teorema 1.3.3 Sejam p,q € R.

(a) Seu:R — Rewv:R — Rsidosolugdes de y’ + py' + qy = 0e o, € R, entdo y = au + Po

também é solugdo.

(b) Sejam ¢ uma solugio de y" +py' +qy = 0, c € Re ¢ : R — R definida por p(x) =

o(x — ¢),¥ x € R. Entdo ¢ é uma solugao.

(c) Se ¢ é uma solugio de ¢" + p¢” + q¢' = 0. Entio sua derivada ¢' é uma solugdo.

Prova:
(a) Escrevendo
Y +py + qy = (au+ Bv)” + plau + Bv) + q(au + Bv)
= a(u” + pu’ + qu) + B(V" + pv' + qu)

=a-0+5-0
= 0.

Onde na terceira igualdade usamos o fato de que u e v sdo solugdes de y” +py'+qy = 0.

(b) Tomando ¢(z) = ¢(x — c) e derivando uma vez, obtemos, pela regra da cadeia,

Analogamente,

Como ¢ é solugdo para todo = € R, entdo também satisfaz para n = = — c e, portanto,

¢ € solugdo.

(c¢) Tomando

y' +py +qy=0 (1.3)
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temos que ¢ € solugdo de (1.2). Derivando uma vez nossa equagao temos,

¢I//+p¢//+q¢/:()

Chamando ¢’ = z, obtemos

2+ pd +qz=0

Logo z é solugdo e satisfaz (1.3). Portanto, ¢’ também é solugdo, como queriamos.
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Capitulo 2

Funcao Exponencial

Este Capitulo contém os resultados principais, conceito e propriedades, da fungdo ex-
ponencial utilizando Equacoes Difereciais. Dentre eles iremos falar sobre a propriedade

multiplicativa, de poténcia, crescimento da fun¢do exponencial, dentre outras.

Definicao 2.0.1 Chamamos de fungio exponencial e denotamos por

exp: R — R

r +— exp(x)

a unica solugdo da equagdo diferencial

satisfazendo a condigdo inicial y(0) = 1.

Note que, do Teorema (1.3.1), a funcdo exp estd bem definida. Além disso, exp é continua

por ser solu¢do de uma EDO.

2.1 Propriedades da exp(z)

1. Propriedade multiplicativa

Queremos provar que

1
erp(x +t) = exp(x)exp(t) e exp(—x) = g para todo z,t € R.
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Seja c € R e considere y(z) = ¢ - exp(x). Aplicando a definigao, temos,

!/

Y (x) = (c- exp(x))

/

= c- (exp(x))

= c- (exp(z))

= y(z),
portanto,

Y (x) —y(z) =0.

Logo, y(x) = c - exp(z) é solucdo de y' = y.
Ainda,

y(0) = c- exp(0)

ou seja, y(z) = c - exp(x) é solugdo tnica, pelo Teorema 1.3.1, dey’ —y =0e y(0) = c.

Se tomarmos qualquer ¢t € R, podemos escrever

c = exp(t)

e, da primeira parte,

f(z) = exp(t) - exp(x)

é solucao de f' = f, com dado inicial f(0) = exp(?).

Por outro lado, pelo Teorema (1.3.3 - b), temos que

h(z) = exp(x + 1)

também é solugdo de h’' = h com h(0) = exp(t), pois,

h(0) = exp(0 +t) = exp(t).
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Portanto, da unicidade de solugdes, temos

ou seja,

exp(x +t) = exp(x) - exp(t), Ve € R. (2.1)

Em particular, temos
exp(z) - exp(—x) = exp(z + (—))

= exp(z — )

Donde,

exp(—x) = 7 (2.2)
para todo = € R.

. Propriedade de Poténcia

Queremos mostrar que para todo n € Z temos,
exp(nz) = (exp(x))",Va € R.

Para n = 0, a igualdade é satisfeita trivialmente.
Seja n € N. Vamos mostrar usando inducao.

(i) Vejamos se é valido paran = 1.

Temos

1

exp(nz) = (exp(z))" <= exp(l-z) = (exp(z))" <= exp(zr) = exp(x).

Portanto, é valido paran = 1.

(ii) Agora, suponhamos, por hipétese de indugdo, que é véalido paran =k, k € N, ou
seja,

exp(kr) = (exp(z))". (2.3)
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(iii) Por fim, provemos que é vélido paran = k + 1.

Assim, temos que

exp((k+1)-z) = exp(kx + x)

= exp(kx) - exp(x)

k 1

- (exp(z))

k+1

= (exp(x))

= (exp(x))

A segunda igualdade segue de (2.1) e a terceira de (2.3).

Dado o exposto acima, concluimos que ezp(nz) = (exp(z))" é valido paran = k + 1,

portanto é valido para todo n € N, ou seja,
exp(nx) = (exp(x))", paratodon € Nex € R. (2.4)

Por conseguinte, vamos provar que também é véalido para todon € Z, comn = —k, e
k € N, ou seja,

exp(—kz) = (exp(x)) ™" Vr € R,k € N

e concluimos a propriedade para todo n € Z.

Paraisso,sejan = —k, k € N.
Temos que,

exp(nz) = exp((—k) - z)

a terceira igualdade segue de (2.4) e a quarta de (2.2). Consequentemente, a proprie-

dade é vélida para todo n € Z.

. Propriedade de Poténcia Racional

Definamos e = exp(1) e sejam p,q € Z, g # 0.
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A propriedade de poténcia da exponencial nos mostra que,

(2 (5) = (50

= exp(p)
= exp(1)”
= ep
Logo,
exp (S) — ¢, paratodo p,q € Z,q # 0. (2:5)

Sabemos que os nimeros racionais sdo aqueles que podem ser representados na forma

]—;, sendo p,q € Z, ¢ # 0. Assim, para r € Q, temos

exp(r) =¢€'.
A fungdo exp(z) nos dd, segundo a defini¢do de extensdo continua (Defini¢do 1.1.4)
e Observacao (1.1.3), a tnica extensdo continua de e” dos ntimeros racionais para os

numeros reais.

. A funcdo exp(x) é crescente e positiva

Vamos mostrar que exp(x) é positiva, por argumentos de contradicao.

Suponhamos que exp(a) = 0, para algum a € R, logo a exp(x) é solugdo de v = y,
satisfazendo y(a) = 0.

Mas, f(x) = 0 ésolucdo de ¢y —y = 0, y(a) = 0. Da unicidade de solu¢des temos

exp(x) = 0,

o que é um absurdo!

Portanto, ndo pode existir « € R tal que exp(a) = 0. Donde, visto que exp é continua,
exp(x) > 0, para todo =z € R, ou exp(x) < 0, para todo = € R.

Como

exp(0) =1,
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temos

exp(z) > 0, para todo z € R.

Ainda, note que a fungdo exponencial é crescente, ou seja, se ¢, s € R, com ¢ < s, entdo

exp(t) < exp(s).

De fato, como exp(z) é solugao da equagao

¥y =Y,
temos que
(exp(x)) = exp(x) > 0, paratodo z € R
logo, pela Observagdo (1.1.4), temos que exp(z) € crescente.

. Fungédo Inversa da exp(x)
Do secdo anterior, faz sentido considerarmos a fungéo exzp~'(z) pois a fungdo é posi-

tiva.

Definamos Inz = exp~!(x), x € R, = (0,00), ou seja,

In:=exrpt: Ry — R

r +— lnzx=y

sempre que exp(y) = .

5.1 Propriedades do In
Sejam u,v € R. Fazendo u = exp(a) e v = exp(b), para a,b € R, entdo da proprie-

dade multiplicativa, temos

u-v = exp(a) - exp(b)

= exp(a+b)
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e, se aplicarmos In y, que é a fungdo inversa de exp(z), temosa = Inwu, b =Inwv e,

In(u-v) = (a+0b)

(2.6)
=Ilnu+Inw.
Ainda, se r € R, temos, pelas propriedades de poténcia, que
u" = (exp(a))”
= exp(ra)
logo,
In(u") = ra
(2.7)
=rlnu.
De (2.6) e (2.7), segue
uy _ 1
In <v> =In(u-v")
=Inu+In(v™")
=Ilnu—Inwv.
6. n- ésima derivada de exp(z)
Seja n € N. Temos que exp™(x) = exp(z), visto que exp satisfaz a equagdo ' = y.

Utilizando a série de Taylor em torno do ponto zy = 0 (Defini¢do 1.1.5), temos

. ex ()
exp(x) = Z—pg')) (x —0)"

e (0) (@ =0F e (@) @=0)"

= exp(0) + exp(0) - (x — 0) + ol n!

2 n

x T
=l4at =t —
21 n!

~ n!
7. A Férmula Limite da exp(x)

1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n

Vamos provar que
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Pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 1.1.2), temos que

1
=) — 0 1
cop(y) T czp(0) =exp(c), 0 <c< e

Como exp(z) é uma fungao crescente, temos

exp(0) < exp(c) < exp <%> |

Logo,

exp(0) < cop(y) 1_ cep(0) < exp (%) . (2.8)

n

Da desigualdade do lado esquerdo de (2.8), temos

exp(y) — exp(0)

exp(0) < T
ou seja,
1 exp(2) —exp(0) 1 1
R N O
n p n n
Assim,
1 1 1
—+l<erp|—|—14+1=exp|—]).
n n n

Isto é, do fato de e = exp(1) = (exp(L))",
1
—+1<en. (2.9)
n

Por outro lado, da desigualdade do lado direito de (2.8),

) ), (1)

1

n

temos,

isto é,




ou seja,

L 11
en —1<en-—
n

portanto,

Consequentemente,

Observe que,

implica em

[y}
sl

1.<1_l>.<1+l)<1.<1+1>:1+1. (2.10)
n n n n

Fazendo correspondéncia com as duas desigualdades, (2.9) e (2.10), e elevando todos

0s membros a n, obtemos,

1 n
< |1+ —] < [e%]"
n

segue que

1 n
1+ —] <e. (2.11)
n

1 n
e l_TL_2 <

Usando o Teorema do Valor Médio (Teorema 1.1.2) para f(z) = (1 — z)*, quando 0 <

r < lek > 1, temos que existe c € (0, ) tal que

flx) - f0) _
o)
ou seja,
(1—2)k -1 _

~ k(1 —c¢)"" > —k,

pois, f'(z) = —k(1 — x)*"!, paratodo z € (0,1) e (1 — ¢) < 1, logo,

—k(1—c¢) > —k.
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Assim,

(1—2)f 1> —kx

e, portanto,

(1—2)f >1— k. (2.12)

1
Fazendok=nex = —em (2.12), obtemos

Dai e de (2.11), obtemos a desigualdade,
(1—l>-e<e(1—i2) <<1+l> <e
n n n

. 1 . 1\" .
e=1lim |[l1—=]-e<lm (14+—=) < lime=c.
n—o0 n n—o0 n n—o0

Do Teorema do Confronto, (Teorema 1.1.3) obtemos,

1 n
lim (1 + —> =ec.
n—oo n

Portanto,

Como queriamos.
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Capitulo 3

Funcoes Seno e Cosseno

Neste capitulo, iremos tratar sobre as propriedades das fungdes seno e cosseno a partir
das relacdes de EDO e também fazendo uso do contetido de curvas para poder assim mos-
trar a tltima propriedade. Aqui veremos as propriedades da derivada de primeira ordem
de ambas as fungdes. Além disso demonstramos a soma dos quadrados e a soma de dois

arcos, a paridade de cada fungao, etc.

Defini¢do 3.0.1 A funcido Cosseno é definida como uma fungio f : R — R, tal que f(z) =

cos(x),Vx € R, como sendo a iinica solugio do problema de valor inicial

y'+y=0
y(0) =1,4'(0) =0

(3.1)

Definicdo 3.0.2 Definimos a fungdo Seno como sendo uma fungio f : R — R, tal que f(x) =

sen(z),Vr € R, como sendo a vinica solugdo de

y'+y=0
y(0) =0,y'(0) = 1.

(3.2)

Observe que dos Teoremas de Existéncia e Unicidade, temos a boa definicdo das fung¢des

seno e cosseno, bem como temos a garantia de sua continuidade.
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3.1 Propriedades

Aqui iremos mostrar as propriedades e identidades basicas das fungdes trigonométricas

utilizando as rela¢des de EDO.

1. Derivadas de Primeira Ordem

Vamos mostrar que,

%sen(x) = cos(z) e %cos(az) = —sen(x).

Para isso, tomemos 6(z) = sen(z) que, por defini¢do, satisfaz o problema

0" +6=0
0(0) =0ed'(0) = 1.

Utilizando o Teorema (1.3.3 - ¢), temos que, y(z) = ¢'(x) também satisfaz y" + y = 0.
Ainda,
E como ¢"(z) = —6(x) e (0) = 0, temos
y'(0) =6"(0) = —0(0) = 0.
Da unicidade de solugdes de (3.1), garantida pelo Teorema (1.3.2), temos
y(x) = cos(x)

ou seja,

%sen(x) = cos(x).

Note que, por defini¢do, A(z) = cos(z) é solugdo de

N4+ XA=0
A(0) =1eN(0) =0.

Pelo Teorema (1.3.3 - ¢), temos que a(z) = \'(z) também é solugdo de a” + a = 0,
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com,

ou seja,

Logo, a(z) = N (x) = cos'(x) é solucdo de a” + a = 0 com as mesmas condi¢des iniciais
que satisfaz a fungdo y(z) = —sen(z).

Assim, por unicidade de solugao, temos

d
Ecas(m) = —sen(z).

. Propriedade da Soma de Dois Arcos

Vamos provar que,

sen(a+ ) = sena-cosf+cosa-senf e cos(a+ ) = cosa-cosf—sena-senf3, VYo, f € R.

Seja y(z) = sen(z + a), pelo Teorema (1.3.3 - b), temos que y(z) é solugdo de

7"+ =0
7(0) = sen(0 + a) = sen(a) (3.3)
7' (0) = sen/(0 + a) = cos(a)

Queremos provar que sen(x) - cos(a) + sen(a) - cos(z) também é solugdo de (3.3).

Seja 0(z) = sen(z) - cos(a) + sen(a) - cos(x). Dai,

9(0) = sen(0) - cos(a) + sen(a) - cos(0)
=0-cos(a) + sen(a) - 1
=0+ sen(a)

= sen(a).
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§'(0) = sen'(0) - cos(a) + sen(a) - cos'(0)
— ¢0s(0) - cos(a) + sen(a) - (—sen(0))
=1 cos(a) + sen(a) - 0
= cos(a) + 0
— cos(a).
Portanto, 6(z) = sen(z) - cos(a) + sen(a) - cos(x) satisfaz as condicdes iniciais de (3.3).

Resta provar que §(z) é solugdo de v + y = 0.

De fato,
§'(z) = sen’(z) - cos(a) + sen(a) - cos'(z),
e
§"(z) = sen”(z) - cos(a) + sen(a) - cos”(x)
— —sen() - cos(a) — sen(a) - cos(z)
— —(sen(x) - cos(a) + sen(a) - cos(z))
= ()
ou seja,

§"(x) + 6(x) = 0.

Portanto, pela unicidade de solugdes de (3.3), temos

sen(a + f) = sena - cosf + cosa - senf,Vz,a € R.

Agora, seja e(x) = cos(z + a). Pelo Teorema (1.3.3 - b), temos que €(z) € solugdo de

€+e=0
€(0) = cos(0 + a) = cos(a) (3.4)
€(0) = cos'(0+ a) = —sen(a).

Queremos provar que cos(x) - cos(a) — sen(x) - sen(a) é solugdo de (3.4). Assim, seja

((x) = cos(x) - cos(a) — sen(z) - sen(a). Dai,
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¢(0) = cos(0) - cos(a) — sen(0) - sen(a)
=1-cos(a) — sen(a) -0
= cos(a) — 0

= cos(a)

¢'(0) = cos'(0) - cos(a) — sen/(0) - sen(a)
= (—sen(0)) - cos(a) — cos(0) - sen(a)
=0 cos(a) — 1 sen(a)
— —sen(a)
Portanto, ((z) = cos(x) - cos(a) — sen(z) - sen(a), satisfaz as condicdes iniciais de (3.4),

sendo assim, nos resta provar que ((x) é solu¢ao de y" +y' = 0.

Note que,
('(z) = cos'(x) - cos(a) — sen'(x) - sen(a).
Logo,

("(z) = cos"(x) - cos(a) — sen”(z) - sen(a)
= —cos(x) - cos(a) + sen(x) - sen(a)
= —(cos(x) - cos(a) — sen(x) - sen(a))
= (@)

ou seja,

¢"(x) +¢(x) =0

e, portanto, ¢ satisfaz (3.4). Por unicidade de solugdes, temos

cos(x + a) = cos(x) - cos(a) — sen(x) - sen(a), para todo z,a € R.
. Soma dos Quadrados

Vamos mostrar que

sen?(z) + cos*(z) = 1,
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para todo z € R.

Considere a equagédo 3" + y = 0. Vamos multiplica - la por y/'.

Assim, temos,

/1

1 d
O: !/ _ _. N2 2
VY +yy =3 —dl,((y) +y7),

pois,
1 d

5 . £(<y/>2 + y2) — (Qy/y// 4+ ny/) — y/y// + y/y-

1
2
Da Observagdo (1.1.5) , temos que f'(z) = 0, Vo € R implica em f(z) = condec € Ré
constante.

Entdo, (v')? + y* = ¢, para algum ¢ € R, para qualquer solugdo y de y” +y = 0.

Considerando y = sen(x), temos que y é solucdo de y” + y = 0, logo, para todo = € R,
(sen/(z))* + sen’(z) = ¢
para algum c € R, ou seja,pela propriedade das derivadas de primeira ordem,

cos*(x) + sen*(x) = ¢, para todo z € R.
Substituindo z = 0, obtemos,
cos?*(0) + sen*(0) = ¢

isto é,

1+0=c

Portanto,
Logo, obtemos que

para todo z € R.

4. Paridade das Fun¢des Seno e Cosseno
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Vamos provar que, para todo z € R,

cos(—x) = cos(x) e sen(—z) = —sen(x),

ou seja, 0(z) = sen(x) é fungdo impar e A\(x) = cos(x) é fungdo par.

Seja A(z) = cos(z), que, como ja vimos, é solugdo de (3.1). Queremos mostrar que
k(x) = cos(—x) também é solugdo de y” 4+ y = 0, com as mesmas condigdes iniciais de
A

Utilizando a Regra da Cadeia, temos

d d
—xcos(—x) = %cos(—a:) : %(—x)
= —sen(—x) - (—1)
= sen(—1)
E, derivando novamente,
d? d d
@cos(—x) = %sen(—x) : %(—x)
= cos(—x) - (—1)
= —cos(—x)

Logo, x"(x) + k(z) = 0, como queriamos.
Agora, vamos analisar se x(x) = cos(—x) satisfaz as condi¢des iniciais de (3.1).

Temos,
k(0) = cos(0)

=1

k'(0) = cos’(0)
= —sen(0)
—0

Da unicidade de solugdes do problema (3.1), temos

cos(—x) = cos(x),
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para todo x € R, como queriamos.

Tomemos agora, #(x) = sen(r). Queremos mostrar que a(z) = sen(—z) também é

solucaode y" +y = 0.

Assim, derivando a(x), temos, pela Regra da Cadeia, que

Agora, vamos verificar as condicdes iniciais para sen(—x).

Temos,
a(0) = sen(0)

Agora, observemos que,

7(x) = —sen(z)

também satisfaz

7'+ =0
7(0)=0
7'(0) = ~1

De fato,

7' (2) = —cos(x)
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donde,

7" (x) = sen(z)

portanto,
v'(z) + v(x) = sen(z) — sen(z) = 0.
Ainda,
7v(0) = —sen(0) =0
e
7'(0) = —cos(0) = —1.
Logo, v(z) = —sen(z) e a(x) = sen(—x) satisfazem (3.5).

Da unicidade de solugdes, temos que

—sen(x) = sen(—x),Vx € R.

. Zeros de cos(x) e sen(zx)
Vamos provar que existe um primeiro zero de cos(z) o qual é positivo,e na préxima
propriedade, vamos mostrar que esse primeiro zero é 5 Utilizando a propriedade da

soma de dois arcos, se esse zero é denotado por p, entdo temos,

cos(x 4+ p) = —sen(x) e sen(x + p) = cos(x).

Levando a
cos(x 4+ 2p) = —cos(x), sen(x +2p) = —sen(x)
cos(x + 4p) = cos(x),  sen(x + 4p) = sen(x) (3.6)
cos(p — ) = sen(x), sen(p — x) = cos(x)

Onde, demonstraremos este tltimo posteriormente.

Vamos mostrar, inicialmente, que existe p > 0 tal que,

cos(p) =0
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Suponha que nao é verdade, ou seja, ndo existe p > 0 tal que cos(z) = 0.

Nesse caso, em qualquer intervalo do tipo [0, a], temos que,

cos(z) > 0,Vz € [0, d],

pois, cos(0) = 1 > 0 e cos(z) ndo muda de sinal, pois cos(x) é continua.
Assim,

sen'(x) = cos(z) > 0,V € [0, al.

(3.7)

Logo, sen(x) é crescente no intervalo [0, a], de acordo com a Observagao (1.1.4), e como

sen(0) = 0, entdo,

sen(x) > 0,Vz € (0,al.

Ainda,

cos'(z) = —sen(z) < 0,Vz € [0,al.

Logo, cos(x) é positivo, por (3.7), e decrescente, pela Observacao (1.1.4).

Agora, como cos(xz) > 0 para todo z > 0, aplicando o Teorema do Valor Médio, (Te-

orema 1.1.2) com f(x) = cos(z) em (t,2t), t > 0 tal que 2t < a, temos, para algum

c € (t,2t),onde (¢,2t) C (0,al, que

cos(2t) — cos(t)
t

= —sen(c).

Logo, como sen(c) > sen(t) em (0, al,

cos(t) — cos(2t)
t

Tomando limite quando ¢ tende a infinito, temos

lim cos(t) — cos(2t)

t—o00 t

= 0.

De fato, note que 2t > ¢, logo

cos(2t) < cos(t).
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Assim,
cos(t) — cos(2t)

; >0, Vi>D0.

Observe que, para todo t € R,

lcos(t)] = V cos?t
< V/cos?(t) + sen?(t)
=V1

=1

ou seja,

lcos(t)] < 1,V t €R.

Dai, da Desigualdade Triangular, parat > 0,

cos(t) — cos(2t) ’ < |cos(t)| + |cos(2t)|

t - t
< 1+1
-t
2
==
Assim,
0 < cos(t) — 003(215)‘ - g
- t —t
Como
2
lim — =0,
t—oo t

do Teorema do Confronto (Teorema 1.1.3), temos (3.9).

Também pelo do Teorema do Confronto e de (3.8), temos

0= lim <C03(2t) - COS(t)> > lim Sen(t) > lim 0 =0

t—o00 t t—o00 t—00

ou seja,

lim sen(t) = 0.

t—o00

Contrariando o fato do seno ser positivo e crescente.
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Portanto, cos(z) deve ter o primeiro zero, p, positivo.

Agora, vamos provar (3.6).

Como,

entao,

0 = cos(p),

sen(p) = 1.

De fato, na propriedade da Soma dos Quadrados, apresentamos que

cos®(x +p) + sen*(z +p) = 1,Vz € R.

Agora, da Propriedade da Soma de Dois Arcos, temos

cos*(x 4 p) = (cos(z) - cos(p) — sen(z) - sen(p))?

(—sen(x) - sen(p))?

sen®(x) - sen®(p)

e
sen*(x + p) = (sen(x) - cos(p) + sen(p) - cos(x))?
= (sen(p) - cos(z))?
= sen*(p) - cos*(x).
Logo,
sen®(x) - sen®(p) + sen?(p) - cos*(x) = 1.
Portanto,
(sen?(x) + cos®(x))sen?(p) = 1,
ou seja,
sen’(p) = 1.
Consequentemente,
sen(p) = +1.
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Como, sen(x)’ > 0 em [0, p|, pois cos(xz) > 0 nesse intervalo, logo o seno é crescente e
sen(0) = 0, temos

sen(p) = 1.

Agora, utilizando a Propriedade da Soma de Dois Arcos, temos,

sen(x + p) = sen(x) - cos(p) + sen(p) - cos(x)
= sen(z) -0+ 1-cos(x)

= cos(x),Vz € R.

cos(x + p) = cos(x) - cos(p) — sen(z) - sen(p)
= cos(x) -0 — sen(x) - 1

= —sen(z),Vr € R

cos(x + 2p) = cos((x + p) + p)
= cos(x +p) - cos(p) — sen(x + p) - sen(p)
= —sen(z) -0 — cos(x) - 1

= —cos(z),Vz € R

sen(z +2p) = sen((x +p) +p)
= sen(x + p) - cos(p) + sen(p) - cos(z + p)
= cos(x) -0 — sen(x) - 1

= —sen(z),Vor € R

cos(x + 4p) = cos((x + 2p) + 2p)
= cos(x + 2p) - cos(2p) — sen(x + 2p) - sen(2p)
= —cos(z) - (—1) + sen(x) - 0

= cos(x),Vx € R
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sen(x + 4p) = sen((x + 2p) + 2p)
= sen(z + 2p) - cos(2p) + sen(2p) - cos(z + 2p)

= —sen(z) - (—1) — 0 cos(z)

= sen(x).
Por fim,
cos(p — x) = cos(p) - cos(—x) — sen(p) - sen(—x)
=0-cos(x) —1-(—sen(z))
= sen(x)
e

sen(p — x) = sen(p) - cos(—z) + sen(—x) - cos(p)
=1-cos(x)+ sen(z) -0

= cos(x)

. Conexdao com a Geometria

Nosso intuito aqui é mostrar que p, do item anterior, é exatamente 7.

Vamos parametrizar o circulo unitdrio z? + y* = 1, com rela¢do ao comprimento de
arco s, por meio de uma parametrizacdo a(s) = (z(s),y(s)).

Derivando a expressdo z? + y? = 1 com respeito a s, obtemos

d, o 2
—_ =0.
- (@ +y)
Logo,
dx dy
20— + 2y— = 0.
xds - yds

Como «(s) é um vetor unitdrio, pois estamos considerando a parametrizagdo pelo
comprimento de arco, temos

o/(s)] = 1.

Logo,
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Seja N como na Definicdo (1.2.3). Entdo, pela Observagao (1.2.1), N(s) = (—y'(s), 2'(s))
e {N(s),(s)} formam uma base ortonormal de R? que tem a mesma orientagdo que a

base canonica formada por e; = (1,0),e; = (0,1) .

Agora, N(s) é a derivada da curva

(=y(s),2(s))

Logo, N(s) é ortogonal a (—y(s), z(s)).
Como, N(s) também é ortogonal a o/(s) temos que o/(s) é paralelo a (—y(s), z(s)), ou

seja, existe C'(s) tal que

Assim,

Donde,

isto é, |C(s)| = 1, Vs € R. Como a parametrizagdo é no sentido anti - hordrio (sentido

positivo), temos C' = 1, ou seja,

Consequentemente,

Além disso, quando s = 0, como a parametrizacdo comeca de (1,0), temos

z(0)=1ey(0)=0
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e que
2(0) = —y(0) = 0

y'(0) = 2(0) = 1.

Logo, z(s) satisfaz o problema (3.1) e y(s) satisfaz (3.2), ou seja,

x(s) = cos(s) e y(s) = sen(s),Vs € R.

Agora, como (z(s),y(s)) é uma parametrizagdo do circulo unitdrio no sentido anti-

horério, temos que o primeiro s > 0, tal que z(s) = 0, ocorre quando

(z(s),y(s)) = (0,1)

€ nesse caso, temos s = 7, ou seja, 0 valor de p da propriedade anterior, é 5

45



Conclusao

O estudo sobre as fungdes elementares nos propiciou um vasto aprendizado pois en-
globou da Andlise Real ao estudo de Curvas, o uso de teoremas como o teorema do Valor
Médio, Teorema do Confronto. Aqui vimos como usar as propriedades das fungdes ele-
mentares utilizando de Edo’s, o que para mim foi de bastante valia e aprendizado, além de
ter sido um desafio esta nova forma de poder estudé-las e observa-las ndo sé pelo uso da

geometria.
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