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TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS
PLANAS

Jean da Silva Santos*

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar o Teorema Fundamental das Curvas
Planas. Para tal, iremos apresentar conceitos pleliminares que fornecem a base para o
referido Teorema, tais como o conceito de curva regular, parametrizagao por compri-
mento de arco e curvatura de uma curva. O estudo dessas propriedades geométricas
das curvas planas parametrizadas diferencidveis é feito no sentido de encontrar qual é o
invariante geométrico. O que constitui a esséncia do Teorema fundamental das curvas
planas. Estes conceitos, além de imprescindiveis para o nosso estudo, nos convida a

um primeiro contato com a geometria diferencial.

ABSTRACT

The present work aims to study the fundamental theorem of flat curves. For this we will
present plethoric concepts that provide the basis for this theorem, such as the concept
of regular curve, parametrization by length of arc and curvature of a curve. The study
of these geometric properties of the parameterizable flat curves is done in the sense
of finding the geometric invariant. What constitutes the essence of the fundamental
theorem of flat curves. These concepts, in addition to being indispensable for our study;,

invite us to a close contact with differential geometry.

*Aluno de graduacao do curso de Licenciatura Plena em Mateméatica da Universidade Estadual da
Paraiba. Email: jeanjesus11@hotmail.com. Este artigo de conclusao de curso foi escrito sob orientagao
do Prof. Me. José Ginaldo de Souza Farias.



1 INTRODUCAO

Geometria Diferencial é o estudo da geometria usando o calculo. A Geometria
diferencial, originada da juncao do célculo com a geometria, nasceu, de certo modo,
como uma ciéncia aplicada, principalmente em questoes originadas da cartografia, de
onde herdou parte de sua terminologia inicial. Posteriormente passou a ser de grande
utilidade na astronomia e na engenharia. O estudo da geometria diferencial é focado
em dois pontos: as curvas e as superficies. Nela, muitas defini¢oes e conceitos tém como
pré- requisitos calculo integral, calculo diferencial e geometria analitica. A geometria
diferencial das curvas direciona seu estudo as curvas parametrizadas. A Geometria
Diferencial das curvas tem grande importancia para o desenvolvimento cientifico e tec-
nologico, tendo aplicagoes em vérias areas, como, por exemplo: estatatistica, geologia,
economia, teoria da informagcao, dentre outras. A Geometria Diferencial pode ser clas-
sificada em Geometria Diferencial Global e Geometria Diferencial Classica. A primeira
se detém ao estudo das propriedades das curvas e superficies no espaco euclidiano. Nela
se estudam as propriedades locais, isto é, aquelas que dependem somente do comporta-
mento da curva ou superficie na vizinhanca de um ponto. Ja a segunda, é o estudo das
propriedades das curvas e superficies de maneira geral, da curva como um todo. Neste
artigo, iremos estudar o Teorema Fundamental das Curvas Planas. Além disso, este
trabalho tem a tendéncia para a geometria diferencial classica, uma vez que o nosso
objetivo aqui é estudar as curvas e fazer uma reparametrizada pelo comprimento de
arco. Alem disso, temos como maior objetivo e foco, o estudo do Teorema fundamental

das curvas planas e sua importancia em aplicagoes em outras area.

2 (CURVAS PLANAS

2.1 Curva Prametrizada Diferenciavel

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel no plano € uma aplicagao o :
I — R? de classe C* definida num intervalo aberto I = (a,b) da reta. Se a(t) =
(x(t),y(t)),t € I, dizemos que t € o pardmetro da curva o(l) = z(t)|t)t € I € o trago
da curva e o vetor o/ (t) = (2'(t),y'(t)) € o vetor tangente ( ou vetor velocidade) a curva
aemtel.

Observacao 1. Uma aplicacdo o : I — R? ¢ de classe C™ se, e s se, suas fungoes
coordenadas x,y :— R sao de classe C*°. F que a deriwada de ordem j de o € dada
por a9V (t) = (27(t),y’ (t)) para todo t € I.



Definicao 2.2. Dizemos que uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? €
regular em t=ty €I quando o “(ty) # 0. Nesse caso, a reta 1y, que passa por a(ty) e é

paralela ao vetor o “(tg) € chamado de reta tangente a o em tq e é dada por
Ty, = a(to) + sa'(tg)]s € R

Um ponto singular de o € um valor do parametro t € R tal que o/ (t) = 0. quando
a € reqular em todos os pontos t € I, dizemos que o € uma curva parametrizada
diferencidvel regular.

Para o desenvolvimento da geometria diferencial local das curvas € essencial a
existéncia de uma reta tangente a curva em todos os pontos. Portanto, restrigimos o

nosso estudo apenas ds curvas requlares, isto €, as curvas sem pontos singulares.
Exemplo 1. Vejamos alguns exemplos de curvas.
(a) A aplicagio o : R — R?, dada por
a = (xo,y0) + t(a,b),

com a® +b* # 0 , € uma curva parametrizada diferencidvel regular, pois o “(t) =
(a,b) # (0,0) para todo t € R, cujo trago € a reta que passa pelo ponto (xg,yo) e
¢ paralela ao vetor (a,b).

/ I a A

Figura 1: Trago da curva «

(b) A aplicacio o : R — R?, dada por
a(t) = (reost,rsint) + (zo, yo)

comr > 0, é uma curva parametrizada diferencidvel reqular, pois o/ (t) = (—sint, rcost)
e portanto, || o/ (t)|| = r # 0 para todo t € R.

O trago da curva o € o circulo de centro (xg,yo) e raio r.
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Figura 2: Trago da curva «

(c) A curva parametrizada o : R — R?, dada por
a(t) = (£,

¢ diferenciavel, mas nao € regular, pois o/ (t) = (3t3,2t?) = (0,0) para todo t = 0,
ou seja, t =0 € um ponto singular.
Observando que as coordenadas de um ponto da curva satisfazem a equacdo y> =

22, podemos tragar a curva.

vk

Figura 3: Trago da curva «

(d) A aplicagio o : R — R? dada por

aft) = (&, [t])

nao € uma curva parametrizada diferencidvel, pois a fung¢ao coordenada t — |t

nao € diferencidvel na origem.

Definicao 2.3. Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R? € simples quando

a aplicagao « € injetora., isto €, a(ty) # a(ts) sety # ty, tq, ty € L



vk

Figura 4: Traco da curva «

E facil verificar que as curvas dos exemplos (a), (c) e (d) sio simples , e que a

curva (b) é periddica de periodo 2.
Exemplo 2. Continuamos com os exemplos:

(e) A aplicacio o : I — R? dada por

a(t) = (2 — 4t, %)

¢ uma curva parametrizada diferencidvel requla, pois o “(t)= (3t* — 4t) # (0, 0)

para todo t € R. Mas, a nao é simples, pois:

(

3 — 4t = s% — 4s t(t? —4) = s(s* — 4)
alt) =a(s) e “— (e
\t2—4=32—4 2 —4=35"-4
(t=2es=—2
— ou
\tzs

Para fazer um esbogo do trago «, observe o sinal das fungées coordenadas z(t) =
t3 — 4t e y(t) = t* — 4 nos intervalos (—oo, —2); (—2,0); (0,2)e(2, +00).
Observe também que o/ (—2) = (8, —4) # (8,4) = /(2), apesar de termos o (2) =

o/(—2) = o/(—2) = (0,0). Assim, nao faz sentido falar do vetor tangente a curva

a no ponto a(t) e, sim, no vetor tangente a curva o no ponto t.

2.2 Mudancga de parametro; comprimento de arco

Duas curvas diferencidveis podem ter o mesmo trago. Por exemplo, as curvas
at) = (t,2t),t € R, e f(s) = (2s + 1,45+ 2), s € R, tem o mesmo traco, que é a reta
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Figura 5: Trago da curva «

que passa pela origem e ¢ paralela ao vetor (1,2), pois 8(s) = a(2s + 1). Observe que
o vetor tangente a  no ponto s é o dobro do vetor tangente o no ponto (2s + 1), ja
que J'(s) = 2a/(2s + 1).
O mesmo acontece com o os pares de curvas:

(i) a; — (2cos t,2sint), t € Re f (s) — 2cos 3, 2sen 3, s € R, pois £1(2s) — ay(s).

Neste exemplo, também temos o) = 25'(2s), s € R.

yh
o (0)=(0,2)

31(0)=(0,1)

-

(2,0)=a;(0) T
=/1(0)

Figura 6: Os tragos das curvas «a; e ) coincidem , mas os vetores tangentes nao

(ii) az = (cos t,sen t), t € Re B2 = (sin s, cos s) s € R, pois as(t) = [z (-t + F).
Neste exemplo, az "(t) = B2 (-t + 5)

Na realidade, dada uma curva parametrizada diferenciavel regular, podemos obter
véarias curvas paramétricas diferenciaveis regulares que tém o mesmo trago que «, da

seguinte maneira.
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Figura 7: Os tragos das curvas a; ¢ 4 coincidem , mas os vetores tangentes ¢ o sentido

do percusso nao

Proposition 1. Sejam I e J intervalos aberto de da reta o :— R? uma curva dife-
rencidvel reqular e h:J — I uma fungao diferencidvel C* tal que h(J) =1e h’(s) €
0 para todo s € J. Entdo a aplicacio 8 = aoh : J — R? € uma curva diferencidvel

reqular que tém o mesmo traco de .

Prova. Como « e h sao de classes C'*°, temos que a o h é de classe C* com
(o h)'(s) = d/(h(s)),h(s) # 0, pois I'(s) # 0 e o/ (h(s)) # 0 para todo s € I.

Y

L1y

7 (s s
\
>h /
t=h(s) 4
0 e

B(s)=a(h(s))

it

Figura 8: Os tracos das curvas a e f = a o h coincidem

Além disso, trago ao h) = (ao h)(J) = (a(h(J)) = a(I) = trago «
A curva f = aoh é chamada reparametrizacao de « por h, e a fungao h é dita mudanca

de parametro.

Observagao 2.1. A mudan¢a de parémetro h : J — I € um difeomorfismo de classe

c=.

Definicao 2.4. A orientacao de uma curva plana o € o sentido de percurso do traco
de a.
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Seja B = « o h uma reparametrizacao da curva o. Entao, e a tém a mesma
orientagao se h'(s) 0 para todo sinJ; e a tém orientagdes opostas se h'(s) = 0 para
todo s € J.

Exemplo 3. Seja a curva diferencidvel reqular o : R — R? dada por a(t) = (r cost+
a,rsint+b), comr > 0, e o difeomorfismo de classe C*h : R — R, dado por h(s) = 2.
Entao B =aoh:R — R*B(s) = (rcos2 4 a,rsin £ +b), € uma reparametrizacio de
a. Além disso |0'(s)| =1 para todo s € R

Exemplo 4. A curva diferencidvel 3 : R — R2, B(s) = (=25 + 1, —4s + 2), € uma
parametrizacao da curva o : R :— R2, a(t) = (t,2t), que tém orientagdo oposta, pois

a mudanga de parametro h : R :— R, h(s) = —2s + 1, € uma fung¢ao decrescente
(Fig.9)

Figura 9: Os tragos das curvas a; e f; = a o h coincidem, mas o sentido do percusso

nao

Definigao 2.5. Se a : R — R? € uma curva diferencidvel reqular, a func¢ao s : R —

R dada por
t
= [ alids
to

€ chamada funcao comprimento de arco da curva a partir de tog, onde ty € 1.

Observagao 2.2. A fun¢ao comprimento de arco s : I — J onde J=s(I), é um

é
difeomoprfismo de classe ¢ sobre o intervalo aberto J. De fato, s'(t) = ||o/(t)|| =
(& (t),/(t))2 > 0 e as fungdes [ : (0,00) — (0,00), f(z) =z, H: [ — R, H(t) =
()2 +y/(t)?, onde a(t) = (x(t),y(t)), sio de classe ¢, temos que s' € de classe ¢ e
, portanto, s € de classe ¢*. Logo, pela observacao 2.1, s : I — J € um difeomorfismo

de classe ¢ sobre o intervalo aberto J = s(I).

Definicao 2.6. Dizemos que uma curva reqular o : R — R? estd parametrizada no

¢
= / |/ (s)||ds = t1 — to
to

comprimento de arco se
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para todo ty,t; €< t1. Isto €, o comprimento do arcop da curva o de tg a ty € igual a
t1 —tp-

Proposicao 2.1. Uma curva reqular o : R — R estd parametrizzada pelo compri-

menbto de arco se , e somente se, ||d/|| =1 para todo t € I.

Prova:
(<) Se||/(t)]| = 1 paratodot € I, entao s(t) = ftz |a/(s)||ds = t; —to para quaisquer
to,t € t,to < 1.
(=) Seja ty € I fixo e considerarmos a fun¢ao s :— R comprimento de arco a partir
de tg. Entao,

t
/ [ (E)][dE = £ — to, set > to,
to

S(t)/t [la/ (§)]]d€ = —/t o/ (§)[1d§ = —(to — t) =t — Lo, seto > ¢,

ou seja, s(t) =t — ty para todo t € I. Logo, s'(t) = ||&/(t)|| = 1 para todo t € I.
Demonstracao. O

Exemplo 5. Seja oo : R — R? a curva regular dada por ofs) = (rcost +a,rsint 4b),
cujo o trago € o circulo de centro (a,b) e raio r > 0. Entao, a estd drametrizado pelo

comprimento de arcos, pois ||/ (s)|| = 1 jd que o/(s) = (—sin?,cos?).

Proposition 2. Toda curva reqular o : R — R? admite uma reparametrizacdao 3, tal

que (B estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Prova:
Seja tg € I fixo e consideremos s : [ — J, s(t) = fti [|/(€)]]d€, a fun¢ao comprimento

1. J — I é uma funcao de classe

de arco a partir de tg. pela observagao 2.4, h : s
00 (), — 1 _ 1
C= com M'(u) = S5y = o

Logo B :J — R? B3(u) = a o h(u), ¢ uma reparametrizacio de « tal que

para todo u € J.

1
B'(u) = o' (u).W (u) = o/ (h(w)). 7~
[Is'(h(w))]]
Entao, ||f'(u)|| = 1 para todou € J. Assim, pela proposicao 3, 5 ¢ uma reparametrizagaoa

que esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstracao. O
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Exemplo 6. Seja o : R — R? a curva reqular dada por a(t) = (at + ¢, bt + d), onde
a’?+ b #0, e sejas: R — R a funcdo comprimento de arco de o a partir de ty = 0.

Entao,

s(t) = /t Va? + b2dé = Va? + b3t
0

e, portanto, h = s71 : R — R ¢ dada por h(u) = 7= Logo, B=aoh:R—R,

Blu) = (a.ﬁ + c, bﬁ + d) € uma reparametriza¢io de a pelo comprimento de

arco.
Demonstracao. U

Exemplo 7. A curva reqular o : R — R? a(t) = (€', cost, e'sint), é chamada espiral
logaritmica. como

o (t) = (e'cost — e'sent, e'sint — e'cost),
temos que ||/ (t)|| = V2e!. Logo, a funcdo comprimento de arco a partir de ty = 0 ¢

dada por

/t V2efde = V2t — V2.

Assim, s(R) = (—v/2,00) e h=5""': (=v/2,00) — R ¢ dada por h(u) = log(5 + 1.
Portanto, B = a o h: (—v2,00) — R?,
B(u) = a(h(u)) = ((% + 1)cos(log(% +1)), (% + 1)sen(log(% +1))), é uma repara-

metrizacao de o pelo comprimento de arco.

Demonstragao. O

2.3 Formulas de Frenet

Seja  : I — R? a(s) = (z(s),y(s)), uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco, isto é, ||a/(s)|| = 1 para todo s € I.
Para cada s € I, o vetor o/(s) é um vetor unitario e serd designado por t(s), isto é,
t(s) = (¢'(s),4'(s))-
Seja n(s) o vetor unitario do R? ortogonal a t(s) tal que a base ortoginsl ¢(s),n(s)
tem a mesma oricntacdo da base canonica eq, es. Entdo, n(s) = (—y/(s),z'(s)), pois
[In(s)l] = 1, (n(s),1(s)) = O e

e [xj@ —y’<8>] 150
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Figura 10: Vetores normal e tangente a curva a em s

A base ordenada t(s) é chamada de referencial de Frenet da curva o em s. E a
reta 7,(so) normal a a em sy é a reta que passa pelo ponto a(sg) e é paralela ao vetor
normal n(sg), ou seja

rn(s0) = a(so) + An(sg)|X € R.

Como, para cada s € I,t(s),n(s) é uma base ortonormal de R?, temos que t'(s) = o (s)
pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores t(s) e n(s).

Mas como (t(s),t(s)) = 1 para todo s € I, temos que (t'(s),t(s)) = 0, ou seja, t'(s) é
ortogonal a t(s).

Logo, t'(s) & paralelo a n(s), isto é, existe uma fungao k : I — R tal que

para todo s € I, onde

¢ chamada curvatura de a em s € I.
De modo analogo, como n(s) ¢ um vetor unitario, segue-se que n'(s) é ortogonal a n(s)

e é, portanto, paralelo a t(s). Além disso, como (n(s),t(s)) = 0, temos que

(n'(s),1(s)) = =(n(s), '(s)) = —(n(s), k(s)n(s)) = —k(s).

Logo,

Resumindo: Sec a : I — R? ¢ uma curva parametrizada regular pelo compri-

mento de arco s, entao o referencial de Frenet #(s), n(s) satisfaz as equagoes:
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t'(s) = k(s)n(s),
n'(s) = —k(s)t(s)

que sao as formulas de Frenet de uma curva plana.

Exemplo 8. Seja a(s) = (as + xo,bs + yo),s € R,a? + b = 1 uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco cujo o trago € a reta que passa pelo ponto
Zo,Yo € € paralela ao vetor unitdrio (a,b). Entao, a curvatura de o € identicamente
nula.

De fato, como t(s) = o/(s) = (a,b) é constante, seque-se que t'(s) = 0 para todo s € R.

Exemplo 9. Consideremos a curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco

s s
a(s) = (rcos— + a,rsin— +b),
r r

onde s € Rer > 0, cujo trago € o circulo de centro (a,b) e raio r.Entdo,

).

s s s s
t =a = (—sin— — = (— - —sin—
(s) =da'(s) = ( smr,cosr)en(s) ( cos=—, —sin_
Logo, k(s) = (t'(s),n(s)) = £ > 0, pois t'(s) = L(—cos, —sin?).

ou seja, a tem uma curvatura constante igual a %

vk

Figura 11: Vetores normal e tangente ao circulo a em s.

Definigao 2.7. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

definimos a curvaturacomsinal de a no ponto a(s) por
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Em outra palavras,
k(s) = (T"(s)n(s)) :
Note que

k()] = IIT"(s)Il-

A curvatura com sinal d4 mais informcoes geométricas para curvas planas em R?
do que obteriamos se usassemos a outra definicao: quando a curvatura é positiva, a
curva esta se curvando para a esquerda ( vetor 7" no mesmo sentido que N), enquanto
que quando a curvatura é negativa, a curva esta se curvando para a direita ( vetor
T’ no sentido oposto a IV; veja o exemplo abaixo para ilustracdo concreta n caso do

circulo).

— oy~

Figura 12: Curvatura positiva e curvatura negativa.

Proposigao 2.2. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de

arco. Se
a(s) = (x(s),y(s))
entao
[(s)| = V/I2"(s)]2 + [y ()]
k(s) = 2'(s)y"(s) — ' (s)2" (s)
Prova:

A primeira formula segue de
Bl =171l = 1", ")l
e a segunda féormula de

k= <(x//7y//)7 (—y’,x’)) _ _x//y/ + y//x/.
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Proposicao 2.3. Seja 0(s) o dngulo que um dado vetor fizo tem que rodar no sentido

positivo para coicncidir com o vetor tangente T(s). Entao a(s) = 0'(s).

Demonstragao. seja u tal vetor fixo (que podemos assumir unitario) e seja vo vetor

unitario obtido por rotagao, no sentido positivo, de 7 radianos. Entao,
T(s) = cosf(s)u + sinb(s)v

T'(s) = (—sinf(s)u + cosh(s)v)d'(s).

Portanto (71"(s)|u) =
(T"(s)|u) = a(s)(Ns)|u), e como o angulo entre N, e u ¢ igual a 5 + 0(s), (T'(s)|u) =
a(s)cos(0(s) + 5) = —a(s)sind(s). Em conclusao,a(s) = 0'(s). O

—sinf(s)0'(s). Por outro lado, pela definicdo de «, temos

3 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS PLANAS

Teorema 3.1. Teorema fundamental das curvas planas

Seja k : I — R wma fun¢do suave. Entao existe uma curva parametrizada por
comprimento de arco o : I — R? cuja curvatura com sinal, coincide com k.

E mais, se & : I — R? € outra curva parametrizada por comprimento de arco nessas

condigoes, existe um movimento rigido T o R de R? tal que

a(s) = To R(a(s))

Demonstracao. A ideia para obtermos a curva « que prove a primeira parte do Teorema

é evidente da proposicao anterior. Fixemos sg € I e definamos, para cada s € I,

als) = ( / cost(t)dt, / " sind(t)dt)

0

Essa curva « satisfaz as condigoes exigidas: estd parametrizada por comprimento de
arco poisd’(s) = (cosf(s), sinf(s)); como este vetor faz um angulo 6(s) com o eixo OX,
pela proposi¢ao 5 a sua curvatura com sinal ¢ igual a ’(s) = k(s).

Essa curva « satisfaz as condigoes exigidas: estd parametrizada por comprimento de
arco poisa/(s) = (cosf(s), sinf(s)); como este vetor faz um angulo 6(s) com o eixo OX,

pela proposi¢do anterior, a sua curvatura com sinal ¢ igual a 6'(s) = k(s).
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Para provar a segunda parte do Teorema, lembremos que a matriz de rotagaono

cost) —sinb
sinf  cosf

Assim, scja (s) o angulo entre OX e o vetor tangente é(s) de @ Entdo, a(s) =

sentido anti - horério é dada por

(cosO(s), sinf(s)). consequentemente,
a(s) = (/S cosf(t)dt, /8 sinf(t)dt + a(so). (%)

Por outro lado, pela proposigao anterior, 6'(s) = k(s), pelo que

i) - [ k(u)du + G(s0) = 0(s) + (o).

S0

inserindo isto em () obtemos,

Gls) = ( / " cos(0(t) + fo)dt, / " sin(8(t) + o)dt) + G(so)

S0 S0

S

Ta(so) = (/s cos(0(t) + éo)dt,/ sin(0(t) + 6p)dt)

relembrando, ! )
cosO(t) + 6(ty) = cosb(t)cosb(ty) — senb(t)send(to)
sind(t) + 0(ty) = sind(t)cosh(ty) + send(t)cosd(t)
logo,
Tagso) = (cosbp) /S cos(6(t)dt — sinby /S sinf(t)dt,
cos(to) /S sind(t)dt — sinf(to) /S cosO(t)dt)

Dessa forma, concluimos que

a(s) = Ta(sy) © Rgo(/ casﬁ(t)dt,/ sind(t)dt)
U

Exemplo 10. Seja & : R — R? wma curva parametrizada por comprimento de arco
cuja curvatura € constante, igual a k > 0. Entao, ks = £k para cada s € I, mas como

ks € uma funcao suave ks = k para qualquer s ou ks = —k para qualquer s.
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Vejamos o que acontece .

Pelo Teorema fundamental das curvas planas, existe uma curva parametrizada por
comprimento de arco o : R — R? cuja curvatura com sinal € constante, igua a k, e &
€ o resultado da aplicagao de um movimento rigido a o. Determinemos tal curva o:
Como 0y = [ kdu = ks,

a(s) = (/OS cos(kt)dt, /Os sin(kt)dt) = (Sméks), _Cos[ik:s) n %)

Fazendo R =2 vem
(Rsinf, —Reos> + R) = Ta,(Rsinf, —Rcosf),
r r r r
Onde a = (0, R) Jd vimos que
(Rsinf, —Rcosf),
r r

€ uma parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia de raio R e centro
(0,0), pelo que o trago de o € a circunferéncia de raio R e centro (0, R). Em conclusao,
como rotagoes e translagoes transformam circunferéncias em circunferéncias, o trago

de a € também uma circunferéncia.

4 CONCLUSAO

O desenvolvimento deste trabalho propiciou uma ocasiao para aprofundarmos
nossa reflexao a respeito do Teorema Fundamental das Curvas Planas. No ambito
da Geometria, o estudo do Teorema Fundamental das Curvas planas é¢ de suma im-
portancia pois se procura formalizar a eséncia do Teorema de que o unico invariante
geométrico de uma curva plana, a menos de sua posi¢ao no plano sob movimentos rigi-
dos, é a sua curvatura. Os conceitos preliminares estudados para a formulagao e prova
do teorema nos fornece um intinerario que permite o aprofundamento em conceitos que

constituem a Geometria Diferéncial.
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