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RESUMO

Apresentamos uma revisao dos principais conceitos da algebra linear, com um destaque aos
operadores autoadjuntos. Motivados pela grande presenca desse conhecimento em outras
areas, como por exemplo a mecanica quantica, vemos a necessidade de um estudo mais
profundo. Assim, trazendo um razoavel nimero de exemplos e demonstracoes, mostramos
ao leitor diversos resultados acerca dos conceitos fundamentais da algebra linear, assim
como dos operadores adjuntos e autoadjuntos.

Palavras Chave: Algebra Linear; Adjuntos; Autoadjuntos.



ABSTRACT

We present a review of the main concepts of linear algebra, with a focus on the auto-
adjunct operators. Motivated by the great presence of this knowledge in other areas,
such as quantum mechanics, we see the need for a deeper study. Thus, with a reasonable
number of examples and demonstrations, we show the reader several results about the
fundamental concepts of linear algebra, as well as of the adjunct and self-adjoint operators.

Keywords: Linear algebra; Adjoints, Selfadjoints.
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Introducao

Uma das 4areas mais importantes da matematica é a Algebra Linear, devido a variedade
de aplicacoes desse conhecimento em outros campos, como por exemplo, a computagao
grafica, a fisica, a genética e etc.

A Algebra Linear generaliza ideias da classica geometria analitica, dentre elas, o con-
ceito de vetor. Além disso, estudam-se as transformacoes lineares e seus tipos particulares,
como exemplo os operadores adjuntos. Essa classe de operadores amplamente utilizada
na fisica é o objeto de estudo desse trabalho.

Apresentamos uma caracterizagao dos operadores adjuntos entre espagos vetoriais so-
bre o corpo dos numeros reais ou dos nimeros complexos ¢ resultados acerca de scus
autovalores e autovetores.

No capitulo 1 apresentamos a defini¢ao de espaco vetorial sobre um corpo K, definimos
os conceitos de base e dimensao, e como consequéncia dessas definigoes, resultados sobre
0s espagos vetoriais.

No capitulo 2, trazemos um aparato de resultados acerca de aplicagoes lineares entre
espacos vetoriais chamadas transformacoes lineares. Além disso, estabelecemos critérios
para obtermos isomorfismos. Para isso, definimos o que se entende por niicleo e imagem
¢ apresentamos o Teorema do Nucleo ¢ da Imagem. Mostramos a relagao biunivoca
entre as transformacoes lineares e as matrizes. Por fim, definimos transformacoes lineares
particulares, onde o contradominio ¢ um corpo chamadas funcionais lineares.

No capitulo 3 buscamos uma forma de escrever as matrizes dos operadores lineares
de uma maneira mais simples. Vemos que essa forma se traduz na busca por matrizes
diagonais ou operadores diagonalizaveis. Nesse sentindo, definimos autovalores e autove-
tores, assim como o conceito de polindmio caracteristico, que efetivamente responde ao
questionamento.

No capitulo 4 definimos um produto entre vetores de mesmo espago, chamado pro-
duto interno, o conceito de norma de um vetor e resultados importantes. Tratamos de
ortogonalidade entre vetores e entre espagos vetoriais.

O capitulo 5 estabelecemos uma correspondéncia um a um entre vetores e funcionais

lineares conhecida como Teorema da Representagao de Riesz ¢ como consequéncia de-



finimos os operadores adjuntos. Demonstramos que a matriz de um operador adjunto
em uma base ortonormal é a transposta conjugada da matriz do operador associado na
mesma base. Além disso, definimos os operadores auto-adjuntos como sendo os operado-
res adjuntos com representacao matricial em uma base ortonormal igual a de seu operador

associado. Por fim, mostramos que os autovalores de um operador auto-adjunto sao reais.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo abordaremos resultados que sao considerados relevantes para o de-
senvolvimento deste trabalho. O contetdo trata-se de um resumo do primeiro curso de
Algebra Linear. Trataremos como conhecidos pelo leior os contetudos bésicos de matrizes,
sistemas lineares e algumas propriedades dos nimeros complexos. As principais referén-
cias para estes resultados sao [2], [5] e [4].

O termo vetor é usado para indicar deslocamento, velocidade ou forca que tem ao
mesmo tempo modulo, direcdo e sentido. E representado por uma seta ou segmento de
reta orientado, o comprimento da seta representa o moédulo do vetor e a seta aponta na
diregao e sentido do vetor, ao tratarmos de espagos vetoriais de seus resultados o vetor é

um elemento do espaco vetorial.

1.1 Espacgos Vetoriais

E fundamental definirmos espaco vetorial, pois ao longo do trabalho fazemos uso deste
conceito em praticamente todo o texto. Essa estrutura algébrica é definida sobre uma
outra estrutura, mais completa no sentido de ter mais propriedades, chamada corpo,

como podemos ver na seguinte definicao.

Definicao 1.1. Um corpo é um conjunto K munido de duas operacoes:

+  KxK—-K - :KxK—=K
(zy)—zxz+y (r,v)—z-v

chamadas de adicao e multiplicagao, que satisfazem as seguintes propriedades:
(1) A adigao é comutativa:
r+y=y+aVr,ycK

10
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(7) A adigao é associativa
r+(y+z2)=(x+y +2zVr,y,zeK

(771) Existe um tnico elemento 0 € K (elemento neutro), tal que

r+0=uzVrek

(tv) A cada x € K corresponde um tnico elemento —z € K, tal que

z+ (—x)=0.

(v) A multiplicagdo é comutativa:

r-y=y-x,Vr,y € K.

(vi) A multiplicac@o ¢é associativa:

Z"(y'Z):(ZB'y)'Z,VZL',y,ZGK

(vii) Existe um tnico elemento 1 € K — {0}, tal que
r-1=zVrek

1

(viii) A cada x € K — {0} corresponde um tnico elemento 7! ou 1 em K, tal que

-t =1.

(iz) A multiplicagao é distributiva em relacao a adigao:

r-(y+z2)=x-y+az-zVr,y z ek

Definicao 1.2. Seja K um corpo e V um conjunto nao-vazio munido de duas operacoes,

uma soma e a outra multiplicagao por escalar dadas por

+:VxV =V -t KxV =V
(u,v) —u+v (V)= a-v
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Dizemos que (V,+,.) é um espago vetorial sobre K(K = R,C) quando as seguintes

propriedades sao satisfeitas:
(1) u+v=v+uYu,veV;
(it) (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v,weV;
(1i7) Existe 0 € V, tal que v +0=0+v = v;
(iv) Para todo v € V existe —v € V, tal que v+ (—v) = —v +v = 0;
(v) Para todo v € Ve Va, 5 € K, (af)v = a(fv);
(vi) Para todo u,v €V eV a €K, alu+v) =au+ auv;
(vii) Para todov € V eVa, € K, (a+ p)v =av + pu;
(viii) ParatodoveV,1-v=v-1=w.

Observamos que todo corpo é um espaco vetorial sobre si mesmo. De fato, se K é um
corpo, entao as duas operacoes internas em K podem ser vistas como a soma de vetores
e a multiplicagao por escalares.

Ao longo deste trabalho, quando nao especificamos o corpo de um espago vetorial,

subentende-se que estamos trabalhando com espacos vetoriais sobre R.

Exemplo 1.1. Seja V = R" = {(x1, 22, ..., x,); 2; € R;1 <i < n} munido das operagdes.

u+v= (:Llla T2, 7:["7?) + (yl»y?: "'7yn) = (1‘1 + Y1,T2 + Y2y ety Ty + yn)

a1, T2, ooy Ty) = (QT1, AT, ..., Ty).

Entao, (R™,+, .) é um espago vetorial sobre R.

De fato, sendo u = (1, ..., %), v = (Y1, -, Yn), W = (21, ..., 2n) € R" e o, B € R, temos:

(i) Assim,

u+v=(21,., ) + (Y1, e, Yn) = (L1 + Y1, e, T + Yn)
= (1 + 21,y Yn + )
= (Y1, o0y Yn) + (21, ..., )

=+ U.



(u+v)+ 1y ey ) + (Y1, oy Yn)] + (21, o, 20)

[(
[(
(1 +y1) + 215 ooy (Tn + Yn) + 20)
=(z1+ W+ 21), 0 Tn+ (Yo + 20))

= (@1, @) + (U1 + 21), o0, (Yn + 20)]
= (21, 0y n) + [(Y1, oy Un) + (21, -, 20)]
=u+ (v+w).

X1+ Y1y ey T+ Yn)] + (21,005 20)

(7ii) Seja 0 = (0,...,0) € R", entao

= (21, ..., xn) + (0,...,0)
(:1:1—|—O Ty +0)
= (71, ..., Tn)
=u

e
04+u=(0,..,0) + (z1, ..., zp)
=0+z,....,0+x,)
= (T, ’xn)
= u.
(iv) O simétrico de u é —u = (—xy, z,) € R pois



Por outro lado,

—u+u=(—x1,..,—x,) + (21, ..., Tp)
= (=21 + X1, ey =Ty + Tp)

= (0,...,0).

Logo (0,0, ...,0) é o vetor nulo.
(v)

(aB)u = (af)(z1, ..., Tn)
((aB)z1, .., (@f)an)
= (a(Bz1), ..., o fn))
(B, ..., fxy,)

Bu)

(
(

=

alu+v) =af(x1, ..y @n) + (Y1, ey Yn)]
=af(x1 +y1), - (Tn + yn)]
= (alz1 + 1), o @0 + yn))
= (ax1 + ayy, ..., ax, + Qyy)
= (axq, ..., ax,) + (ay1, ..., axy,)
=a(xy, ..., xn) + (Y1, -y Yn)

= au + av
(vit)

(a4 B)u=(a+ B)(xy,...,xy)
((a+ B)xy, ..., (a+ B)zy)
(

= (o + Bxh vey QTp an)

= (ax1, ...,az,) + (Bx1, ..., fTy,)
=a(zy, ..., xy) + P21, .oy T4)
= au+ fu

14
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(viid)

lu=1(x1,....,z,)
= L.y, ..., L.ay)
= (21, .0, Tp)
=u

Logo R™ é um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.2. Scja V ={f : R —- R : f é uma fungao}. Decfinimos as opecragoecs

adicao e multiplicagao por escalar.

f+g:R—=R
z= (f+9)(@) = f(z) +9(2)

e
AM:R—=R
z = (Af)(z) = Af(2).
O espago (V,+, ) com as operagoes definidas acima é um espaco vetorial sobre R. De
fato,

(1) Temos que

Portanto f 4+ g =g+ f;

(71) Note que



Logo, f+ (g+h)=(f+g) +h;

(7i7) Seja 0 a funcdo identicamente nula, isto é,

0:R—-R
z+— 0(x) = 0.

Entao (f 4+ 0)(z) = f(z) + 0(z) = f(z),Yx € R. Assim f+0=0+ f;
(iv) Dada a funcio f, definimos a funcdo —f por (—f)(z) = —f(z), ¥z € R. Entdo
[f + (=N(x) = f(@) + (= f)(z)) = 0= 0(x), Vo € R.
Logo f+ (=f) = 0;

(v) Temos que

a(ff(z))
= (af)f(x)
[(aB) f](x), V& € R

[2(B)(x) = a(Bf)(x)

Portanto a(8f) = (af)f;

(vi) Note que

[a(f + 9)l(x) = alf + 9)(x) = a(f(x) + g(x))
= af(r) + ag(z)

(af)(z) + (ag)(z)
= (af + ag)(x),Vz € R.

Assim, a(f + g) = af + ag;

(vit) Temos que

[(a+B)fl(z) = (e + B) f(2)

= af(z) + Bf(x)
(af)(@) + (Bf)(2)
[af + Bfl(z),Vz € R.

Logo, (v + 8)f = af + B/;

16
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(viii) Note que (1f)(z) =1f(x) = f(z),Vx € R. Portanto, 1f = f.

Consequentemente, como as oito propriedades sao satisfeitas (V,+,-) com as operagoes

definidas acima é um espaco vetorial sobre R.

Esses exemplos sao apenas uma pequena amostra da infinidade de espacos vetoriais
existentes. Uma forma de encontrarmos espacos vetoriais é através de subconjuntos deles.

Sob algumas condigoes eles também sao espagos vetoriais, como veremos a seguir.

1.2 Subespacos Vetoriais

Seja V' um espago vetorial sobre R e W um subconjunto de V. Dizemos que W é um
subespaco vetorial de V', quando W também é um espaco vetorial sobre R. Equivalente-

mente,

Proposicao 1.1. W ¢ subespaco de V' quando as condi¢oes abaixo sao satisfeitas:
(1) 0 e W;
(11) Au € W, para todo A € R euw € W,

(1it) uw+v e W, para todo u,v € W.

Exemplo 1.3. O conjunto
A = {]ay;] € Moo (R); 5 =0 se i # j}

das matrizes diagonais é um subespago vetorial de My,o(R), como espago vetorial sobre R,
a 0 c 0
com as operagoes usuais. De fato, sejam o € R, u = ( 0 b ) €EAev= ( 0 d ) e A

Notamos que o vetor nulo, ou seja, a matriz nula pertence a A. Assim,

a 0 aa 0
au = o = €A
<0 b) (O ab)

Ademais,

Logo A é um subespago de My,o(R).
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Exemplo 1.4. W = {(1,y) : ¥y € R} ndo ¢ um subespago do R% De fato, sejam
u= (Lyl)vv = (173/2) eWw. EIltﬁJO,

u+v=(Ly)+ (Ly)=0+Lyi+uy) =25 +y2) ¢ W.

Logo W nao é um subespaco de V.

Algumas operagoes entre subespagos vetoriais resultam ainda em subespagos, como a
soma e a intersecao, como vemos na seguinte proposicao. Porém é importante ressaltar

que a uniao de subespagos, em geral, nao é um subespago vetorial.

Exemplo 1.5. Seja V = R? um espago vetorial sobre R, U = {(z,y);z = 0} e Z =
{(z,y);x +y = 0} subespagos vetoriais de V. Observamos que, sejam (0,1) € U e
(—1,1) € Z, temos que (0,1) + (—1,1) = (—1,2). Porém (—1,2) ¢ U, pois = -1 #0e¢
(—1,2) ¢ Z, pois =1 +2=1%#0. Assim (—1,2) ¢ UU Z.

Portanto U U Z nao é subespaco vetorial do R2,
Proposicao 1.2. Sejam V' um espaco vetorial sobre R, U e W subespacos de V. Entdo:

(@) UNW € um subespago de V' ;

(b) O conjunto U+ W ={u+w:ueclUewe W} € um subespago de V', denominado
de soma de U e W.

Demonstragao. a) Note que

(1) Como0eUeleW,entdao0cUNW;

(i7) Sejam A € Rew e UNW. Entaou € U e u € W. Dai, como U e W sao subespacos
de V', entao Au € U e Au € W. Deste modo, A\u e UNW;

(1i1) Sejam u,v € UNW, entao u,v € U e u,v € W. Como U e W sao subespagos de
Vientaou+veUeu+veW,e, sendo assim, u+v € UNW.

Portanto, U N W é um subespaco de V.

b) Notamos que

(1) Como U e W sao subespagos vetoriais, entao 0 € U e 0 € W, portanto 0 =0+ 0 €
U+ W,

(71) Sejam vy + vy € U4+ W e uy +ug € U+ W, com uy,v; € U e ug, vy € W. Entao
(U1+UQ)+(UQ+U2):(U1+U1>+(U2+U2)EU+W

pois uy +v; € U e ug + vy € W,
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(7ii) Seja a € R, assim
CY(’U,l + UQ) = ou; + Qug € U+ W,

pois, como U e W sao subespagos, au; € U e auy € W.

Portanto pelos itens (i), (i) e (i7i) da Proposigdo 1.1, U + W é um subespago.
U

Definigao 1.3. Sejam V um espaco vetorial sobre R e U e W subespagos de V. Dizemos

que V é soma direta de U e W, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(1) V=U+W,
(i) UnNW = {0}.

Notagao: V=U @& W.

Exemplo 1.6. Sejam V = R? e consideremos os subespagos U = {(z,0) : z € R} e
W ={(0,y) :y € R} de V. Entao, V= U & W. Inicialmente vamos mostrar que U e W
sao subespagos.
De fato, seja U = {(2,0) : x € R}. Temos:

(i) {0} eU;

(ii) Se A€ Rewu=(z,0) € U, entdo Au = A(z,0) = (Ax,\0) = (A\z,0) € U,

(i7i) Sejam w,v € U, isto ¢ u = (a,0) e v = (b,0), logo u+v = (a,0)+(b,0) = (a+0b,0) €
U.

Portanto U é um subespaco do R2.
Seja W = {(0,y) : y € R},

(t) {0} e W;
(17) Dados A € Ret=(0,y) € W. Assim, At = A(0,y) = (A0, \y) = (0, \y) € W;

(1ii) Sejam t,s € W, com t = (0,¢) e s = (0,d). Portanto, t + s = (0,¢) + (0,d) =
(0,c+d) e W.

Logo W ¢é um subespaco do R%. Dai, vamos mostrar que R? = U + W.
Pela Proposigao 1.2 item (b), o conjunto U +W C R? é um subespacgo do R?. Mostraremos
que R2C U+ W.
Se (z,y) € R?,

m
g

ew

(x,y) = (a:,O)—FEE)/,?)E U+ W,
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portanto R2 C U +W. Como U +W C R?2e R?2 C U + W entao R? = U + W. Ademais,
vamos mostrar que UNW = {(0,0)}. Seja (x,y) € UNW. Entdo (z,y) € Ue (x,y) € W.
De (z,y) € U temos que y = 0 e de (x,y) € W temos que z = 0. Logo (z,y) = (0,0) e,
portanto, U N W = (0,0).

Assim, podemos concluir que R? = U ¢ W.

O conceito de soma direta é importante, pois, como pode ser visto em [2], esse conceito
acarreta em uma possivel decomposicao do espago vetorial. Porém, neste trabalho nao
trazemos esses resultados, por se tratar de resultados que nao sao importantes para o

nosso objetivo. O leitor interessado pode consultar as referéncias [1] ou [2].

1.3 Combinagao Linear

Como consequéncia da definicao de espaco vetorial, notamos que um vetor é sempre

soma de multiplos de elementos do espago. Esta observagao nos leva a seguinte definigao:

Definicao 1.4. Sejam V um espaco vetorial real, vy, ...,v, € V e escalares aq, ..., a, € K.

Entao o vetor
UV =a1v1 + -+ a,v,

¢ um elemento de V' chamado combinagao linear de vy, ..., v,.

Dessa forma podemos construir conjuntos de vetores que sao combinagoes lineares de
vetores dados. O conjunto de todas as combinagoes lineares de um conjunto de vetores
é um espaco vetorial e o chamamos de conjunto gerado. A proposicao a seguir formaliza

esse conceito.

Proposigao 1.3. Sejam os vetores vy, ...,v, € V', o conjunto W de todos os vetores de V'

que sao combinacgao linear de vy, ..., v,, denotado por
W=lv, ., ={veViv=av+ - +aw,:a, R 1<i<n}

€ um subespaco de V, chamado de subespaco gerado por vy, ..., v,.
Demonstra¢ao. (i) 0 € W, pois 0 = 0vy + ... + Ovy;

(71) Sejam v,w € W com v = a1vy + ... + a,v, € w = byw; + ... + by, onde a;,b; €
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R Vi e {1,2,...,n}. Utilizando as propriedades associativa e comutativa,

v+w = (a1vy + ... + av,) + (byvy + ... + byvy)
= (a1v1 + by + ... + ayv, + byvy)
= (CL1 + bl)vl + ...+ (an + bn)vn eWw

(i7) Considere A € R e u = (a1v1 + ... + a,v,) € W. Tem-se
A= ANavy + ... + apvy) = AMagvr) + ... + Mapv,) = (Aag)vy + ... + (Aap)vy,.

Logo (Aay)vi+...4+(Aay,)v, € W e, portanto, pelos itens (i), (iz) ¢ (iii) da Proposigao
(1.1), o conjunto [vq, ..., v,] € um subespago de V.
O

Observamos que o conceito de combinagao linear gera uma certa dependéncia entre os
vetores do espago vetorial. Assim é natural pensarmos se, dado um subconjunto do espago,
existem vetores que nao dependem de nenhum outro. A resposta para essa indagacao é

dada através do conceito de independéncia linear.

Definigao 1.5. Sejam V um espago vetorial e A = vy,...,v, C V. Consideremos a
equacao

avy + -+ av, =0 (1.1)

Dizemos que o conjunto A é linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, ..., vy,
sao LI, quando a equagao (1.1) admite apenas a solugao trivial. Ou seja, a3 = as = ... =

a, = 0.
Se a; # 0 para algum ¢ = 1, ..., n, dizemos que o conjunto A é linearmente dependente
(LD) ou que os vetores vy, ..., v, sao LD.
Observagoes.
(i) O conjunto vazio é um conjunto linearmente independente;
(74) Todo conjunto contendo o vetor nulo é LD;
(737) Um conjunto unitario ndo-nulo é LI;

(7v) Quando vetores sao linearmente independentes, um nao pode ser escrito em fungdo

do outro.
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(v) Seja A, = {v1, ..., v, } um conjunto LI e v, 11 um vetor que néo pode ser escrito como

combinacao linear com os vetores de A, entdo o conjunto A, 1 = {v1,...,Vp11} €
LI

(v) Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente inde-
pendente. De fato, consideremos A um conjunto LI e B C A. Vamos usar indugao
sobre o nimero de elementos de um conjunto A. Para n = 1 o resultado é imediato,
pois neste caso temos A = B. Suponhamos valido para n = k e mostremos que é
valido paran = k+ 1. Se A = B o resultado segue. Do contrério existe um vetor
v; € A, para algum i € {1,2,...,k + 1}, tal que v; ¢ B, por isso B C A — {v;} e
pela hipotese de indugao, segue que B é LI.

Exemplo 1.7. Considerando C um espacgo vetorial sobre R, observamos que o conjunto
A = {1,i} ¢é linearmente independente.

De fato, sejam a,b € R, tais que

a.(1)+0.(1)=0=a+bi=0+0i=a=0eb=0.

01 0 —i 10
Exemplo 1.8. P = , ' , , 0 conjunto de matrizes de
10 t 0 01

Pauli, ¢ um conjunto LI. De fato, sejam a, b, c € R, tais que

(o) () lah) ()

0 a 0 —b ¢ 0 00
= + + —
a 0 bi 0 0 ¢ 00
(c=O
a+bi=0
= =a=0,0=0ec=0.
a—bi=0
\c:()

Na fisica, essas matrizes sao usadas para descrever o spin de elétrons.

1.4 Base e dimensao de um Espaco Vetorial

Através dos conceitos de subespaco gerado, visto na Proposicao 1.3, e de dependéncia
linear, vemos que podemos caracterizar um espago vetorial através de um subconjunto de
vetores que obedecem a esses dois conceitos. Esse conjunto sera suficiente para descrever-

mos e encontrarmos propriedades acerca dos espacos vetoriais.



23

Definicao 1.6. Sejam V' um espaco vetorial sobre K, e B um subconjunto de V. Dizemos

que B é uma base para V quando:
(1) Bé LI,
(1) B gera V.

10 01 0 0 00
Exemplo 1.9. O conjunto B = , , , é uma
0 0 0 0 10 01

base de Mlsy2(IR), sobre um espago vetorial R.

(7) Inicialmente vamos verificar se B é LI.
10 01 00 0
a +b +c +d
0 0 00 10 1
a 0 0 b 00 00 0
= + + + =
0 0 00 c O 0 d 0
a b 00
= = :
c d 00
Portanto a =b=c=d = 0. Logo, B ¢é LI.

(74) Vamos verificar se o conjunto B gera Myyo(R). Tomando uma combinagao linear
a 0 0 b 0 0 00 x Yy
+ + + =
00 00 c 0 0 d Z w
b
o [ * Y
c d z w
Daia=2z,b=y,c=z2ed=w e, assim, B gera My,sR.

Portanto B é uma base de My (R).

Observamos que todo espaco vetorial possui uma base, e a demonstracao dessa afir-
magao poder ser encontrada em [2|. Assim, sempre conseguimos um conjunto de vetores
que bem caracterizam um espago vetorial.

E importante ressaltar que a base de um espaco vetorial nio ¢ tnica, porém todas elas
possuem a mesma cardinalidade. Assim podemos definir o conceito de dimensao de um

espago vetorial.

Definigao 1.7. Seja V um espago vetorial sobre R. Quando V possui uma base com

n vetores, dizemos que V tem dimensao n e denotamos por dimV = n. Se n é finito,
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dizemos que V' tem dimensao finita, caso contrario, dizemos que V' tem dimensao infinita

e denotamos por dimV = oc.

Exemplo 1.10. (a) dimP,(R) =n + 1, onde P,(R) denota o conjunto dos polindémios

de grau menor ou igual a n com coeficientes reais;
(b) dimM,,xn(R) = m - n, onde M5, (R) é o conjunto das matrizes do tipo m x n;
(¢) dimR" = n;

(d) dimP(R) = oo onde P(R) denota o conjunto dos polindmios com coeficientes reais.

10 01 0 0
(e) Como vimos no Exemplo 1.9, o conjunto B = , , ,
0 0 0 0 10

¢ uma base de My,»(R), sobre R. Logo dimMsys = 4.

Os espacos vetoriais neste trabalho sao, em geral, de dimensao finita. Para resultados
acerca de espacos de dimensao infinita, o leitor interessado pode consultar qualquer livro
de Analise Funcional, como por exemplo, a referéncia |7].

Notamos que como as bases de um espago vetorial possuem sempre o mesmo nimero
de vetores, dado um conjunto de vetores, ora com mais vetores, ora com menos vetores
que a dimensao do espago, podemos completar ou reduzir o conjunto de forma a encontrar

uma base para o espago. Os resultados a seguir mostram um algoritmo para se fazer isso.

Teorema 1.1. Se f = {vy,...,v,} for uma base de um espaco vetorial V, entdo todo

congunto com mais de n vetores em V' serd linearmente dependente.

Demonstracao. Scja o = {wy, ..., wy,} um conjunto qualquer de m vetores de V, com

m > n. Basta mostrarmos que existem escalares x1, ..., x,,, nao todos nulos, tais que:
1wy + ToWs + ... + Ty, = 0 (1.2)

Como [ é uma base de V', cada vetor w; pertencente a v € uma combinagao linear dos

vetores de f3, isto ¢, existem nameros b;; € R, tais que:

(
w, = b111}1 + b12U2 =+ ...+ blnvn;

Wo = 5211)1 + bQQUQ =+ ...+ anUn; (13)

\wm = bmlvl + bm2v2 + ..+ bmnvn-

De (1.2) e (1.3), temos que

00
01

)
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(

x1(b11v1 + biova + ... + bipvy )+
—I—.Z'Q(bgl'l)l + bQQUQ + ...+ bgnvn)—f—

L +xm(bmlvl + meUQ R bmn”n) = 07

j(%lbu + $2b21 + ...+ xmbml)lh‘i‘
+(x1b1g + 22bos + ... + T bp2) Vot
+ ...+ (x1b1p + x2boy + .. + by )V, = 0.

Agora, como vy, vs, ..., v, sao LI, os coeficientes dessa combinacao linear sdo nulos, ou seja,

¢
biixy + ba1xe + ... + by, = 0;
) blgxl + bggl’g + ...+ bmgxm - 0;

\blnflll -+ anLEQ + ...+ bmnfllm =0.

Esse sistema linear homogéneo possui m variaveis xi, T, ..., T, € n equagoes. Como
m > n, entao existem solugoes nao-triviais, ou seja, existe x; # 0 para algum ¢ = 1, ..., m.
Logo, a = {wy, ..., wp,, } € LD. O

Teorema 1.2. (Completamento) Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial

V' de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Demonstra¢ao. Seja B um subconjunto LI de V. Se B gera V entao B é uma base para
V. Se [B] # V, entao existe um v € V, tal que v ¢ [B]. Logo, temos que B’ = B U {v}
é LI. Se [B'] = V entao acabou a prova. Caso contrario, podemos repetir o processo e
expandi-lo para obter um subconjunto B” de V' LI, com mais vetores do que B’. Como
a dimensao de V' é finita, esse processo deve parar, pois, pelo pelo Teorema 1.1, nenhum
conjunto LI em V pode ter mais que n vetores. Quando o processo terminar. obtemos
um conjunto LI, o qual serda denotado por B*, que contém B e que gera V. Portanto, B*

é uma base para V. O

Proposicao 1.4. Seja V' um espago vetorial sobre K com dimV =n e B = {vy,...,v,}

um conjunto LI em V. Entao B € uma base para V.
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Demonstra¢ao. Se B gerar V', entao B é uma base para V. Suponha por absurdo que
B nao gera V, entdo existe um vetor v € V, tal que v ¢ [B]. Logo, o conjunto A =

{v1,...,u,,v} é LI, 0 que contraria o Teorema 1.1, pois n(A) =n+ 1 > dimV = n. O

Proposicao 1.5. Sejam V um espaco vetorial sobre K com dimV =n e B um conjunto

gerador para V. Entao B pode ser reduzido a uma base B' para V.

Demonstragao. Seja B = {vy,...,v,.} com r > n. Se B é LI, entao B é uma base para V e
n =r. Se B é LD, entao existe um vetor v;, que sem perda de generalidade vamos supor

ser v,., que pode ser escrito como combinacao linear dos demais. Logo, temos

[Ulv vy Up—1, U?‘] = ['Ula ceey UT—1]7

Se By = {v1,v9,...,0,_1} € LI, entdo a demonstragao acabou. Se B; é LD, existe um
vetor v;, que sem perda de generalidade, vamos supor que v,_;, que pode ser escrito como

combinagao linear dos demais. Logo,
[Uh ooy Ur—2, Ur—l] = [Ula ) Ur—2]7

em que By = {vy,v9,...,u,_2}. Se By é LI, entdo a demonstragao acabou. Repetindo esse

processo, como dimensao de V' é finita, obtemos uma base B’ para V. O

Observamos que dada a dimensao de um espago vetorial, podemos obter resultados

acerca da dimensao de seus subespacos, como podemos ver nos proximos dois resultados.

Proposigao 1.6. Seja V um espago vetorial sobre R com dimV =n e W € um subespago
de V.

(1) W é de dimensao finita e dim W < dim V;
(ii) dim W = dim V se, e somente se, W =V,

Demonstragao. (i) Se W = {0}, entdo dim W < n = dim V. Se W # {0}, entao
qualquer base B para V gera W, pois W C V. Logo, pela Proposicao 1.5, o
conjunto gerador B de W pode ser reduzido a uma base B’ para W, a qual tem no

méximo n vetores. Portanto, W é de dimensao finita e dim W <n =dim V.

(i7) (=) Se W =V, ¢ claro que dim V = dim W.
(«<)Suponhamos que dim W = dim V = n e seja B = {wy, ..., w, } uma base de W.
Logo, [B] = W. Como W C V, esses n vetores sdo LI em V e, pela Proposi¢ao 1.4,

temos que B forma uma base para V. Portanto V = [B] = W.
O
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Proposicao 1.7. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre R e U, W subes-

pacos de V. Entao,
dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N'W).

Demonstragao. Seja By = {uy,...,ux} uma base de U N W. Pelo Teorema 1.2 esta base
By pode ser estendida a uma base By = {uy, ..., ug, vy, ..., v, } de U e a uma base By =

{u, ..., up, wy, ..., wp} de W. Vamos mostrar que
B = {uy, .., Uk, U1, oy Uy W1, o, Wy }

é uma base para U + W.
Mostramos inicialmente que B é um conjunto LI. Sejam o, 3; e v € R, com 1 <7 <k,

1<7<mel < <ptais que

oy + ...+ apug + Bior + o+ Bty + w4 .+ pw, =0 (1.4)
EAU ew
= Uy + ... + aptig + G101 + oo £ By = YWy — e — YWy (1.5)
Assim, —yiw; — ... = yw, € UNW e dai se escreve como combinacao linear de uy, ..., uy.

Logo, existem cscalares x1, ..., x%, tais que

— VWL — ... — VpWp = T1U1 + ... + TpUg

=101 + ... + TV + V1w + .o+ pw, = 0.
Como By = {uy, ..., ug, Wy, ..., w, } € uma base para W, em particular é LI, entao
Ti=..=xp=7=..=7=0
Assim, a combinacao linear inicial pode ser escrita simplesmente como
a1 + ... + apvp + Bror + .o+ B, = 0.
Como Bj é base para U, temos que
ap=ay=.=qy=0=pF=. =05 =0,

Dai B é LI. Logo, como todo vetor U + IV se escreve como combinagao linear dos vetores
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de B, entao B é uma base de U + W. Por fim, notamos que
dim(U+W)=k+m+p=(k+m)+ (p+k)—k=dimU + dimW — dim(U NW).

O

1.5 Matriz de Mudanca de Base

Quando estudamos a teoria de conjuntos vemos que a ordem dos elementos nao im-
porta, no sentido de que os conjuntos {1,2,3} e {3,2,1} sdo iguais. Porém se damos uma
ordem aos elementos dos conjuntos, podemos dizer que eles sao diferentes. Nesse sentido,
a partir deste capitulo, as bases de um espaco vetorial sao ordenadas. A justificativa para
darmos este tratamento esta no conceito de localizagao de um vetor no espago vetorial,
fixada uma base. Agora estaremos interessados no que chamaremos de “coordenadas” de

um vetor em uma determinada base.

Definicao 1.8. Sejam V' um espago vetorial sobre K e a = {vy,...,v,} uma base de V.

Dado v € V, existem escalares a; € K, ¢ € {1,2,...,n}, tais que:
V= a1V + agvy + ... + a,v,.
Definimos a matriz das coordenadas de v em relagao a base « por:

[U]a =

Qn
Exemplo 1.11. Seja o = {(1,0), (0, —1)} uma base do R? e v = (3,4) € R?. Note que,
(3,4) = 3.(1,0) + (—4).(0,—1).

Logo,

é a matriz das coordenadas do vetor (3,4) de R? na base {(1,0), (0, —1)}.

Observamos que as coordenadas de um vetor em uma base sao tnicas, ou seja, se
mudarmos a base escolhida, as coordenadas do vetor serao diferentes. Assim, dadas as

coordenadas de um vetor em uma base, é possivel escrevermos ele em uma outra base.
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Nesse sentido, a matriz de mudanca de base se torna uma ferramenta pratica para esse

Processo e a apresentamos a seguir.

Defini¢ao 1.9. Sejam o = {vy,...,v,} e B = {wy, ..., w,} duas bases de V. Suponhamos

que para cada ¢ € {1,...,n},
W; = Q101 + A2V + ... + QjpUp.

A matriz P dos coeficientes acima é chamada matriz de mudanga de base da base « para

a base 3. Denotamos por P = [I]% ou P = [I]g,.

Observagoes. A matriz P dos coeficientes acima é da base velha o para a nova base 3.
Sejam o = {vy,...,v,} e f = {uy,...,u,} duas bases ordenadas de um mesmo espago

vetorial V. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo :

V= T1V1 + ... + TpUp
o (1.6)

V=1Y1U1 + ... +YnUp
Conseguimos relacionar as coordenadas de v em relagao a base a,

[U]a = )

Tn

com as coordenadas do mesmo vetor v em relagao a base [,

U1
[v]s =
Yn

Como {vy,...,v,} € base de V| podemos escrever os vetores u; como combinagao linear

dos vetores v, isto é,

(
Uy = a1V + ... + a1,

Uy = A12V1 + ... + ApoU, (17)

[ Un = Q1,01 + .+ AppUn.

Substituindo (1.7) em (1.6), obtemos:
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V=Y1U F . YpUy =
= y1(a11vr + .. + an1vy) + oo + yn(a1av1 + oo+ Gupvn)
= (antq + -+ a1Yn)v1 + oo + (@Y1 + oo F Cpnln)Vn.

Agora, usando o fato que v = vy + ... + x,v,, e como as coordenadas em relagao a uma

base sao tnicas, temos:

T1 = G119 + a12Y2 + .. + A1aYn

Ty = Ap1Y1 + ApalY2 + ... + AppYn-

Em forma matricial

T ayr - Qp W
Tn ap1 *++ Gpp Yn
Logo, denotando
ax - Qin
115 =
App " Ann
obtemos
[vla = [I]2[0]s (1.8)

A matriz [I]? é a matriz mudanga de base da base /3 para a base a.

Exemplo 1.12. Sejam a = {(2,-1),(3,4)} e 8 = {(1,0),(0,1)} bases do R%. Vamos
encontrar [I]2.

De fato, sejam

4 1
Uy = (1,0) = CL11(2, —1) -l—a21(3,4) = a1 = ﬁ € a9 = ﬁ

3 2
U = (07 ]-) = a12(2, —].) + a22(374) = a9 = _ﬁ € Qyy = ﬁ



Portanto,

[ =
Hl’_‘ »—\|";
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Capitulo 2
Transformacoes Lineares

As aplicacdes entre espacos vetoriais sio de grande interesse da Algebra Linear. O
motivo para isso é a busca pela identificacao de um espaco vetorial de dificil tratamento
com espagos mais simples. Essa identificacao, que veremos mais adiante se traduz na busca
por isomorfismos. Os isomorfismos “transferem” propriedades de um espaco vetorial para
outro. Assim, se construimos um outro espaco de dificil tratamento, basta mostrarmos
que ele é isomorfo a algum espaco vetorial conhecido e as propriedades sao transferidas
para o0 novo espago.

Neste capitulo veremos o conceito de transformacoes lineares e algumas das principais

propriedades. As principais referéncia para os resultados deste capitulo sao [2], [1] e [4].

Definigao 2.1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Dizemos que uma aplicagao

T :V — W é uma transformacao linear quando:
(i) T(u+v) =T(u)+ T (v)
(11) T(Au) = NT'(u),

para quaisquer u,v € Ve X € K.

Exemplo 2.1. A aplicagao T : R? — R? definida por T'(z,y) = (—x,y) ¢ uma transfor-

macao linear. De fato,
<Z) Seja‘ U = (xla y1)7

T(A\u) = T(Azy, \yr) = (= Az1, Ayy)
= AN—z1,11) = A\T'(u).

32



(71) Sejam u = (x1,71) e v = (T2, Y2), assim

T(u+v) =T[(z1,y1) + (12,10)]
=T(x1 + z2, 11 + y2)

(— (21 + 2),y1 + ¥2)
= (=21 — w2, y1 +12)
= (—x1,11) + (—x2,12)
=T (u)+T(v)

Logo T é uma transformacao linear.

Observagoes.

(a) As condigoes (i) e (i7) da Definigdo 2.1 podem ser escritas como
T\ +u) = AT'(v) + T(u),VA € K, Vu,v € V.

(b) Se T': V. — W ¢é uma transformacao linear, entdo:

(i) T(0) =0, de fato
T(0) = T(0+0) = T(0) + T(0) = 0+ 0 = T(0) = 0;
(i4) T(—u) = —T(u). De fato,
0=T(0)=T(u—u)=T(u) +T(—u) == T(—u) = —T(u);
(iii) T(u —v) = T(u) — T(v). De fato,
T(u—v) = T(u+ (—v)) = T(u) + T(—v) = T(u) — T(v).

(¢) Observamos que quando V' = W, dizemos que T' é um operador linear.

(d) Um tipo especial de transformagoes lineares sao aquelas em que o contradominio é

um corpo. A essas transformagoes damos o nome de funcionais lineares.

Proposigao 2.1. Seja T : V. — W wuma transformagao linear e B = {vy, ..., v, } uma base
de V. Se T(vj) =0,Vj € {1,...,n}, entdo T = 0.

Demonstragao. De fato, dado v € V| existem ay, ..., a, € R, tais que

V= a1V + ... + a,v,.
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Avaliando T" em v, e aplicando a linearidade de T', temos que
T(w) =T(av1 + ... + ayv,) = a1 T(v1) + ... + a, T (v,) = @10+ ... + a,0 = 0.

Portanto, T' = 0. U

O proéximo resultado nos mostra a existéncia de transformagoes lineares entre espagos
vetoriais de dimensao finita. Além disso, quando fixamos uma base para o dominio,
e um conjunto arbitrario com o mesmo ntmero de vetores da base do dominio, essa

transformacao é tnica.

Proposicao 2.2. Sejam V e W dois espacgos vetoriais sobre o mesmo corpo R e f =
{v1, ..., vn} uma base ordenada de V. Dados vetores arbitrdrios wy,...,w, € W, existe
uma, e somente uma transformagao linear T : V. — W tal que T'(v;) = w;, para todo
ie{l,2,..,n}.

Demonstra¢io. EXISTENCIA: A principio mostraremos a existéncia da transformacao

linear T" nas condi¢oes acima. Dado um v € V, existem ay, ..., a, € R tais que
vV =a1v1 + ... + a,v,
Agora, defina a fungao T : V — W como
T(v) =T(av1 + ... + ayv,) = aqwy + ... + apwy,.

Vamos mostrar que 7' é linear.

(7) Sejam A € Re v =ayv; + ... + a,v, € V. Entao,

T(M\) = (Aap)wy + ... + (Aay)w,
= )\(&1101 + ...+ anwn)
= \T'(v).

(71) Sejam v = ajvy + ... + @V, W = byvy + ... + byv, € V. Entao,

T(u+v)= (a1 +b)ws + ... + (an + bp)wy
= aqiwy + bywy + ... + a,w,, + byw,
= (aqwy + ... + a,wy,) + (bywy + ... + byw,)
=T(u) +T(v).
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UNICIDADE: Considerando T, L : V — W duas transformagoes lineares satisfa-

zendo;

T(v;) = w; = L(v;))Vi = 1,2, ..., n.
Logo (T'— L)(v;) =0=T = L. O

Exemplo 2.2. Seja 8 = {(1,2),(2,3)} uma base do R? e (1,2,3), (3,4, 5) dois vetores do

R3. Mostre que existe uma tnica transformacao linear T : R? — R? tal que
T(1,2) = (1,2,3) e T(2,3) = (3,4,5).
A saber a transformagao linear T é dada por
T(z,y) = Bz —y,2z,x +y).

De fato, como B = {(1,2),(2,3)} ¢ uma base para o R?, dado (z,y) € R? podemos

escrever:

(z,y) = a1(1,2) + a2(2,3) = (a1,2a1) + (2a2, 3az)
= ((11 + 2(12, 2&1 + 3&2),

o que implica

a1+ 2ay =z
=a=-3r+2yeay=2x—y.
2a1 4+ 3a, =y

Logo pela Proposigao 2.2, existe uma tnica transformagao linear tal que 7'(1,2) = (1,2, 3)
e T(2,3) =(3,4,5). Como T ¢ linear, entao

T(z,y) = (=3x+2y)(1,2,3) + (22 — y)(3,4,5) = (3 — y, 2z, x + y).

O conjunto das transformagoes lineares entre dois espagos vetoriais é um espago veto-
rial. A seguinte proposicdo mostra que as operacoes de soma e produto por escalar sao

fechadas nesse conjunto.

Proposicao 2.3. Sejam T :V — W e S : V. — W transformacoes lineares e v € R.
Entao a soma T + S e o produto yT', dados por

(T + 95)(v) =T(w)+ Sv), (WT)(v) =~T(v),Yv €V,

sao transformacgoes lineares.
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Demonstracao. De fato, sejam u,v € V e XA € K, entao

(T + S)(u+ M) =T(u+ M)+ S(u+ M)

w) + T (M) + S(u) + S(Av)
u) + AT'(v) + S(u) + AS(v)
w)+ S(u) + AT(v) + AS(v)
w)+ S(u) + MT(v) + S(v))
=(T+ 5)(u) + XNT + 5)(v).

=T
=1
=T
=T

(T)(u+ M) =T (u + M)
= (T (u) + AT(v))
=T (u) +7(AT'(v))
=T (u) + A7y T(v))
= (Y1) (u) + A(YT)(v).

(
(

O

Denotamos por L(V,W) = {T : V — W; é uma transformacao linear}. Pela Propo-
si¢ao 2.3 fica claro que L(V, W) é um espago vetorial sobre K.

2.1 Nucleo e imagem de uma transformacao linear

Relembramos que o objetivo deste capitulo é darmos propriedades sobre as transfor-
magcoes lineares e definirmos o que sao isomorfismos lineares. Neste sentido, os conceitos
de nicleo e imagem de uma transformacao nos dao propriedades sobre a injetividade e
sobrejetividade das transformagoes.

Vamos lembrar os conceitos de fungoes injetiva e sobrejetiva.

Definicao 2.2. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Dizemos que uma funcao f : A — B
é injetiva ou injetora quando, para todo x,y € A, se f(x) = f(y) entao x = y. Dizemos
que f é sobrejetiva ou sobrejetora quando a imagem de f é igual ao seu contra-dominio.

Quando f ¢é injetiva e sobrejetiva, dizemos que f é simplesmente bijetiva ou bijetora.

Definigao 2.3. Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre R e T : V. — W uma
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transformacao linear. Definimos o ntucleo de 1" como o conjunto
N(T):={veV:T()=0}=T"0).

Proposicao 2.4. N(T') é um subespago de V. De fato,

(i) 0 € N(T), pois T(0) = 0;

(11) Sejam AN € R ev € N(T), entao T(Mv) = AT'(v) = X0 = \v € N(T);
(i7i) Sejam u,v € N(T') entio T(u+v) =T(u)+T(v) =0+0=u+v € N(T).
Portanto, N(T') é um subespago de V.

Exemplo 2.3. Seja a transformagao linear T : R® — R? definida por T(z,y,z) =
(r+y,z+y+zx+y—2). Entao

{(z,y,2) € R®: T(x,y,2) = (0,0,0)}

{(z,y,2) ER*: (v +y,z+y+2,0+y—2)=(0,0,0)}
{(:c,—x 0):z eR}

(1,-1,0)]

N(T)

Proposicao 2.5. Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao T € injetiva se, e
somente se, N(T') = {0}.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que T' ¢ injetiva e seja u € N(T'). Entdo T'(u) =0 =
T(0) e, como T' ¢é injetiva, u = 0. Portanto N(T") = {0}.

(<) Suponhamos que N(T') = {0}. Vamos mostrar que T ¢ injetiva. Sejam u,v € V', tais
que T'(u) = T'(v). Logo T(u—v) =0eassimu—v € N(T) = {0}. Dai, u—v=0=u=v

¢ portanto T' ¢ injctiva. O

Definicao 2.4. Sejam V' e W espagos vetoriais sobre ReT": V' — W uma transformagao

linear. Definimos a imagem de 7" por
Im(T) ={weW :w="T(v) para algum v € V} =T (V).

Proposicao 2.6. Se T': V. — W ¢é uma transformagao linear, entao a Im(T) C W é

um subespago de W.

Demonstragao. (i) De fato, 0 = T(0) € Im(T);
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(71) Sejam wy,wy € Im(T). Entao, existem vy, vy € V', tais que T'(v1) = wy e T'(vy) = wo.

Logo;
wy +wy =T (v1) +T(v2) = T (v1 + va).
Assim, wy + wy € Im(T);
(77i) Sejam A € R e w € Im(T). Entéo existe v € V tal que T'(v) = w, dai

2w = \T'(v) =T (\v).

Logo Aw € Im(T). Portanto, pela Definigao 1.1, Im(T') é um subespaco de V. O

Um dos resultados mais importantes deste capitulo é o Teorema do Nicleo e da Ima-
gem. Esse Teorema nos mostra que a dimensao do dominio de uma transformacao linear
¢ exatamente a soma da dimensao do nicleo com a dimensao da imagem. Assim, apenas
calculando o ntcleo de uma transformagao e conhecendo a dimensao do dominio, podemos

decidir se T' é sobrejetiva e/ou bijetora, como veremos no Exemplo 2.4.

Teorema 2.1. (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais sobre

ReT:V — W uma transformagao linear, com dimV = n. Entao
dimV = dimN(T) + dimIm(T).

Demonstragao. Seja B = {uy,...,u,} uma base do N(T). Como B é LI entdo pelo

Teorema do Completamento B pode ser completado até formar uma base para V. Seja
v =AUty oy Uy Ui 1y ey U )
¢ uma base para V. Vamos mostrar que
a={T (1), ..., T(uy)}

¢ uma base para Im(T). De fato, dado w € Im(T) existe u € V, tal que T'(u) = w. Como

u € V, entao existem escalares a; € R, 1 <1 < n, tais que

U= a1 + ... + QpUp + AQpyp1Upy1 + ... + AplUy.
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Agora, usando o fato que T'(u;) = 0, para 1 <i < r, pois u; € N(T'),obtemos:

w="T(u)=T(aruy + ... + U + Qri1Upy1 + ... + apuy)
=arT(uy) + ... + @, T(up) + a1 T(tpy1) + oo + an T (uy)
= CLT+1T(U7~+1) + ...+ anT(Un)

Dai, obtemos que w € [T'(uy41), ..., T (u,)] e, consequentemente,
Im(T) C [T (tpg1)y ey T ()]
Como [T'(tr11), .., T(uy,)] C Im(T), resulta que,
Im(T) = [T (upg1)s - T(ug)].
Vamos agora mostrar que
a=A{T(ury1), ..., T(uy)} é LI.
De fato, consideremos a combinagao linear

ar 1T (Upi1) + oo + @y T(uy) =0
= T(ap1Ups1) + ... + T(anuy,)

= T(ar1Ups1 + ... + apuy,) = 0.
Dai, a,1t,41 + ... + apu, € N(T). Logo, podemos escrever

Qi1 Ups1 + oo + AUy = a1ug + ... + apu, =0

= a1uy + ... + @y + (=g 1) g1 + oo + (—ap)u, = 0.
Agora, usando que v = {uy, ..., Up, Up i1, ..., Uy } € uma base para V', temos
1= ... =0 = Qpy1 = ... = a, = 0.

Logo, a = {T(ur11), ..., T(u,)} & LI e, consequentemente, uma base para I'm(T).

Portanto,

dimV =n=r+ (n—r)=dimN(T) + dimIm(T).
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Exemplo 2.4. A transformagao linear T : R?® — R? definida por T(x,y,2) = (z,x +
Yy, +y+ z) é bijetora.
De fato,

N(T) = {(z,y,2) € R®: T(x,y,2) = (0,0,0)} =
{(z,y,2) €ER*: (x,2+y,x+y+2)=(0,0,0)} =
= {(0,0,0)}.

Portanto, pela Proposigao 2.5, resulta que 7' é injetora. Usando o Teorema do Nicleo e

da Imagem, obtemos
dimR? = dimN(T) + dimIm(T) = 0 + dimIm(T) = dimIm(T)

Como I'm(T) é um subespago do R? e com mesma dimensao, pela Proposigao 1.6, resulta

que I'm(T) = R3, isto é, T é sobrejetora e, portanto, T é bijetora.

Corolario 2.1. SeT :V — W ¢é uma transformacgao linear e dimV = dimW , entao T

€ injetora se, e somente se, T é sobrejetora.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que T ¢ injetora. Logo, pela Proposi¢do 2.5 tem-se que
N(T') = {0}. Portanto, dim N(T') = 0 e, usando o fato que dimV = dimW  pelo Teorema

do Ntcleo ¢ da Imagem, obtemos
dimV = dimN(T) + dim Im(T) = dimW = 0+ dim Im(T) = dim Im(T).

Como Im(T) C W & um subespago de W e dimW = dimIm(T) obtemos, pela Proposigiao
1.6, item (i7), que Im(1T) = W, isto é, T' é sobrejetiva.

(=) Suponhamos que 1" ¢ sobrejetiva, isto ¢, Im(T) = W. Logo, dim Im(T) = dimW .
Agora, usando a hipotese que dimV = dimW, segue-se do Teorema do Nicleo e da

Imagem que

dimV = dimN(T) + dimIm(T) = dimW = dimN(T) + dimW = dim N(T) =0,

o que acarreta que N(71') = {0}, e pela Proposigao 2.5, obtemos que 7' é injetora. O

Definigao 2.5. Scja T': V. — W uma aplicacao lincar. Dizemos que T ¢ um isomor-

fismo linear ou simplesmente um isomorfismo, se 1" é bijetora.

Observagao. Quando 7' : V. — W é um isomorfismo, dizemos que os espacos V e W
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sao isomorfos, isto é denotado por: V =~ W. Dois espagos de dimensao finita isomorfos
preservam dimensao, isto é, dimV = dimW .

Exemplo 2.5. Scja T : R? — C dada por

T:R>—C
(a,b) — T'(a,b) = a+ bi

T é um isomorfismo.

De fato,
(1) T ¢ injetiva, pois

T(a,b) =04+0i=a+bi=0+0i=a=b=0

(71) T é sobrejetiva. Seja
Im(T) = {T(a,b); (a,b) € R?}

Como a + bi = a.1 + b.i, Im(T) = [1,i]. E {1,i} é uma base para C. Portanto
Im(T) =C.

Logo T : R? — C ¢ um isomorfismo.

O isomorfismo do Exemplo 2.5 induz uma identificacao do espago vetorial dos nimeros
complexos, sobre o corpo dos niimeros reais, com o plano cartesiano R?. Através desta
identificacao ¢ que vemos que as propriedades dos niimeros complexos sao as mesmas dos

pontos do plano R2.

2.2 Matrizes e Transformacoes Lineares

Uma das ferramentas mais poderosas para se trabalhar com transformagoes lineares sao
as matrizes. Como vimos na Secao 1.5, os vetores podem ser localizados no espaco vetorial
tomando uma base fixada. Assim, podemos pensar na ligacao entre as coordenadas de um
vetor no dominio e as coordenadas de sua imagem por uma transformagao linear. Essa
ligacao é estabelecida pela matriz da transformacao.

Seja T : V. — W uma transformagao linear e § = {vy,...,v,} e A = {wy, ..., w, } bases

ordenadas de V' e W, respectivamente. Entao,

T(vj) = arjwy + agjws + ... + QpjWp,
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para cada j com 1 < 57 < n. A matriz de T relativa as bases ordenadas 3 e A é a matriz

m x n com entradas em R, denotada por [T’ ]f, dada por

ai; aiz - Aip

[T]ﬁ . Az1 Az -+ Q2p
\ =

Am1 Am2 - Amn

Exemplo 2.6. Scja 8 = {1,z, 2%} uma base de P»(R) ¢ D a transformacdo linear, definida

por:

DPQ(R) —>P2(R>
p Dy =p

em que p denota a derivada do polindmio p. Encontraremos a matriz [D]g Sejam

pi(z) =1, po(x) = 2, p3(x) = 22. Temos

D(

—_

)
) =41 1.1+ 0.2+ 0.2?
D(2?) = (z*) = 20 = 0.1 + 22 + 0.2°

"=0=0.140.2+0.22
:1:

>
S

Logo,

[D]; =

o O O
o O =
o NN O

E importante notarmos que essa representacao matricial para as transformacoes line-
ares sempre existe e é tnica, quando fixadas as bases do dominio e do contra-dominio.

Isso é o que mostra o Teorema da Representacao Matricial.

Teorema 2.2. (Teorema da Representagao Matricial) Sejam V' e W dois espagos vetoriais
sobre R e 3 e~ bases ordenadas de Ve W, respectivamente, com §5 = n e iy = m. Entao,

a aplicagao

¥ L(V,W) = Myun(R)
T —¢(T) = [T)2

Y

é um isomorfismo linear. Em particular, dim L(V,W) = dimV.dimW .
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Demonstrag¢ao. Sejam = {vy,...,v,} e v = {wy,...,wy,} as bases ordenadas de V e W,
respectivamente. Vamos mostrar que ¢ é linear. Sejam A, B € L(V, W), e escrevamos as

combinagoes lineares

A(Uj) = aljwl + a2j + ...+ amjwm,

B(Uj) = bljwl + bgj + ...+ bmjwm.

Como sabemos, as representagoes matriciais sao [A]% = [a;] e [B]Y = [b;]. Dado um

escalar A € R, temos que:
(A+ AB)(vj) = A(v;) + AB(v;) = (a1, + Abij)wy + (agj + Aboj)ws + ... + (@mj + Ao ) Wi
Logo, vale a identidade matricial:

[A+AB)] = [ay; + by = [ay] + [\by] = [A]] + N[B]]

isto é, W(A 4+ AB) = ¢¥(A) + MY(B), mostrando a linearidade de .
Seja A € N(v), isto significa que todas as entradas da representacao matricial [A]f = [a;]

sao nulas, a;; = 0. Isto implica que,
A(Uj) = a1;W + az; + ...+ G Wy, = 0,] = 1, ey M

Logo, pela Proposigao 2.1, A é a transformacao identicamente nula. Portanto N(7') = {0}
e pela Proposicao 2.5, segue-se que v ¢ injetiva. Provemos agora a sobrejetividade de
1. Dada uma matriz N = [a;;] € M,,x,(R), considere a tnica transformagao linear
A:V — W, tal que

A(Uj) = a1;W1 + A2 + ...+ Qi j Wi, «

Essa construcao nos garante que ¢(A) = [a;;] = N.

Como isomorfismos lineares preservam as dimensoes, temos que
dimL(V,W) = dimM,,,»,,(R)

e a dimensao do espago das matrizes m x n é igual ao produto dimV - dimW , concluimos

a demonstracao do teorema. O
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2.3 Operadores Diagonalizaveis

Partindo da matriz de transformacao [T]s podemos obter informagoes sobre o ope-
rador, para isso é interessante que tenhamos uma matriz o mais simples possivel. Ou
seja, ¢ mais interessante que tenhamos uma base 5 de V' tal que a matriz [T]s seja diago-
nal. Caso a encontremos, seria bem mais facil fazer contas como por exemplo, calcular o
ntcleo e a imagem de 7. E por esse motivo que o objetivo tracado para esta secao é pro-
curar condicoes sobre V' para que exista uma matriz diagonal que represente o operador
T e L(V,V).

Para isso definimos os conceitos de autovalores e autovetores de um operador linear.

Definicao 2.6. Seja 17" : V. — V um operador linear. Entao um autovalor de 7" é um

elemento A\ € K tal que existe um vetor ndo nulo v € V com T'(v) = Av.

Se A é um autovalor de T, entdo todo vetor nao nulo v € V tal que T(v) = \v é
chamado autovetor de 1" associado a A\. Denotamos por Aut(y) o subespaco de V' gerado

por todos os autovetores associados a A.

Definigao 2.7. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre K e T' € L(V, V).
Dizemos que T ¢ diagonalizével quando existir uma base [ tal que [T]s é uma matriz

diagonal.

Observamos que se T' é diagonalizavel entao existe uma base de V' formada por auto-
vetores de 7.

Seja T : V — V um operador linear onde V'é um espaco vetorial sobre K de dimensao
finita. Iremos discutir agora um método para descobrirmos todos os seus autovalores, caso
existam. Se A € K for um autovalor de T', entao existe v # 0 tal que T'(v) = Av, o que é
equivalente a dizer que (Ald —T')(v) = 0, onde Id : V — V ¢é a transformacao identidade

em V. Segue entao que
A € o autovalor de T < N(Ad—T) # {0}.

Seja agora « uma base qualquer de V' e consideremos a matriz [Ald — T, do operador
(Md—T) € L(V,V) nesta base. Entao

N(Ad—T) # {0} & [\d — T], nao é invertivel < det([\Id — T],) = 0.

A relagao acima nos mostra o procedimento de como encontrar os autovalores de um
operador. Seja o uma base de V', é possivel notar que [x Id — T, é uma matriz onde, na
diagonal principal, aparecem polindmios monicos de grau um (o coeficiente do termo de

maior grau é um) com coeficientes em K e elementos de K nas outras posi¢oes. Portanto
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det([x Id —T),) é um polindomio ménico de grau n sobre K. A equivaléncia acima pode

ser reescrita como
A é um autovalor de T < X é uma raiz de det([xId —T),)

Neste caso, vamos deixar claro que o polinomio independe de qualquer base que seja
tomada. Sendo assim sejam « e o’ duas bases de V. Pela definigao de Matriz de mudanga
de base sabemos que existe uma matriz invertivel P tal que [T], = P~[T]., P, ou seja, que
as matrizes [T, e [T'], sdo semelhantes. Dai, se indicarmos por Id,, a matriz identidade
de M, (K), temos que

det ([x Id —T),) = det (x Id, — [T]a)
=det (x P~" Id,P — P~'[T],P)
=det (P (x Id, — [T)o)P)
=det (P71 -det (z Id, — [T)y) - det (P)
=det (z Id, — [T]|w)
=det ([x Id—T|w)

Assim, det ([x Id —T],) ¢ um invariante de T', ndo dependendo da base « escolhida.

Definigao 2.8. Sejam V' um espago vetorial sobre K de dimensao finita, T € L(V,V)
um operador linear e a uma base de V. Chamamos o polinémio det ([x Id — T],) de

polinémio caracteristico de T e o denotamos por pp(zx).

Ademais, segue da definicao que os autovalores de T, caso existam, serao raizes de seu

polinémio caracteristicos.

Exemplo 2.7. Sejam 1" : V — V um operador linear e A € R um autovalor de 7T'.
(1) Primeiro, notemos que 0 € V), pois T/(0) = 0 = \0.
(7i) Sejam av € R e v € V. Entao, T'(av) = oT'(v) = a(Alv) = M av). Logo, av € V).

(’LZZ) Sejam V1,V2 € V,\. EIltéO, T(’Ul + ’Ug) = T(’Ul) + T(UQ) = )\’Ul + )\'UQ = )\(Ul + ’Ug).
Dai, obtemos v1 + vy € V).

Portanto, V), ¢ um subespago de V.
Exemplo 2.8. Consideremos o operador linear

T R? — R2
(z,y) = T'(x,y) = (4o + 5y, 2z +y).
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Encontre:

(i) Os autovalores do operador lincar T

(7i) Os autovalores do operador linear T
(4it) Uma base 8 = {v;,v2} do R? formada por autovetores de T
(iv) A matriz [T)g.

(i) Calculando a matriz T, na base canonica v = {(1,0); (0,1)}, obtemos

45
2 1|

Agora calculando o polindmio caracteristico, temos

[T]w =

pr(\) = det(A Td — [T],) = [ A4 5 ] ,

-2 -1

obtemos pr(\) = A2—5\—6, cujas raizes sao A\; = 6 e \y = —1. Logo, os autovalores

do operador linear T'sao \; =6 e Ay = —1.

(17) Calculo dos autovetores 1" associado aos respectivos autovalores.

(% )0)-0)

o que implica v = (z, 2z), * € R com x # 0, sdo os autovetores de T associados ao

(=) 0)-(0)

o que implica v = (z,—z), © € R e x # 0 sao os autovetores de T associados ao

e Para \; = 6, obtemos

autovalor A\; = 6

e Para \y = —1, obtemos

autovalor Ay = —1.

(i1i) Considerando # = 5 em v = (z,2z) e x = 1 em v = (z,—x), obtemos a base

B =1(52),(1,—1)} do R?, formada de autovetores de T
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(iv) Agora, consideremos a base 3 = {(5,2), (1, —1)} do R?, formada por autovetores de

T. Neste caso,

T(5,2) = (30,12) = 6.(5,2) + 0.(1, —1)
T(1,-1) = (=1,1) = 0.(5,2) + (=1).(1, —1)

Logo,




Capitulo 3
Produto Interno

Na geometria, os conceitos de norma e angulos sao conhecidos como propriedades
métricas. A &lgebra linear generaliza esses conceitos através do produto interno entre
vetores de um espago vetorial. Neste capitulo apresentamos um estudo das propriedades
geométricas que sao atribuidas a um espaco vetorial por meio de algum produto interno

definido sobre ele.

Definicao 3.1. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K. Um

produto interno sobre V' é uma aplicagao

(,): VxV =K
(u,v) — (u,v)
que satisfaz as seguintes condigoes:
(1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w),Vu,v,w € V;

(17) (Au,v) = Mu,v) VA € K e Vu,v € V;

(1ii) (u,v) = (v,u), Yu,v € V;

(v) (v,v) >0,Vv eV, e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Quando consideramos espagos vetoriais sobre C, os itens (i) e (#i7) tomam a forma

(i1) (Au,v) = Mu,v) VA € C e Yu,v € V;

(731) (u,v) = (v,u), Yu,v € V.

A justificativa para essa mudanca esta na seguinte observacao: Sejam u,v € Vei e C

o nimero imaginario. Temos

(iu, v) = i{u,v) = —(u,v) <0.

48
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Assim, a solugao para esse problema é o conjugado.
Observagoes. Decorrem imediatamente da defini¢ao de produto interno as seguintes pro-

priedades:

(i) (u, o) = (\o,u), Vu,v € V. De fato,
(u, M) = Ow, 1) = M, v).
(it) {u,v+w) = (u,v) + (u,w),Vu,v,w € V. De fato,
(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w);
(idi) (v,0) = (0,v) = 0 Vv € V. De fato,

(v,0) = (v,0v) = 0{v,v) = 0= (0,v) = 0.

Para cada produto interno em um espago vetorial temos uma norma induzida. O
conceito de norma de um vetor é o que generaliza o conceito de modulo de um vetor da

Geometria Analitica.

Definigao 3.2. Seja V' um espaco vetorial sobre K munido de um produto interno (-, -)

sobre V. Para cada v € V, definimos a norma de v por

o= v/ (v, v)

Observagao. Um espago vetorial real V', munido de um produto interno, é chamado

espago euclidiano.
Proposicao 3.1. Seja V' um espacgo vetorial euclidiano. Entao,
(0) |v]=0,YveVe|v|=0cv=0;
(i) || A=A v |,V e K eVv e V;
Wﬂ(mw:iﬂu+vW—iHu—vWvaeV

Demonstracao. (ii) De fato,

12w ll= v/Ow, o) = VX (0, 0) = VA2V {o,0) = A ][ v ||

(7ii) De fato,

1 , 1 1
Z“ u+tv | = Z(u +v,u+v) = Z[(mu) + 2(u, v) + (v, v)] (3.1)
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Analogamente,

1 , 1 1
2w = v I = = v, =) = 7, 0) = 2(u,v) + (v,0)]

1 2 1
= _Z” u—v || = —Z[<u,u> —2(u,v) + (v,v)]. (3.2)

Somando as equagoes (3.1)e (3.2), temos que

1 1
(o) = Zllu+o P = gl u=v | Va0 e V.

O

Outras propriedades métricas importantes e consequentes das defini¢oes de norma, sao
a Lei do Paralelogramo e a Desigualdade Triangular. Essas propriedades generalizam os

resultados de mesmo nome da geometria classica.

Proposigao 3.2. (Lei do paralelogramo) Seja V' um espago vetorial munido de um produto

interno (.,.). Entao,
luto P +lu—vl®=2(ul’+] o) YuveV.

Demonstracao. Note que

2

2
luto P+ llu—vl* = (V{utvutv) +(V{u—v,u—v))

=(u+v,u+v)+ (u—v,u—wv)
= ((u,u+v) + (v,u+v)) + ((v,u —v) — (v,u —v))

() + () + (0,0) + (0,0)) + () — (u,0) — [(0,0) — (v,0)])
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) + (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v, v)

= 2(u, u) + 2(v, )

O

Proposicao 3.3. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V- um espago vetorial euclidi-
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ano. Entao
| (w, o) [<[[u il v, Vu,0 eV
Demonstracao. Tomemos u = 0 ou v = 0, entao
[ O,v) |=0e [0l vfl=0=](uv) [<[[ullv]

Suponhamos que u # 0 e v # 0. Logo, logo para todo A € R vale que || u+ Av [|* > 0

e, portanto,

0<||u+vl|?=(u+Iv,u+ )
= (u,u) + Mu,v) + Mo, u) + A (v, v)
= 22| v |? 4 2w, )N+ || u ||>, VA e R.

Considerando o trinomio f(A) = A2|| v ||+ 2(u, v)A+|| u ||*, temos que f(X) > 0, VA € R.

Mas, como || v ||# 0, isto ocorre, se e somente se, A < 0. Logo, devemos ter

(2(w,0)? =4 v [Pl wl* <0 & (uv)* < v Pl

Agora, considerando a raiz quadrada positiva de ((u, v))% < || v ||*|| u ||, obtemos
| (w,0) [<[[w o Vu,v e V.
Corolario 3.1. (Desigualdade triangular) Seja V' um espago vetorial euclidiano. Entao,
lu+v|<[|u]|+]vl,Yu,veV.
Demonstrag¢ao. Notemos que

2(u, v) <] 2{u, v) [=] 2 [| (u,v) |= 2] (u,v) |
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Desta observacgao e usando a proposi¢ao acima, obtemos

Tt ol =(utvutv)=lul’+2uwo) + v "<l +2 ] (wo) |+ o]
2 2
<Hwl®+20wilf vl +l vl
2
= (Fwll+ 1ol Yu,0eV

=utvl<wllvl],Vu,veV.

0

Transformagoes de interesse neste trabalho sao as que preservam produto interno, ou

seja, que satisfazem a condigao abaixo.

Definicao 3.3. Dizemos que uma transformacao linear 7' : V' — W preserva o produto

interno se
(T(u), T(v))y = (u,v),,Yu,v € V.

Exemplo 3.1. Seja V' um espaco vetorial sobre C com produto internoe T : V — V
um operador linear tal que (T'(v),v) = 0,Vu,v € V. Entao T' = 0. De fato, para todo

A € C e quaisquer u,v € V, temos que

0= (T(Mu+v), \u+v) = MT(uw),v) + MT(v),u).

Escolhendo A =1 e A = —i temos que
(T'(u),v) + (T'(v), u) = (3.3)
(T(u),v) = (T'(v),u) = (3.4)

Somando as equagoes 3.3 e 3.4, temos que

(T'(u),v) =0,Vu,v € V.

3.1 Complemento ortogonal

Dois vetores de um espacgo vetorial com produto interno sao ortogonais quando o
produto interno entre eles é igual a 0. Assim, podemos construir um conjunto de todos os
elementos do espago que sao ortogonais a um vetor. Da mesma forma, também podemos

construir o conjunto dos vetores ortogonais a um determinado subespaco vetorial. Esses
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conjuntos sao subespacos e nos dao uma decomposicao para o espaco vetorial, como

veremos no decorrer dessa sec¢ao.

Definicao 3.4. Seja V' um espago vetorial sobre K e U um subespago de V. Definimos

o complemento ortogonal de U por
Ut ={veV;{uv)=0YuecU}

Proposicao 3.4. Seja V um espaco euclidiano e U um subespaco de V. Entao Ut € um

subespaco de V.
Demonstragdao. (i) Note que 0 € U+, pois (0, u) = 0,Vu € U;

(it) Sejam A € K e v € U*. Entéo,
(M, u) = XMv,u) = X.0=0,Vu € U.

Logo, \v € U+;
(4ii) Sejam v,w € U+. Entdo,
(v+w,u) = (v,u) + (w,u) =04+0=0,Vu € U.
Logo, v +w € U*. Portanto U+ é um subespaco de V.

0

Observamos que se V' é um espaco vetorial sobre K com produto interno e temos
dimV = n, entdao dados U um subespaco de V' e v = {uy,us,...,u,} uma base de U,
u € Ut se, e somente se, (u,u;) =0, Vi=1,2,...,7.

De fato, como u € U™, entdo (u,z) = 0,Vz € U. Em particular para z = u;,i =
1,2,...,r. Reciprocamente, suponhamos que (u,u;) = 0,Vi = 1,2, ...,r. Entao, se z € U,

existem ay, as,--- ,a, € K tais que
Z = iUy + ... + aQpUy.
Pela linearidade do produto interno,
(u,z) = (u,ayuqy + ... + a;u,) = ag{u,ug) + ... + a.(u,u,) = 0.

Portanto, u € U+,

Exemplo 3.2. Sejam V = R3 e U = {(z,y,2) € R : x +y + 2z = 0}. Mostre que
Ut =1(1,1,1)].
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Observamos que
v=(x,y,2) eU & (xv,y,2) = (—y — 2,y,2) = y(—1,1,0) + 2(—1,0,1).
Assim,

(%%QEUL@{<@WJ%FLLWF4)@{—ﬁ+y=0

<(£E,y, Z)? (_1707 1)> =0

Logo x = y = z e portanto
Ut =1(1,1,1)].

Definigao 3.5. Seja V' um espago euclidiano de dimenséao finita sobre um corpo K.

(1) Dizemos que o conjunto
A={v,vq,...,0.} CV
é ortogonal se (v;,v;) = 0, para i # j.
(7) Dizemos que A é ortonormal se

0, se i#j,

1, se ©1=17j.

Exemplo 3.3. O conjunto A = {(2,0,0), (0,1,0), (0,0, —5)} C R? ¢ ortogonal em relagao
ao produto interno canonico.
De fato, denotando por v; = (2,0,0),v2 = (0,1,0),v3 = (0,0, —5), obtemos (v;,v;) = 0,

se i # j. Portanto A é um conjunto ortogonal.

Proposicao 3.5. Seja V um espago euclidiano e A = {vy, ...,v,} CV ortonormal. Entao,
Aé¢Ll

Demonstra¢ao. Suponhamos que

a1V + ... + apv, = 0.



Entao,

0=(0,v;) = (@11 + ... +av; + ... + apUy, v;)
= a1 (v, v;) + ... + a; (Vi V) + oo+ ap vy, v;)

=aqa;, Vi=1,...,n.

Portanto, A = {vy,...,v,} é LI

Proposicao 3.6. Seja V' um espago euclidiano de dimensao finita sobre R e B = {vy, ...

um subconjunto ortonormal de V. Entao, para todo v € V', o vetor
u=v— (v,v1)v1 — (v, V2)vg — ... — (V, V),

é ortogonal a [B] = [vy, ..., v,].

Demonstrac¢ao. Seja w € [B] = [vy, ..., v,]. Entdo, existem ay,...,a, € R tais que
w = a1V + asvy + ... + a,v,.
Temos entao que

(u,w) = (v — (v,v1)v; — (V,V2)vy — ... — (V, V)V, A1V1 + ... + QL 0)

ai

~

= (v, @101 + ... + a,vp) — (v, 01) (U1, Q101 + ... + QU;) —

a Qr
A
— (v, "U2>,<U2,CL1’U1 + .+ apv) —. — (v,vrﬂvr,awl + ...+ av,)

= a1 (v, v1) + ag{v,ve) + ... + a, (v, v.)]—
— a1 {v,v1) + az(v,ve) + ... + a,(v,v,)] = 0

Portanto, u é ortogonal a [B] = [vy, ...u,).
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0

Exemplo 3.4. Seja 5 = {vy,...,v,} uma base ortogonal de espago euclidiano V. Entao,

para qualquer v € V/,

- <”’Ul>2u1+ <U’UQ>2v2+...+ <U’v">2vn.
ol vz |l Fon |

De fato, suponhamos que v = aqv; + ... + a,v,. Entao, pelas propriedades de produto



56

interno e o fato de g ser ortogonal, obtemos:

(v,v1) = (@1v1 + ... + ApVy, V1)
= a1 (v1, v1) + 2(v2, V1) + ... + @y (U, V1)
= (v,01) = @] v |?

o <U7U1>
- 2
| o1 |

ay

De modo analogo, mostra-se que

i [

Vi=1,..,n.

i =

Teorema 3.1. (Decomposi¢ao Ortogonal) Seja V' um espago euclidiano de dimensao finita
e U um subespaco de V. EntioV =U@®U* . Além disso, a norma do vetor v € V é dado

pela formula de Pitdgoras.
lvl>=ul®+]|wl|? ondev=u+w, uelUeweU*

Demonstragao. Como U e U+ sdo subespacos de V, entao U + U+ ¢ um subespaco de V.
Seja v = {v1, ..., v, } uma base de U. Entao pela proposigao 3.6, para qualquer v € V, o

vetor

=uelU
7\

7 Y

z=v— (v,v1)v; — (V,V2)Vy — ... — (V, V)V,
é ortogonal a todo vetor de U. Assim z € U+ e dai
v=ut+zecU+UL

Portanto, V C U+U" e consequentemente, V = U+U~+. Consideremos agorav € UNU=.
Entdo, v € U e v € Ut. De v € U, temos que (v,u) = 0,Vu € U. Em particular, para
u = v, (v,v) = 0, acarretando que v = 0. Portanto, U N U+ = 0 e consequentemente,
V=UasU"

Agora mostraremos a férmula de Pitagoras. Dado v € V| entao v = v+ w,u € U e

w € UL, Assim, (u,w) = 0 e portanto,

Fo 1= (v, v) = (u+w,u+w) =] w |* +2(u, w)+ [ w |* .
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Corolario 3.2. Seja V um espaco vetorial euclidiano de dimensdo finita e W um sub-

espaco de V. Entao,
dimV = dimW + dimW=.

Demonstragdo. Pela Proposigao 1.7 e do fato de V.= W + W+ e que W N W+ = {0},

obtemos

dimV = dimW + dimW+ — dim(W N W) = dimW + dimW+.

Exemplo 3.5. Seja V' um espago vetorial e W um subespaco de V. Mostre que
W = (WJ_>J_

De fato, (W)t C W néo apresenta dificuldade, neste caso, mostremos a inclusao oposta.

Pelo Corolario 3.2, temos
dim(WH)t =dim V — dim W+ =dim V — (dim V — dim W) = dim W.

Como (W)t c W e dim (W)L = dim W, pela Proposigao 1.6, item (ii), que (W+)+ =
w.



Capitulo 4

Operadores Adjuntos

4.1 O Teorema da representacao de Riesz

Nesta se¢ao provaremos o teorema da representacao de Riesz para um espacgo vetorial
de dimensao finita, o qual afirma que todo funcional linear em um espago com produto
interno pode ser escrito como um produto interno e utilizaremos este teorema para cons-
trugao de operador adjunto.

Dado um vetor v € V, a cle associamos um funcional lincar em V', como segue:

Oy V— C

u = ¢y(u) = (u,v).
De fato, ¢, é um funcional linear, pois, para todos ui,us € V e todo a € C, temos
Oo(ur + aug) = (ug + aug, v) = (ug,v) + aug, v) = ¢y (u1) + ad,(us).

Observagao. A reciproca deste fato é também verdadeira, como mostra o seguinte re-

sultado.

Teorema 4.1. (Teorema da Representagio de Riesz) Seja V' um espago vetorial de di-
mensao finita, munido de um produto interno e ¢ : V — C um funcional linear. Entao,

existe um unico vetor v € V tal que ¢ = ¢, isto €,
o(u) = ¢pp(u) = (u,v),Yu,v € V.

Demonstracao. Seja ¢ € L(V,C) e fixe uma base ortonormal 8 = {vy,...,v,} de V. Note
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que pelo Exemplo 3.4 podemos escrever

u = (u,v1)vy + (U, v2)vg + ... + (U, V)V,
= ¢(u) = o((u, v1)vy + (u, v2)ve + ... + (u, v,)vy,)
= <u7 U1>¢(U1> Tt <uvvn>¢(7}n>‘

Tomando ¢(vy)vy + ... + ¢(v,)v,. Temos que

(u,v) = (u, p(v1)vy + ... + d(vy)vy)
= (u,v1)d(v1) + ... + {u,v,)0(vy)
= <U’7 U1>¢(U1) + ..+ <u’vn>¢(vn)'

Portanto,

¢(u) = <’U,,U> = ¢U(u)7vu eV
= 0=y

Agora, supomos que existem v, w € V, tais que
(b = va - (bw
Assim,

¢(u) = du(u) = du(u)
= (u,v) = (u,w)

= (u,v —w) =0
=v—w=0

= vV =w.

O

Teorema 4.2. Seja V' um espaco vetorial sobre K com produto interno e de dimensao

finita. Se T € L(V,V), entdo existe um tnico operador T* € L(V, V), tal que

(T'(u),v) = (u, T"(v)), Yu,v € V.
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Demonstragao. (Existéncia) Sejam v € V' e

f: V=K
u = fu) = (T(u),v)

AFIRMACAO: f ¢ um funcional linear. De fato,

flu+ A w) = (T(u+ \w),v)

(

= (T'(u) + X['(w), v)

= (T(u),v) + (\T'(w),v)

= (T (u),v) + MT(w),v)

= f(u) + f(w)
e daf f ¢ funcional linear. Pelo Teorema da Representagao de Riesz existe um tinico vetor
w €V tal que

f(U) = ¢112(U) = (U,'w>, Yu e V.

Ou seja,

(T'(u),v) = (u,w), Yu € V.
Como w é determinado de forma tnica, entao definimos
T (v) =w
Por construcao,
(T(u),v) = (u, T*(v)), Yu,v € V.

AFIRMACAO: T* € L(V,V).

Queremos mostrar que

T*(u+ Av) =T (u) + AT (v)
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Observamos que, dados vy, v5 € V e A € K, temos:

(u, T*(v1 + Avg)) = (T'(u), vy + Avg)

= (T'(u),v1) + (T (u), Ava)
= (T'(u), v1) + MT'(u), v2)
= {u, T"(01)) + Au, T"(v2))
= (u, T"(vy) + NT™(v2))

Logo,
T* (v + Avg) = T*(v1) + AT (vq).

Portanto T é linear.
UNICIDADE: Suponha 77 e T5 adjuntos de 7. Entao,

(T'(u),v) = (u, T} (v)),Yu,v € V
(T'(u),v) = (u, T5(v)),Yu,v € V

Assim,

(u, Ty (v)) = (u, Ty (v)); Yu,v € V
=17 (v) =Ty (v);Yv e V
=17 =T,

O

Definigao 4.1. Seja T" € L(V,V), onde V é um espago vetorial sobre K com produto
interno. Dizemos que 7" possui um adjunto se existir um operador linear 7* € L(V, V) tal
que (T'(u),v) = (u,T*(v)), para todos u,v € V. Diremos, neste caso, que T* é o adjunto
de T

Observagao. Sejam V' um espago vetorial sobre K de dimensao finita com base ortonor-
mal B = {vy,vq,...,0,} e T € L(V, V) entao para T*:

n

T*(v) = Y [T (0,). ooy, Yo € V

j=1

Observagao. O Teorema 4.2 garante que se V' ¢ de dimensao finita, entdao todo operador
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T € L(V,V) possui um adjunto. Isto, porém, ndo é verdade de modo geral quando
dimgV = oo. Neste caso, é possivel mostrar que todo operador linear continuo, entre os
chamados espacos de Hillbert, admite adjuntos. Tais conceitos, bem como a demonstracao
da afirmacao feita, podem ser encontrados em textos bésicos de Analise Funcional, como

exemplo o |7].

Exemplo 4.1. Considere no V' = M, (C) um espago vetorial sobre C e o produto interno
dado por (A, B) = tr(Et,A>, para todo A, B € V. Dada uma matriz M € M, ((C),
defina o operador linear Ty, : V' — V dada por Ty;(A) = MA. Queremos descrever a

transformacao (Th)* que sabemos que existe pelo Teorema 4.2.
De fato, definindo o operador

Ty V=V
A— MA,

observamos que

t

(Tar(A), B) = (MA, B) = tr(B' (MA)) = tr((B'M)A)

Como (T (A), B) = <A,MtB>, para todo A € V, teremos pela unicidade do adjunto que
(Tw)*(B) = M'B.

Proposicao 4.1. Seja V' um espaco vetorial sobre K com produto interno. Sejam T, S €
L(V,V) operadores lineares que admitem adjuntos T* e S*, respectivamente e X € K.

Entao
(i) T+ S admite adjunto e (T + S)" =T* + S*.
(ii) XTI admite adjunto e (NT)* = NT*.

(iit) T o S admite adjunto e (T o S)" = S* o T*.

(iv) T* admite adjunto e (T*)* =T.



Demonstrag¢ao. (i) Se u,v € V, temos que

(T + 5)(u), v)

T (v) + 57(v))
(T'+5)"(v))

((T'(u) + S(u),v)

= (T(u),v) + (S(u),v)
= ((w, T"(v)) + (u, 5*(v))
= (u

= (u,
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Como a igualdade dada acima vale para todos os vetores u,v € V, entao T + S

admite adjunto e (T'+ S)* = T* + S*.

(71) Para u,v € V, teremos que

e, portanto, AT" admite adjunto e (\T)* = \T*.

(7ii) Para u,v € V, temos que

Logo, T o S possui adjunto e (70 S)* = S* o T™.

(iv) Para u,v € V temos que

e, portanto, T* possui adjunto e (7*)* = T.

O

Ademais, uma consequéncia da proposi¢ao acima é que o conjunto dos operadores
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que admitem adjuntos é um subespago de L(V, V'), além disso, o operador nulo admite

adjunto, sendo que é o proprio operador.

Observacgao. Quando o espaco vetorial V' tiver dimensao finita, vimos que qualquer
operador T' € L(V, V) admite T*. Para a descri¢ao deste adjunto, é muitas vezes conveni-
ente utilizar as matrizes de T e T™ com relacao a uma base ortonormal fixada e ver como

elas estao relacionadas. E o que faremos a seguir.

Proposicao 4.2. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e de dimensao
finita. Sejam = {vq, ..., v, } uma base ortonormal de Ve T € L(V, V). Se [T]g = (aij)ijs
entdo a;; = (L(vj),v;), Vi,j=1,...,n.

Demonstracao. Pela defini¢ao de [Tz que
T(v;) = Zazﬂ% para cada j =1,...n (4.1)
i=1

Porém [ é ortonormal, entao podemos escrever Vv € V.

n
v= Z<U7 Ui>vi
=1

Em particular, temos

n
T(vj) = Z(T(vj),vi>vi para cada j =1,....n. (4.2)
i=1
Comparando-se as equagoes (4.1) e (4.2) que nos ddo ambas as coordenadas de T'(v;) em

termos da base /3, concluimos entao que
a;; = (L'(v)),v;), para todoi,j=1,..,n.

O

Teorema 4.3. Seja V' um K-espaco vetorial com produto interno de dimensao finita, e
seja T € L(V,V). Em rela¢ao a qualquer base ortonormal de V', a matriz de T* € igual &

transposta conjugada da matriz T.

Demonstracao. Seja f = {vy, ..., v, } uma base ortonormal do espago V' e considere [T']5 =
(aij)i; € [T*]p = (¢ij)i; as matrizes dos operadores T' e T, respectivamente, com relagao
a base . Dai, utilizando a observagao 4.1 temos que a;; = (T'(v;), v;) € ¢;j = (T*(v;), v;)

para todos 7,5 = 1,...,n. Usando-se a definicao de T™ e as propriedades do produto
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interno temos

Portanto m; = [T7]5. O

Exemplo 4.2. Considere C* o produto interno usual e seja T' : C* — C? dada por

T(z,y,z) = (x + 2y,iz,y —iz). Se B for uma base canoénica de C3, teremos entao

1 0
[T]B =10 0 =
0 —i
Como f é ortonormal, temos que
0 0
Ty =TTT; |2 0 1
—1 1

e portanto, T*(x,y, z) = (z,2x + 2z, —iy + iz). Note que v = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} &

uma base (ndo ortonormal) de C3. Dai,

T, =|i-3 i-2
1-2i 1-2 -2

-3 -1 -1

Logo,[T"], # mz

Exemplo 4.3. Seja T € L(C?, C?) o operador dado por T(1,0) = (1 +14,2) e T(0,1) =
(i,4). Considerando em C? o produto interno canénico, determine T*. De fato, fixe

B =1{(1,0),(0,1)} uma base ortonormal de C?> um espago vetorial sobre C, entao

) - (1; )
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Pelo Teorema 4.3 temos que
. —t 1—4¢ 2
(7] =TT, = ( - _Z.>

T*(1,0) = (1 — i, —i) e T*(0,1) = (2, =)

Assim,

Logo,

(z1,29) = 21(1,0) + 22(0,1) = T" (21, 22) = 2177 (1,0) + 2577(0, 1)
=21(1 — i, —1) + 22(2, —19)
= ((]. — 7:)21, —izl) + (222, —7:22)

= T"(21,22) = (1 — )21 + 229, —iz1 — 129))

Exemplo 4.4. Considere C? com produto interno usual. Seja T € L(C? C?) tal que a

matriz em relacao a base ordenada canonica é definida por

ajx = * onde i é o niimero imaginario)

Determine uma base N(T*). De fato, como T € L(C? C?), entdo T € Myyo(C). Assim

por definicdo, e tomando B como a base canonica de C? espaco vetorial sobre C . Temos

) = (:1 ‘f)
[T*]p = WZ = (;1 i)

T*(1,0) = (=1,4) e T*(0,1) = (i, 1)

Pelo Teorema 4.3 temos,

Dai,

Portanto,

T*(Zl, ZQ) = ZlT*(l, O) + ZQT*(O, ]_)
=21(—1,1) + 22(3, 1)
= (—21,121) + (i22, 22)

= (—21 + 129,20 +i21)



67
Assim, buscando N(7™), temos

—Zz —|—i22:0. —1 +29 + 12 =0
(—Zl + 129, 290 + 221) = (0,0) = ! ( ) = ! = 29 = —12)
zo+121 =0 Zo+1iz1 =0

Logo,

N(T*) = {(21,—iz1); 21 € C} = [(1, —i)] = dimN(T*) = 1.

4.2 Autoadjuntos

Definigao 4.2. Scja T" € L(V,V), onde V ¢é um espago vetorial sobre K com produto
interno. Dizemos que 7' é autoadjunto se T" admite adjunto 7™ e T* = T". No caso em que
K = C, usamos também o termo hermitiano e no caso em que K = R, usamos o termo

simétrico.

Proposicao 4.3. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K com produto interno e

de dimensao finita e T € L(V, V). As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(1) T € autoadjunto;
(17) m; = [T'|s para todo base ortonormal 5 de V' ;

(1i1) Existe uma base ortonormal 5 de V' tal que m; = [T];s.

Demonstragao. Seja [ uma base ortonormal de V. Pelo Teorema 4.3 vimos que [17]z =
mtﬁ Assumindo T autoadjunto, entao temos m; = [T]s o que mostra a relagdo entre
os itens (i) = (i7). Por outro lado, se assumirmos que mtﬁ = [T]p, entao [T*]s = [T]s e,

portanto, T' é autoadjunto, o que prova que (iii) = (7). O

Corolario 4.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e  uma base ortonormal
de V. Se T e L(V,V) for um operador linear autoadjunto e se [Tz = (a;j)i; entdo

a;; = @y, V1, 5. Em particular, os elementos da diagonal de [T sao nimeros reass.

Exemplo 4.5. Considere em C? o produto interno usual e seja T : C* — C? a transfor-

macao linear dada por

T(z,w) =22+ (1+i)w, (1 —i)z+3w), Vz,w e C
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. Se considerarmos a base canonica 3 = {(1,0), (0,1)} de C? teremos que

T(1,0) = (2,1 —14) = 2(1,0) + (1 —i)(0,1 i —
(1,0) = (21— =2(1,0)+ (1 =9(0.Y :»[T]ﬁ:<2. 1+>:mﬁ:m
T(0,1) = (1+14,3) = (1 +14)(1,0) + 3(0,1) L= 3

e, portanto, 7' é um operador autoajdunto.



Consideracoes Finais

Esse trabalho mostrou alguns resultados que sdo importantes da Algebra Linear, como
por exemplo, a relagao entre matrizes e transformagoes lineares. Mostramos também
que partindo dessa relacao é que todos os outros resultados presentes nesse trabalho sao
obtidos. Além disso, definimos objetos e demonstramos proposigoes e teoremas acerca
dos operadores adjuntos e auto-adjuntos.

Construimos um texto que contribuira tanto para o conhecimento de leitores de um
curso inicial de Algebra Linear, quanto para a revisio de conceitos por leitores mais
experientes.

Fica claro que essa monografia nao traz todos os resultados da area, mas desperta no
leitor o interesse por continuar procurando novos resultados sobre esse campo extensa-
mente aplicavel da matemaética. Sobre os operadores auto-adjuntos, concluimos que sao
os um dos tipos de operadores mais praticos de se trabalhar devido a sua simplicidade
enquanto representagao matricial. Por serem diagonalizaveis, suas representacoes matri-
ciais além de serem facilmente obtidas nos fornece propriedades incriveis. O fato dos seus
autovalores serem reais, ajuda muito nessa representacao e por isso foi dado destaque a
esse resultado nesse trabalho.

Para mim o trabalho me fez estudar novamente estes conceitos que, de certa forma
foram passados despercebidos no primeiro curso de Algebra Linear e me proporcionou um
momento de estudo intenso e profundo em que me despertou um enorme interesse pela
Algebra. Espero que, ao final da leitura deste trabalho, o leitor sinta o mesmo desejo que

eu senti.
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