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RESUMO

No presente trabalho abordaremos algumas aplicagoes de um importante resultado da teoria
das fungoes de variaveis complexas, que é o Teorema dos Residuos. Este teorema, desenvol-
vido por Cauchy em 1826, enuncia basicamente que a integral de uma fungao analitica ao
longo de uma curva fechada simples que contorna singularidades isoladas é encontrada pela
simples soma de residuos. Embora este resultado tenha varias aplicacoes em outros campos
de estudo que nao s6 a matematica, como por exemplo na fisica, as aplicagoes aqui traba-
lhadas serao no céalculo de certos tipos de integrais de fungoes de varidveis reais. A resolucao
destas integrais através dos métodos tradicionais do calculo se mostra demasiado exaustivo
ou insuficiente, e desta maneira, a referida proposi¢ao se apresenta como uma poderosa fer-
ramenta capaz de simplificar estes desenvolvimentos. A metodologia aplicada nesta pesquisa

consiste em uma revisao da literatura matematica vinculada ao tema.

Palavras Chave: Variaveis Complexas; Funcdo Analitica; Singularidades Isoladas; Resi-

duos; Teorema dos Residuos.



ABSTRACT

In this work we will present some applications of an important result in the complex functions
theory, which is the Residue Theorem. This theorem, developed by Cauchy in 1826, basically
states that the integral of an analytic function over a simple closed curve that involves isolated
singularities is found by the simple sum of residues. Although this result has several appli-
cations in other fields of study outside mathematics, for example in physics, the applications
introduced here will be the evaluations of certain types of real integrals. The resolution of
these integrals through the traditional methods of calculus is too exhaustive or insufficient,
hence the Residue Theorem presents itself as a powerful tool capable of simplifying these
developments. The methodology applied in this research was a literature review related to
the theme.

Keywords: Complex Variables; Analytical Function; Isolated Singularities; Residue; Resi-

due Theorem.
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Introducao

Os numeros complexos surgiram no século X VI a partir da busca em solucionar o problema
das raizes quadradas reais negativas que apareciam na resolugao de equacoes de terceiro e
quarto graus. Inicialmente, tais ntimeros nao gozavam de boa reputagao e geralmente nao
eram considerados nameros legitimos. Contudo, sua aceitagao se deu, em grande parte,
a representacao geométrica dos nimeros complexos como pares ordenados, que foi melhor
desenvolvido e articulado por Gauss. Euler foi o primeiro a empregar a notacao ¢, hoje
padrao, para a unidade imaginaria /—1, em um livro de memérias intitulado De Formulis
Differentialibus Angularibus, apresentado para a Academia de Sdo Petersburgo em 1777 (Ver
[6], pagina 630).

As fungoes de variaveis complexas surgiram naturalmente como uma extensao das fungoes
de variaveis reais. Segundo [3|, pagina 1, quanto mais manipulagdes eram feitas envolvendo os
ntmeros complexos, mais tornou-se evidente que muitos problemas na teoria das fungoes de
valor real poderiam ser mais facilmente resolvidos utilizando ntimeros e fung¢oes complexas.
Como por exemplo no uso desses niimeros para mostrar que um polinémio de grau n tem n
raizes, o que esta totalmente relacionado com o Teorema Fundamental da Algebra.

Dentre os vastos resultados obtidos dentro da teoria das fung¢oes complexas, um em es-
pecial é o chamado Teorema dos Residuos. Formulado por Cauchy em 1826, tal proposi¢ao
¢ uma versao do Teorema de Cauchy, para a situagao de uma integracao com singularidades
isoladas no interior da regiao limitada por uma curva fechada simples. O Teorema enuncia
basicamente que a integral de uma fungao analitica ao longo desta curva fechada simples,
que contorna singularidades isoladas, ¢ encontrada pela simples soma de residuos. Este Teo-
rema se apresenta como uma poderosa ferramenta para o calculo de integrais impréprias de

fungoes racionais e integrais improprias ou definidas que envolvam funcgoes trigonométricas.
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Tais integrais aparecem frequentemente em problemas de fisica, em especial em problemas
de contorno nas equacgoes diferenciais de derivadas parciais.

O foco deste trabalho sera o referido Teorema, englobando seu enunciado, demonstragao
e aplicagoes. O primeiro capitulo trata das fungoes analiticas e, para tal, definiremos fungoes
complexas, limite e derivada de fungdes complexas. O segundo capitulo dedica-se ao estudo
das integrais curvilineas. Ja o terceiro capitulo trabalha as séries complexas de Taylor,
Maclaurin ¢ Laurent, para em seguida estabelecer os conceitos de singularidades isoladas ¢
residuos. Por fim, o quarto capitulo aborda o Teorema dos Residuos, com trés aplicacoes do

mesmo no calculo de integrais de certos tipos de fungoes reais.



Capitulo 1

Funcoes Analiticas

Esta primeira parte trata de um dos conceitos mais elementares dentro da matematica,
que é justamente o conceito de fungao, contudo para o caso em que a variavel é um ntmero
complexo. Dentro desta esfera serao destacadas as fungoes analiticas, que constituem um
conhecimento base para a compreensao de nosso objeto de estudo.

Preliminarmente apresentaremos alguns termos, como a definicao de ntimero e plano
complexo, vizinhanca e regiao, que estarao presentes em algumas defini¢oes, para que em
seguida possamos de fato definir funcao complexa, limite, derivada e fun¢ao analitica, como

também as propriedades envolvidas nestes temas.

1.1 Numeros Complexos

Como citado na introducao, os numeros complexos sao consequéncia da tentativa de se
resolver o problema das raizes quadradas de nimeros negativos que surgiam na resolucao de
algumas cquacoes polinomiais. Para tanto, o termo desconhecido y/—1, presente nas raizes

dessas equagoes, era tratado como se fosse um ntumero qualquer. Posteriormente veio a

notagao v/—1 = 1.

Definicao 1.1. Os numeros compleros sao da forma z = x + iy, com z e y reais, onde sua
parte real x é denotada por Re(z), e sua parte imagindria y por Im(z). O complexo i = /—1

¢ chamado de unidade imaginaria e tem a propriedade 2 = —1.

11
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1 3 2
Exemplo 1.1. Temos que 2 + 71, 57 2, V2 + §i e —3 — EZ sao exemplos de ntmeros

complexos.

As operagoes dentro do conjunto dos nimeros complexos C, bem como as propriedades
validas para tais operagoes, sao inteiramente similares as do conjunto dos nimeros reais R.
Sendo z; = x1+1y; € 23 = X9 +1iys nimeros complexos, a adigao e multiplicacao sao definidas

respectivamente por:

2tz = (o1 +22) iy + v2);

220 = (T122 — n1Y2) + (@192 + ToU).

A seguinte proposi¢do descreve as propriedades da adigdo e multiplicagdo de nameros

complexos. Sua prova é simples e fica a cargo do leitor.

Proposicao 1.1. Para quaisquer nimeros complexos z, 21, 23 € z3 valem:
1. Associatividade da adi¢io: z + (22 + 23) = (21 + 22) + 23;

2. Comutatividade da adi¢ao: z1 + 29 = 2o + 21;

3. Existéncia do elemento neutro da adi¢ao: 0+ z = z;

4. Emisténcia do elemento oposto: dado z = x + iy € C existe —z = —x — 1y € C tal que

z+(—2)=0;
5. Associatividade da multiplica¢io: 2z1(z223) = (2122)23;
6. Comutatividade da multiplicacao: z1z9 = 2221

7. Existéncia do elemento neutro da multiplicacao: 1z = z;

x
8. Euxisténcia do inverso da multiplicagdo: se z = x + iy # 0, entdo existe 271 = o
=Ty
oy .
1———— € C tal que zz7" =1;
22 + y? 4

9. Distributividade da multiplicagdo com relagdo a adi¢io: z1(za + 23) = 2129 + 2123.
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Sejam z1, z9 € C, entao a subtracdo e a divisao entre niimeros complexos sao estabelecidas

respectivamente por

21—z = 21+ (—2);

21 _
— = 22 1 com z # 0.
%)

1.1.1 O plano complexo

O plano complexo é o conjunto das representacoes de todos os niimeros complexos z =
x + 1y pelos pontos P = (z,y) do plano.

Dado um ntmero complexo z = z + iy, seu modulo ou norma & definido como |z| =
\/m e representa a distancia do ponto z a origem O = (0,0).

O complexo conjugado de z = x + 1y € definido por z = x — iy.

Re(z)

—1+2i

Im(z)

Figura 1.1: Representacao do nimero z = x + iy, e seu conjugado Z, no plano complexo.

Uma relacao interessante entre o moédulo e o conjugado é a seguinte,
2z = (z +iy)(x —iy) = (& + ) +i(—xy + yz) = 2° + ¢,

isto ¢, 2z = |z|%. Esta propriedade nos permite calcular o quociente de dois niimeros com-
plexos. Para isso, basta apenas multiplicar o numerador e o denominador pelo complexo

conjugado do denominador. Por exemplo,

—3+4+i  (=3+i)(1+2i)) —5—5i .
1—2i (1—2)(1+2) 12422 '
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1.1.2 Representacao Trigonométrica
Chama-se argumento de z # 0 o angulo 6 formado pelo eixo Oz e o vetor Oz (Figura

1.2).

z=x+ 1y

O S i

Figura 1.2: Argumento 6 de z.

Como = = |z|cosf e y = |z|senf, temos a seguinte representacao de z, conhecida como

representacao polar ou representacao trigonométrica:

z=r(cosf +isend), r=|z|;

r e # sao as coordenadas polares de z.

A partir desta representagao polar, podemos deduzir uma regra diferente para a multi-

plicagao. Sendo z; = r1(cos by +isenb;) e zo = ry(cos by + isenby) dois nimeros complexos

nao nulos quaisquer, entao,

2129 = rirg(cosby +isenby)(cosby + isenby)

= ri1a[(cos by cosfy — sen by senby) + i( sen Oy cos by + cos b sen bs)]

= ryrgfcos(y + 0) + isen (61 + 05)]. (1.1)

E possivel inferirmos um resultado anélogo para a divisao. Como

1 cosf —isend

p— — 9 _ . 9
cosf +isenf  (cos®+isenf)(cosd — isend) cos Lsenv,
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entao:

21 ry cosb, +isenf;, 1 _ ,
— - _ = —(cos B + isenfy)(cos Oy — isenby)
29 ry Ccosby+isenfy 1o

= E[(cos 01 cos Oy + sen 0 sen 6y) + i( sen 61 cos Oy — cos 6, sen )]
T2

= %[COS(@l — 65) + isen (6, — 6)].
2

Percebemos que essas regras simplificam multiplicagoes e divisoes envolvendo ntmeros
complexos, pois para calcular o produto de complexos na forma polar, basta apenas multipli-
car os modulos e somar os argumento. Ja para calcular o quociente, deve-se somente dividir
os modulos e subtrair os argumentos.

Da formula (1.1) decorre, por inducéo, que
2129 2y =T1rg - Tplcos(0) + 0y + -+ 0,) +isen (0 + 0y + -+ - +6,)].

onde z; = r;(cost; + isenb;), j =1,2,...,n. Logo, se z = r(cosf +isenf) e n é um nimero

inteiro positivo, vale entao a conhecida formula de De Moivre,
2" = r"[cos(nf) + isen (nd)].

A féormula acima é valida também para expoentes negativos, pois se n > 0 entao —n < 0 e,

assim,

a1 1
T2 T nfcos(nf) + isen (nf)]
= Licos(nd) — isen (nd)]

=
= 71 "[cos(—nf) + isen (—nb)].
1.1.3 Raizes n-ésimas

Dizemos que um niimero 2 é raiz n-ésima de um numero complexo z # 0 quando zy" = 2.

Para determinarmos entdo o valor de zy, tomemos as formas polares zy = rq(cos 0y + i sen )
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e z =r(cos +isend). Pela formula de De Moivre percebemos que:

20" =2z & 19"[cos(nby) + isen (nbhy)| = r(cos + isend)
& 1o cos(nby) =rcosh e ry"sen(nby) = rsend

S rot=r, nby=0+ 2km,
onde k£ é um inteiro. Daqui segue-se que r é a raiz n-ésima positiva de ry, donde

0+ 2km . n«9+2k:7r>. (1.2)

2= V2= ’C/F(COST—Hse

n

Esta formula produz n raizes distintas, quando a k se atribui os valores k =0,1,...,n — 1.

1.2 Regioes no Plano Complexo

Um disco de centro zg e raio 6 > 0 é o conjunto definido por
Ds(z9) ={z € C; |z — 2| < 4.}

Uma wvizinhanga de um ponto zy € C é qualquer conjunto V' que contenha um disco aberto

centrado em z5. Em particular, qualquer disco Ds(zp) é uma vizinhanga de zj, denotada aqui

por Vs(2o).

Figura 1.3: Vizinhanga V.

Um ponto zy é dito ponto de acumula¢do de um conjunto C| se qualquer vizinhanga de

2o contém pontos do conjunto, distintos de z.
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Um ponto interior de um conjunto C' é um ponto de C' tal que alguma vizinhanca desse
ponto contém somente pontos de C. Dizemos que C é aberto se todos os seus pontos sao

interiores.

Figura 1.4: Conjunto aberto.

Dizemos que um conjunto é fechado quando seu complementar é aberto. Por sua vez, o
complementar de um conjunto C' é o conjunto C” dos pontos que nao pertencem a C'.
A fronteira de um conjunto C' é o conjunto dos pontos z tais que qualquer vizinhanca de

z contém pontos de C' e pontos do seu complementar C”.

C/

fronteira
Figura 1.5: Fronteira.

Um conjunto aberto é conexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um

arco ! todo contido no conjunto. Chama-se regiio a todo conjunto aberto e conexo.

Figura 1.6: Regiao conexa.

Ver definicdo no Capitulo 2, Secdo 2.1.
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1.3 Funcao de uma Variavel Complexa

Definigao 1.2. Seja D um subconjunto dos nimeros complexos C e f uma lei que faz
corresponder a cada elemento z € D um tnico nimero complexo denotado por f(z). Nestas
condicoes, diz-se que f ¢ uma fun¢ao com dominio D. Chamamos de imagem de f o conjunto
I = {w = f(2);z € D} C C (Figura 1.7). O ntmero complexo z ¢ denominado varidvel

independente e w varidvel dependente.

Figura 1.7: Funcao f.

Estao associadas a cada fun¢ao f(z), de uma variavel complexa z = = + iy, duas fungdes

das varidveis reais x e y, dadas por

u(z,y) = Ref(z) e v(z,y) = Imf(2).

Exemplo 1.2. Determine as partes real e imaginéria da fungao f(z) = 2% + 32 — 5.

Solugao: Tomando z = x + iy, temos

Z+32-5 = (z+iy)* +3(x+iy) -5
= 2?2+ 2ivy —y* + 3z +3iy—5

= 22 —y* + 32 —5+i(2xy + 3y).

Logo Ref(z) = 2* —y*> +3x — 5 e Imf(2) = 2zy + 3y.
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1.3.1 Funcoes Elementares
Funcao Exponencial

A funcao exponencial &€ definida em termos de fung¢oes reais como

e =e"(cosy + iseny), (1.3)
no qual z = x + y.
A identidade (1.3) segue naturalmente se supormos que a representacao de €'t € R, em

séries de Maclaurin é valida quando t é substituido por 7y, isto é,

o ()" o (y)? o, Gyt Gyt G5 (y)° | (iy)T
=2 by Syt T e e

2 3 4 5 6 7
B oy oy oy oy Yty
= 1+’Ly—5—25+z+lg—a—lﬁ+

2 4 6 3 5 7
_ (1_y_+y__y_+ )+¢(y_y_+y__y_+ )

n=0

20 4! 6! 3! 5! 7!
271 n 2n+1

:Z +7’Z 2+1

n=0

As duas ultimas séries aqui sdo as séries de Maclaurin? para cosy ¢ sen y, respectivamente.

Desta maneira, definimos

ef ="t = e%e" = e”(cosy + seny).

Utilizando a férmula anterior podemos representar um ntmero complexo z = r(cosf +

z9

isend) como z = re’. Temos também que a formula (1.2) das raizes n-ésimas pode ser

reescrita como:

1 0+2kn

zp=rne » , k=0,+1,42, .. (1.4)

2 As séries de Maclaurin aqui citadas, como se pode perceber, sdo relativas ao caso de uma varidvel real,
visto habitualmente em cursos de Célculo ou Anélise na reta. Este tipo de série sera trabalhada no Capitulo
3, Sec¢ao 3.1, contudo para a situagao em que a variavel é um ntimero complexo.
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O logaritmo

O logaritmo de um ntimero complexo z = re? # 0 é estabelecido por:

log z = logr + 16,

onde logr designa o logaritmo real do niimero r > 0. Ele esta definido para todo ntmero
complexo z # 0. Note que, dependendo do argumento usado para o numero z, o logaritmo
assume varios valores distintos. Por isso costuma-se dizer que o logaritmo é uma func¢ao
multivalente. Contudo, sabemos que uma funcao tem de ser determinada univocamente.
Para converté-la em uma funcao univalente, isto é, fazer com que cada z corresponda a um

tnico valor de w = f(z), basta restringirmos o argumento de z a um intervalo do tipo

%km <O <2k+Dm, k=0,+1,42, ...

Cada valor de k conduz ao que chamamos uma determinacdao ou ramo do logaritmo.

Fungoes Trigonomeétricas

Das formulas

e¥ =cosy+iseny e e Y =cosy —iseny

decorrem as seguintes formulas de Fuler:

; e —e W
e —e " =2iseny & seny= —
i
, . eV +e W
eY+e " =cosy & cosy= —

E conveniente entao definirmos as funcoes seno e co-seno de uma variavel complexa z
como sendo

— - 1.5
sen z % e cosz (1.5)

Todas as demais formulas trigonométricas sao obtidas em termos das fungoes sen e cos,
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ou seja,

sen z cos z 1 1
tgz = , cotgz = , secz = ., cossecz = .
oS 2 sen z oS 2 sen z

1.4 Limite e Continuidade

A definicao de limite para func¢oes de uma variavel complexa é analoga a que é formalmente

apresentada em cursos de Célculo e Anéalise na reta.

Definicao 1.3. Consideremos f : D C C — C uma fungao e z; um ponto de acumulagao do
conjunto D. Dizemos que f tem limite L quando z tende a zy se, dado € > 0, existe 6 > 0
tal que

2€D,0<|z—2|<d = |f(z) —L| <e,

€ escrevemos

lim f(z) = L.

Z—20

Figura 1.8: Representacao geométrica do limite.
Exemplo 1.3. Sendo a e b constantes complexas, prove que

lim (az 4+ b) = azy + b.

Z—20

€
—, a # 0, para obtermos

lal

Solugao: Dado € > 0, basta tomarmos § =

€

lal

|z — 2] < = lallz — 20| <& = |az—az| <e = |(az+b) — (azg + )| < e.
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O caso em que a = 0 é imediato. Logo, pela definigao de limite,

lim (az + b) = azy + b.

Z—20

A Definigao 1.3 pode ser ajustada para o caso em que z ou f(z) tende ao infinito, origi-

nando as seguintes defini¢oes.

Definigao 1.4. Uma fung¢ao f com dominio D possui limite finito L com z — oo se, para
todo £ > 0, existe M > 0 tal que |f(z) — L| < ¢ para todo z € D, |z| > M.
Temos que uma funcao f tende a infinito com z tendendo a zy se, dado K > 0, existe
0 > 0 tal que
zeD, 0<|z—2|<d = |f(2)] > K.

Dizemos que f tende a infinito com z tendendo a infinito se, para qualquer K > 0, existe

M > 0 tal que |f(z)| > K para todo z € D, |z| > M.

1.4.1 Propriedades do Limite

As propriedades do limite, como os limites da soma, do produto, do quociente, etc., para
funcoes de uma variavel complexa, sao estabelecidas da mesma forma como no caso de uma
variavel real. Portanto, a demonstragao do proximo teorema seré omitida em virtude deste

fato.

Teorema 1.1. Se lim f(z) = F e lim g(z) = G, entao:

Z—20 Z—r20

i) lim c¢f(z) = c¢F, sendo ¢ uma constante complexa;
Z—r20

ii) lim [f(2) +g(2)] = F + G;

Z—20

i) lim [f(2) - g(2)] = F - G;

f(2)

F
iv) se G # 0, entao zh—>nzlo el =&
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Teorema 1.2. Sejam f(z) = u(x,y) + iv(r,y) uma funcdo de dominio D, z = = + iy e
20 = Xo + ’ly()

Entao, o limite de f existe em zy e é igual a

lim f(z) = U +iV (1.6)

Z—r20

se, e somente se, os limites de u e v existem em (g, yo) e sao iguais a

:ch—>190 u(z,y) =U e }Lrgov(m, y)=V. (1.7)
Yy—yo Y=Y

Demonstracao: (=) Supondo (1.6) verdadeira, temos pela defini¢ao de limite que dado

e > 0, existe § > 0 tal que

2€D, 0<|z—2|<d = |f(z) = (U+iV)| <e. (1.8)

Ou seja,

2€D,0<V(x—20)2+(y—u)?<d = |(ulz,y)—U)+i(v(x,y)—V)|<e (1.9
Como |Re(z)| < |z] e [Im(2)| < |z|, entao

u(z, y) = Ul < [(u(z, y) = U) +i(v(z,y) = V) (1.10)

o(z,y) = V| < [(u(z,y) = U) +i(v(z,y) = V) (1.11)

Entao, por (1.9) e (1.10) concluimos que

lu(z,y) — U| < & sempre que 0 < \/(x —20)2+ (y —y0)2 <9

e, de (1.9) e (1.11) segue que

lv(z,y) — V| < e sempre que 0 < /(z —0)2+ (y — 10)% < 6.
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Isto mostra que

Am u(z,y)=U e }i_{l;ov(x, y)=1V.
Y=Y Y—Yo

(<) Reciprocamente, consideremos (1.7) valido. Segue, entao, que, para todo £ > 0, existem

01,09 > 0 tais que

0< V(@ —20)2+ (y — 50)% < 0y = |u(z,y) — U| < g (1.12)

0 < Vo =20 + (y— w0 < b2 = lole,y) = V] < 5 (1.13)

Tomando § = min{dy, d2}, conseguimos obter o resultado (1.6), visto que, pela desigualdade

triangular,

f(2) = (U+iV)| = |(u(z,y) =U) +i(v(z,y) = V)
< Ju(e,y) = Ul+[o(@,y) - V=S +5 =<
sempre que 0 < |z — 2| < 0.
Portanto, lim f(z) = U +iV. u

Z—r20

1.4.2 Continuidade

Definigao 1.5. Dizemos que uma funcao f : D C C — C é continua em um ponto de

acumulacao 2y € D, quando

lim f(z) = f(z).

Z—20

Se f é continua em todos os pontos de seu dominio, entao f é dita simplesmente continua.

O proximo resultado é consequéncia imediata do Teorema 1.1, e sua demonstracao fica a

critério do leitor.

Teorema 1.3. Sc f ¢ g sdo fungoes continuas, com dominio comum D, entao sdo também

continuas as seguintes fungoes:

i) cf, ce C;
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, exceto nos pontos zp para os quais g(zp) = 0.

O Teorema subsequente trata de continuidade de fungoes polinomiais em z. Se p(z) é

uma fungao polinomial, esta ¢ caracterizada por p(z) = an2"™ + a,_ 12" + -+ - + ag, onde os

coeficientes a,,, a,_1, ..., ag sao constantes complexas.

Teorema 1.4.

i)
ii)

Qualquer funcao polinomial é continua em todo o plano complexo;

Uma fungao racional, quociente de duas fungoes polinomiais continuas, é continua em

todos os pontos para os quais o denominador ¢é diferente de zero.

Demonstragao:

i) Sejam p(z) = a 2" + an_12""1 + -+ + ap, e 2 um ponto qualquer do plano complexo.

Como a fungao identidade f(z) = z é continua em zy, entdo aplicando sucessivamente
o item (iii) do Teorema 1.3 vemos que f(z) = 2", n > 1, é também continua em zp.
Além disso, g(z) = a, a € C, é continua, entao segue do Teorema 1.3 (i) que cada uma
das funcoes a,2", a,_12"" %, ...,ap é continua em z;. Agora, da aplicacao sucessiva do
Teorema 1.3 (ii) verifica-se que p(2) = a,2™ +a,-12""' 4+ +ag é continua em z,. Por
fim, sendo zy um ponto qualquer de C, entao mostramos que p é continua em todo o

plano complexo.

p(2)

Tomemos a fungao f(z) = ﬂ7 sendo p e ¢ polindmios. Pelo item anterior notamos
q(z

que p e q sdo continuas. Desta maneira, através do Teorema 1.3 (iv) concluimos que f

é continua em todo zp para o qual g(z) # 0.

Como consequéncia do Teorema 1.2 ¢ dos resultados sobre continuidade expostos anteri-

ormente, obtemos o seguinte corolério.
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Corolario 1.1. Uma funcao f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é continua em um ponto zo = xg + iy

se, e somente se, suas partes real e imaginéria forem continuas nesse ponto.

Exemplo 1.4. Calcule o limite:
23 — 8i

11m .
z2——2i 24+ 21

Solucao: Notemos que

3_ 8 2i)(22 — 2iz — 4
& _Z:(Z+ ) _ZZ ):zg—%z—él
z 421 z4+ 2

A dltima expressao acima ¢ um polindémio, ¢ como tal ¢ continua em todo o plano complexo.

Como resultado,

i o = 21_1>I5121(Z — 2iz —4) = (—20)" — 2i(—2i) —4 = —12.

1.5 Funcao Analitica

A definicao de derivada de uma funcao de variavel complexa é semelhante a do caso de
variavel real. A diferenga esta na dimensao do limite da derivada, sendo esta de dimensao

dois.

Definicao 1.6. Seja f uma fungao definida em uma regiao R, e z um ponto de R. A derivada

de f em z , denotada por f’(z), é estabelecida pelo limite

. Sz AZ) = f(2)
Algilo Az '

df (z
desde que este exista. A representagao f'(z) pode ser substituida também por ];( ) . Dizemos
z

que f é deriwdvel em z, quando a derivada de f neste ponto existe.

Definicao 1.7. Uma funcao f é dita analitica em um ponto zy quando ela é derivavel em zj
e em cada ponto de uma vizinhanga deste, e analitica em uma regiao R quando ¢é derivavel

em cada ponto de R.
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Exemplo 1.5. Seja a funcao

f:C—-{0o} — C
1
z — -
z
P (2) = -
rove que f'(z) = =
Solucao: Pela defini¢ao de derivada
1 1
S+ AZ)—f2) 24 Ar 2 1 1
’ o _ — _ - =
F'(z) = AILIEO Az N Alirilo Az AILIEO 22+ zAz 22

1.5.1 Regras de Derivagao

Abaixo serao enumeradas as féormulas de derivagao de fungoes de uma variavel complexa.
Elas sao baseadas na definicao de derivada e nas propriedades e teoremas envolvendo limite,
e suas demonstragoes seguem os mesmos principios utilizados na situagao em que a variavel
¢ um numero real. Nos topicos a seguir, consideremos [ e g funcoes derivaveis em z, ¢ uma

constante complexa e n um ntmero inteiro.

d

1. %(C) = O,
d

2. %(2) = 1,

d .
3' %(Cj.) :Cf7

d / /
4. —(f+9)=1+d"
5. (79) = F'g+ 19

d [
6. _<i>:f992fg7g7é0;

dz \ g
7. L) = e — 41,42, ;
.dzz =nz"" ", comn==+1,%2, ... ;
d df dg . , , , _
8. E[f(g)] = dods (fungao composta na qual f’(t) existe no ponto t = g(z) e ¢'(z) existe).
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Exemplo 1.6. Use as regras de derivagao para encontrar f’(z) para a fungao dada:

B iz2—2z.
324+ 1-—14

b) f(z) = (2% — 2i2? + 2)'0.

a) f(z)

Solucgao:

a) Das formulas de derivagao itens (6), (4), (3) e (7) obtemos:

(2iz—2)(3z4+1—1i) — (2> = 22)3 _ 3iz® + (2+2i)z — 2+ 24

fz) = (32 +1— )2 (32 +1— i)

b) Pelos itens (8), (7), (4) e (3) das regras de derivagao temos:

f'(z) = 10(z* — 2i2* + 2)?(42% — 4iz + 1) = (402° — 40iz + 10)(2* — 2iz* + 2)°.

Exemplo 1.7. Mostre que (senz)’ = cosz e (cosz)’ = —sen z.

Solugao: Fazendo uso das formulas (1.5), segue que

—iz\ '/

Z'ezz +i€—lz eZZ +e—ZZ

( )/ e” —e
sen z = - = - = — COS 2.
20 2i 7
A . / Lo 3 . _
, ezz + e (74 ZeZZ — e (7 e’LZ e 1z
(cosz) = 5 = 5 = = —sen z.

1.5.2 Condicao Necessaria e Suficiente para a Existéncia da Deri-

vada de uma Funcao

Teorema 1.5. Se a derivada f’ de uma funcdo f = u + v existe em um ponto z = z + iy,
entao as derivadas parciais de primeira ordem, em relagao a x e y, de cada parte u e v,

existem em z e satisfazem as chamadas Equacoes de Cauchy-Riemann, expressas por:

ou_ov ou_ o
or Oy oy Oz

Ademais,

_8u ,81}_8?) Ou

f(z)—%-l-z%—ay Z@y'
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Demonstragao: Uma vez que f é analitica em z, entao o quociente

fz+Az) = f(2)
Az

tem limite f’(z) quando Az — 0, independentemente do modo como Az tende a zero.

Fazendo Az tender a zero por valores reais Az (Figura 1.9), temos:

U(l‘ + Al’, y) — u<$)y) + Z[U(l’ + Aw7y) B U(Z‘, y)]

filz) = AISIDIEO Ax
_ i et Any) —uwy) o et Anyy) —u(@,y)
Az—0 Az Az—0 Az
ou ov
= — +71—. 1.14
ox + Z(?:U ( )

Da mesma maneira, fazendo Az tender a zero por valores imaginarios iAy, conseguimos

u(r,y + Ay) — u(z,y) + iv(r,y + Ay) —v(z,y)]

fe) = AI;IEO 1Ay
Ay—0 Ay Ay—0 Ay
ov ou
= — — 71— 1.15
Jy Z@y ( )

(z,y + Ay)
.

Figura 1.9: Caminhos percorridos por Ax e Ay.

Igualando as partes reais e as partes imaginarias das formulas (1.14) e (1.15), obtemos as

chamadas Equagoes de Cauchy-Riemann:

ou_ov ou_ o
or Oy oy Oz
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As equacoes de Cauchy-Riemann apresentadas anteriormente constituem uma condicao
necessaria, mas nao suficiente, para que uma funcao f tenha derivada. O teorema seguinte

nos fornece condigoes para as derivadas de u e v que garantem a existéncia de f'(z).

Teorema 1.6. Sejam u(z,y) e v(z,y) fungoes reais com derivadas parciais primeiras con-
tinuas em uma regiao R. Assim, uma condi¢do necessaria e suficiente para que a funcao

f(2) = u+iv seja analitica em R é que estejam verificadas as equagoes de Cauchy-Riemann.

Demonstragao: A necessidade da condic@o ja foi garantida pelo teorema anterior. Para
demonstrar que a condigao é suficiente, consideremos z = x + iy um ponto qualquer de R e
§ > 0 um nimero tal que a vizinhanca V; = {o+Azx+i(y+Ay) : Az?+Ay? < §} esteja toda
contida em R (Figura 1.10). Especialmente, os segmentos zz; € 2129, onde 21 = (x + Az, y)

e 2o = (v + Az, y + Ay), também pertencem a R.

2= (z + Az,y + Ay)

Figura 1.10: Vizinhanga V.

Pelo Teorema do Valor Médio® temos que:

uz(z + MAz,y)Ar = u(z+ Ax,y) —u(x,y)

uy(r + Az, y + MAY)Ay = u(r + Az, y+ Ay) — u(z + Az, y)

onde A\; e Ay sdo numeros convenientes do intervalo (0,1). Somando membro a membro as

3Este teorema enuncia que, se f é uma funcao continua num intervalo fechado [a, b] e derivével no intervalo
f(b) = f(a)

aberto (a, b), entdo existe ¢ pertencente a (a,b) tal que f'(c) = 5
—a
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duas igualdades acima obtemos:
Au=u(z+ Az, y+ Ay) —u(z,y) = u(z + MAz, y) Az + uy(z + Az, y + A Ay)Ay. (1.16)
Por hipétese u, e u, sao continuas, e a partir disso podemos escrever:
Uy(x + MAZ,Y) = uy(z,y) + 01 e uy(x + Az, y + AaAy) = uy(z,y) + do,

onde 0; e 0y tendem a zero com Axz® + Ay? — 0. Substituindo as identidades acima em

(1.16), conseguimos

Au = ug(x,y) Az + uy(x, y) Ay + 61 Az + 6,Ay. (1.17)
De maneira analoga inferimos que:

Av = v, (z,y)Ax + vy (2, y) Ay + d3Ax + 0,Ay. (1.18)

onde d5 e 8, tendem a zero com Az? + Ay® — 0.

Representando Az = Az + iAy e utilizando as formulas (1.17) e (1.18), temos:

flz+Az) — f(2) Au + iAv
Az Az
(uz Az + 10, Ay) + i(v, Az — tu,Ay) Az

. Ay .
= N + A—Z(51 + 253) + A—Z((52 + 2(54>.

Uma vez que as condigoes de Cauchy-Riemann sao vélidas, podemos entao substituir v, e

—Uy PO Uy € Uy, respectivamente. Logo,

flz+ AAzi - f(2) = (uy +iv,) + i—j(dl +1id3) + %(52 +idy). (1.19)

Como |Az| < |Az] e |Ay| < |Az|, vem

Az
Az

<1A<1
_eA_.
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Deste modo, passando o limite em (1.19) com Az — 0, os dois tltimos termos no segundo

membro tendem a zero. Concluimos que a derivada f’(z) existe e é dada por u, + iv,.

Exemplo 1.8. A func¢ao e* é analitica em todo o plano. Para verificarmos isto, notemos
inicialmente que as derivadas parciais de u = e® cosy e v = €” seny sao continuas em todo o

plano, e ademais, considerando a igualdade (1.3), percebemos que

ou ov ou o ov
— =¢"cosy=— e —— = —e"seny=——.
Y By dy Y

ox

Ou seja, sao satisfeitas as equacoes de Cauchy-Riemann. Pelo Teorema 1.6, temos, entao,

que a funcao exponencial é diferencidavel em todo plano e sua derivada é

d _8u

-1

= — +i1— =¢c"cos e seny = e”.
dz ox * ox vt y



Capitulo 2

Integrais de Funcoes de uma Variavel

Complexa

Discorreremos aqui sobre integral de uma fungao de variavel complexa. Inicialmente serao
introduzidos os conceitos de arcos, contornos e caminhos, para depois enfim trabalharmos

integral curvilinea e as propriedades e teoremas acerca deste tema.

2.1 Arcos e Contornos

Um arco continuo, ou apenas arco, ¢ um conjunto C' de pontos dado parametricamente
por:

C={z(t) = x(t) +iy(t);a < t <D},

onde z e y s@o fungdes continuas definidas no intervalo [a,b]. Designaremos por —C' este

mesmo conjunto com orientagao oposta, cuja representagao paramétrica é dada por

21(t) = z(—t), —=b<t< —a.

#(a) z1(—a)

Figura 2.1: Arcos C e —C.

33
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Exemplo 2.1. A funcdo z = rcos(f) + irsen(§) = re?, 0 < § < 27, representa uma
circunferéncia de raio r e centrada na origem.

Exemplo 2.2. A fungdo z = 1 — i, para 0 < ¢t < 2, representa um arco simples, que é o

segmento [1,1 — 2¢], orientado de 1 para 1 — 2i.

Figura 2.2: Segmento [1,1 — 2i].

Chama-se curva fechada qualquer arco no qual as extremidades z(a) e z(b) coincidem. Ja
curva fechada simples é definida como uma curva fechada cujos tnicos pontos de intersegao

sao as extremidades, ou seja, nao possui autointersecoes.

Figura 2.3: A esquerda uma curva fechada ¢ a dircita uma curva fechada simples.

Um arco no qual 2'(t) = 2/(t) +4y'(t) existe, ¢ continua e nao se anula ¢ denominado arco
reqular. Chamaremos contorno ou caminho a todo arco continuo constituido por um niimero

finito de arcos regulares.

1)

z(a) Cs
Figura 2.4: Caminho C' = C; U Cy U Cs.

Uma regiao R ¢é dita simplesmente conexa se qualquer curva fechada simples contida em R
pode ser deformada continuamente até reduzir-se a um ponto, sem sair de R. Por outro lado,

toda regiao conexa que nao for simplesmente conexa é chamada de multiplamente conexa.
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Figura 2.5: Regiao simplesmente conexa A e regiao multiplamente conexa B.

2.2 Integrais Definidas

Definigao 2.1. Definimos a integral de uma aplicagao f(t) = u(t)+iv(t), continua de variavel

real ¢t em um intervalo [a, b], como

/a b F(t)dt = / bu(t)dt +i / bv(t)dt.

Da defini¢ao anterior, seguem-se as seguintes propriedades:

b b b
1. / () + g(0))dt = / f(t)dt + / g(t)d;

2. /bcf(t)dt = c/bf(t)dt, ce G

/ bf(t)dt‘ < [y

2.3 Integrais Curvilineas

3.

Com base no que foi estudado nas duas segoes anteriores podemos agora definir a integral

curvilinea ou wntegral de contorno.

Definigao 2.2. Sejam C' um contorno qualquer, f uma funcao continua em C e z = 2(t),

a <t < b, uma parametrizagao para C. Definimos entao a integral curvilinea de f ao longo

de C' como

/cf(z)dz - /abf(z(t))z’(t)dt.

Exemplo 2.3. Calcule a integral de f(z) = 2% ao longo da parte superior de um semicirculo

de raio r centrado na origem, orientado no sentido anti-horario.



36

Solugao: Nomeemos C' como o semicirculo apontado no problema. O caminho em questao
pode ser representado parametricamente por C = {z = re;0 < § < 7}. Sendo assim, pela

definicao anterior

130

/ 22dz = / (re)2(re’) df = ir3/ e30do = ir® S
c 0 0 31

2.3.1 Propriedades da Integral

Os resultados seguintes sao fruto da definicao anterior, e sao de fécil verificacao, ficando

a cargo do leitor.

1[G+ ol = [ 1+ [ o

2. /Ccf(z)dzzc/Cf(z)dz;

> /Clu---ucr fz)dz = o f)dz+-- + / f(2)dz;

4. /_ Iz = - /C F(2)dz:

Exemplo 2.4. Determine a integral de f(z) = y — x — 32%i ao longo de dois segmentos, um

dez=0az=decooutrodez=7az=141.

Solugao: Designemos por C' = (7 U Cy o caminho de integracao em questao, no qual
C1 =10,4] e Cy = [i, 1 + 1] (Figura 2.6).

Vamos calcular a integral de f ao longo de cada contorno, comegando por ;. Uma
parametriza¢ao para este caminho é z(t) = it, com 0 <t < 1. Ou seja, x =0 e y = t. Dai

1
2

1
t

f(2)dz = / tidt = i—
Cy 0 2

N | .




i - 1+

Figura 2.6: Caminho C' = C; U (5.

Analogamente, temos que z = t 4+ 14, 0 < ¢t < 1, é uma parametrizagao para Cj.

notamos que z =t e y = 1. Logo

2

1
1
f(z)dz = / (1—t—3t%)dt =t — B
Co 0 2

0

Concluimos entao, pelo item (3) das propriedades de integrais curvilineas, que

/Cf(z)dzz le(z)dz+ CQf(z)dz:%+%—i:%(1—i).

Uma importante propriedade é a desigualdade

‘/f CENCICE /|f D (0,

que é consequéncia do item (3) das propriedades de integrais definidas.

Dai se |f(z)| < M, M uma constante, entao

< M/ dz| = ML,
C

f(2)dz
C

em que L é o comprimento do contorno C'| ou seja,

e / 12(1)dt — / VEWOP + P

37

Disto,

(2.1)
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Este resultado sera de grande valia nas aplicacoes do Teorema dos Residuos, que é o objeto

[
c <

raio 1 centrado na origem, e orientado no sentido anti-horario.

central do nosso estudo.

Exemplo 2.5. Sem efetuar integragao, mostre que < m, onde C' é o semicirculo de

Figura 2.7: Semicirculo C.

Solugao: Para todo z pertencente ao semicirculo C' temos que

1
=1 = — =1=M.

2|

Ademais, sabemos que o comprimento de um circulo é dado pela formula L = 27r, em que

r é o raio, e como neste caso temos um semicirculo de raio 1 entao
L=—=m.
2

Pela propriedade mencionada acima

<ML=m.

[t
c <

2.3.2 Teorema de Cauchy

O Teorema de Cauchy é um dos principais teoremas da teoria de func¢oes de uma
variavel complexa, inclusive o proprio Teorema dos Residuos, objeto principal deste trabalho,

pode ser considerado uma versao dele.
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O proximo teorema nao serd demonstrado por ser um resultado concebido dentro do
calculo de varias variaveis, e o seu valor nesta subsecao estd apenas no fato de ser usado na

demonstracao do Teorema de Cauchy.

Teorema 2.1 (de Green). Sejam P(z,y) e Q(x,y) func¢des definidas numa regiao simples-

mente conexa R, com derivadas primeiras continuas. Entao, para qualquer contorno fechado

//, P))dxdy = ngdx + Qdy, (2.2)

onde R’ é a regiao interior a C.

simples C' em R,

O pequeno circulo presente no simbolo da integral em (2.2) representa a integral de uma

fungao ao longo de um contorno fechado simples de orientagao positiva.

Teorema 2.2 (de Cauchy). Se f é uma fungao analitica em uma regiao simplesmente

conexa R, com derivada primeira continua, entao

7{) F(2)dz =

para todo contorno fechado C' contido em R.

Demonstragao: Usando a notacao z = x + iy, z,y € R, e f = u +iv, u e v fungoes reais,

temos pelo Teorema de Green que:

if(z)dz = iudx—vdy+i%vdx+udy
= ///(— dfvdyﬂ//, v, )dxdy.

Como [’ é continua, entao as derivadas parciais de primeira ordem de u e v também o séo.

Pelas equagoes de Cauchy-Riemann u, = v, e u, = —v,. Daf:

if(z)dz = //’,(—vx + v, )dady +7;///(vy — v,)dzdy = 0.
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O proximo teorema é importante para este trabalho por estar presente na demonstragao

do Teorema dos Residuos.
Teorema 2.3. Suponha que
i) C & um contorno fechado simples percorrido no sentido anti-horario;

ii) C;(j =0,1,...,n) caminhos fechados simples contidos no interior de C, todos percorridos

no sentido horario (Ver figura 2.8).

Se uma funcao f é analitica em todos esses caminhos e na regidao multiplamente conexa

consistindo dos pontos interiores a C' e exteriores a cada C, entao

/C F(2)dz + Z:; /C Sz =0 (2.3)

Um tratamento completo deste teorema requer o uso de conceitos que nao estao a nossa
disposi¢ao. Contudo, podemos estabelecer uma justificativa simples para este resultado.
Basta inserirmos uma cadeia continua de segmentos ligando cada caminho Cj, isto é, um
segmento Ly ligando o caminho C' a Cy, outro L; ligando Cjy a 1, e assim sucessivamente
até L, conectando C,, a C' (Figura 2.8). Desta forma, obtemos dois caminhos fechados C’
e (", cada um constituido dos segmentos L; ou —L; e de partes de C' e C;. Uma vez que
f € analitica no interior e sobre C’ e C”, o teorema de Cauchy nos garante que as integrais
de f sobre C" e C" sdo iguais a zero, e consequentemente a soma das integrais de f ao longo
de C" e C" também sao iguais a zero. Visto que as integrais de sentidos opostos ao longo de
cada L; cancelam-se mutuamente aos pares, por causa da quarta propriedade das integrais
curvilineas apresentada na Segao 2.3.1, entao restam somente as integrais ao longo de C' e

C;, e chegamos a formula (2.3).

2.3.3 Foérmula Integral de Cauchy

O teorema seguinte serd de grande valia para as demonstragoes dos teoremas envolvendo
séries de poténcias no proximo capitulo. Algo interessante de se apontar é que o Teorema

dos Residuos, tema central de nosso estudo, pode ser entendido como uma generalizacao da
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(V

Figura 2.8: Regiao multiplamente conexa.

formula que se segue, para o caso em que a funcao possui varias singularidades no interior

de seu caminho de integracao.

Teorema 2.4. Seja f uma funcao analitica em uma regiao simplesmente conexa R. Entao,

_ L f»
f(Z)_Q_T(Z C)\—Zd)\’

onde z € R e C é qualquer contorno fechado simples de R, que envolve z uma vez no sentido

positivo e cujo interior esta todo contido em R.

Demonstragao: Seja 6 > 0 tal que o circulo |\ — z| = ¢, representado por Cs, nao contenha

pontos de C' (Figura 2.9).

Figura 2.9: Circulo |\ — z| = § e contorno C'.

A partir do Teorema 2.3 podemos escrever:

AT G IV fN) Y
740 ~d) 2 dA=0 = fc d)\_foé d,

A — A— 2z A— 2z A—z
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Através da decomposicao

) =F(z) + 1) = f(2)]

obtemos:

){C(_/\)Zd/\zf(z)jé dA X Md)\. (2.4)

Cg;A_Z Cj A—2z

1

O circulo Cs pode ser parametrizado por A\;(#) = z + de?, 0 < # < 27. Desta forma,
utilizando a defini¢ao de integral curvilinea encontramos o resultado da primeira integral no

segundo membro da igualdade acima, ou seja,

2 1) 2m
R R (-
;N — % o (z+4de?)—z 0

Como f é continua, dado ¢ > 0, existe §; > 0 tal que

A=zl <d = [fN)-f2)] <e

Tomando § < 47, entao

e Oy LISV CI P
Cs

Cs -z |>\_Z|

Portanto, a segunda integral sobre Cs em (2.4) tem limite zero com 6 — 0, limite este que é

o proprio valor da integral. Consequentemente

O . L/
fémd)\: 2mif(z) = f(z) = %ﬁmd)\-

|

Uma importante consequéncia da integral de Cauchy é a de que uma fungao analitica
possui derivadas de todas as ordens. Sejam z um ponto qualquer de uma regiao R na qual f
¢ analitica, e C' um contorno fechado simples, todo contido em R, que contém o ponto z em

seu interior. Vale entao pela integral de Cauchy:

_ 1L
f2) =5~ b S5
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Se admitirmos a derivagao sob o sinal de integracao e derivarmos sucessivamente a formula

acima, obtemos:

oy 1 SN w2 J)
f(2>—%%cmd)\v f(Z)—%jimd)\,

e, generalizando,

FO(2) = n f{ %dk (2.5)

T 2mi
A demonstracao da férmula acima sera omitida, contudo o leitor pode encontréa-la em [1],

pagina 103.



Capitulo 3

Séries, Residuos e Singularidades

Isoladas

Neste capitulo serao trabalhadas as séries de fungoes complexas, o conceito e os tipos de
pontos singulares isolados e a definicao de residuos, temas estes cruciais para o entendimento

do Teorema dos Residuos.

3.1 Séries de Taylor, Maclaurin e Laurent

Definicao 3.1. Uma série de fungoes é uma série
an(z) = fo(2) + fi(z) + -

n=0
cujos termos f, sao, em geral, fungoes da uma variavel complexa z, todas com um dominio
comum de defini¢ao.
A soma da série é interpretada como

o0

> falz) = fol2) + fi(2) + -+ = lim S,(2), (3.1)

n—00
n=0

44
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onde S, (2) é a soma parcial ou reduzida de ordem n:
Su(z) =Y fil2).
=0

Quando o limite em (3.1) existe, dizemos que a série & convergente ¢ o valor deste limite

determina a soma da série.

3.1.1 Série Geométrica

Uma série geométrica ¢ uma série da forma

[e.e]

Zazn_l:a+az+az2+--'+azn_1+---, (3.2)

n=1

onde a é uma constante complexa.

Vamos mostrar que

a+a2+a22+---+az"_1+---:1 ) (3.3)
—z

com |z| < 1. Para tanto, tomemos a soma parcial dos n primeiros termos em (3.2),
S,=a+az+az> 4+ +az"L.

Multiplicando a expressao acima por z, obtemos
28, =az+az+az® + -+ az".

Dali,

Sp— 25, =a—az" & S,(1—2)=a—az"
a—az"

s 8, = - (3.4)
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Se |z| < 1, entao 2" — 0 quando n — co. Logo

. .oa—az" a
lim S, = lim = .
n—o00 n—oo 1 — 2 1—2

Portanto, para |z| < 1 a soma de uma série geométrica (3.2) é 1 -
—z
Exemplo 3.1. Por (3.3) temos que
=l4+z+224+23+4-- (3.5)
11—z
e
1 1

=1—z+22 -2+

1+z 1- (—2)
Note que, de maneira andloga a formula (3.4), a soma parcial dos n primeiros termos de (3.5)

pode ser expressa por:
1— 2"

=1+z+22+2"+ 4271
1—-2

1—2" 1 —z"
Substituindo = + na igualdade anterior verificamos que

1—=2 1—2 1-—=z

n

1 z
—— =1+z2+22+28+ 42"+ :
1—=2 1—2

(3.6)

A férmula (3.6) serd usada na demonstragao do teorema que caracteriza a série de Taylor.

3.1.2 Séries de Poténcias

Dentre as séries de fungoes, sao de notoéria relevancia as chamadas séries de poténcias do

tipo
oo
Z an(z — zo)",
n=0

nas quais f,(z) = (z — 29)", e os coeficientes a,, ¢ 0 ponto zy sdo constantes complexas.
O proximo teorema nos fornece uma relagao bastante importante entre fungoes analiticas

e séries de poténcias.

Teorema 3.1 (da série de Taylor). Sejam f uma funcao analitica em uma regiao R, zg
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um ponto qualquer de R, e ry > 0 tal que a vizinhanga |z — zy| < 7 esteja toda contida em
R. Entao, nesta vizinhanca a fung¢ao f pode ser desenvolvida em série de poténcias de z — z.
Conhecida como a série de Taylor da fungao f relativa ao ponto zy, esse desenvolvimento é

dado univocamente por

> (n) ZO
f = L
n=0 ’

n

No caso zy = 0 a série acima ¢ chamada de série de Maclaurin da fungao f.

Demonstragao: Seja z um ponto qualquer do disco aberto |z — zg| = r < r¢. Seja também

A um ponto sobre o circulo |\ — zy| = 7, representado por C}, tal que r < r; < ro (Figura

3.1).

Figura 3.1: Descri¢ao de |z — 29| =7 < rg e |A — z| = 1.

Como f ¢ analitica no interior e sobre ', entao pela integral de Cauchy

1 JFN)
= — ———d\. 3.7
/() 21 Jo, A — 2 (37)
Dai,
1 1 1 1
A—z (A—z)—(2—20) A—2 1_2—20'
A — 20
Como |22 = L < 1, entdo podemos substituir o z na féormula (3.6) por S ZO, e dai
A — 20 1 — 20
1 z— 2 z—2\""" (z —20)"
=1
|24 +/\—ZO+ +<)\—ZO> (A= 2)(A — z)" !
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Portanto,
) SO LI F )
ppily ppe s wpes AR S A W PRGN Ul o s 5 wpm s

Ao dividirmos ambos os membros da igualdade acima por 277 e integrarmos cada termo ao
longo de C no sentido positivo obtemos, por (3.7) e pela formula (2.5) da derivada de todas

as ordens, o seguinte resultado

(1) (2, »
1) = £ + Pl =) 4ot e R 39

onde

_ (E—=)" )

2mi (A —2zo)"
Como f(A) é continua, entdao esta é limitada por uma constante M sobre o circulo Cf.

Ademais |z — zo| =7, |\ — 20| =71 € [\ — 2| > 1 — r. Segue-se entao

R | < — —
[ < 2n (ry —r)m™  r—r

" M2mry Mn (r)"

™

r
Mas — < 1 e, portanto, |R,| — 0 quando n — 00, e consequentemente
A1

lim R, = 0.

n—o0

Logo, quando n tende ao infinito, o limite da soma dos n primeiros termos do segundo

membro de (3.8) é f(z). Ou seja, f(z) representa uma série de Taylor

n

£ (4,
=3 T

Exemplo 3.2. Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de z para as seguintes

funcoes:

oo
_1)"
a) senz = Z (2<n7+)1)!22n+1’ valida para todo z;
n=0
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22" valida para todo z;

b) cosz = Z ((;71;7

o0 n

z .
c) e = Z —» valida para todo .
n!

n=0

Solucgao:

a) Seja f(z) = senz. Temos que z; = 0, o que implica que f(z9) = sen (0) = 0. Logo pelo

Teorema 3.1

f'(20) 5 ["(20) 5, [P20) 4, [P(20) 5

senz = f(z0)+ f'(20)z + ST TR s R M- B SR
2 3 4 5
— sen (0) + 2 cos(0) — 2 se21!1(0) I c;)!s(O) L2 szr!l(()) L2 C;;S(O) o
23 2°
= 0 z-0- 5404 -
23 20
= Z_§+E_

00 1)
Generalizando, obtemos sen z = Z (—)'z%“.
— (2n+1)!

b) Tomemos f(z) = cosz. Sendo zy = 0 entdo f(zy) = cos(0) = 1. Sendo assim, pelo

Teorema 3.1

F'(20) 5 ["(20) 5, fP2) 4 [O(20) 5

senz = f(z0)+ f'(20)z + ST T R e TR - R

22cos(0)  2%sen(0) 2%cos(0)  z%sen (0)

= cos(0) — zsen (0) — 5 + a0 + TR -

22 2
= 1=0= 404+ —0—-
2 4
Generalizando temos cos z = f: (_l)nz%

(2n)!

n=0
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c) Sendo f(z) =e€* e 29 = 0, entao f(zy) = €’ = 1. Logo, pelo Teorema 3.1

¢ =t s L Plal .

0 0

= " +el2+ 224 2B
2! 31°
2 .3
= 1+z+— §+

o0

2"
Portanto, e* Z i
n=0

Uma fungdo que nao seja analitica em um ponto zy ainda pode ser expandida em séries
de poténcias, desde que esta admita poténcias com expoentes negativos. Este tipo de série
¢ conhecida como série de Laurent e é uma generalizagao da série de Taylor. O teorema

seguinte a descreve.

Teorema 3.2. Seja f uma funcao univalente e analitica em uma regiao anular G : r <

|z — 20| < R. Entdo, para todo z nesta regiao,

f(z):z Y +Zan z— zp) zz%(z—zo)", (3.9)

n=1 n=0

onde os coeficientes a,, n = 0,£1,£2, ..., sao dados por

_ 1 SN
Ay = % g Wd)\, (310)

sendo C' um contorno fechado em G, envolvendo z; e percorrido no sentido positivo, isto é,

no sentido anti-horario.

Demonstragao: Sejam z € G, ery e ry taisque r < r; < |z —2y| < ry < R. Nomeemos C] e
C5 como sendo os circulos de centro zg e raios 1, e ro, respectivamente, orientados no sentido
positivo. Se unirmos C; a C'y por um arco L, obtemos o contorno fechado C' = Co+ L—C;—L
em uma regiao de analiticidade da funcao f (Figura 3.2).

Pecla integral de Cauchy




o1

)

Y

Figura 3.2: Contornos C; e (5.

J& que as integrais ao longo de L e —L se cancelam mutuamente, entao

£(2) = —%/C %dﬂ LI (3.11)

21 Jo, A — %
Como f ¢é analitica no interior e sobre Cy, entao a segunda das integrais na igualdade acima
)
pode ser expandida em série de Taylor relativa a zg, isto ¢,

! S d\ = i": an(z — 2z)", (3.12)

n=0

21 Jo, A — 2

onde
1 f)

= Y\ n=01,2 .. 3.13
U= o oy (A= z)ntt " (8.13)

Quanto a primeira integral em (3.11), podemos trata-la de maneira semelhante como na
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demonstracao do teorema anterior, ou seja,

o) r 1
A—z f(A)z—)\ _f()\)(z—zo) — (A= 2p)
1 1
= f()‘) Z—Zoil_)\_zo
L 2= 20
. [ 1 A — 20 A — 20 -l ()\ — Z())k
=/ Kk <1+z—zg+ (z—zo> (z—)\)(z_zo)k—l)]
1 1 1 _
= N o W= 20 o ) - )
1 ()\ — Zo)k
+(z - zo)kfo\) z2—A
Portanto N
1 JA) a_p,
onde
1 SN _
Gn = 5 . —()\ - Zo)_”“d)\’ n=1,23,.. (3.15)
e
. 1 ()\ — Zo)k
Fi = 27i(z — zg)k /01 f) z2— A\ dA

Denotemos ¢ como sendo a distancia de z a zp, isto é, |z — zg| = §. Uma vez que |\ — 2| = 11,

entdao |z — A| = ¢ — 1. Tomando M como sendo o méaximo de | f(z)| no contorno Cy, temos

que
k k
Ryl < 1kJW7“1 27Ty _ Mrq <ﬂ) '
271’5 ’ 5 — T 5 —T1 5
Contudo, N < 1 e, consequentemente, |Ry| — 0 quando k — oco. Segue-se dai que Ry — 0

0

com k — oo. Sendo assim, o limite, com k — oo, da soma dos k primeiros termos em (3.14)

1 f)

271 CIA—Z

d\, implicando que

b A d\ = i EEAT Aon (3.16)

, _ _ n’
2710 Jo, A — 2 “ (2 — %)
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onde os coeficientes a_,, sdo dados por (3.15).

Substituindo (3.12) e (3.16) em (3.11) temos

Mg

oo
_ n
C—zon nz:(:) an(z — 20)",

n=1

que pode ser escrita como
o0
n
= E an(z — z)
—00

Ademais, (3.13) e (3.15) podem ser escritas como uma integral tnica:

1 f(A)
n = T ————dA\,n=0,%1,£2, ...
“ ~ om c (A= zo)”“d)\ n=0

uma vez que, pelo Teorema 2.3, os contornos C e Cy podem ser substituidos por qualquer
contorno fechado simples C', em G, com z; em seu interior.

]

Em (3.9) as séries na primeira e na segunda parcela sao denominadas, respectivamente,

parte principal e parte reqular.

1
Exemplo 3.3. Obtenha a série de Laurent para a funcao f(z) = m centrada
z—1)(z—

em zp = 1 e definida na regido anular 0 < |z — 1| < 1.

Solucao: Notemos que

1 1 Oo n
-2 1-(z-1 =) (-1

converge para 0 < |z — 1] < 1. Portanto

1 1 o0 o0
(z—l)(z—Z):z—lz (z—1)" Z (z—1D"" 0<]z—1 <1

n=0

3
Il
=}

Ou seja

(2_1)(2—2):_2—1_1_(2_1)—(2—1)2—
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3.2 Singularidades Isoladas

Definigao 3.2. Um ponto zy é chamado de ponto singular ou singularidade de uma fungao

f, se f nao for analitica em zj.

Definicao 3.3. Um ponto zy é singularidade isolada, ou ponto singular isolado, de uma

funcao f quando existe uma vizinhanca de zy no qual f é analitica exceto no ponto z.

1
Um simples exemplo é a fungdo f(z) = — que é analitica em todo z, exceto na origem,
z

que constitui entao uma singularidade isolada de f. Outro exemplo ilustrativo é a fungao

22 +1
sen (z)

g(z) =

cujos pontos singulares isolados sao os zeros da funcao do denominador, ou seja, z =
0, &7, £2m, ...

A fungao f(z) = logz possui ponto singular na origem, que nao é isolado, pois cada
vizinhanga da origem contém pontos do eixo real negativo nas quais f nao é analitica.

Se zy ¢ uma singularidade isolada de uma func¢ao f, entao existe um r > 0 para o qual o

desenvolvimento de Laurent

JE) =D i+ D (e = )

esta definido em uma vizinhanga perfurada 0 < |z — zo| <7 de 2.
A seguir serao apresentados os tipos de pontos singulares isolados de acordo com a quan-
tidade de termos com expoenetes negativos na Série de Laurent exposta acima. As singula-

ridades podem ser removiveis, essenciais ou do tipo polo.

3.2.1 Singularidades Removiveis

Definicao 3.4. Um ponto singular isolado 2y é uma singularidade removivel de uma fungao

f quando sao nulos os coeficientes a_,, em (3.9), isto é,

o0

f(z)=Zan(z—zo)”, 0<|z—z|<r, r>0.
n=0
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Notemos que f é entdo analitica em |z — zy| < r, uma vez que esta pode ser expandida
em série de poténcias como mostrado acima e, além disso, esta definida no ponto zy, visto
que f(z9) = ag. Desta forma, a tal singularidade é aparente e pode ser removida apenas

definindo f de maneira apropriada neste ponto.

Exemplo 3.4. A funcao f(z) = en

possui uma singularidade removivel em z = 0, pois

n2n 2 4

1 0 1n2n+1 o0
senz:_z( ) Z B E
z ano (2n+1)! n:O 2n—i—1 31 5!

Assim definimos f(0) = 1.

A proposicao que se segue nao seré demonstrada pois seu resultado nao é tao relevante
e constitui-se apenas como ferramenta para a demonstracao da Proposicao 3.2. Contudo, o

leitor pode encontrar sua prova em [9] na pagina 144.

Proposicao 3.1. Seja f uma funcao complexa e z; um ponto pertencente a seu dominio. As

seguintes proposicoes sao equivalentes:
i) 2o ¢ uma singularidade removivel de f;

ii) Existe lim f(2);

Z—20

iii) |f(2)| é limitado em alguma bola aberta centrada em z.

3.2.2 Singularidades Essenciais

Definicao 3.5. Dizemos que zy é singularidade essencial de uma funcao f, quando a série

(3.9) possui infinitos termos com coeficientes negativos de z — z.

1
Exemplo 3.5. Temos que o ponto z = 0 é singularidade essencial da funcao 2°sen (—),
z

uma vez que

1 R S S - AR 1 1
Z?’S@“(;):f;i(z(nﬁn!(;) > o () =2 g T

n=0
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3.2.3 Singularidades do Tipo Pélo

Definigao 3.6. Seja z; um ponto singular isolado de uma fun¢ao f. Consideremos o caso
em que aparece um numero finito de termos na parte principal do desenvolvimento (3.9), isto

¢, existe m > 0 tal que a_,, #0 e a_, = 0, n > m, de modo que (3.9) se reduz a

A—_m a_1
fZ :—m+...+
) (z — 20) = %0

+Zan(z—20)n, a_m # 0.

n=0

Desta forma, definimos o ponto 2y como sendo pdlo de ordem m da fungao f. Um poélo de

ordem 1 é chamado pdlo simples.

A seguir seré apresentada uma condi¢do necessaria e suficiente para determinar se um

ponto singular isolado é polo de ordem m.

Proposigao 3.2. Uma singularidade isolada zy de uma funcao f é um poélo de ordem m se,

e somente se, (z — 2)" f(z) possuir limite finito e diferente de zero quando z — 2.
Demonstragao: (=) Sendo z, p6lo de ordem m de f, entao
o0

f(z)zﬂ—i—----i- a-1 —|—Zan(z—z0)”, a_m #0 (3.17)

(z —29)" p—z =

valida numa certa vizinhanga perfurada 0 < |z — 29| < r de zg, para algum r > 0. Multipli-

cando cada termo de (3.17) por (z — 2)™, obtemos

o0

(z—20)" f(2) =am+ - +a(z—2)""" + Zan (z— 2)"™™.

n=0

Entao

lim (z —20)" f(2) = a_,, #0.

zZ—20
(<) Reciprocamente, suponhamos lim (z — z9)™ f(z) = L # 0. Vamos denominar g(z) =
Z—20
(z — 2z0)" f(z). Pela Proposicao 3.1, a funcdo g possui uma singularidade removivel em z e,

sendo assim, esta pode ser expandida em série de poténcias centrada em zy, ou seja,

oo

g(z)=2an(z—zo)”, 0<|z—2z| <,

n=0
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para algum r > 0. Além disso L = ag. Desta maneira, segue-se que

g(2) L 1 "
zZ) = = + .. _|_ + Apim (2 — 2 .
f() (Z—Zo)m (Z—Zo)m z — 2 nZ:% + ( 0)
Ou seja, zg € polo de ordem m de f. [ ]
. ) . - z+1
Exemplo 3.6. Determine os polos, com suas respectivas ordens, da func¢do f(z) = .
2?2 — 2z

Solugao: Notemos que z; = 0 e z; = 2 sao pontos singulares isolados de f. Ademais,

11mzz+1 —limz+1——1'
20 2292 2502-—92 92
. z+1 oz4+1 3
,lzl—>H%<Z_2)z2—2z_£l—>H% z _5'

Como os resultados dos limites acima sao finitos e diferentes de zero, pela Proposicao 3.2,

20 = 0 e z; = 2 sao polos simples de f.

3.3 Residuos

Definigao 3.7. Se f ¢ uma fungao analitica em uma regiao simplesmente conexa R e z
um ponto singular isolado, definimos o residuo de f em z; como sendo o coeficiente a_; do

de sua série de Laurent com centro em zy. Este residuo sera representado por

termo

— %
Res(f, zo).

Exemplo 3.7. Encontre os residuos da funcao

nos seus pontos singulares isolados.

Solucao: Notemos que f possui singularidades nos pontos zp = 0 e z; = 1. Assim, vamos

determinar Res(f,0) e Res(f,1). Temos que




o8

valido para 0 < |z| < 1. Portanto Res(f,0) = a_; = 1. Analogamente, para o ponto z = 1,

observamos que

o0

fo) = —21- L 1 LSy

l—zz 1—-z1+4(z—-1) z—-1

n=0
D e e e e e R CE R R R ViRt

definido para 0 < |z — 1] < 1. Logo Res(f,1) =a_; = —1.

E possivel encontrarmos modos diferentes de determinar o residuo de um pélo, sem,

necessariamente, utilizarmos a expansao da funcao em série de Laurent. As préximas duas

proposicoes fornecem formas alternativas de determinar residuos.

Proposicao 3.3. Seja zy polo simples de uma funcao f. Nesta situacao temos que

Res(f,z9) = lim (2 — 29) f(2).

Z—r20

Demonstragao: Sabemos da Definicao 3.6 que

a_
f(z) = — tag+ar(z—z)+ -
zZ— 20

em uma vizinhanga de zy. Multiplicando f por (z — z) temos

(z—20)f(2) =a_1+ ap(z — 20) + a1(z — zO)Q 4.

(3.18)

Observemos que ao aplicarmos o limite em (3.18), com z — 2z, conseguimos o valor do

residuo de f no ponto zy, uma vez que

lim (z — 20) f(2) = a_1 = Res(f, 2o).

Z—r20

Este resultado pode ser estendido para o caso em que a ordem do pdolo é maior que um,

através da seguinte proposicao.



59

Proposicao 3.4. Se zy é polo de ordem m de uma funcao f, entao

Res(f, 20) = ——— Tim S [(2 — 2)"f(2)]. (3.19)

(m — 1) 2520 dzm—1

Demonstracao: Como z é polo de ordem m, entao f pode ser escrita como Série de Laurent

da seguinte forma

A_m a_o a_q

f(z)=m+...+(Z_ZO)Q+Z_Zo+a0—|—a1(z—zo)—|—..., a_m #0, (3.20)

convergente em um disco perfurado 0 < |z — zy| < r, para r > 0. Multiplicando (3.20) por

(z — z0)™, temos

(z—20)"f(2) =a_m+-+a_o(z—2)" *+a_1(2—2)" " H+ag(z—20)" +a(z—z)" 4 - -

(3.21)
Derivando (m — 1) vezes em ambos os lados de (3.21), obtemos
dm—l
W[(z —20)"f(2)] = a_1(m — D) +mlag(z — 20) + -+ (3.22)

Uma vez que todos os termos do lado direito, ap6s o primeiro termo, possuem poténcias de
z — zp, ao aplicarmos o limite em (3.22) quando z — zy conseguimos a formula almejada,

pois

m—1 1 dm—l

(2= 20)™ f(2)] = a_s(m—1)! & Res(f, z) = lim ~——[(z — )" f(2)].

.
1 (m — 1)! 2520 dzm—1

2—z9 dzm 1

Exemplo 3.8. Use a regra (3.19) para determinar o residuo de

. . . 2 . _ , .
no seu polo z = 7. Obtenha o mesmo resultado desenvolvendo €™ = ™ ¢'™(*=™) em série de

poténcias de z — .
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Solucgao: O primeiro passo serd determinar a ordem do pélo z = 7. Para isso, notemos que

em’z ) y
lim(z — 7)* = lim e™* = €'
Zz—T (z — 7T)4 Zz—T

Pela Proposi¢ao 3.2 temos que z = 7 é polo de ordem 4, e consequentemente por (3.19)
concluimos que
1 ? o 1 imdel™

ReS(f,W) = ﬁll_rf}r dzg[emz] — 6;1_13717( 7T3Z€m'z) _

Como ainda propde o exemplo, desenvolveremos a funcao f em Série de Poténcias de (z — ).

Assim
miz w2 iﬂ'(z—ﬂ') Z71'2 Z.nﬂ-n .
et =e"e ;n! z—m)". (3.23)
.1 1
Multiplicando (3.23) por ————— temos
(z —m)t
PR SR
1 i w2 im? m

_ _ _ . (324
[z—w (z—m)3  2(z—m)? 6(2—7T)+24+ (3:24)

Concluimos entao que
. ;2
717.‘.3 eim

Res(f,m)=a_q1 = — 5

Existe outro método a partir do qual podemos determinar o residuo de uma funcao f
no poélo zy, quando f é quociente de duas fungoes analiticas em zy. A seguinte proposicao

enuncia este método.

Proposigao 3.5. Seja f(z) = ]%7 onde p(z) e ¢(z) sao fungoes analiticas no ponto zy. Se
q(z
p(z0) # 0, q(z0) =0 e ¢'(20) # 0, entao zy ¢ polo simples de f com residuo igual a p/((zo)).
a'\zo

Demonstracao: Sendo p e ¢ analiticas em zy, estas funcoes podem ser desenvolvidas em
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séries de Taylor definidas em uma vizinhanga de zg, isto é,

2 '(20)(2 — 20 p,/(ZO)Z—Zo2
oy P _ P )+ G s .

q(20) + ¢ (20)(z — 20) + q”;f“) (2= z)2 + -

Deste modo, ao multiplicarmos (3.25) por z — zp, e como ¢(z) = 0, conseguimos o resultado

(2 — 20) f(2) = e — (3.26)

p(zo)

q'(20)

Proposigao 3.2 que zy é polo simples de f. Ademais, pela Proposi¢ao 3.3 temos que

Observemos entao que (z — 2q) f(2) tende a =+ 0 quando z — 2, 0 que implica pela

Res(f, ) = lim (2 = 20)f () = 520

Exemplo 3.9. Calcule os residuos das seguintes fungoes:

2) f(:)= oo

b) f(z) =

)25 coma > b>0.

Solugao:
a) As singularidades de f sao os pontos que satisfazem a equagdao z! + 1 = 0, isto ¢, as

raizes quartas de —1. Sabemos que as raizes n-ésimas de um ntmero complexo z =

r(cos 6 + isenf) sao obtidas através da formula:

isen (3.27)

zk:{‘/F(cose+2k7T+' 9+2k7r>
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Dessa maneira as raizes quartas de —1 = cos 7w + isenm serao:

™ ™

V2B

20 COSZ+iSGHZ= 27,
3T ™ 2 V2
21 cosz-l—zsenz——? 7,
29 cos5—w+isen5—7r=—ﬁ— Q
4 4 2 2
1 TmNV2 V2
23 cos — +isen — = -

b) A funcdo em questao sera representada por f(z) =

4 1 2 T

Reparemos que f é quociente das fungoes p(z) = 1 e q(z) = z? + 1, estas analiticas em

z9. Observamos também que p(zp) = 1 # 0 e g(z) = 0. Além disso, ¢'(z) = 42° e

q(z) =4 g —I—z?)

simples de f e

= —2v2 +i2v/2 # 0. Logo pela Proposicao 3.5, 2, é polo

p(20) 1

el = 0t) ~ oV v e

Analogamente, para o ponto z; notamos que
p(21) =1#0 , q(z1)=0 e ¢(21) =2V2+i2V2.

Consequentemente pela Proposicao 3.5, o ponto z; é polo simples de f e

p(z1) 1

Res(f,z) = BV N

1
—_— C
2v/2 — i24/2

e 0 processo para determina-los acontece de maneira analoga

Os residuos de f nos pontos z; ¢ 23 s@o respectivamente Res(f, z2) =

Res(f, z3) = m,

e fica a cargo do leitor.

p(2)
q(2)

Os pontos singulares isolados de f s@o os zeros do polinémio ¢,

,com p(z) =1eq(z) = (2% +
a?)(z? + b?).

Zo = ai, 21

a saber

= bi, 29 = —ai e z3 = —bi. Notamos que

p(z0) =1#0 e g(z0) = 0;
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¢ (2) = 42° +2a%z + 262 e ¢'(2) = —2a% + 2ab*i # 0.
Assim pela Proposicao 3.5, o ponto zg = ai é pélo simples de f e

_ plzo) 1
Res(f, z) = 7 () —24% + 2ab%i’

Para z; = bi, temos que

p(z1)=1#£0 , ¢(z1)=0 e ¢(21) = —2b% + 2a’bi # 0.

Segue pela Proposicao 3.5 , que z; = bi é p6lo simples e o residuo é

1
R = ——.
esla) = o e
Os resid a ti te Res(f, z2) : Res(f, 2)
s residuos para z; e z3 sao respectivamente Res(f,z2) = ————5— € Res(f,z3) =
p 2 € 23 p ) 22 2031 — 2b2ai ) %3

1
2031 — 2a2bi’
leitor.

e seus célculos sao realizados de forma analoga, sendo deixado a cargo do



Capitulo 4

Teorema dos Residuos e Algumas de

Suas Aplicacoes

Neste capitulo abordaremos o Teorema dos Residuos, tema central de todo o trabalho,
e sua aplicacao no célculo de algumas integrais reais. O conceito de residuo visto na secao

anterior é de fundamental importancia para a compreensao do préximo teorema.

4.1 Teorema dos Residuos

Teorema 4.1 (dos residuos). Se f é analitica em uma regiao simplesmente conexa R,

exceto em um numero finito de singularidades isoladas, zy, 21, ..., z,, entao
/ f(2)dz = 27TiZRes(f, 2;), (4.1)
C X
7=0

onde C' ¢ um contorno fechado de R, envolvendo zg, z1, ..., 2, uma vez no sentido positivo.

Demonstracao: Sejam C;(j = 0,1,...,n) caminhos fechados simples, envolvendo uma vez
no sentido positivo as singularidades z;(j = 0,1, ...,n), respectivamente, e totalmente conti-
dos no interior de C'. Além disso, suponhamos que dois quaisquer destes caminhos nao se
intersectam. Juntos, cada C; e C formam uma regiao fechada multiplamente conexa na qual

f € analitica (Ver Figura 4.1).

64
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Figura 4.1: Regiao fechada multiplamente conexa delineada pelos caminhos C' e Cj.

Uma vez que f ¢ analitica no interior e sobre cada C;, exceto nos pontos z;, entao as

hipoteses do Teorema 3.2 sao satisfeitas, e desse modo

Res(f,z;) =a_1 = —/ f(z)dz = f( Jdz = 2miRes(f, z;).

271

Por conseguinte, pelo Teorema 2.3 obtemos

[s@a= [ sz [ sz = [ g =o
C Co Ch n

O que é equivalente a

f)dz = | f2)dz+ 2)dz + - f(z
/. . ol

= 2miRes(f,z) + 2mRes(f, 21) + -+ 2miRes(f, z,)

= 2mi[Res(f,z0) + Res(f,z1) + -+ + Res(f, z,)]

= 2mi Z Res(f, zj).
=0

323 +2
(z—1)(22+9)

Exemplo 4.1. Calcule a integral da fungao f(z) = ao longo dos seguintes

circulos, todos orientados positivamente:
a) de raio 2, centrado em z = 2;
b) de raio 4, centrado na origem.

Solugao:
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a) Temos que z; = 1 é singularidade isolada de f no interior do circulo |z —2| = 2. Tomando

p(z) =32+2eq(z) = ( — 1)(2% +9), observamos o seguinte
p(1)=5#0 e g(1) =0;
q(2)=32"-22+9 e ¢(1) =10 #0.

Logo, pela Proposicao 3.5, z =1 é pdlo simples de f e

_pl) 5 1
Res(f,1) = /)"0 2

Concluimos assim, pelo Teorema dos Residuos, que

/ f(2)dz =2miRes(f,1) = 27m'1 = i
|z—2|=2 2

b) De forma anéloga, zp = 1, z; = 3i e 2o = —3i s@o pontos singulares isolados de f no
interior do circulo |z] = 4. O residuo para z; = 1 ja foi encontrado, de modo que falta
determinar tal resultado nos demais pontos. Seguindo o mesmo procedimento do item

anterior, observamos que
p(3i)) =2—-81i #0 ¢ p(—3i) =2+ 81i #0,

q(3i) = q(=3i) =0,
q(3i)=—-18—=6i#0 e ¢(—3i) = —18+ 61 #£ 0.

Assim, pela Proposicao 3.5, os pontos z; = 3i e 25 = —3i sao polos simples de f e,

ademais,
Lp3i)  2-8Li 5 49
Res(f,30) = 3)  —18—6i 4 12"

(
Res(f, —3i) p((—?)i') _ 248l _ Z - %_

'Q\
I
w
)
~—
|
I
—_
oo
_|_
D
<.
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Por fim, pelo Teorema dos Residuos, temos que

f(z)dz = 2mi[Res(f,1)+ Res(f,3i) + Res(f, —3i)]

|z|=4
= 2m ! + > + 92 + > 92
N 2 4 12 4 12

1 5 5 )
= 2m[§—|—1+1]—6m.

Exemplo 4.2. Encontrar / cotg(mz)dz, sendo C' um retangulo definido por z = =, z =,
c

DN —

y = —1, y = 1, orientado no sentido positivo.

Solugao: Como f(z) = cotg(nz) = ﬂ(ﬂz)), entao temos que as singularidades isoladas de
sen (72

f no contorno C' sao os zeros de sen (7z), a saber: zp =1, z; = 2 ¢ 2o = 3 (Ver Figura 4.2).

p(z)

Representando f(z) = 1) sendo p(z) = cos(mz) e q(z) = sen (7z), observamos que

€T , .
i C
1f---- S e
\ 4
2 3 2 y
of 1 1 2 3w
2
—1F---- I > - -----
: . . 1
Figura 4.2: Retangulo C' delimitado por x = FT=mY= -1,y=1.

p(1)==1#0, q(1)=0, ¢(2) =7cos(nz) e ¢ (1) =—7 #0.

1
Logo, pela Proposi¢ao 3.5, temos que Res(f,1) = —. De maneira analoga inferimos que
T
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1
Res(f,2) = Res(f,3) = —. Concluimos, pelo Teorema dos Residuos, que
T

/ cotg(mz)dz = 2mi[Res(f,1)+ Res(f,2)+ Res(f,3)]
c

1

}

= 2mi|=+ =+ =
T T

= 061.

4.2 Aplicagoes do Teorema dos Residuos no Calculo de

Integrais Reais

Nesta tltima parte do trabalho serao exploradas aplicacoes do Teorema dos Residuos na
solugao de alguns tipos de integrais reais, onde o uso de métodos do Calculo para fungoes
de uma variavel real se mostram demasiado exaustivos ou insuficientes. Trataremos de Inte-
grais Improprias de Fungoes Racionais e Trigonométricas, e Integrais Definidas de Fungoes

Trigonométricas.

4.2.1 Integrais Improéprias de Fungoes Racionais

Seja a integral real

/_ : f(2)dw, (4.4)

x

na qual f é continua no intervalo (—oo,00) e da forma f(z) = I%, sendo p(x) e q(x)
q(x

polinémios. Além disso, o grau de g(z) ¢ maior que o grau de p(z), no minimo por duas

unidades de diferenga, e g(x) possui zeros conhecidos e nao reais.
A tarefa é, com o auxilio do Teorema dos Residuos, determinar (4.4). Para isso, é sabido

do Calculo que nos casos em que f é continua no intervalo [0,00) ou no intervalo (—oo, 0],
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00 0
as integrais I = / flx)dr eI, = / f(z)dzx sado definidas respectivamente pelos limites
0 —00

R—oc0

L, = lim/ f(x)dx e Lo = hm f( )dx (4.5)

Quando os limites acima existem dizemos que I; e I, convergem. Caso contrario, sao
ditas divergentes.
Como consequéncia das observacoes mencionadas acima, caso f seja continua em (—o00, 00),

a integral (4.4) é obtida por

/_C: f(z)dr = /_(; f(x)dx-l—/ooo f(x)dx = Ly + Ly,

desde que L e L, existam.
Observemos entao que (4.4) sera convergente se os limites em (4.5) existirem indepen-
dentemente um do outro. Assim, se I; ou I divergir, entdo (4.4) também diverge. Por

outro lado, no caso em que previamente sabemos que a integral (4.4) é convergente, podemos

/: fla)de= i, /_Zf(l“)dl”- (4.6)

Porém, é importante salientar que o limite (4.6) pode existir mesmo se divergir a integral (4.4).

avalia-la por meio do limite

oo R 2
Por exemplo, a integral / xdx ¢ divergente, uma vez que lim / rdr = lim — = oo.
0

o R—o0 R—o0
Contudo,
R 1
lim zdr = lim = [R* — (-R)*| =0.
R—oo J_p R—o0

Caso o limite (4.6) exista, ele é chamado de Valor Principal de Cauchy e comumente
+oo

determina o valor de (4.4) . E representado por V P f(2)d=
A estratégia idealizada por Cauchy para determlnar (4.6) consiste em “complexificar” a

funcao, isto é, tratar f como uma funcao de varidvel complexa. Sendo assim, consideraremos
p(2)
z € C.

@7

No que se segue, seja C'r um semicirculo do semiplano Im z > 0, de raio R > 0 e

o integrando em (4.4) como sendo f(z) =

centro na origem, no qual f é analitica exceto nos pontos singulares isolados localizados em
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Im z > 0. Estes pontos sao justamente os zeros z; do polinémio ¢(z) situados no referido
semiplano. Assim sendo, devemos ter R suficientemente grande de modo que Cr abranja tais
singularidades isoladas. Intitulemos C' como o contorno formado pelo segmento [—R, +R],

unido com Cg. Ver figura a seguir:

Figura 4.3: Contorno C' = [-R,+R] U Ck.

Deste modo, temos pelo Teorema dos Residuos que

27TiZRes(f,zi):/Of(z)dz: J}; f(x)dx + ; f(z)dz. (4.7)

Agora, por hipotese grau q(z) — grau p(z) = m > 2. Sendo assim, os polindmios z"'p(z)
p(z)
q(z)

diferente de zero quando z — co. Logo existem M e K positivos tais que

e ¢(z) possuem mesmo grau e, consequentemente, 2™ = 2™ f(z) possui limite finito e

K
Isto é de facil verificagao, pois considerando lim zm]% = L, por definicao, dado ¢ > 0
Z—00 q z
existe M > 0 tal que
p(z) e+|L] K
V2eC, |z2| >M = 2"——=—L| <e = [2|"|f(2)| <e+|L| = |f(2)] < = —,
2| e 2" f(2)] L] = |f(2)] 2 7
sendo K = ¢ + |L|. Em consequéncia disso
K K Kr
f(z)dz §/ |f(2)|]dz] < —/ |dz| = —7R = ——. (4.8)
Cn ( ) Cn Rm Cn Rm Rm 1
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Logo, uma vez que m > 1, notamos que a integral ao longo de Cr em (4.7) tende a zero

quando R — oo, pois aplicando tal limite em (4.8) obtemos

/CR f(z)dz

Por fim, tomando (4.7) e passando o limite R — oo encontramos a solugao para (4.4) , pois

lim =0.
R—o00

< lim
~ R—oo Rm—1

+oo +R

N f(x)dx = }%grolo » f(z)dx = 2mi Z Res(f, zi). (4.9)

Observagao 4.1. O procedimento usado no inicio do problema, que consistiu em incluir
o caminho de integragao Cp ao intervalo [—R,+R], é comumente chamado de “dobrar o
caminho de integracao”. Esta técnica pode ser usada também tomando Cr ao longo do
semiplano inferior Im z < 0. Nesta situagao, o caminho de [—R, +R] seguido de C'r compoe

um contorno fechado com orientagao negativa (Figura 4.4).

C
R R

Figura 4.4: Contorno C' = [— R, +R| U Cg de orientagao negativa.

< dx
E lo 4.3. Calcul .
xemplo a,cue/_00364_'_1

Solucao: Nosso objetivo é obter o resultado de

*®  dx i L
1 = lim Z .

Seguindo o procedimento descrito anteriormente, trataremos a fungao de nosso integrando

. 1 o
como sendo uma funcao complexa. Isto posto, tomemos f(z) = T analitica em um
z
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contorno C, constituido do intervalo [—R, R] no eixo real, seguido do semicirculo Cg, lo-
calizado no semiplano I'm z > 0, de raio suficientemente grande de forma a envolver po-

sitivamente as singularidades isoladas de f presentes neste semiplano. Pelo item (a) do

Exemplo 3.9 sabemos que os pontos singulares isolados presentes no interior de C' sao os

V2 V2 V2

2
polos simples zp = - + i e = T + z'?, cujos residuos sao respectivamente
1

22 +i2v/2

Res(f, Zo) = e RGS(f, Zl) =

1
—2V/2 4 i2V/2

Y

oy ]

Figura 4.5: Contorno C' = [-R,+R] U Cg com os poélos zj e z.

Logo, por (4.9) obtemos:

> dl‘ . +R d:[; )
/_oo A1 A e L [Res(f;z0) + Res(f, 21)]

1 1
= 2m +

—2V2 4022 22+ i2V2
_ 7T\/§
2

Exemplo 4.4. Mostre que

/ o dz B 7T
o (w2 +a?)(22+b%)  2abla+b)’
no qual a > b > 0. Considere as duas possibilidades: a # b e a = b.

Solugao: Notemos que o nosso intervalo de integragao é [0, 00). Para procedermos com sua
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1

resolugdo, observemos que f(z) = (@ + @) (22 + B7)
2?2 +a?)(x

é uma fungao par, visto que

1 1
I (e (i R T R

Deste modo, o grafico de f é simétrico em relagdo ao eixo y e, consequentemente,

/_OOC f(z)dx = /000 f(z)dz.

/_Z f@)dz = /_(; Fz)dx + /OOO Flz)de = 2/000 f(2)de.

/°° dz B 1/"0 dzx
o (@+a?)@2+0?) 2/ (a2 4a?) (22 +b?)

Vamos neste momento considerar o caso em que a # b. Procedendo de acordo com a sequéncia

Logo

Assim sendo

apresentada no inicio do capitulo, scja C' um contorno formado pelo intervalo [— R, R] seguido

do semicirculo Cg orientado positivamente no semiplano I'm z > 0. Temos que o raio R de

Cr é grande o suficiente para contornar os polos simples zy = ai e z; = bi, cujos residuos sao,

1 1
e Res(f,z) =

respectivamente, Res(f,zp) =

Exemplo 3.9).

Ver item (b) do

—2a3i + 2ab?i —2b%1 + 2a2bi (

Figura 4.6: Contorno C' = [-R, +R] U Cg com os polos ai e bi.
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Portanto, pelo item (4.9), concluimos que

/0 (22 +a?) (22 +02) 2 /—oo (2? + a?)(2? 4 b?)
= %27?2’ [Res(f, z0) + Res(f,z1)]

T 1
~ | aki2abt T 2Bt 2a2bz}
| 1 1
= 2w =) " 2ila? = b2)}
_ [ b(a® = %) + a(b* — a?) 1
| 2iab(b — a)(b+ a)(a — b)(a +b)
_ 77[ bla—b)+a(b—a) }
2ab(b — a)(a —b)(a + b)

- 2ab — b* — a?
2ab(2ab — b? — a?)(a + b)

™

2ab(a +b)

Para a situagdo em que a = b, a funcdo f se reduz a f(z) = 5» sendo ai seu tnico

(22 4 a?)
ponto singular isolado contido em C'. A natureza desta singularidade é um poélo de ordem 2,
jd que
1 1 1
lim (2 — ai)? ———— = lim (2 — ai)? =lm — =—-——
z—>ai( ) (22 + a?)? z—>ai( ) (z —ai)?(z 4 ai)?  2—ai (2 + ai)? 4a?

O residuo de f no ponto ai pode ser determinado pela féormula da Proposicao 3.4, ou seja,

d 1 2 1
N = lim — | —— | = lim — =—.
Res(f, ai) i dz {(z—kai)?] srai (z+ai)®  da’i

Analogamente ao caso anterior, a integral de f ao longo do intervalo [0, 00) é estabelecido
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por

& dz 1 [ dz 1 T
/o (22 4+ a?)(2®2 + %) 2 /oo (x24+a?)?2 2 mifes(f, ai) 4a3

B T
 2a22a
B Vs
~ 2aa(a + a)
B T
~ 2ab(a+0)
Exemplo 4.5. Mostre que
< d
/ r /n a2
o l+azm sen(m/n)
Solugao: Queremos determinar
/°° dx , " dx
= lim .
0 ]. + xm R—o0 0 ]. + xn
1
Para tanto, tomemos f(z) = e o caminho C = ABUCRUC' A, como descrito na figura

1427
abaixo. Perceba que o contorno considerado é diferente do semicirculo usual que vimos até

agora, contudo este fato nao modifica significativamente os processos ja elencados para a
resolucao deste tipo de integral, uma vez que o Teorema dos Residuos considera qualquer

contorno fechado simples.

Figura 4.7: Caminho C = ABU Cgr U CA.

im i2km

A fungao [ possui singularidades isoladas nos pontos zp = ewe n (Ver formula (1.4)
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no capitulo anterior), das quais somente zy = e localiza-se no interior de C. Designando
p(z) =1eq(z) =1+ 2", vemos que
p(z0) =1 e q(z) = 0;

[%us

¢ (20) =nz""teq(z)=—ne .

Sendo assim, pela Proposicao 3.5, zg = e 6 polo simples e Res(f, e%) = ——.

Como consequéncia do Teorema dos Residuos

d d d in
/ dz :/ : +/ - +/ : = 2mi[Res(f,en)].
Cl—i—Z” ABI+Zn CR1+Zn CA]'—I_Zn

Ademais, z(z) =z, com 0 <z < R, ¢ z(z) = azeisz, com R < x <0, sdo, respectivamente,

parametriza¢oes dos caminhos AB e C'A. Deste modo

0 27

R i2m . iT
/ i +/ z +/ €" gy =T (4.10)
o 1+am cp L+2" r l+a" n

Vamos avaliar agora a integral sobre C'r. Usando propriedades do moédulo, a desigualdade

triangular e a propriedade (2.1) das integrais curvilineas, obtemos:

dz |dz| 1 2R
< - o] = —
Cr 1 + zn Cr 1— |Z|" 1— R" Cr n(l — Rn)

o . . dz
Ao passarmos o limite na desigualdade acima, com R — oo, vemos que / T —0e
Cr z
. 3 dz
assim também — 0.
Cr 1 + 2"

Portanto, fazendo R — oo em (4.10) conseguimos o seguinte resultado
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/OO de _/OO dv _ 2miex (l_e%ﬁ)/m dv _ 2miex
g l4a" o lH4am n o l4a" n
/°° dz 2mien
g - - 2
o L+an n(l—en)
B T/n
(e —e ) /2i
B /n
~ sen(w/n)’

4.2.2 Integrais Improéprias Envolvendo Funcoes Trigonométricas

Nesta parte serao tratadas integrais da forma

/_Z f(z)sen (ax)dx ¢ /_C: f(z) cos(ax)dx, (4.11)

nas quais f ¢ uma fungao continua em (—o0, 00), e o um valor real e positivo. Estas integrais

constituem-se como partes real e imaginaria da integral impropria

/_ o f ) (4.12)

oo

Isto ¢ observado através da formula da exponencial €’ = cos ax + i sen o, dado que

/_°° eiazf(x)dx:/_z f(z) cos(oz:U)—l—i/_Z f(z)sen (az),

o0

sempre que as duas integrais do lado direito da igualdade convergem.
A integral (4.12) se faz presente, por exemplo, na féormula da Transformada de Fourier.

Este tipo de transformada possui varias aplicagoes na engenharia e na fisica, como citado em

[2]:

[...] as transformadas de Fourier aparecem com frequéncia em estudos de ondas
e na extracao de informacoes de ondas, em particular quando estao envolvidas
informagoes de fase. A leitura de um interferémetro estelar, por exemplo, envolve

uma transformada de Fourier do brilho em um disco estelar. A distribuicao
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de elétrons em um atomo pode ser obtida de uma transformada de Fourier da

amplitude de raios X espalhados. [...|(2007, p. 705).

As integrais em (4.11) podem ser analisadas através da integral (4.12). Como na se¢ao an-
terior, somos levados a dobrar o caminho de integragao, considerando a integral / e f(2)dz,
em que C' é um contorno constituido novamente do intervalo [— R, R] no eixo rea,l,csucedido do
contorno semicircular Cg, de raio grande o suficiente para envolver as singularidades isoladas
de f localizadas no semiplano I'm z > 0.

O Lema de Jordan, considerado a seguir, estabelece condigoes suficientes para mostrar

que a integral / e f(z)dz — 0 quando R — oo.
Cr

Lema 4.1 (de Jordan). Sejam « e R constantes reais positivas e C'g o semicirculo situado
no semiplano I'm z > 0. Suponhamos f uma fungao analitica em Cg, exceto em um ntmero

finito de singularidades isoladas, e que | f(2)| < G(R), com z em Cp e ]%im G(R) = 0. Entao
—00

lim e f(2)dz = 0.

R—o0 CR

Demonstracgao: A prova é baseada na chamada desigualdade de Jordan

/ e"Rsntgg <« T (R > 0). (4.13)
0 R

Para verificar isto, primeiro notamos, a partir dos graficos das fungoes g(6) = senf e h(f) =

20 20
— (Figura 4.8), que senf > — quando 0 < 0 < g
T T

g(0) = sen 0

)

h(

S
Il
3|8

o
NIN ==

71\ 0

Figura 4.8: Graficos de g ¢ h.
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Consequentemente, se R > 0,

2R6

T
e fisent < == quando 0< 6 < >

e assim i )
2 —Rsen6 2 _2me m -R T
do < ~df) = —(1— <= (R>0).
/0 ‘ = /0 ‘ ap\lme ) <3 20
Como o grafico de g(f) = sen@ é simétrico em relagao a linha vertical § = T ho intervalo

0 <6<, entao

jus

/2 e—RsenG'd@ :/ e—RsenQd‘g
0 2

e, dai,

/ e—RsenGd(g: /2 e—RseHGdH_i_/ 6—Rsen9d6:2/2 e—Rsened‘g < 1
0 0 T 0 R

2

Voltando agora para a prova do lema, temos que z = Re??, 0 < § < 7, é uma parametrizacao

para o semicirculo superior C'z. Sendo assim, da definicao de integral curvilinea conseguimos

Ip = / e'iazf(z)dz _ / eiaR(cos 0+ sen H)f(ReiO)iReié)de
Cr 0

_n /Tr e—aR sen gf(Reie)ei(aRcos 6+6)d¢9.
0

Considerando a desigualdade (4.13) segue-se que

G(R)m

«

|Ir| < RG(R) / emeftsenfgy <
0

Ja que por hipotese G(R) — 0 quando R — oo, constatamos que |Igz| — 0 quando R — oo.
Fato este que implica

lim e f(2)dz = 0.
R—o00 Cr
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Exemplo 4.6. Demonstre que

*  rsenw PR 2cos2+ sen?2
x4 +20 2 '

Solucao: Através da Formula de Euler podemos expressar zsenz = Im ze'® e, por conse-

guinte,
o0
/ L " - Im/ B —; (4.14)
2 + 4x + 20 x2+4x+20
O integrando f(z) = %—Sﬂ tem polo simples no ponto zg = —2 + 41, que é sua Unica

singularidade isolada no semiplano superior, pois

ze'® zet?

li —(24+4)]—— = li 2 — 44

z—>1—%l+4i[z (=2+4) 22442+ 20 z—>1—%1+4i(z i 2 (242 —4i)(z+ 2+ 49)
Zez'z

lim @ ———
z——2+4i z + 2 4+ 44

_ 1 i —4-24
- (a+3)-

1
= (5 + i) e *(cos2 —isen2).

1
Consequentemente Res(f, —2+4i) = (5 + %) e *(cos2—isen?2). Considerando deste modo
a integral de —R a R, seguida da integral sobre C'r no semiplano superior, pelo Teorema dos
Residuos obtemos:

/ ARG / = omiRes(f, —2 + 4i)
i z = T _
_pr?+4x+20 cp 22 +42+20 ’

1
= 2ime* (5 + i) (cos2 —isen2).

Passando o limite com R — 0o na expressao acima, ¢ usando o Lema de Jordan, vem:

> re _— i ,
" = _ 9 _ 2).
/_OO p~ +4x+20d$ ime <1+ 2) (cos2 —isen2)



81

Substituindo a igualdade anterior em (4.14) tém-se:

o0 rsenzx
——dx = 1 —dx
/_wx2+4x+20 ! m/ x2+4x—|—20

= Imime™* (1 + 5) (cos2 —isen2)

2 2
= Imime™? [<COS2+ se; )—i—i <%— sen2>}

4 (20082+ Sen2>
= e 5 :

A principio, até agora lidamos com fungdes continuas em (—oo0,00), isto €, que nao pos-
suem singularidades no eixo real. Suponhamos entao que uma funcao f tenha um poélo
simples em z = ¢, em que ¢ é um numero real. Neste caso, o Valor Principal de Cauchy da

integral é dado por

oo o ([ )

que pode ser calculada pelo Teorema dos Residuos dobrando o caminho de integracao, como
jéa descrito em procedimentos anteriores. No entanto, serd acrescido ao caminho C' o contorno
semicircular C,., centrado em z = ¢, de raio r e orientado positivamente. A figura abaixo

ilustra esta situacao.

Y

Figura 4.9: Caminho C' = [-R,c—r|UC, U[c+ 1, R]U Ck.

A proxima proposigao discorre a respeito da integral sobre C,.

Proposigao 4.1. Suponha [ uma fungao continua em (—o0,00), exceto no podlo simples
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2 = ¢ no eixo real. Se C, for o semicirculo parametrizado por z = ¢+ re?, 0 < < 7, entdo

lim/ f(2)dz = miRes(e™* f(2), c).
o2

r—0

Demonstragao: Como f(z) tem um pélo simples em z = ¢, entao

f(z) = +9(2),

em que a_; = Res(e"*f(z),c) e g é analitica no ponto c¢. Usando a série de Laurent encon-

trada e a parametrizagao de C, temos

T 10 ™
f(x)dz = a_l/ zrew do +ir/ gle+re”)edo
o Te€ 0

Cr
= a_l/ z'déH—ir/ glc +re®)edo
0 0

= 7m'a_1—|—z'r/ glc+re)edd. (4.15)
0

Nomeemos como I, a segunda parcela da soma presente no lado direito da tltima igualdade
acima. Como ¢ é analitica em ¢, entao esta é continua neste ponto e limitada em uma
vizinhanga do mesmo, ou seja, existe M > 0 tal que |g(c + re??)| < M, para |z| < r. Sendo

assim,

ir/ glc+ Tew)ewdQ’ < 7“/ Mdf = 7rM.
0 0

Segue-se desta ultima desigualdade que hl% |I.| = 0 e consequentemente lil% I, = 0. Portanto,
r— r—

ao aplicarmos o limite em (4.15), com r — 0, conseguimos

lim | f(2)dz = mia_, = wiRes(e"* f(2),c).
r—0 C,

Exemplo 4.7. Estabelega a seguinte igualdade

[e’e) 1—¢e @
/ _senz o m{l-e®) o
oo (2?2 + a?) a?
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Solugao: Reescrevendo a integral

& sen
/_ P x—Im/ :1:2+a2 dzx. (4.16)

eZZ

2(2? + a?)
localizados respectivamente no plano superior e no eixo real(Figura 4.10).

A funcdo f(z) = tém singularidades isoladas nos pontos zp = at e z; = 0,

Figura 4.10: Contorno de Integracao.

Ambos os pontos sao poélos simples uma vez que

z—al

lim (z — ai) f(z) = —% #0 e ll_l}(l]zf(z) = % # 0.

Por conseguinte
—a

Res(f, ai) = —;—2 e Res(f,0)= =

Desta maneira, pelo Teorema dos Residuos temos

(/_Z"‘/T-F/TR%-/CR) z(zze;j—a?)dz = 2mi[Res(f,ai) + Res(f,0)]

o
= 2m |:—e + —2]
a

2a?
(2 —e™?)
— T. (4.17)
Segundo a Proposigao 4.1,
_ et , i
e R
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Portanto, aplicando o limite duplo em (4.17)quando R — oo e r — 0, e fazendo uso do Lema
de Jordan, obtemos

—r R ; . . _
1z 2 _ a
i / N / e gy T mi(2 —e™?)
R—o0 R ” 2(22 + CL2) a? a?

r—0

o / e ir — mi(2—e?) mi
oo Z(2? + a?) a? a?

Substituindo o resultado anterior em (4.16), temos

o 1—¢e @
/ senx d:z::ﬂ( e )

o T(x? + a?) a?

o0
Exemplo 4.8. Sabendo que / e dr = g, faca o que se pede em cada item abaixo:
0

: , T
a) Prove que / e dz — 0 quando R — 0o, onde C é 0 arco z = Re??, 0 < 0 < T
Cr

b) Mostre que

Solugao:

a) Utilizando a definigdo e propriedades das integrais curvilineas, juntamente com proprie-
dades do moédulo, temos:

-2
/ e dz
Cr

s

4 52 20 . .
= / e i Re' do
0

™

T, A .
_ / ezR (cos 20+i sen 29)2R629d9
0

jus

S /4 €_R2 senQGRde.
0

Ao realizarmos a mudanga de variavel ¢ = 26, notamos pelo grafico da Figura 4.8 que

!Estas integrais sao chamadas de integrais de Fresnel.
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2
sen ¢ > —¢ quando 0 < ¢ < —. Como consequéncia disto, temos que
7T

-2
/ e dz
Cr

| N

S E/EG_RZSend)dgb
2 0

5 2
< 5 [T
2 0
T _R2 .

- —ﬁ(e ).

i 2
— 0, quando R — oo, e assim da mesma forma / e dz —
Cr

Isto mostra que

0.

2
/ e dz
Cr

b) Sejam a funcio f(z) = €** e o contorno C = AB U Cr U CA como descrito na figura

abaixo.

Figura 4.11: Caminho C = ABUCrU CA.

Temos que z(x) =2 (0 <z < R) e z,(r) = rei’ (R < r < 0) sdo parametrizacdes para

AB e CA, respectivamente. Dai, pelo Teorema de Cauchy

/ Ay =0 < eizzdz—i—/ eiZde—l—/ e dz =0
Cr AB Cr CA

R 0
2 . 2 2 Bi o
& / e’ de-l—/ e’ dz-l—/ e et erldr = 0.
0 Cr R

Isto implica que

R R
/ (cos(2*) + isen (a%))dx = eﬂ/ e dr — / ¢ dz.
0 0 cn
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Fazendo R — oo na expressao acima, usando a hipotese no inicio do problema e o

resultado do item anterior, obtemos

8

/Ooo(cos(xQ) +isen (v?))dr =

0

§z£
2

Il
)

M\§

Z 1 —
4

\/_w
7 "

Igualando as partes reais e imaginarias conseguimos

o0 oo /2
/ cos(z?)dr = / sen (2?)dx = Tﬁ
0 0

4.2.3 Integrais Definidas de Funcoes Trigonométricas

Esta tltima subsecao tratara de integrais definidas da forma

27
/ f(senf, cos6)db, (4.18)
0

em que f é uma funcao racional. Até agora, vimos integrais ao longo de segmentos reais que
foram entao complementados em contornos fechados no plano complexo. Contudo, para o
caso (4.18) converteremos a integral trigonométrica real em uma integral complexa ao longo
do circulo unitério |z| = 1 centrado na origem.

Para tal, usemos a parametrizacio z = €, 0 < § < 27, do circulo unitario em questao.
Baseado nisto e nas identidades em (1.5), expostas na Subse¢ao 1.3.1 do Capitulo 1, podemos
escrever

—z1 2427t

z
0 — 0 —
sen T cos 5

dz = ie"df = izdf.

Logo, a integral (4.18) assume a forma

/ F z—zb 2427 dx
|z|=1 21 ’ 2 'iZ7
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que pode ser avaliada pelo Teorema dos Residuos.

Exemplo 4.9. Use os resultados sobre residuos para estabelecer a seguinte formula de inte-

gragao
/2” do 27
o l4+kcosh /1—k2
onde |k| < 1.
—1
Solugao: Fazendo cosf = Fte e df = —Z temos

1z

=114k

/2” df B / 1 dz
o l+kcost <z+z‘1> iz
2

B —i/ dz
N |z|=1 <22’+k’22+k’)

2

2‘/ dz
= —2i _— .
o= K22+ 22+ k

1 —1++1—k?
O integrando f(z) = s —— possui po6los simples nos pontos zy = % e
—1—VI— k2

’ :
Como |k| < 1, entdo

zZ1 =

1+vV1—k?

=— > 1.
A=
Além disso,
1+ VIR (-1 —VI—k?
l2021| =
k k

1+vV1—k2—V1—Fk2—(1-k?
k2

Segue-se dai que |zy| < 1. Portanto, apenas z; se encontra no interior de |z| = 1.
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Figura 4.12: Contorno |z| = 1.

Ademais Res(f,z) = . Portanto, pelo Teorema dos Residuos temos

1
2v/1 — k2

/%L — 20 2riRes(f, %)
o l+kcost b LemBItesid, 20
=
= i —_—
2v/1 — k2
21

V1—k2

Exemplo 4.10. Mostre que

2m do 27
= para |t| < 1.
0

1—2tcosf+t2 11—t

O que acontece se [t| > 17 O que acontece se |t| = 17

~ : ) . o z+ 27t
Solugao: Consideremos o circulo |z| = 1. Realizando a substituigao cosf =

88

, obte-
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mos

/2” o B / o dz
o 1 —2tcosf+t> =11 o <z+z‘1>+t2z’z
2

B , dz

- /|z|:1 (I1—tz—tz"t+12)2
B , dz

a _Z/|z|:12—t22—t+t22

/ dz
= 1 .
=1 122 — (1 +12)z + ¢

dz
tz2 — (1 +t2)z+t

As singularidades isoladas de f(z) = sdo os pontos que satisfazem a

1
equagao tz? — (1 +t2)z+t=0,isto é, 2 =t e 2, = T Destes, o tinico localizado dentro do
circulo unitério é zp, uma vez que, por hipotese, |t| < 1.

Considerando p(z) = 1 e q(z) = t2? — (1 + t?)z + t, notemos que

p(z0) =1, q(z0) =0, ¢(2) =2tz —1—1* e ¢(z)=1t>—1.

P(20) 1
Logo fes(f =) =iy = -1
Fazendo-se uso do Teorema dos Residuos
2T
de . .
/0 1—2tcosf -2 i[2miRes(f, z0)]

- 2m
T
27
= 5

Se [t| > 1, ent@o z; sera a unica singularidade isolada de f no circulo unitario. De maneira
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p(z1) 1

analoga ao caso anterior verificamos que Res(f, z1) = 7 =1 g Assim
2
A 1—2¥ﬁ0+ﬁ = il2miRtes(f, )]
B 2m
]
27
e

Por sua vez, caso |t| = 1, entdao tanto zy quanto z; pertencerao ao circulo unitario, e conse-

quentemente

/O7r i = i[2mi(Res(f, z0) + Res(f,z1))]

1 —2tcosO +t2
1 1
= -2
W(ﬁ—1+1—ﬁ)

1 1
- —9 _
7T(t?—1 ﬁ—l)

= 0.

Exemplo 4.11. Com o célculo de residuos, mostre que

27 92 2
/ C082n9d9:l< n), n=0,1,2,..
0 4\ n

~ . . . o
Solugao: Realizando a substituicao z = €, 0 < 6 < 2w, temos que cosf =

2

(§]

dz . - .
df = —, e desta forma a integral em questao pode ser reescrita como

(¥4
2m 242 N\"dz 1 (z +2z71)%
/ COSzn 0do = / ( ) -— = - dz.
0 |z|=1 2 1z 14n |z|=1 z

O integrando da tltima integral acima possui uma singularidade no ponto zg = 0. Utilizando
(z+ 2712

a formula binomial podemos expandir g(z) = como uma série de Laurent em
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torno da origem, isto é,

11{/2 2 2 2
- n 22n T n ZZn—lz—l et n Z?n—nz—n N n Z—Qn
z 0 1 n 2n
2 2 2 2
_ ) 2n-1 1 ) 2n—2-1 NI ) -1 NI ) —2n-1
0 1 n 2n
2

= Zn <2: ) 2 (4.19)

1 —1\2n __
(e =

2
Ao observarmos (4.19), percebemos que Res(g,0) = < n), uma vez que este é o coeficiente
n

1
de —. Concluimos pelo Teorema dos Residuos que
z

o ~1\2n
/ cos? 0df = 1 mdz
0

14n |z|=1 z

|
= M—ﬂQm[Res(g, 0)]

_271'271
- 4n\n )”
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Consideracoes Finais

O trabalho descreveu o céalculo de alguns tipos de integrais reais nas quais o uso de
técnicas tradicionais se mostra insuficiente ou demasiado arduo. Nestes desenvolvimentos
foi utilizado como ferramenta principal o Teorema dos Residuos, resultado este encontrado
dentro da teoria das fungoes de uma varidvel complexa. Para além do valor matematico,
algumas das integrais abordadas sao de interesse da fisica, como as integrais de Fresnel
presentes no Exemplo 4.8 na Subsecao 4.2.2, importantes na teoria da difracao.

Dentro do curso de Licenciatura em Matematica, é dificil observar a conexao entre os
conhecimentos relativos a fungoes de variaveis complexas e as demais disciplinas que compoem
o curso. Desta maneira, o valor deste estudo residiu no fato de evidenciar que tal ligacao
existe, além de mostrar formas diferentes e mais simples de encontrar o resultado de integrais
consideradas complicadas. O Teorema dos Residuos também possui uma gama de aplicagoes,
nao s6 dentro da matemaética.

Como sugestoes para pesquisas futuras estao o estudo da aplicacao do Teorema dos Re-
siduos na resolucao da inversa da Transformada de Laplace e em sistemas fisicos, como por

exemplo, em problemas envolvendo acrodinamica.
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