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RESUMO

Nesta monografia revisaremos alguns conceitos sobre drea, comprimento e curvas planas
com o proposito de exibir duas demonstragdes para a Desigualdade Isoperimétrica, com base
nos artigos de P. Lax [12] e de C. Moreira e N. Saldanha [16]. A primeira ¢ uma demons-
tragcdo analitica; a segunda € uma demonstracdo geométrica. Trataremos também a questdo
da existéncia de solu¢do para o Problema Isoperimétrico seguindo as ideias de M. Spivak
[17]. Por fim, exibiremos uma relagdo entre a curvatura nos vértices de um poligono e a

Desigualdade Isoperimétrica, demonstrando um caso particular para a desigualdade de Ros.

Palavras-chave: Desigualdade Isoperimétrica. Geometria Diferencial. Curvas Planas.



ABSTRACT

In this monography we will review some concepts about area, length and plane curves with
the purpose of presenting two demonstrations of the Isoperimetric Inequality, based on the
articles of P. Lax [12] and C. Moreira and N. Saldanha [16]. The fisrt one is an analytical
demonstration; the second is an geometric demonstration. We will also treat the question of
existence of a solution for the Isoperimetric Problem following the ideas of M. Spivak [17].
Finally, we will present a relation between the curvature at the vertex of a polygon and the

Isoperimetric Inequality, proving a particular case of the Ros’ inequality.

Keywords: Isoperimetric Inequality. Differential Geometry. Plane Curves.
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1 INTRODUCAO

Nesta monografia, faremos uma breve explanacdo acerca do Problema Isoperimétrico
(PI), conhecido pelo menos desde a Antiguidade, constituindo um tema recorrente em Ge-
ometria, mas que sempre se apresenta como novo. A ideia simples que serve de motivagdo
para o problema talvez seja o que fascine tanto os matematicos desde muito tempo; mesmo
aqueles que ndo possuem conhecimento algum sobre matematica formal compreendem seu
enunciado e a solucdo parece ser intuitiva.

O problema pode ser formulado da seguinte maneira: Dentre todas as curvas com um
dado perimetro, qual encerra a maior drea? A solucdo do PI no plano também € conhecida
desde a Antiguidade: o circulo. Apesar disso, formula¢des do PI no plano e demonstragcdes
rigorosas de sua solugdo s6 apareceram muito tempo depois, no século XIX, inicialmente
com o trabalho de Steiner e depois com o Célculo das Variagdes de Euler e de Weierstrass,
como se 1€ na excelente simula de V. Blasjo [4]. Para contentamento dos analistas, esse
problema também pode ser expresso através de uma desigualdade, conhecida como Desi-
gualdade Isoperimétrica (DI).

O texto organiza-se como segue. O Capitulo 2 é devotado a uma breve exposi¢do
histérica do problema isoperimétrico e a uma discussdo sobre as no¢des de comprimento e
area em Geometria Euclidiana e em Geometria Diferencial. No Capitulo 3, apresentaremos
duas provas para a DI, a primeira (analitica) devida a P. Lax [12] e a segunda (geométrica)
de autoria de C. Moreira e N. Saldanha [16]. Falaremos ainda sobre a existéncia de solucao
para o PI no plano. Por fim, no Capitulo 4, exibiremos uma relacdo entre a curvatura nos
vértices de um poligono e a Desigualdade Isoperimétrica, demonstrando um caso particular

da desigualdade de Ros.



2 O PROBLEMA ISOPERIMETRICO

2.1 NOTA HISTORICA

A histéria comega com a lenda de Dido (ver [4]), narrada na Eneida de Virgilio (séc. 1
a.E.C.), que conta a histéria das migragdes fenicias para o Ocidente Mediterranico, mas que
ficou especialmente conhecida devido ao romance entre a rainha Dido e Eneias, um troiano
salvo pelos gregos na Guerra de Troia que viajou errante pelo Mediterraneo até chegar na
peninsula itdlica. A lenda diz que Dido, filha do rei de Tiro (cidade fenicia), quando teve o
marido assassinado pelo irmao, se juntou a nobres e partidarios e fugiu levando consigo suas
riquezas.

Quando chegou ao norte da Africa, ela negociou a compra de terras com o rei Jarbas,
que lhe propds o seguinte desafio: as terras que seriam destinadas ao seu povo seriam o
quanto ela conseguisse cercar utilizando apenas o couro de um unico boi. Feito o desafio,
Dido mandou cortar a sua sacola (que era de couro) em tiras muito finas formando um cordao
com que ela cercaria, utilizando a praia como parte do perimetro, uma regido semicircular
disposta de maneira perpendicular a orla marinha, em cujos arredores depois se formou a
cidade de Cartago, da qual ela se tornou a primeira rainha.

Virgilio narra que, apés um naufrdgio, Eneias chegou a Cartago, onde se apaixonou
pela rainha Dido, mas Japiter enviou uma mensagem a Eneias para lhe lembrar que seu
destino era encontrar o Lacio e fundar a nova cidade que substituiria Troia e que governaria
as demais cidades do mundo, € ele se tornaria o ancestral de todos os romanos. Eneias entdo
tentou fugir de Cartago sem que Dido percebesse. Sentindo-se enganada e abandonada, Dido
se suicidou enquanto os navios troianos partiam e Eneias ainda via de longe a fumaca da pira
na qual ela se atirou.

E através dessa lenda que nasce o Problema Isoperimétrico (PI). O Problema de Dido



10

consiste em limitar, numa regido do plano limitada por uma curva que separe o plano em
duas componentes (por exemplo, uma reta), a maior drea com um dado perimetro. No caso
de esta curva ser uma reta, a solucio é dada por um semicirculo.

Uma formulagdo simples para o problema isoperimétrico pode ser dada como:

Teorema 2.1 (Problema Isoperimétrico) Dentre todas as figuras com um perimetro dado

L, a que cerca a maior drea A é o circulo.

Para contentamento dos analistas, este teorema pode ser enunciado com uma desigual-
dade, denominada Desigualdade Isoperimétrica (DI), entre o comprimento de uma figura

geométrica plana e a drea por ela englobada, que pode ser formulada como:

Teorema 2.2 (Desigualdade Isoperimétrica) L?> —4m A =0, com igualdade apenas para o

circulo.

Uma primeira demonstracdo para um caso particular do PI foi dada pelo matemadtico e
astronomo grego Zenodoro, que viveu provavelmente no século II a.E.C e cuja obra foi per-
dida. Sabe-se de alguns de seus resultados através de Theon de Alexandria (335-405 d.E.C.)
que em seu comentario ao Almagesto de Ptolomeu, cita a obra Sobre figuras isométricas (ver
[13]) do matematico grego. Como Zenodoro seguiu de perto o estilo de Euclides e Arqui-
medes, podemos supor que ele viveu ndo muito tempo depois de Arquimedes, a quem ele
atribui proposi¢des como a de que a drea de um circulo é metade da drea do retdngulo cujas
medidas sdo o perimetro do circulo e seu raio. As proposi¢des atribuidas a Zenodoro apare-
cem na obra de um outro comentador da matemética grega, Pappus de Alexandria (290-350
d.E.C.), que contribuiu significativamente com o trabalho de Zenodoro! .

Dentre as proposi¢des mais importantes demonstradas por Zenodoro e Pappus, encontram-
se as seguintes’:

Proposicao 2.1 De todos os poligonos regulares de mesmo perimetro, aquele que tem maior

drea é o que tem mais dngulos.

Proposicao 2.2 O circulo é maior do que qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

1 Aqui, os filésofos neoplaténicos Pappus e Theon aparecem como comentadores da obra dos matematicos

gregos cldssicos.
2 Aqui escolhemos manter os termos da formulagdo original das proposi¢des. Na Proposicio 3.1 Zenodoro

se refere a quantidade de angulos ao invés de lados. Na Proposi¢do 3.2, uma figura é “maior” que outra quando

esta a excede em 4rea.
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Proposicao 2.3 De todos os poligonos com mesmo niimero de lados e mesmo perimetro, o

que ¢ equildtero e equidngulo possui maior drea.

O tratado de Zenodoro ndo continha apenas proposi¢des sobre figuras planas. Ele
também provou que de todas as figuras sélidas com mesma drea superficial, a esfera tem o
maior volume. Mas as trés proposi¢oes destacadas anteriormente constituem o que se chama
de caso particular do PI para poligonos regulares. Abordagens similares prevaleceram até o
século XVIII, Galileu, por exemplo, abordou o problema de maneira muito parecida com os
gregos. Matemadticos arabes também deram suas contribui¢des, mas com uma inventividade
sempre circunscrita a matematica euclidiana.

Também € inegdvel a importincia dos trabalhos de Steiner (1796-1863), que apresen-
tou vdrias demonstragdes da propriedade isoperimétrica para a circunferéncia e para as bolas
em espagos euclidianos de dimensdo superior, usando, entre outros métodos, o que hoje
denominamos a simetrizacdo de Steiner. Tal como Zenodoro, contudo, Steiner e os seus
antecessores ignoraram o problema da existéncia de uma solucao para o PI.

Apesar de os gregos na Antiguidade Classica ja terem conhecimento de que o circulo
era a solucdo do problema isoperimétrico (Aristoteles no seculo Il a.E.C. ja anunciava que a
solugdo era o circulo, embora na época nio fosse necessario apresentar uma prova formal®).
Em 1870 foi apresentada uma demonstracdo completa e rigorosa — sem a obstrugdo da este-
rilidade euclidiana — por K. Weierstrass (1815-1897), através do Calculo das Variagdes, drea
que teve origem com os irmaos Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) Bernoulli durante
os estudos para resolver o problema da Braquistocrona e cujos métodos foram quase todos
complementados e estendidos por Euler (1707-1783) e Lagrange (1736-1813).

Na tentativa de resolver o Problema Isoperimétrico, Euler deduziu o método dos mul-
tiplicadores de Lagrange (que foi designado por método do problema isoperimétrico até o
final do século XVIII), que consiste na versdo discreta da teoria do Cadlculo das Variagdes e
que possibilita fornecer uma prova do teorema isoperimétrico para poligonos.

Weierstrass observou que muitas questoes similares ndo tinham solug¢do e forneceu

uma prova completa da existéncia de uma solucao para o PI. A prova de Weierstrass era um

3 A nogdo de formalidade ou rigor nio foi sempre a mesma ao longo da histéria. Mais detalhes sobre isso
podem ser vistos no livro da Tatiana Roque, Historia da Matemdtica - Uma visdo critica, desfazendo mitos e
lendas.
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tanto dificil, tendo em vista que ela era um coroldrio da teoria desenvolvida no Célculo das
Variagdes. Esta teoria trata de problemas envolvendo a maximiza¢do € a minimizacio de
certas integrais e o PI € um exemplo tipico dos problemas que por ela sdo tratados.

Outras demonstragdes geométricas foram dadas, por exemplo, por Carathéodory em
1909. Mais tarde, Minkowski (1864-1909) deduziu e utilizou o Teorema de Brunn-Minkowski
para demonstrar a DI, enquanto Blaschke (1885-1962) complementou o método de simetri-
zacdo de Steiner. Uma abordagem do PI através de séries de Fourier também foi apresentada
por Hurwitz em 1902. Para os curiosos, uma demonstracio mais direta da DI foi dada por E.
Schmidt em 1939 e pode ser vista no livro do Manfredo [6].

O estudo do PI ainda € alvo da aten¢do de muitos matematicos. Muitas generaliza-
coes da Desigualdade [soperimétrica nos mais variados contextos sdo estudadas, inclusive
em espacgos de dimensao superior a dois. Mais recentemente, t€m sido desenvolvidas desi-

gualdades isoperimétricas no contexto das superficies e das variedades riemannianas.

2.2 AREAS E COMPRIMENTOS

A origem da palavra geometria, segundo o historiador Herddoto (séc. V a.E.C), esta
ligada a um problema que os egipcios enfrentaram na Antiguidade, pois os impostos pagos
aos proprietdrios de terras eram diretamente proporcionais a drea de cada lote. Devido as
cheias do rio Nilo, parte das terras dos agricultores desapareciam e os cobradores de impostos
do fara6 tinham de recalcular cada drea para que a cobranca fosse ajustada. Assim, o cdlculo
de comprimentos e dreas € um assunto milenar, sendo estas, juntamente com a noc¢do de
volume, as primeiras nogdes geométricas a despertarem o interesse do homem.

No entanto, essa nogao intuitiva do que significa drea foi se reformulando e se tornando
mais exata ao longo da histéria. Primeiramente, a no¢ao de medida de um segmento tem um
papel fundamental na construcio desses conceitos. Utilizaremos aqui algumas defini¢des e
conceitos que podem ser melhor esclarecidas em [14].

A nocao mais elementar de comprimento de um segmento AB, aqui representado por
AB, é desenvolvida a partir do conceito de comensurabilidade. A medida AB de um seg-
mento AB é um ntimero racional quando for comensuravel com uma unidade de compri-

mento u, previamente fixada, isto €, quando o segmento AB ndo for comensuravel com essa
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unidade (isto €, ndo possuirem um submultiplo comum), sua medida "AB serd um ndmero
irracional.

Para falar sobre a nocao de area, faremos uso de algumas definicdes. Uma regido trian-
gular é um conjunto de pontos do plano formado por todos 0s segmentos cujas extremidades
estdo sobre os lados de um tridngulo. O tridngulo é chamado de fronteira da regido trian-
gular. O conjunto de pontos de uma regido triangular que ndo pertencem a sua fronteira é
chamado de inferior da regido triangular.

Uma regido poligonal é a unido de um niimero finito de regides triangulares que duas
a duas ndo tem pontos interiores em comum. Um ponto € interior a uma regido poligonal
se existe alguma regido triangular contida na regido poligonal e contendo o ponto no seu
interior. O interior da regido poligonal € o conjunto dos pontos que lhe sdo interiores. A
fronteira da regido poligonal € constituida pelos pontos da regido que ndo pertencem ao seu
interior.

O matemadtico grego Eudéxio (séc IV a.E.C) havia desenvolvido, juntamente com uma
teoria das razdes entre grandezas, um método precursor do célculo integral, chamado o Mé-
todo da Exaustio, que permitia provar, por exemplo, a férmula da drea para o quadrado, o
retangulo, o circulo, assim como o volume da esfera. Uma explanacido mais detalhada sobre
esse processo também pode ser vista em [14].

Em geral, pode-se associar a cada poligono P um nimero real nao-negativo, chamado

drea de P, com as seguintes propriedades:
(1) Poligonos congruentes tem dreas iguais.
(i) Se P é um quadrado com lado unitério, entdo a de drea P = 1.

(i11) Se P pode ser decomposto como reunido de n poligonos Py, ..., P, tais que dois quais-
quer deles tem em comum no maximo alguns lados, entdo a drea de P € a soma das

areas dos P;.

Vale aqui observar que a drea de um tridngulo, por exemplo, pode ser obtida usando
essas propriedades e que ela equivale a metade da drea de um retangulo de mesma base
e mesa altura. Essa demonstracdo pode ser vista no excelente texto do Jodo Lucas [2].

Entretanto, ainda ndo demos uma definicio mais geral do que seria a drea de uma figura
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plana. Em particular, ndo sabemos como obter a drea de um circulo ou de uma elipse, por
exemplo. Vejamos agora como se define a drea de uma figura plana F qualquer.

A drea de F serd um numero real ndo negativo, indicado por Sg. Ele ficard bem de-
terminado quanto mais se conhecer seus valores aproximados, por falta ou por excesso. Os
valores de Sg aproximados por falta sdo, por definicdo, as dreas dos poligonos P contidos
em F. Os valores de S aproximados por excesso sdo as dreas dos poligonos P’ que contém

F. Por conseguinte, o nimero Sr deve satisfazer as desigualdades
Sp=<Sp=<Sp.

Por simplicidade, limitaremos nossa aten¢@o aos poligonos retangulares. Pelas defini-
coes dadas anteriormente, podemos definir um poligono retangular como a reunido de varios
retangulos justapostos (isto €, dois desses retangulos tem em comum no maximo um lado).
A drea de um poligono retangular € a soma das areas dos retangulos que o compdem.

Ainda por simplicidade, consideraremos os poligonos retangulares contidos na figura
F cuja drea desejamos calcular, ou seja, consideraremos apenas valores aproximados por
falta para o nimero real Sg.

Assim, definimos a drea da figura F como o nimero real cujas aproximacdes por falta
sdo as dreas dos poligonos retangulares contidos em F. Isto significa que, para todo poligono
retangular P contido em F tem-se

Sp < Srf.

Além disso, dado qualquer nimero b < S, existe um poligono retangular P, contido em F,
tal que
b<Sp<Sk.

Isto significa que, nessa definicdo, a drea de uma figura F qualquer é dada através
de uma soma, seja ela finita ou ndo. No caso de ela ndo ser finita, temos uma série, que
aproxima cada vez mais o valor da drea da figura F. E através dessa nogio discreta de 4rea
que se encontrou a area do circulo.

Apesar de esses conceitos terem sido satisfatérios durante muito tempo, a formalizagao
deles no nivel que necessitamos aqui s6 se deu com o surgimento do Calculo. No contexto da

Geometria Diferencial, drea na qual o PI assume um papel importante, podemos apresentar
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algumas definicdes mais rigorosas do ponto de vista do que se precisa para uma demons-
tragdo mais completa da Desigualdade Isoperimétrica. Comecemos com a defini¢do de um

objeto cuja ideia tangenciamos até agora, mas ainda nio falado explicitamente, as curvas.

2.3 CURVAS NO PLANO

Nesta secao, apresentaremos alguns dos pré-requisitos para uma demonstracao mais
analitica da DI. Nao exporemos todos os detalhes, mas tentaremos resumir aqui tudo que é
utilizado efetivamente na demonstragdo dada e caso o leitor queira se aprofundar no estudo
das curvas planas, indicaremos as referéncias no final.

Intuitivamente, pensamos numa curva no plano como uma linha, ou seja, um subcon-
junto do plano que tem dimensao igual a 1, como por exemplo, o grafico de funcdes reais
de uma varidvel real ou figuras que possam ser feitas a partir de um tnico traco, sem tirar o
lapis do papel. Mais precisamente, uma curva ¢ uma deformacdo continua de um intervalo,
ou ainda, a trajetdria descrita por uma particula no plano.

Nem sempre conseguimos descrever uma curva no plano como o conjunto dos pontos
(x,y) € R? que satisfazem a equacdo F(x,y) = 0, como é o caso na Geometria Analitica.
Por exemplo, a circunferéncia fica muito bem definida no plano se fizermos x? + y*—1 =0,
para (x,y) € R>. Mesmo servindo para as funcdes mais comuns, esse tipo de descrigio nio
engloba a ideia mais geral do que consideramos aqui como sendo uma curva.

No contexto da Geometria Diferencial, em vez de considerarmos curvas definidas por
equagdes, vamos utilizar a ideia de que uma curva descreve a trajetéria continua do movi-
mento de uma particula sobre o plano. Se considerarmos que um ponto a(t) representa a
posicdo que uma particula assume no plano quando o tempo ¢ varia em um intervalo [a, b],
podemos considerar o conjunto C = {a(t) € R?,t € [a, b]}. Partindo disso, vamos definir

formalmente o que é uma curva continua parametrizada.

Definicdo 2.1 Uma curva continua no plano R? é uma aplicagdo continua a : I — R?, defi-
nida num intervalo I c R. A aplicagdo a, dada por a(t) = (x(1),y(t)), é continua, se cada

fungdo coordenada x,y: I — R é uma fung¢do continua.
O conjunto imagem C da aplicacdo a, dado por

C={a()=(x),y), tel}
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€ chamado de traco de a. Também podemos dizer que a é uma parametrizagdo de C,
onde ¢ € o parametro da curva @. Em muitas situagdes, quando nido houver prejuizo no
entendimento, iremos denominar o traco da curva também como a prépria curva.

Se a estd definida num intervalo I = [a, b] e a(a) = a(b), dizemos que a é uma curva
fechada. Uma curva a : [ — R? ¢ dita simples, se a aplicagio « for injetiva. Quando temos
a(t) =a(t),com t, e le t) #tr, dizemos que a possui um ponto duplo em t € .

Uma curva « : [a,b] — R? é dita fechada e simples, se a(t) # a(s) para todo t # s €
[a, b) e a(a) = a(b), isto é, se o tinico ponto duplo de & ocorre nos seus pontos inicial e final.

Quando a é uma curva fechada e simples, ela ¢ denominada uma curva de Jordan.

Exemplo 2.1 O circulo de raio R e centro na origem O, Sr(O), é o conjunto de pontos
(x,y) € R? cuja distancia ao ponto (0,0) € constante e igual a R, isto €,

\/ X2+ y2=R.

O circulo Si(0) € o traco da curva continua a, definida por a(t) = (Rcost,Rsint),t€R. O
parametro ¢ representa o angulo que a(t) faz com o eixo Ox. Mais geralmente, o circulo de
centro (a, b) e raio R, Sg((a, b)), é o traco da curva a : R — R?, dada por

a(t)=(a+Rcost,b+ Rsint).

Observe que, quando ¢ percorre a reta real, a(f) move-se sobre Sr((a, b)) no sentido anti-
hordrio um ndmero infinito de vezes. Se restringirmos o dominio de a a um intervalo de
comprimento 27 entdo «(t) percorrerd Sg((a, b)) uma Unica vez. A curva “|[o,2n] ¢ uma
curva de Jordan. A curva :1[0,7] — R?, dada por

B(1) = (cos2y,sin2t),

¢ uma outra parametrizacdo de Sg(0O). Tal curva também percorre Sg(O) no sentido anti-
horario, porém com o dobro da velocidade escalar de a.

Definiciio 2.2 Dizemos que uma curva parametrizada a(s) = (x(s),y(s)) é de classe C*
quando possui uma parametrizagdo de classe C¥, isto é, uma parametrizacdo cujas funcoes

coordenadas tem derivadas continuas até a ordem k € Z.

Quando se estuda localmente uma curva no plano, isto €, fixado um £y, quando estamos
interessados em saber como se comporta a(t) para valores de t préximos de £y, o ideal seria

que pudéssemos dispor de uma reta que fosse uma boa aproximagdo para esta curva numa
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vizinhanga de um ponto sobre a curva. No entanto, somente com a definicdo de curvas
continuas isso nem sempre € possivel. Se escrevemos @ como

a(t) = (x(0), y(1),

entdo a € uma aplicacdo suave, se e somente se, cada fungcdo coordenada x,y: I — R é uma
funcdo de classe C*, isto é, x e y possuem derivadas continuas de qualquer ordem em todo

ponto de I. Assim, podemos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.3 Uma curva parametrizada suave ou um caminho no plano R? é uma aplicacdo
suave
a:l—R,

que a cada t € I associa a(t) € R?.

Seja a : I — R? uma curva parametrizada, dada por a(f) = (x(2), y(£)). O vetor tangente

(ou vetor velocidade) de @ em £y € I é dado por
a' () = (X' (t0), y' (%)).

A velocidade escalar de @ em t; € I é dada pela norma do vetor velocidade a’(1), isto €,

lla' ()]l = /(' (10))? + (' (10))2.
Quando a'(tp) # (0,0), tal vetor aponta na dire¢do tangente a curva a em f.

Definicdo 2.4 Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R? ¢é regular em ty € I, se
a'(ty) # (0,0), ou equivalentemente, se ||a'(ty)|| #0. A curva a é regular em I, se a for

regular para todo t € I.

Seja a : I — R? uma curva parametrizada, definida por a(¢) = (x(1), y(8)), e seja h: J —
I uma fung@o de classe C*°. Podemos entdo considerar uma nova curva f§: J — R2, definida
por

B(1) = (ao h)(1) = a(h(1).

A curva f é, portanto, uma curva parametrizada de classe C*°, regular e que tem o mesmo

traco de a. Dizemos que a curva § é uma reparametrizacdo de a.
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Definicdo 2.5 Seja a : I — R? uma curva parametrizada, dada por a(t) = (x(1),y(t)). A
fungdo Ly(t) : I — R, definida por

t t
Lo (1) = Ila'(8)||d3=f \/(x’(S))2+(y’(S))2ds, el 2.1
to fo

é denominada comprimento de arco. Como ||a’(8)|| é uma fungdo continua, a fungdo Ly é

de classe C' e, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo,
Ly, (1) =l (1)]l. (2.2)
Observe que, se a for regular em I, entdo a fungdo Ly € de fato de classe C™.

Definiciio 2.6 Dizemos que uma curva a : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco, se o pardametro t é, a menos de constante, igual a L (1), isto é

Lo(t) =t+c.

O préximo resultado € de extrema importancia no estudo das curvas planas.

Proposiciio 2.4 Uma curva regular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, ||a’'(t)||=1, Vte I

Demonstracdo. Suponhamos a parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos

t
fo € 1. Consideremos a fun¢iio L, : I — R que para cada t € I associa Ly () = | [|a'(s)||ds.
fo
Se fp < t entdo, por hipétese,

t
&' (s)|lds =t — 1.
Iy

]
Caso t < fy, entao —L,(¢) :f lla'(s)||ds = fy— t. Portanto, para todo t € I, Lo () = t — Iy,
t

donde, L, (1) =1 = [la(1)]l, isto é, o vetor velocidade tem comprimento constante igual
t

a 1. Reciprocamente, se ||a’(1)|| = 1, entdo Ly (1) = [la'(s)|lds = t —ty, isto é, t é o
lo

comprimento de arco de @ medido a partir de algum ponto. |

Observacao 2.1 O significado disso é que o deslocamento sobre a curva € constante, ou
seja, o comprimento da curva terd o mesmo comprimento que o intervalo considerado para
0 parametro.

Dada uma subdivisdo {a=ty < t; <--- < t;_1 < t; = b} do intervalo [a, b], denotamos

por (a,{t;}) a linha poligonal obtida ligando os pontos a(tj—;) e a(t;), i € {1,...,m}. O
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comprimento de (a,{t;}) € L(a,{t;}) = X2, lla(t;) — a(t;-1)Il. A curva a € dita retificavel
quando for finito o supremo dos comprimentos de todas as linhas poligonais obtidas de
subdivisdes de [a, b]. Neste caso, tal supremo é dito o comprimento de a e serd denotado por

L(a).

Figura 2.1: Linha poligonal

Fonte: préprio autor

A definicdo de curva retificdvel significa que podemos aproximar C por uma poligonal
P tal que P aproxima C tdo bem como quisermos.

Seja a : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco t. Como o vetor
tangente a’(t) é unitdrio, a norma ||a” (¢)|| da derivada segunda mede a taxa de variagdo do
angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em ¢. Portanto, ||a”(f)|| d4 uma
medida do qudo rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanca de ¢, da tangente em f.

Isso sugere a seguinte definicdo.

Definicdo 2.7 Seja a: 1 — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco te I. O
niimero ||a" ()| = k(t) chama-se curvatura de & em t. Definimos também o raio de curvatura
p(t) de a em t como p(t) = 1/k(t).

Decidimos omitir algumas definicdes a respeito do cdlculo da curvatura, mas caso o
leitor tenha interesse indicamos o excelente livro do Hilario Alencar e do Walcy Santos,

Geometria Diferencial das Curvas Planas [1].

Observacao 2.2 Convém estabelecer uma tltima convenc¢do. Dada uma curva @ parametri-
zada pelo comprimento de arco ¢ € [a, b], podemos considerar a curva f§ definida em [-b, —a]
por B(—1) = a(t), que possui 0 mesmo trago que a primeira, percorrido porém em sentido

contrério. Diremos que estas duas curvas diferem por uma mudanga de orientagao.



20

2.4 O TEOREMA DE GREEN

Apresentaremos agora uma noc¢do mais geral de drea, ou seja, uma versdo continua
para o conceito apresentado anteriormente. Comecemos com o seguinte resultado.
Teorema 2.3 (Teorema de Jordan) Seja a : [a,b] — R? uma curva continua e de Jordan
(isto é, a(t) # a(s) para todo t # s€ [a,b) e a(a) = a(b)). Entdo o complementar do traco

de a, C%, é a unido de dois conjuntos conexos, ndo-vazios e com a fronteira de cada um igual

ao trago de a.

O teorema de Jordan (para demonstragio ver [1]) garante entdo que o traco C de a
divide o plano em duas componentes conexas, uma limitada, D, o interior de C, e uma
ilimitada, E. o exterior de C. Isso significa que R>\C = D,UE, com D, e E, abertos conexos

disjuntos. A drea do interior D, da curva C, é, por definicao, a drea da regido D,:

A(D) = f f dxdy. (2.3)
D

Um resultado importante do Calculo, que fornece uma relagdo entre uma integral de
linha ao redor de uma curva de Jordan C e uma integral dupla sobre uma regido do plano D
delimitada por C, é o Teorema de Green. Ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a
convencdo de que a orientagdo positiva de uma curva de Jordan C refere-se ao sentido anti-
horario de C, percorrido uma s6 vez. Assim, a regido D fica sempre a esquerda de quem
percorre a curva no sentido do parametro ¢ crescente.
Teorema 2.4 (Teorema de Green) Seja C uma curva plana de Jordan, continua por partes,

orientada positivamente, e seja D a regido interior a C. Se P e Q tém derivadas parciais de

primeira ordem continuas sobre uma regido aberta que contenha D, entdo

ffCde+Qdy:ffD(g—§—g—l;)dA

Se C possui uma parametrizacao diferencidvel, a(t) = (x(¢), y(t)), onde ¢ € [a, b], A(D)
pode ser expressa em termos dessa parametrizacdo. Com efeito, do Teorema de Green,

decorrem as seguintes igualdades:

b b 1 b
AD) = —f yx’dt:f xy'dt= —f (xy —yx"dt, (2.4)
a a 2 a

que se provam facilmente.
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Exemplo 2.2 Seja C um circulo representado pela curva parametrizada por comprimento de
arco a(s) = (Rcoss,Rsins),s € [0,2x]. Utilizando o Teorema de Green iremos calcular a
drea da regido D do plano por ele determinada, obtemos

21
A(D):f xy'dt =
0
21
=f RcostRcostdt =
0
21
=R2f cos’ tdt =
0
21 1
:sz E(1+cos(2t))dt:>
0

R2 2m
:—f (1+cos))dt =
2 Jo

21

RZ( sin(2t))
=—|t+
2 2
2
:—-Zn:nRz,
2

0

como era de se esperar.



3 A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA

Neste capitulo iremos apresentaremos duas demonstragdes da DI, uma demonstragdo
analitica e uma geométrica. A primeira, talvez a demonstragdo mais curta que se conhece
desse resultado, foi publicada pelo matematico americano Peter D. Lax em 1995 sob o titulo
A Short Path to the Shortest Path [12]. A segunda demonstracdo de 1993 € devida aos

matematicos cariocas C. Moreira e N. Saldanha [16].

3.1 UM CURTO CAMINHO PARA A MAIOR AREA

Para esta demonstracdo, precisaremos do seguinte lema que é uma consequéncia do

Teorema de Green.

Lema 3.1 Seja C uma curva plana simples fechada orientada positivamente e parametri-

zada por y(s) = (x(8), y(8)),s € [a, b]. A drea do interior, D, da curva C é igual a
b b
A(D) :f x(s)y'(s)ds:—f y($)x'(s)ds. (3.1)
a a

Também precisaremos da seguinte desigualdade.

Lema 3.2 Para quaisquer a,b € R, vale a seguinte desigualdade

a? + b?
<

< , 2
ab 5 (3.2)

com a igualdade apenas quando a = b.

Demonstracgio. Considere a desigualdade bésica (a— b)? = 0, partindo dela obtemos

a’+b*>-2ab=0=>

= 2ab < a®+b?

a? + b?

>ab<
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Quando a = b vale a igualdade, como pode ser facilmente verificado. Reciprocamente, se
ocorre a igualdade em (3.2), entdo todas as desigualdades acima sdo igualdades, donde (a —
b)2=0,isto é, a=b. [
Teorema 3.1 (Desigualdade Isoperimétrica) Uma curva plana fechada de comprimento

21 cerca uma drea menor do que ou igual a w. A igualdade se verifica apenas para o

circulo.

Demonstracdo. Sejam x(s), y(s) a representacdo paramétrica da curva e s o compri-
mento de arco, 0 < s < 27. Suponha que tenhamos posicionado a curva de tal modo que os

pontos x(0), y(0) e x(r), y() estejam sobre o eixo Ox, isto é:
y(0)=0=y(m).

A Figura 3.1 representa a ideia desse posicionamento estratégico dos eixos coordenados

sobre a curva:

Figura 3.1: Area limitada pela curva

A drea limitada pela curva é dada pela férmula:

21
A=f yx'ds. (3.3)
0

Escrevendo essa integral como a soma A; + A, de uma integral que vai de 0 a 7 e outra que

vai de 7 a 2w, mostraremos que cada uma delas € menor do que ou igual a /2. Aplicando a
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desigualdade (3.2) para a =y e b= x', obtemos

T L(T 5
Alzf yx dSSEf (¥ +x)ds. (3.4)
0 0

Como s é o comprimento de arco, x'2+y”2 = 1, ou seja, x'? = 1—y'?. Dai, podemos reescrever

(3.4) como
1 T
A SEf (y?+1-y?ds. (3.5)
0

Uma vez que y = 0 quando s =0 e s = &, afirmamos que existe uma fun¢ido u(s),

derivavel em (0, ) e limitada em [0, 7], tal que podemos fatorar y como
y(8) = u(s)sins.

Com efeito, definindo u(s) = y(s)/sins para s € (0,7), vemos que u € derivavel em (0, ).
Além disso, como s € o comprimento de arco, vemos também que a fun¢do u(s) = y(s)/sins
¢ limitada perto tanto de s = 0 quanto de s = 7z, 0 mesmo ocorrendo com u/'(s). Derivando no
aberto (0,7), obtemos

y = u'sins+ ucoss. (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), chegamos a

1 b/
A< Ef [(usins)®>+1— (u'sins+ ucoss)?ds
0

2

1 [ ) ) .
=5 [u?sin® s — u?sin®s — 2uu'sinscoss — u? cos® s+ 1]ds
0

2

| ) ) )
== | [4P(sin®s—cos®s)—2uu'sinscoss — u'?sin®s+1]ds.
0 \_\,—J

2

Note que o produto 2uu’ é a derivada de u?. Utilizando as propriedades da integral e inte-

grando o termo destacado na ultima integral acima por partes, obtemos

4 ) O iy 2 2 oo 2
f 2uu’sinscossds = (si Ssu’) ’0 —f u-(cos” s—sin s)ds:f u-(sin“ s—cos“ s)ds,
0 0

0

ficando com a desigualdade
1 T
Al < 5,[ (1-u%sin®s)ds, (3.7)
0

que é obviamente < /2. A igualdade vale somente quando u’ =0 em (0,7) (jd que sins

ndo se anula neste intervalo aberto). Logo, u = k (constante) em (0,7). Estendemos u ao
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intervalo [0,77] de maneira natural pondo u = k neste intervalo compacto, o que faz y(s) =
ksins. Como a igualdade em (3.4) ocorre apenas se y = x' = y/1— y2, resolvendo essa
equacdo diferencial, obtemos y(s) = +sins, x(s) = Fcoss+ k, que é a equacdo paramétrica
de um semi-circulo. |
Observacao 3.1 A integral em (3.7) deve ser entendida como uma integral imprépria. Os

valores assumidos pelas fun¢des envolvidas nos extremos do intervalo [0,7] ndo afetam a

existéncia e o valor desta integral.

3.2 DEMONSTRACAO GEOMETRICA DE C. MOREIRA E
N. SALDANHA

Nesta se¢do, apresentaremos uma demonstra¢do mais elementar, porém nao menos tra-
balhosa, e bastante criativa que utiliza apenas conhecimentos de geometria cldssica. Come-
caremos demonstrando alguns fatos a respeito de areas de figuras planas, depois demonstra-
remos um resultado andlogo a DI para poligonos e por fim demonstraremos a DI. Seguiremos

o roteiro do artigo escrito por C. Moreira e N. Saldanha [16].

3.2.1 Desigualdade Isoperimétrica para Poligonos

Vamos comecar com alguns resultados de geometria clédssica.

Afirmacao 3.1 Dentre todos os tridngulos ABC de base AB fixa e perimetro dado, aquele
de maior drea é o isdsceles. Além disso, dados dois tridngulos ABC e ABC' com mesmo
perimetro e

[AC-BC|<|AC'-BC/|,

a drea de ABC é maior que a drea de ABC'.

Demonstracio. Esta afirmacdo € consequéncia da féormula de Heron para a 4rea do

tridngulo: a drea de um triangulo de lados a, b e ¢ € dada por

S=y\/pp-ap-hHp-o, (3.3)

1 D A o . ~
onde p = > (a+b+c) é o semi-perimetro do triangulo. (Um 6timo roteiro para a demonstracao
da férmula de Heron pode ser encontrado no artigo do Mério Dalcin [10] e também no livro

do Roger L. Cooke [7]).
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De fato, considere dois tridngulos ABC e ABC' de mesmo perimetro e base AB co-
mum, com ABC isésceles. Denote por a = BC = AC, b= AB, ¢ = AC' e d = BC' os lados dos
tridngulos ABC e ABC'. Suponha, sem perda de generalidade, que ¢ > d, entdo, podemos

concluir que ¢ > a e a> d. Dessas trés relagdes podemos tirar que
(c-d)?>0=>-(c—d)?<0=>b*—(c—d)? <b*=>b*-c®—d*+2cd < b*.

Agora, somando e subtraindo bc e bd do lado esquerdo na ultima desigualdade e separando

o termo 2cd, obtemos

b?>+bc—bd+bd+cd—d?>—bc—c®+cd<b>=>
= (b+d-c)(b+c—d) < b

dividindo os dois lados por 4, temos
(b+d-c) (b+c—-d) - b b

—_——
2 2 2 2

=>p-op-d<(p-alp-a),

pois (p—a) =(a+b+c)/2—a= b/2. Dessarelagio, segue-se que
p(p=b)(p-c)(p—-d)<p(p-b)(p-a)p-a) =

= \/pp-b)(p-p-d) <\/pp-bip-a)p-a),

isto é, a drea do tridngulo ABC' é menor que a drea do tridngulo isésceles ABC.

Para a segunda parte dessa afirmacio, consideremos, no tridngulo ABC, os pontos A
e B como sendo os focos de uma elipse. J4 que a base AB € fixa e o perimetro € constante,
entdo a soma dos lados AC e BC também € constante; logo, podemos afirmar que o ponto C
recai sobre essa elipse, de modo a obtermos sempre tridngulos de mesmo perimetro. Denote
por a = BC,b = AC, ¢ = AB os lados do triangulo ABC, e sejam u = OP e v =0Q os
semi-eixo maior e semi-eixo menor da elipse, respectivamente. Devido a simetria, podemos
considerar os pontos C apenas o primeiro quadrante da elipse, como ilustra a Figura 3.2.

Pela Lei dos Cossenos, temos:

a’=b*+c*-2bccosa e b* = a® + c* —2accos f.
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Figura 3.2: Triangulo de base fixa AB

Subtraindo a primeira equagdo da segunda e isolando os termos, obtemos

2(b* — a®) = 2bccosa —2accos f =

= b*—a® = bccosa — accos

c
>b-a= bcosa — acos
a+b( h)
C —_
>b-a= (AH- HB),
a+b
e por simetria, temos
c S 2c
b—a= 20H = X.
a+b b+a

2c
Uma vez que

5 € constante, isso significa que (b — a) € proporcional a x = OH.
Além disso, a drea do tridngulo ABC € diretamente proporcional a sua altura y. Expressando

o ponto C = (x, ), no arco de elipse PQ, em termos do parametro 0 € (0,7/2), obtemos

x(0) = ucos0
y(0) = vsind,
e, dai,
x'(0) = —usind < 0,V0 € (0,7/2)
' (@)= vcosO>0,Y0€ (0,7/2).
Portanto, quanto menor o valor de x maior serd o valor de y e menor serd a diferenca entre

os lados, o que nos leva a uma drea maior. [ |
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Afirmacao 3.2 Dentre todos os quadrildteros com lados dados, aquele de maior drea é o
inscritivel. Mais ainda, se considerarmos dois quadrildteros ABCD e A'B'C'D’ com lados
correspondentes iguais, se |E+ C- | < I;l\’ +C - 7| entdo a drea de ABCD é maior que a
de AB'C'D'.

Demonstracio. Estas afirmacdes seguem da férmula de Bretschneider: a drea S de

um quadrildtero de lados @ = AB,b=BC,c=CD e d = DA e angulos A, B, C e D é dada por:

S= \/(p —a)(p-b)(p-o)(p-d) - %abcd(l +cos(A+0)), (3.9)

onde p = (a+ b+ c+d)/2. Esta formula pode ser obtida elevando ao quadrado o valor de S
dado por S = %ad sin A + %bc sinC (este valor é obtido somando as areas de DAB ¢ BCD)
usando a identidade a? + d? —2ad cos A = b? + ¢* —2bccos C — os dois lados desta igualdade
ddo o quadrado da diagonal BD pela lei dos cossenos. (Uma demonstragdo da férmula de
Bretschneider, que generaliza a férmula de Heron, pode ser vista em [8].)

De fato, num quadrildtero inscritivel, a soma dos angulos opostos AeCé igual a 7,
ou seja, se A+C # 7 entdo o quadrildtero ndo € inscritivel. Mas, pela férmula da 4rea acima,
a tnica maneira de termos a drea méaxima é se cos(A+ C) = —1, isto é, A+ C = 7. Portanto,
para que a drea seja maxima, o quadrildtero tem que ser inscritivel.

Como ABCD e A'B'C'D’ sdo quadrildteros e a soma dos angulos internos de um qua-

drildtero qualquer é constante igual a 277, temos 0 < A+ C <27 e 0 < A +C <2, logo

0-n1<A+C-n<2n—-71=>
> -1<A+C-7m<m

:0S|2+6—n|<n.
Analogamente, 0 < | A’ + C' — 71| < . Assim,
0<|A+C-n|<|A +C -7l <n.

Isso significa que A+ C estd mais préximo de 7 do que A'+ C'. Como a fungéo cosseno é

par e é decrescente no intervalo [0, 7), temos que

cos(A+C) <cos(A +C,
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e quando esses valores sdo substituidos na férmula (3.9), obtemos:

SaBcp > SaBcD'-
[ |

Observacao 3.2 Nesta demonstracdo, utilizamos o fato de que a funcio cosseno é par e tem
um eixo de simetria em k7, onde k € Z.

Afirmacao 3.3 Dado um poligono ndo convexo, construimos outro poligono com niimero

de lados menor, perimetro menor e drea maior.

Demonstracao. Para isto, queremos obter dois vértices ndo consecutivos tais que a
reta determinada por eles tem o poligono inteiramente contido em um dos semi-planos por
ela determinados. Obteremos o novo poligono substituindo a parte interior da poligonal

ligando estes dois pontos pelo segmento que os liga, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3: Fecho convexo

Para obter estes vértices, considere no plano cartesiano o vértice de maior coordenada
x, chamemo-lo de Py. A reta vertical que passa por este ponto tem todo o poligono de um
lado. Vamos girar esta reta no sentido anti-horario ao redor deste vértice até encontrarmos o
primeiro outro vértice; esta reta ainda tem todo o poligono de um lado. Se a intersecdo desta
reta com o poligono ndo for um dos lados, o vértice inicial e o outro que estiver em cima da

reta (ou, caso exista mais de um, o mais distante do vértice inicial) serdo os dois vértices que
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buscamos. Caso contrdrio, precisamos continuar nossa busca; obtivemos um lado PyP; de
convexidade do poligono, isto €, um lado tal que o poligono estd inteiramente contido em um
dos semi-planos determinados por sua reta suporte. Prosseguimos girando esta reta suporte
no sentido anti-horario ao redor de P; até encontrarmos um novo vértice. Novamente temos
os dois casos acima e se tivermos um novo lado de convexidade continuamos o processo.
Este processe ou deve parar (com o sucesso) ou deve resultar em que voltemos até Py. Mas
neste caso todos os lados seriam de convexidade e o poligono seria convexo, contradizendo
a hipdtese. |

Se repetirmos o processo descrito na Afirmacdo 3.3 um nimero suficiente de vezes
chegaremos a um poligono convexo chamado o fecho convexo. Nossa construcao garante
que o conjunto dos vértices do fecho convexo é um subconjunto do conjunto de vértices
do poligono original. Mais ainda, o fecho convexo tem nimero de lados menor, perimetro

menor e drea maior que o poligono inicial.

Afirmacao 3.4 Dado qualquer poligono ndo regular, existe um poligono regular com nii-

mero de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual, e drea maior.

Demonstracao. Demonstraremos isto por inducio sobre o nimero de lados. Vamos
descrever um processo para, a partir de um poligono qualquer, obter primeiramente um equi-
latero e depois um regular com o mesmo nimero de lados que o inicial, sempre aumentando
a drea a cada passo. Adotaremos este processo enquanto o poligono for convexo e se em
algum momento o poligono nao for convexo a Afirmacao 3.3 nos fornece um poligono com
nimero de lados menor, drea maior e perimetro menor, o que conclui a demonstragdo por
hipdtese de indugao.

Vamos tornar o poligono equildtero fazendo com que a medida de cada um de seus
lados seja a média ! das medidas de todos os lados do poligono. Suponha que tenhamos
dois lados vizinhos AB e BC, um maior e outro menor que /. Podemos, pela Afirmacdo 3.1,
encontrar um ponto B’ para substituir B, mantendo o perimetro fixo e aumentando a drea,
tornando AB’ = . Como ilustrado na Figura 3.4

Caso ndo existam dois tais lados vizinhos, mas o poligono nio seja equildtero, permu-
taremos os lados de tal forma a chegar a esta situagcdo. De fato, dados dois lados vizinhos

AB e BC podemos substituir B por B de tal forma que AB’' = BC, B'C = AB. Escolhendo B’
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Figura 3.4: Em virtude da Afirmacdo 3.1, cada novo poligono tem drea maior que o anterior

do mesmo lado que B em relacdo a reta AC, a drea e o perimetro ficam inalterados, pois os
triAngulos ABC e AB’'C sdo congruentes. Apds uma sequéncia finita apropriada de tais per-
mutacgdes, chegaremos na situacdo descrita acima. Assim, aumentaremos o nimero de lados
iguais a [ até que o poligono se torne equildtero, sempre aumentando a drea. O procedimento

descrito acima pode ser ilustrado como segue.

Figura 3.5: Permutando dois lados consecutivos

Fazendo este processo um nimero finito de vezes chegamos a situacio desejada, pois
ndo podemos ter todos os lados menores ou maiores que / simultaneamente.

Vamos agora escrever um processo andlogo para tornar o poligono equiangulo e por-
tanto regular, sempre aumentando a drea. Vamos chamar os vértices cujos angulos internos
sdo iguais ao angulo interno para o poligono regular de hons (marcados em cinza na Figura
3.6) e os demais de maus. Observe que ndo podemos ter menos de quatro angulos maus. De
fato, suponha um poligono A; A;... A, com tnicos vértices possivelmente maus A;, Aj e Ay.

Seja BBy ... B, um poligono regular de mesmo lado .
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Figura 3.6: Os angulos marcados sdo os angulos bons

Os poligonos A;A;41...Aj € B;Bjy1...Bj sdo congruentes, pois possuem lados e an-
gulos internos iguais (veja a Figura 3.7), também AjAj ;... A; € congruente a BjBj,... B
€ AgAgy1... Aj € congruente a BiByy1 ... Bj; além disso, os tridngulos A; Aj A € B; BBy sdo
congruentes. Tudo isso implica que A; A;... A, é regular.

Figura 3.7: Os poligonos A;A;ji1...Aj € B;Bj41...B;j sdo congruentes

Ajt2

B;

Em um poligono equilatero, mas ndo regular, considere o conjunto dos vértices maus.
Podemos tomar neste conjunto dois vértices maus A e B, A com angulo muito grande e B
com angulo muito pequeno, consecutivos no conjuntos dos vértices maus. Considere agora
o quadrildtero ABCD, onde C € consecutivo a B no conjunto dos vértices maus, assim como

A é consecutivo a D no mesmo conjunto.
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Queremos deformar este quadrildtero no sentido de diminuir os dngulos A e C e aumen-
tar os angulos B e D até A ou B tornar-se bom. Ao deformar o quadrildtero, deformaremos
simultaneamente o poligono mantendo rigidos os arcos entre dois vértices consecutivos do
quadrilatero. Resta verificar que este processo aumenta a drea do quadrilatero e, portanto, do
poligono: para isso, usando a Afirmacdo 3.2, basta verificar que enquanto A for grande e B
for pequeno A + C serd maior que 7.

Na Figura 3.8, o circulo indicado tem raio igual ao circulo circunscrito ao poligono

regular de lado 1. Sejam C’ e D’ as interse¢des de CD com o circulo. Temos:
BAD>BAD' e BCD > BC'D,

donde,

BAD+BCD>BAD' +BC'D =,

pois C' e D' sdo vértices de um quadrilatero inscritivel; logo, A+ C > 7.

Figura 3.8: O quadrildtero ABC'D’ ¢ inscritivel

Isso mostra que sempre podemos aumentar o numero de vértices bons até chegarmos

ao poligono regular e conclui a demonstracao da Afirmacao 3.4. [ |
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Observacdo 3.3 Observe que diminuindo os valores de A e C aumenta-se o valor de B. O
fato de A ser grande e B ser pequeno, nesse sentido, significa que eles nio podem ser vértices
num quadrildtero circunscrito. Entdo, fazendo A+ C se aproximar de 7 (por falta) também
fard com que a drea do quadrildtero aumente. Esse movimento tornard B um 4ngulo bom.
Caso haja mais de trés angulos maus, formamos um novo quadrildtero e repetimos o

processo; caso contrario, teremos chegado a situacio desejada, que € o poligono regular.

Afirmacao 3.5 Se n < m, a drea de um poligono regular de n lados é menor do que a drea
de um poligono regular de m lados de mesmo perimetro. Além disso, a drea do circulo é

maior do que a drea de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

Essa afirmacao € equivalente as Proposi¢des 3.1 e 3.2 atribuidas a Zenodoro. Apesar de
no artigo [16] ser feita uma demonstracao por indugdo sobre o nimero m de lados, optamos
por fazer uma demonstracio desses fatos no espirito grego, utilizando a teoria das razdes de
Euddxio e que pode ser consultada em [13] e [7].

Proposicao 3.1 (Zenodoro) De todos os poligonos regulares de mesmo perimetro, aquele

que tem maior drea é o que tem mais dngulos’.

Demonstracdo. Sejam ABC e DEF poligonos equildteros e equidngulos de mesmo
perimetro, com DEF tendo mais angulos que ABC. Sejam G e H os centros dos circulos
circunscritos aos poligonos, e GK e HL as perpendiculares de G e H até os lados AB e DE

tais que K e L bissectem estes lados.

Figura 3.9: Poligonos de mesmo perimetro

&

Como os perimetros sdo iguais, AB > DE e AK > DL. Faga KM igual a DL e considere

GM. Como AB é a mesma fracdo do perimetro que o angulo AGB é dos quatro angulos

' Aqui a notaciio A:B:: C: D se lé: Aestd para B assim como C estd para D.
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retos, e também DE é a mesma fracdo do mesmo perimetro que o angulo DHE é dos quatro
angulos retos, segue que

AB:DE:: AGB:DHE,

ou seja,

AK : MK :: AGK : DHL,

mas

AK : MK > AGK : MGK.

Esta tltima desigualdade na verdade é um lema que provaremos mais adiante?.

Assim sendo, MGK > DHLe, consequentemente, GMK < HDL. Faga o angulo N MK
igual ao 4ngulo HDL, tal que MN intercepte KG no ponto N. Os tridngulos NMK ¢ HDL
agora sao congruentes, ¢ NK = HL, de modo que GK < HL.

Mas a drea do poligono ABC é metade do retangulo determinado por GK e de mesmo
perimetro, enquanto a drea do poligono DEF é metade do retangulo determinado por HL e de
mesmo perimetro. Portanto, a drea do poligono DEF € a maior, como queriamos demonstrar.

Para provar que AK : MK > AGK : MGK considere o arco QMO com centro em G.

Figura 3.10: Lema de Euclides

Como arazdo AAGM : setorOGM > AMGK : setor MGQ (o tridngulo AGM é maior

%A prova deste lema foi dada por Euclides em seu Optica, mas Theon nio cita Euclides em seu comentério
a Zenodoro. O préprio Theon deu uma prova, deduzindo que Zenodoro também o tinha feito.
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do que o setor OGM), segue-se, intercambiando os meios, que
AAGM : AMGK > setorOGM : setor MGQ.

Mas, AAGM : AMGK :: AM : MK, ja que os dois tridngulos tem a mesma altura GK medida
a partir da base AMK. E ainda,

setorOGM : setorMGQ :: AGM : MGK.
Assim sendo,
AM : MK :: AGM : MGK
. Segue-se que AK : MK > AGK : MGK. [ |

Observacao 3.4 Esse lema demonstrado por dltimo € equivalente a dizer que

tana «
>—, onde f<a<m/2.

tanff p

Proposicao 3.2 (Zenodoro) O circulo é maior do que qualquer poligono regular de mesmo

perimetro.

Demonstracdo. Dados um circulo de raio OA e um poligono a ele inscrito, circuns-
creva um poligono similar a este ao redor do circulo. Sejam OE a apdtema do poligono
inscrito e OK a apdtema do poligono circunscrito ao circulo. Como o poligono OK € “con-
vexo por fora” (i.€., existem regides do poligono que estdo fora do circulo), podemos supor,
entdo, que seu perimetro ¢ maior do que o da circunferéncia (pela Proposicao 3.1).

Isto significa que o poligono circunscrito é maior que o original. Mas entdo, por si-
milaridade, OK > OE. Como o circulo € igual a metade do retingulo cujos lados sdo sua
circunferéncia e seu raio (fato provado por Arquimedes), enquanto o poligono regular € me-

tade do retangulo cujos lados sdo seu perimetro e sua apétema, segue-se que o circulo tem

maior area. [ |

3.2.2 Demonstraciao da Desigualdade Isoperimétrica

Teorema 3.2 (Desigualdade Isoperimétrica) Toda curva fechada de comprimento | en-
globa uma drea menor do que ou igual a I?/4x. Além disso, a cota superior s6 é alcancada

pelo circulo de raio 1/2m.
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Demonstracdo. Suponha que temos uma curva de comprimento / englobando uma
drea A. Vamos escolher um nimero inteiro positivo N e tomar N pontos ao longo da curva,
igualmente espacados em termos do comprimento do arco de curva entre eles. Vamos ligar
estes pontos por linhas retas para obter um poligono de N lados e perimetro menor que
I. Tomemos o fecho convexo deste poligono: seu perimetro é menor que [/, donde, pelas
afirmacdes anteriores, sua drea B € menor que 12/47.

Consideremos o conjunto dos pontos que ou estdo dentro deste fecho convexo ou,
estando fora dele, distam menos de [/2N de algum dos N pontos tomados sobre a curva: a
curva original estd totalmente contida na regido formada pela reunido deste fecho convexo e
dos discos de centro em cada um dos N pontos e de raio [/2N, pois qualquer ponto da curva
dista menos de I/2N de algum destes N pontos (Figura 3.11). Por outro lado, a drea desta

regido serd menor do que ou igual a B+ N7(I/2N)?. Assim,

1YV 12 gxl?
A<B+Nn|—| < —+—
2N 4m1 4N

e, como esta estimativa vale para qualquer N, entdo A < [?/4x.

Figura 3.11: A curva estd contida na unido do fecho convexo com os circulos de raio /2N
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Finalmente, consideremos uma curva de comprimento ! englobando a drea 12/4m, va-
mos provar que ela € um circulo. Primeiro, observemos que ela é convexa (este resultado
€ conhecido como o lema da convexidade). De fato, para uma curva ndo convexa sempre
existe um segmento de reta ligando dois pontos da curva e contido inteiramente em seu inte-
rior. Este segmento divide a parte do plano fora da curva em duas regides, uma limitada e a
outra ndo. Tomando a por¢do da curva que toca a regido ilimitada mais o segmento de reta,
temos uma nova curva fechada de perimetro menor e drea maior, contradizendo a primeira
parte da demonstracgao.

Para uma curva convexa distinta do circulo, tome quatro pontos nio co-circulares. Se
deformarmos o quadrildtero com estes quatro vértices mantendo rigidos os arcos de curva
entre dois pontos até o quadrilatero tornar-se inscritivel, aumentaremos a drea sem mudar o

perimetro, o que € um absurdo!

Figura 3.12: E impossivel aumentar a 4rea do quadrildtero ABCD mantendo fixo o perimetro.

3.3 EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA O PI

Chegamos até aqui sem termos levantado a seguinte questdo: Existe solucdo para o
PI? N6s, como todos aqueles que lidaram com o PI até o século XIX, trabalhamos sob o
pressuposto de que existe uma solugdo e, neste caso, garantimos que esta solugdo € o circulo.
Pode nao ser o caso! Existem problemas similares que ndo possuem solu¢do, como, por

exemplo, o problema de Kakeya [3]. Para nosso alivio, contudo, podemos garantir também
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que hd, de fato, uma solucdo para o PI. Facamos um breve comentdrio a respeito disso
seguindo M. Spivak [17] (veja também [5]).

Sejam D um disco de raio Ly (em que Ly é um nimero real fixado) em R? e € (D)
o conjunto de todos os subconjuntos fechados e ndo vazios contidos em D. A distancia de

xe D aCe%(D)é definida por
d(x,C) =:min{d(x,y): y e C},

em que d € a métrica euclidiana no plano. Para € > 0, definimos a e-vizinhanga V¢(C) de C
como

Ve(C):={xeD:d(x,C) <e}.

A métrica de Hausdorff p em € (X) é definida como segue:
p(C1,Co) :=infle >0:Cy c Ve(Cr) e G c Ve (C1)}, Cy,Co € 6(D).

Munido desta métrica, ¢ (D) é um espago métrico compacto. O conjunto Conv(D) c € (D)
de todos os subconjuntos nao vazios fechados e convexos de D é fechado em %' (D). Logo,

Conv(D) também é um espaco métrico compacto. Além disso, as fungdes

A: 6 (D) —R, A(C)=éreade C,

L:Conv(D) — R, L(C) = comprimento da fronteira de C,

sdo continuas. Entdo L™!(Ly) < Conv(D) é um subconjunto ndo vazio (pois D € L™1(Ly))
e fechado do espaco compacto Conv(D). Logo, L™!(Lg) é compacto, e a funcdo A atinge

méximo em L™!(Lg). Aqui culminam nossos esforgos para resolver o PI.



4 CURVATURA PARA POLIGONOS

Neste capitulo, utilizaremos a no¢do de curvatura nos vértices de um poligono e a
Desigualdade Isoperimétrica para demonstrar uma desigualdade envolvendo o comprimento
dos lados de um poligono e os raios de curvatura em seus vértices. Como consequéncia deste

desigualdade, obtemos uma versao discreta da Desigualdade de Ros,

Aslf p(s)ds, “4.1)
2Jc

onde p € o raio de curvatura. Esta demonstragdo pode ser encontrada no artigo do Cuff,

Reventds e Rodriguez [9].

4.1 A INTEGRAL DO RAIO DE CURVATURA

O ponto de partida para este capitulo € a seguinte desigualdade.

Proposicao 4.1 Se C é uma curva plana fechada convexa de classe C? de comprimento L,

entdo )
L 1
<= ds, 4.2
=3 ) s 42

onde p(s) é o raio de curvatura de C, e ds significa medida do comprimento de arco em C.

A igualdade vale se, e somente se, C é um circulo.

Demonstraciao. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e relembrando que

k(s) = 1/p(s), obtemos

1/2 1/2
L:f lds:f k”z-lc‘l/zdss(f chs) U k-lds) 4.3)
C C C C

1/2
=@m”%fpumﬂ ,
C

donde,

[*<2n f p(s)ds.
C
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Dividindo os dois lados por 47, temos

j—; < % fc p(s)ds,

A igualdade vale se, e somente se, k(s) = Ak~ 1(s), para alguma constante A. De fato, se
vale a igualdade, entdo também vale no termo intermedidrio em (4.3) e, pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz, a igualdade vale se, e somente se, k(s) = Ak~1(s), donde, k(s) é constante,
ou seja, C € um circulo. Reciprocamente, se k(s) = Ak~'(s), entdo substituindo em (4.3)

obtemos a igualdade, o que conclui a demonstracao. [

Observacio 4.1 Para demonstrar a Proposicdo 4.1 utilizamos o seguinte resultado:

Seja a : |a,b] — R? wma curva fechada, regular e de classe C2. Entdo sua
curvatura total CT(a) é dada por

1 b
CT(a):= —f k(s)lla’(s)ds|| = Rq,
27 Ja
onde R, é o indice de rotagdo de a.

No nosso caso, como a curva estd parametrizada por comprimento de arco, entdo ||a’(s)ds|| =
1; e como se trata de uma curva de Jordan, o indice de rotac@o é igual a 1. Nao definiremos
indice de rotacdo de uma curva, pois tal defini¢do estd fora do escopo deste trabalho. Para
mais detalhes, o leitor pode consultar [1].

Agora, consideremos a desigualdade (4.2) para o caso onde a curva C é um poligono.
Para isto, introduziremos a no¢do de raio de curvatura nos vértices de um poligono, que é

uma boa aproximagdo para o raio de curvatura de uma curva suave.

4.2 CURVATURA PARA POLIGONOS

Dado um poligono convexo plano de vértices Py, Ps, ..., Py, denotamos por [y = | PgPj1]

o comprimento de seus lados e por ajm a medida de seus angulos externos (Figura 4.1). E
n

claro que temos Z ar=2,com0<ap<le
k=1

|Pk—1Pi+ PiPry1l = lg_1 - Ii - cos(agm).
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Figura 4.1: Angulos externos ao poligono Py, Ps,..., P,

Py,

Definicao 4.1 Dado um poligono plano convexo de vértices Py, Ps,..., Py, e lados de com-

primento Iy, 1o, ..., 1, definimos o raio de curvatura no vértice Py como
lk—l + lk
R —
p 2a 7

Em particular, a curvatura no vértice Py € dada por

1< 1 20
k=—=57""7",
Pr -1+ Ik

uma expressao que essencialmente se harmoniza com a definicao cldssica de curvatura como

a razdo entre o angulo e o comprimento. Note também que [y = [,,.

4.3 UMA VERSAO DISCRETA DA DESIGUALDADE DE ROS

Agora daremos uma versao discreta para a desigualdade (4.2). Para isso, precisamos
do seguinte resultado.

Lema 4.1 Sejam ay,...,a, €R* e f:([R")" — R uma fungdo definida por

2

a a
fxy,.. L

2
Xp) = — et
x

Se x1+ -+ x;, =2, entdo
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Demonstracdo. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

n n a 1/2 n ag 1/2 n ng 1/2
;. 3 xli2 1;2_(le) (Zx—z) =\/§(Z—’) .

i=1 X i=1 i=1 Xi

Mas,
e portanto,

Definicao 4.2 Um poligono convexo é chamado umbilico se o raio de curvatura em seus

Vértices € constante.

E claro que todos os poligonos regulares sdo umbilicos. Note que o raio de curvatura
de um poligono umbilico deve ser igual a L/2m, onde L é o comprimento do poligono. Este

fato € facilmente demonstrado, basta adicionar as igualdades
ly1+ Iy =2armp, para k=1,...,n,

onde p € o raio de curvatura constante.

Teorema 4.1 Seja L o comprimento de um poligono convexo de lados i e raios de curvatura
k- Entdo

L2 1 Pk + Pk+1
—=<=-) l—-. 4.4
4w~ 2 k; T2 9

A igualdade vale se, e somente se, o poligono é umbilico.

Demonstracio. Pela defini¢do de pg, o segundo termo desta desigualdade é

1 Zn: Pk Pk+1 _ i I, L1 + Ik N L+ s
23 2 193 X+1
mo(Ie+ lk+1)
gk+1 Ak+1

Uma vez que a; +---+ a, = 2, podemos aplicar o Lema 4.1 e obter

1 & e+ hs)? 1
= (k k+1) L —(2L)2
8m 1 Akt 871 2
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donde,

1 + [2
_ZlkMZ_
2= 2 % 4

e a desigualdade do teorema esté provada.

Pela demonstracdo do Lema 4.1, a igualdade € obtida quando

2(lk+lk+1) et len _ 2@ 7Py

Qi1 = ,
YT L+ L L
donde,
L
- k = 1) y 1,
Pk -
e o poligono é umbilico. [ ]

Chegamos agora na versdo discreta correspondente a Desigualdade de Ros.

Corolario 4.2 Se A ¢ a drea de um poligono convexo com lados i e raios de curvatura py,
entdo temos
1<l i Pk+ Pk+1
= 2
Demonstracao. A prova € uma consequéncia direta do Teorema 4.1 e da Desigualdade

Isoperimétrica. [ |



5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo da Desigualdade Isoperimétrica possibilitou a revisdo de diversos conceitos
da Geometria Plana, do Calculo e da Geometria Diferencial. Associado a isso, também
houve um estudo do Problema Isoperimétrico ao longo da histéria, como foi tratado pelos
gregos € até que ponto o problema foi estudado com as concepgdes geométricas de suas
épocas. Embora neste trabalho tenhamos lidado apenas com a DI no plano, a introducao
do conceito de curvatura nos inspira a partir para um horizonte mais amplo, onde a DI se

reconfigura no contexto das superficies e variedades riemannianas.
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