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RESUMO

Nesta monografia, apresentamos uma prova da existéncia de fungao de Green
para dominios limitados do plano euclidiano utilizando o teorema de Hahn-Banach
para extensao de funcionais lineares. A funcao de Green é uma poderosa ferramenta
para resolver o Problema de Dirichlet, que é um tipo de problema de fronteira e

consiste em encontrar uma funcao u que satisfaz

Au=0 em D
u=f em 0D,

onde D C R? ¢ um dominio limitado do plano e dD ¢é a fronteira de D. Suporemos

que 9D ¢é de classe C'. Nosso trabalho baseia-se no artigo de P. Lax [7].

Palavras-chave: Funcdao de Green. Teorema de Hahn-Banach. Problema de

Dirichlet.



ABSTRACT

In this monograph we present a proof of the existence of Green’s function for
bounded domains of the Euclidean plane using the Theorem of Hahn-Banach for
extension of linear functionals. The Green’s function is a powerful tool to solve the
Dirichlet problem, that is a type of boundary problem, and consists in finding a

function u that satisfies
Au=0 inD

u=f onadD,
where D C R? is a bounded domain of the plane, and D is the boundary of D. We
assumed that 9D is of class C'. Our work is based on P. Lax’s paper [7].

Keywords: Green’s Function. Hahn-Banach Theorem. Dirichlet Problem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é provar a existéncia de funcao de Green no plano
euclidiano R2. Para isso, vamos precisar de alguns resultados da Anélise Funcio-
nal. No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos basicos de Anélise Funcional
com o intuito de fornecermos as bases para enunciar e demonstrar o Teorema de
Hahn-banach, resultado mais importante do capitulo inicial e que é de fundamental
importancia para alcangarmos o propésito desta monografia.

No Capitulo 2, abordaremos a equagao de Laplace no plano, uma das mais
importantes equacoes diferenciais parciais. A seguir, apresentaremos algumas pro-
priedades da equacao de Laplace e definiremos a chamada solucao fundamental da
equagao de Laplace no plano. Por fim, introduziremos a definicao de funcao de
Green, que é uma ferramenta extremamente tutil para solucionar o problema de
Dirichlet.

Finalmente, no Capitulo 3, apresentaremos uma prova da existéncia de fungao
de Green para o problema de Dirichlet definido sobre um dominio limitado do plano.

A prova que aqui ofereceremos é devida a P. Lax [7].



Capitulo 1

Alguns Conceitos de Analise

Funcional

Neste capitulo inicial, abordaremos alguns conceitos basicos de Analise Fun-
cional. O resultado mais importante deste capitulo é teorema de Hahn-Banach
para extensao de funcionais lineares. Este capitulo baseia-se em [5]. O leitor pode
consultar também [3] ou [6].

Definicao 1.1. Definimos espac¢o vetorial como uma estrutura algébrica formada

por um conjunto nao-vazio X, cujos elementos sao chamados de velores, um corpo

K, e duas operacoes

+: XxX — X - KxX — X
e
(,y) —— x4y (,z) — ax

chamadas, respectivamente, de adicdo de vetores e de multiplicacdo de um vetor por

um escalar, que satisfazem as seguintes propriedades:

A z+y=y+=z, VzyelX,
A2)x+(y+2)=(+y)+2 Vaz,yzelX,;
A3)30e X, talquex+0=2, VzelX;
AQ)Vze X, I—xeX, tal que 2+ (—z) = 0;

M1) a(fz) = (af)z, Va,feKeVrelX,;

M2) lx =2z, V2 € X (onde 1 é a unidade do corpo K);
Dl)a(zr+y)=ar+ay, YVaceKeVzxyclX,;

)
2)

-,

(a+B)x=ax+ Pz, Va,feKeVrelX.

Um subespaco de um espacgo vetorial X é um subconjunto nao-vazio Y de X

tal que para todos yi,y. € Y e escalares o, 5 € K temos ay; + fys € Y. Portanto
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Y ¢ ele préprio um espaco vetorial, as duas operacoes algébricas sendo as induzidas
a partir das operacoes de X.

Vamos denotar um espaco vetorial pela letra que denota o conjunto dos vetores,
neste caso por X.

Uma combinacao linear de vetores x1,...,x, de um espago vetorial X é uma
expressao da forma

1T1 + Qo + + -+ + T,

onde os coeficientes aq, ..., a,, € K sao escalares quaisquer.
Para todo M C X nao-vazio, o conjunto de todas as combinacoes lineares de

vetores de M é chamado a expansao de M, denotado por
span M.

Este é um subespaco Y de X, e dizemos que Y ¢é gerado por M.

Definicao 1.2. Independéncia e dependéncia lineares de um dado conjunto M de

vetores xy, ...,z (r = 1) em um espago vetorial X sao definidas por meio da equagao
a1 + Qoo +---+ Ty = 07 (]-1)
onde ay, ..., a, sdo escalares. Claramente, a equagao (1.1) vale para oy = ag = -+ - =

a, = 0. Se esta é a unica r-nupla de escalares para a qual (1.1) vale, o conjunto
M ¢ dito linearmente independente. M é dito linearmente dependente se M nao
for linearmente independente, isto é, se (1.1) também vale para alguma r-nupla de
escalares nao todos nulos.

Um subconjunto arbitrario M de X é dito linearmente independente se todo
subconjunto finito nao-vazio de M é linearmente independente. M é dito linearmente

dependente se M nao for linearmente independente.

Uma motivagao para essa terminologia vem do fato de que se M = {z1,...,x,}
é linearmente dependente, no minimo um vetor de M pode ser escrito como uma
combinagao linear dos outros vetores. Por exemplo, se (1.1) vale com «, # 0, entao

M é linearmente dependente e podemos resolver (1.1) para z, obtendo

Tp = ﬂ1$1 + -+ ﬂ’r—lx'r—l (ﬁ] = _aj/ar)'

Definicao 1.3. Um espaco vetorial X é dito de dimensao finita se existe um inteiro

positivo n tal que X contém um conjunto lincarmente independente com n vetores,
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enquanto qualquer conjunto com n + 1 ou mais vetores de X ¢ linearmente depen-
dente. n é chamado a dimensdo de X, denotado por n = dim X. Por definicao,
X = {0} é de dimensao finita e dim X = 0. Se X nao ¢ de dimensao finita, entéo

ele é de dimensdo infinita.

Em Anélise Funcional, os tnicos espacos vetorias estudados sao os espacos
vetoriais reais (quando K = R) e complexos (quando K = C) de dimensao infinita.
Exemplo 1.1. O espaco R” é o espago vetorial real formado pelo conjunto de todas

as n-uplas de nimeros reais, denotadas por z = (&1,...,&,), ¥y = (M1, .., M), etc.,

com as duas operacoes algébricas definidas da forma usual

cty=E+nm 60
ar = (a&y,...,a&,) (a €R).

Exemplo 1.2. O espago C” é definido de modo similar ao espago R". Ele é formado
pelo conjunto de todas as n-uplas ordenadas de nimeros complexos x = (&1, ..., &),
y=(m,...,m), etc., e é um espago vetorial complexo com as operagoes algébricas
definidas de modo analogo as do Exemplo 1.1, agora com « € C.

Exemplo 1.3. Seja F(X,R) o conjunto de todas as fungdes x : X — R. Ele
se torna um espaco vetorial quando se definem a soma x + y de duas fungoes e o

produto ax da funcao x pelo escalar o da maneira usual:

(@ +y)(t) =2(t) +y(t),  (ax)(t) = ax(t).

Exemplo 1.4. Seja Cfa,b] o conjunto de todas as fungbes reais z,vy, ... de uma
variavel real independente ¢ que sao definidas e continuas num dado intervalo fechado
J = [a, b]. Esse conjunto torna-se um espago vetorial real com as operagoes algébricas

definidas da maneira usual:
(z+y)(t) = z(t) + y(t)

(az)(t) = ax(t) (a€R).

De fato, = + y e ax sao fungoes reais continuas definidas em [a, b], se x e y o forem
eaceR.

Exemplo 1.5. Seja p > 1 um numero real fixo. Por definicao, cada elemento
do espaco [P é uma sequéncia z = (&) = (§1,&,...) de nimeros tais que a série

|&1P + |&|P + - -+ converge, isto &,

D g < +00 (p =1 fixo). (1.2)
j=1
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Se tomarmos somente sequéncias reais satisfazendo (1.2), obteremos o espago
real [P(R), e se tomarmos sequéncias complexas satisfazendo (1.2), obteremos o
espago complexo [P(C).

[P é de fato um espaco vetorial. Por exemplo, no caso p = 2, temos o espaco de
sequéncias de Hilbert [?. Definindo as operacoes algébricas de soma e multiplicacao

por escalar da forma usual para sequéncias, isto é,

(1,82, ) + (mme, ) = (G + 0,6+ 12, )

a(fl) 527 .. ) = (0451, 0452, .- ')7

temos que x = (§;) € > e y = (n;) € [? implicam = + y € [?, como se vé pela

desigualdade de Minkowski para sérics

0o 1/p %0 1/p 0o 1/p
(Seenr) <(Ser) +(Smr) o ao
j=1 k=1 m=1
e também oz € I2. O leitor pode encontrar detalhes em [5].
Definicao 1.4. Uma aplicagao
I-I: X — R
e

¢ chamada de uma norma sobre o espago vetorial X se satisfaz as seguintes propri-

edades:

N1) ||z]| =0, VzeX;

N2) [|z|]| =0 & z=0;

N3) ||az| = |a|||lz]|, VaeKeVzeX;

N4) |z +yl < ||zl + |lyll, Vz,y€e X (Desigualdade triangular).

Quando X é um espaco vetorial munido de uma norma, dizemos que X é um
espaco vetorial normado.

Defini¢ao 1.5. Uma sequéncia (x,) em um espago vetorial normado X é dita con-

vergente se existe x € X tal que
lim ||z, —z|| = 0.
n—00

Dizemos, entao, que x é o limite da sequéncia (), ou que (x,) converge para
x, e denotamos este fato por lim,_,o =, = z, lim x,, = x, ou simplesmente z,, — x.
Uma sequéncia é chamada de divergente quando nao é convergente. Dizemos,

entao, que ela diverge.



Observagao. = —y =1+ (—y).

Lema 1.1. O limite de uma sequéncia convergente em um espag¢o vetorial normado

X € unico.
Demonstracao. De fato, se x,, — x e z,, — vy, por (N4)
0< flz =yl < llz =zl + llzn —yll = 040,
donde z = y por (N2). O

Definicao 1.6. Uma sequéncia (z,,) em um espago vetorial normado X é chamada

de sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 dado, existe N € N tal que
m,n >N = |z, —z,| <e.

Definicao 1.7. Um espaco de Banach é um espaco vetorial normado X que é
completo, isto é, um espaco tal que toda sequéncia de Cauchy em X converge para

algum elemento de X.

Exemplo 1.6. Os espacos R" e C" dos Exemplos 1.1 e 1.2 com a norma definida

por

n 1/2
]l = (Z |§j|2> = VIR + -+ e
j=1

sdo espacos de Banach. De fato, vamos considerar primeiro R™. Seja (z,,) uma
sequéncia de Cauchy em R”, onde vamos denotar x,, = (ém), e ,g,&m)). Entao para

todo ¢ > 0, existe um indice N € N tal que

n 1/2
|2 — 2.]| = (Z(c*;"” —55»"))2) <e (myr>N). (1.4)
j=1
Dai, elevando ambos os lados de (1.4) ao quadrado, temos, para quaisquer m,r > N
ej=1,...,n,
(gj(rrz) - 5](7))2 < 62 o |§](77L) . €§T)| < e

Isso mostra que para cada j fixado (1 < j < n), a sequéncia (5](-1),5](»2), ...) é uma

sequéncia de Cauchy de ntimeros reais. Sabemos que toda sequéncia de Cauchy em
R converge. Assim, fj(-m) — & quando m — oo. Usando esses n limites, definimos
x = (&, ...,&y). Claramente, x € R". Segue-se de (1.4), fazendo r — oo, que

|tm —z|| < e (m > N).

Isso mostra que x é o limite de (z,,) e prova a completude de R". Usando uma
demonstracao andloga a esta e tendo em vista que toda sequéncia de Cauchy em C

também converge, verifica-se a completude de C™.
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Exemplo 1.7. O espacgo [’ do Exemplo 1.5 é um espaco de Banach com a norma

dada por
o 1/p
]l = <Z|§j|p> : (1.5)
j=1

De fato, seja (z,,) qualquer sequéncia de Cauchy no espago (7, onde z,,, = (f{m), {ém),

...). Entao para todo ¢ > 0, existe N € N tal que para quaisquer m,n > N,

o] 1/p
|2 — 20| = <Z e — £§")|p> <e. (1.6)
7=1

Segue-se que, para todo j = 1,2,..., temos
™ — e <& (m,n>N). (1.7)

De (1.7) vemos que (5](1),5}2), ...) é uma sequéncia de Cauchy de numeros. Ela

converge ja que R e C sdo completos (toda sequéncia de Cauchy neles converge).
Entao fj(.m) — &; quando m — oo. Usando esses limites, definimos = = (&, &, ...).
Mostraremos que x € I” e z,, — .

De (1.6) temos, para quaisquer m,n > N
k
STl — e <er (k=1,2,...).
j=1
Fazendo n — oo, obtemos, para m > N,
k
Slem —glP<er (k=1,2,..).
j=1
Facamos agora k — oo. Entao, para m > N,

Sl g < en. (1.8)
j=1

Isso mostra que z,, — z = (§J(.m) —

desigualdade de Minkowski (1.3) no Exemplo 1.5 que

&) € . Como x,, € [P, segue por meio da

T =T+ (2 — ) €.

Além disso, a série em (1.8) representa ||z, — z||’, de modo que (1.8) implica que

Tm — . Isso prova a completude de [P, onde 1 < p < +o0.

Exemplo 1.8. Vamos denotar por [* o conjunto de todas as sequéncias limitadas

de nimeros complexos, ou seja, cada elemento de [*° é uma sequéncia complexa

r=(§)=(&,&%,...)



tal que para todo 7 =1,2,... temos

€] < e

onde ¢, é um numero real que depende de z, mas nao depende de j. [* com as
operacoes algébricas usuais para sequéncias é um espagco vetorial j4 que a soma de
sequéncias limitadas e o produto de uma constante por uma sequéncia limitada sao
sequéncias limitadas. [* com a norma definida por
]l = sup ||
jEN
¢ um espago de Banach. Para verificarmos isso, tomemos uma sequéncia de Cauchy
qualquer (x,,) no espaco 1>, onde z,, = ({im),fém), ...). Entao para todo ¢ > 0,

existe um N tal que para quaisquer m,n > N,
lom — zall = sup €™ — €] <e.
jeN
A fortiori, para todo j fixado,
™ — e <& (m,n>N). (1.9)

Portanto, para todo j fixado, a sequéncia (§](~1),§j(-2), ...) é uma sequéncia de Cauchy
de niimeros. Como C é completo, & ](m) — & quando m — oo. Usando esses infinitos
limites &1, &, . . ., definimos = = (&1, &, . . .) e mostraremos que x € [* e x,,, — . De
(1.9), fazendo n — oo, obtemos

€™ — gl <e (m>N). (1.10)

m) |

Como z,, = (fj(m)) € [*°, existe um numero real k,, tal que |§]( < kn, para todo j.

Portanto, pela desigualdade triangular
(M) 1. _ ¢lm) (M) « k , N
|§j | < ¢ §j |+|§, |<e+kn (m>N).

Essa desigualdade vale para todo j, e o lado direito néo envolve j. Portanto, (§;) é
uma sequéncia limitada de nimeros. Isso implica que x = (§;) € [*°. Além disso,
de (1.10), obtemos

|2 — 2]l = sup |§™ = & <& (m>N).
jEN

Isso mostra que z,, — x. Fica, portanto, estabelecida a completude de [*°.

Exemplo 1.9. O espago Cla,b] do Exemplo 1.4 é um espago de Banach com a
norma dada por
]l = max |(2)] (1.11)
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onde J = [a,b]. De fato, seja (z,,,) uma sequéncia de Cauchy qualquer em C|a, b].

Entao, dado qualquer € > 0, existe N € N tal que para quaisquer m,n > N temos
|Tm — || = max |z (1) — za(t)] < e. (1.12)
Desse modo, para qualquer t =ty € J fixo,
|zm(to) — xn(to)] <& (m,n > N).

Isso mostra que (z1(to), z2(to),...) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais.
Como R é completo, a sequéncia converge, isto é, x,,(ty) — x(to) quando m — oo.
Dessa forma, podemos associar a cada t € J um tinico nimero real z(t). Isso define
(ponto a ponto) uma fun¢ao x sobre J. Mostraremos que z € C/[a,b] e que x,, — .

De (1.12) com n — oo temos

TE%X|xm(t) —z(t) <e (m>N).

Portanto, para todo t € J,
lzn(t) —z(t)] <e (m> N).

Isso mostra que (x,,(t)) converge para x(t) uniformemente em J. Ja que as x,,’s
sao continuas em J e a convergéncia ¢ uniforme, a fungao limite = ¢ continua sobre
J, como é sabido do Célculo. Portanto x € Cfa,b] e também x,, — x. Isso prova

que Cl[a, b] é completo.
Definigao 1.8. Seja X um espago vetorial definido sobre o corpo K. Uma aplicagao

f: D(f) — K
r  — f(x)

¢ chamada de funcional linear se satisfaz

fle+y) =f)+fly) e [flox)=af(x),

quaisquer que sejam a € K e z,y € D(f), onde D(f) C X é o dominio de f.

Observagao. Em f(z +y) = f(z) + f(y), a soma que aparece no lado esquerdo
da igualdade é a soma definida sobre o espaco vetorial X, enquanto a soma no lado

direito é a soma definida sobre o corpo K. Um comentario analogo vale também

para f(ax) = af(x).
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Definic¢ao 1.9. Seja X um espago vetorial normado sobre o corpo K e f: D(f) —
K um funcional linear, onde D(f) C X. Dizemos que f é continuo no ponto xq €
D(f) se para todo € > 0 dado existe § > 0 tal que

|z — ol <0 = [f(z) = flzo)| <e.
Dizemos que f é continuo se f for continuo em todo ponto de D(f).

Definigao 1.10. Seja X um espaco vetorial normado sobre o corpoKe f : D(f) —
K um funcional linear, onde D(f) C X. Dizemos que f é limitado se existe ¢ € R
tal que

|f ()] < cll]], (1.13)

para todo = € D(f).

Se em (1.13) considerarmos x # 0, entdo podemos fazer

|J|](x||)| <e (1.14)
T
Se considerarmos
[fll = sup —|f(x)|, (1.15)
vebif) k4l

entdo || f]| satisfaz (1.14) e também (1.13). Assim ||f|| é o menor ¢ € R para o qual
vale (1.13).
O namero ||f|| é chamado de norma do funcional linear f. Se D(f) = {0},

definimos || f|| = 0.
Lema 1.2. Seja f um funcional linear limitado como na Defini¢ao 1.10. Entao:

(i) Uma formula alternativa para a norma de f é

IfI = sup [f(z)]. (1.16)
ey

(ii) A norma definida por (1.15) satisfaz (N1) a (N4) na Definigdo 1.4.

Demonstragao. (i) Escrevendo ||z] = a e tomando y = (1/a)x, onde x # 0, temos

llyll = ||z]|/a = 1. Como f é linear, (1.15) torna-se

1 1
|fll = sup =|f(z)| = sup f(—:c)‘= sup |f(y)l-
zeD(f) @ z€D(f) a yeD(f)
Il || 0 ll 10 llyll=1
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(ii) (N1) é ébvio. Também é evidente ||0|| = 0. Agora, note que, por definigao,
Il Il = 0 implica f(x) =0, ¥V x € D(f), donde f = 0. Logo (N2) vale. Além
disso, podemos obter (N3) de

sup |af(z)] = sup |af[f(x)] = |af sup [f(z)]

llzf|=1 llzll=1 llzll=1

onde x € D(f). Finalmente, (N4) segue de

sup |(fi + f2)(@)| = sup [fi(x) + fa(2)] < sup [fi(z)[ + sup |fa(z)|

llzll=1 llzll=1 llzll=1 llzll=1

onde = € D(f).

Teorema 1.1. Um funcional linear f com dominio D(f) contido em um espago

vetorial normado X € continuo se, e somente se, € limitado.

Demonstra¢ao. Para f = 0 a afirmagao é trivial. Seja f # 0. Entao [|f] # 0.
Suponhamos que f seja limitada e consideremos qualquer xy € D(f). Seja e > 0
dado. Entao, como f é linear, para todo = € D(f) tal que

o —zol| <& onde §=-——

1A
obtemos
|f(x) = f(mo)| = |f(x — zo)| < [|fl[lz — zol| < [[f]|0 =e.

Ja que z¢ € D(f) foi tomado arbitrariamente, isso mostra que f ¢é continuo.
Por outro lado, vamos supor que f é continuo em um xo € D(f) arbitrario.
Entao, dado qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

z € D(f), lx —zol| <6 = |f(z) — f(zo)| <e. (1.17)

Agora, tomemos algum y # 0 em D( f) e fagamos
0
xr = —y. Entao = —1xp=-—1y.
|| | [yl

Portanto ||z — z¢|| = 0, de modo que podemos usar (1.17). Como f é linear, temos

(@) — flao)| = |l — ‘f(uy” )| =7l
e (1.17) implica
rlf)] <= Assim 1) < Sl

Isso pode ser escrito como |f(y)| < c|ly||, onde ¢ = £/, e mostra que f é limitado.
O
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Exemplo 1.10. A norma || - || : X — R sobre um espago normado X é um

funcional sobre X que nao é linear.

Exemplo 1.11. O produto escalar com um fator mantido fixo define um funcional
f, : R® — R por meio de

fa(@) =2-a=E&ar+&ag + &az, = (11,79,73) € R

onde a = (a1, g, a3) € R3 é fixo.
A aplicacao f, é um funcional linear limitado. Como a linearidade é evidente,

provemos a limitagao. Temos

|[fa(@)] = |2 - al < [lz]la],

de modo que || f.|| < ||a|| segue-se de (1.16) se tomarmos o supremo sobre todo z de

norma um. Por outro lado, tomando = = a e usando (1.13) com ¢ = || f,||, obtemos

[fal@)| _ Jlal®
lall - lall

Portanto a norma de f, é || f.|| = llal|-

I fall = = [lall

Exemplo 1.12. A integral definida é um numero, se calculada para uma funcao,
como fazemos no Célculo a maior parte do tempo. No entanto, a situacao muda
completamente se considerarmos essa integral para todas as fun¢oes em um deter-
minado espaco de fungoes. Entao a integral torna-se um funcional sobre tal espaco,
que denotaremos por f. Consideremos o espaco Cla, b] (veja o Exemplo 1.4). Entao

f ¢é definido por
b
f(z) =/ x(t) dt  x € Cla,b].
Como o funcional f é claramente linear, vamos provar que f é limitado e que
a sua norma é || f|| = b — a.
De fato, escrevendo J = [a,b] e relembrando a norma sobre C|a,b] (confira
(1.11)), obtemos

b
|f(@)] = / x(t) dt‘ < (b—a)max |z(t)] = (b — a) 2]

Tomando o supremo sobre todo z de norma um, obtemos || f|| < b— a. Para termos
I|f|l = b — a, escolhemos a fungdo x = x¢ = 1, (note que ||xo|| = 1) e usamos (1.13)

com ¢ = [ ]

b
|f(;1:0)|—/ dt =b—a.
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Exemplo 1.13. Outro funcional praticamente importante sobre C|a, b] é obtido se

escolhermos um ty € J = [a, b] fixo e definirmos
fi(z) = z(ty) =z € Cla,b].
f1 é linear. Além disso, f; é limitado e tem norma || f1|| = 1. De fato, temos
[f1(@)] = [a(to)] < [,

e isso implica || f1]] < 1 por (1.15). Por outro lado, para o = 1 temos ||zo]| = 1 e
obtemos de (1.13) com ¢ = || f]]

il = [ f1(xo)| = 1.

Exemplo 1.14. Podemos obter um funcional linear f sobre o espaco de Hilbert /2

(confira o Exemplo 1.5) escolhendo um a = («;) € {? fixo e definindo
@)= &y
j=1

onde z = (§;) € I*>. Essa série converge absolutamente e f ¢ limitado, j& que a
desigualdade de Cauchy-Schwarz

00 00 00
Y lgal < ([ D o1& | D lawl?
j=1 k=1 m=1

nos déa (somatério sobre j de 1 a 00)

@) =3 gas| <D lgesl </ D16V lasl? = llalllall

O conjunto de todos os funcionais lineares sobre um espago vetorial X pode

ele préprio se tornar um espago vetorial (veja Exemplo 1.3). Esse espaco é denotado
por X* e é chamado o espaco dual algébrico de X. Suas operagoes algébricas de
espago vetorial sao definidas de uma maneira natural como a seguir. A soma fi + f,

de dois funcionais f; e fy é o funcional s cujo valor em todo z € X é

s(x) = (fr + f2)(2) = fu(2) + fol);

o produto a.f de um escalar a e um funcional f é o funcional p cujo valor em x € X
é

p(z) = (af)(z) = af(z).
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Seja A um conjunto nao-vazio e f uma funcao definida em B C A, com B
nao-vazio. Uma extensdo de f ao conjunto A é uma funcao g definida em A tal que
g(z) = f(x) para todo = € B. Dizemos também que f é a restri¢ao de g ao conjunto
B C A.

Um funcional sublinear sobre um espago vetorial X é uma aplicacao p : X —

R que é subaditiva, isto é,
plx+y) <plx)+ply), VayelX, (1.18)
e homogénea positiva, isto é,
plax) =ap(z), Va>0€ReVazelX. (1.19)

Uma norma sobre o espaco X, por exemplo, é um funcional sublinear.

Definicao 1.11. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto M sobre o
qual esta definida uma ordem parcial, isto é, uma relagao bindria, denotada por <,

que satisfaz

P1) a < a para todo a € M. (Reflexividade)
P2)Sea<beb<a,entdo a=>. (Anti-simetria)
P3)Sea<beb<c entaoa <c. (Transitividade)

“Parcialmente” enfatiza que M pode conter elementos a e b para os quais nem
a < bnem b < a se verifica. Entao a e b sdao chamados elementos incompardveis.
Por outro lado, dois elementos a e b sao chamados “elementos comparaveis”se eles
satisfazem a < b ou b < a (ou ambos).

Um conjunto totalmente ordenado ou cadeia é um conjunto parcialmente or-
denado tal que quaisquer dois elementos do conjunto sao comparaveis. Em outras
palavras, uma cadeia é um conjunto parcialmente ordenado que nao contém elemen-
tos incomparaveis.

Uma cota superior de um subconjunto W de um conjunto parcialmente orde-

nado M é um elemento u € M tal que
r<u YaxeW.

Dependendo de M e W e da relacao de ordem, tal u pode ou nao existir. Um

elemento mazximal de M é um m € M tal que

m<T = m=ux.
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Novamente, M pode ou nao ter elementos maximais. Note ainda que um elemento

maximal nao precisa ser uma cota superior.

Exemplo 1.15. O conjunto R de todos os numeros reais com a sua relacao de

ordem usual é um conjunto totalmente ordenado. R nao tem elementos maximais.

Exemplo 1.16. Seja P(X) o conjunto das partes (conjunto de todos os subcon-
juntos) de um dado conjunto X e seja A < B significando que A C B, isto é,
A é subconjunto de B. Entao P(X) é parcialmente ordenado. O tnico elemento
maximal de P(X) é X.

Exemplo 1.17. O conjunto R” de todas as n-uplas de niimeros reais é parcialmente
ordenado pela relagao de ordem = < y definida por §; < n; para todo j = 1,...,n,
onde x = (&1,...,&,), y=(m,...,m) € R" e & < n; é arelagdo de ordem usual de
R.

Exemplo 1.18. O conjunto N dos ntimeros naturais (inteiros positivos) com a
relacao de ordem m < n significando que m divide n é um conjunto parcialmente
ordenado.

Lema 1.3 (Lema de Zorn). Seja M # & um conjunto parcialmente ordenado.
Suponha que toda cadeia C C M tenha um limite superior. Entdo M tem no

minimo um elemento mdximo.
Demonstragao. Veja [4]. O
Vamos agora enunciar e demonstrar agora o Teorema de Hahn-Banach para

o caso dos espacos vetoriais reais. Este é um teorema de extensao de funcionais

lineares.

Teorema 1.2 (Tecorema de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial real e p um
funcional sublinear sobre X . Além disso, seja f um funcional linear que estd definido

sobre um subespaco Z de X e que satisfaz
flx) <px), Vzel (1.20)

Entio f tem uma extensio linear f de Z para X satisfazendo

flz) <plx), VzelX, (1.21)

isto é, f € um funcional linear sobre X, que satisfaz (1.21) sobre X e f(x) = f(z)

para todo x € Z.

Demonstra¢ao. Provaremos o seguinte:



(a)

(b)
()
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O conjunto E de todas as extensoes lineares g de f satisfazendo g(z) < p(x)
sobre seus dominios D(g) pode ser parcialmente ordenado e o lema de Zorn

garante a existéncia de um elemento méximo f de E.
f estd definido no espaco X inteiro.

Uma relagdo auxiliar que foi usada em (b).

Comegamos com a parte

(a)

Seja F o conjunto de todas as extensoes lineares g de f que satisfazem a condigao
9(x) <plz), Ve D).

Claramente, F # @ ja que f € E. Sobre E podemos definir uma ordem parcial
onde

g < h significa que h é uma extensao de g,
isto é, por definigao, D(g) C D(h) e h(z) = g(x) para todo = € D(g).
Para qualquer cadeia C' C F, definimos agora ¢ por

~

g(r) =g(x) sex € D(g) (9€0C).

g € um funcional linear com dominio

D(9) = J D(g).
geC
que é um espago vetorial ja que C' é uma cadeia. A definicao de g nao é ambigua.
De fato, para um x € D(g1) N D(g2) com g1, g2 € C temos ¢1(x) = ga(x) pois C
¢ uma cadeia, de modo que ¢; < g2 ou go < ¢;. Claramente, g < ¢ para todo
g € C. Portanto g é uma cota superior para C. Ja que C' C E é arbitraria, o
Lema de Zorn garante que E tem um elemento maximal f. Pela definicao de

E, f é uma extensao linear de f que satisfaz

f(z) <p(x) e D(f). (1.22)

Mostraremos agora que D(f) = X. Suponhamos que isso é falso. Entao pode-

mos escolher i € X\D(f) e considerar o subespaco Y; de X gerado por D(f)

e y1. Note que y; # 0 ja que 0 € D(f). Qualquer x € Y; pode ser escrito como

r=y+ay, yeD).

Essa representagao é unica. De fato, y + ay; = § + Sy1 com § € D( f) implica

y—19=(6—a)y, onde y —y € D(f) enquanto que y; € D(f), de modo que a
unica solucao é y —y =0 e f — a = 0. Isso significa unicidade.
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Podemos definir um funcional g; sobre Y; como segue

g1(y +ay) = f(y) +ac, (1.23)
onde ¢ é uma constante real a ser escolhida convenientemente. Nao ¢é dificil
ver que g; é linear. Além disso, para o = 0 temos ¢;(y) = f(y). Portanto g; é
uma extensao propria de f , isto é, uma extensao tal que D( f ) é um subconjunto
préprio de D(gy). Consequentemente, se pudermos provar que g; € E mostrando
que

g1(x) <pla) ¥aeDig), (1.24)

isso contradird a maximalidade de f, de modo que D(f) = X.

Devemos finalmente mostrar que g;, com uma constante ¢ adequado em (1.23),
satisfaz (1.24).

Consideremos y e z em D(f). De (1.22) e (1.18), obtemos

fo)—fz) = fly—2) < ply—=2)
= ply+yi—y —2)
< ply+u) +p(=y — 2).
Dali, temos
—p(=y1 —2) = f(2) <ply + 1) — f (), (1.25)

onde y; é fixo. Como y nao aparece a esquerda e z nao aparece a direita, a

desigualdade continua a valer se tomarmos o supremo sobre z € D(f) a esquerda
(chamemo-lo de my) e o infimo sobre y € D(f) & direita (chamemo-lo de my).
Entao mg < m;. Para um ¢ com mg < ¢ < mq, segue-se de (1.25) que

—p(—y1 —2) = f(z) <¢ ¥V z e D(f) (1.26)
c<ply+u)—Ffly) Yye D). (1.27)
Vamos provar (1.24) primeiro para « negativo em (1.23) e depois para « positivo.

Para o < 0 vamos usar (1.26) com z substituido por a™ly, isto é,

—p (—y1 — ly) —f <ly> <e.
(e} (0]

Multiplicando por —a: > 0, obtemos
1 .
ap { =y = —y | + fy) < —ac.

Daf e de (1.23), usando y + ay; = x (veja acima), obtemos a desigualdade

desejada

n(a) = 70+ e < ~ap (= = 20 ) = plam +9) =1l
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Para a = 0 temos = € D(f) e nada a provar. Para o > 0 usemos (1.27) com y

substituido por a~'y para conseguirmos

c<p<éy+y1> —f(éy)

Multiplicando por a > 0, temos

ac < ap (éy + yl) — fly) =p(x) — f(y).
Dai e de (1.23),
g1(x) = fy) + ac < p().
EI

Teorema 1.3 (Teorema de Hahn-Banach generalizado). Sejam X um espago veto-
rial real e p um funcional de valores reais sobre X que € subaditivo, isto €, satisfaz

(1.18), e para todo escalar a satisfaz

plax) = |afp(z). (1.28)

Além disso, seja f um funcional linear que estd definido sobre um subespaco Z de
X e que satisfaz
|f(x)| <p(x) paratodo z € Z. (1.29)

Entio f tem uma extensao linear f de Z para X satisfazendo
If(z)] < p(z)  para todo z € X. (1.30)

Demonstracao. Temos que (1.29) implica que f(x) < p(z) para todo x € Z. Por-

tanto, pelo Teorema 1.2, existe uma extensao linear f de Z para X tal que
f(z) <p(x) paratodo z € X. (1.31)

Daqui e de (1.28), obtemos

—f(x) = f(=2) <p(=2) = | = 1p(z) = p(2),
isto é, f(x) > —p(x). Juntamente com (1.31) isto prova (1.30). O

Teorema 1.4 (Teorema de Hahn-Banach para espagos normados). Seja f um fun-
cional linear limitado sobre um subespago Z de um espaco normado X . Entdao existe
um funcional linear limitado f sobre X que é wma extensio de f para X e que tem

a mesma norma,
1fllx = 1If1z, (1.32)

onde

IFlx = sup 1F@,  flz = sup [£()

[lell=1 llel=1

(e Iflz =0 no caso trivial Z = {0}).
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Demonstragio. Se Z = {0}, entdo f = 0, e a extensao é f = 0. Seja Z # {0}. Que-
remos usar o Teorema 1.3. Para tanto, devemos primeiro descobrir um p apropriado.

Para todo x € Z, temos

[f (@) < [ f ]|zl ]l

que ¢é da forma (1.29), onde
p(x) = [lfllzll«]- (1.33)

Vemos que p estd definido para todo X. Além disso, p satisfaz (1.18) sobre X ja
que pela desigualdade triangular,

p(x+y) = flzlle +yll < | fllz(=l + [yll) = p(x) + p(y).

p também satisfaz (1.28) sobre X, pois

plaz) = [|fllzllaz]] = |l fllzllz]l = lalp(z).

Portanto, podemos aplicar agora o Teorema 1.3 e concluir que existe um funcional

linear f sobre X que é uma extensao de f e que satisfaz

[f@)] <pl@) = Iflzllzll =€ X.

Tomando o supremo sobre todo x € X de norma 1, obtemos a desigualdade

IFllx = sup |F() < [1f]1

llzl|=1

Uma vez que sob uma extensao a norma nao pode diminuir, temos também || f||x >

| f|lz. Assim, obtemos (1.32) e o teorema esté provado. O



Capitulo 2

Funcao de Green no Plano

Este capitulo baseia-se em [8]; veja também [2].

Uma equacgao diferencial parcial (EDP) em duas dimensoes é uma identidade
que relaciona as varidveis independentes x e y, uma varidvel dependente u = u(x,y),
que é uma funcao desconhecida das variaveis independentes = e y, e as derivadas

parciais de u. Podemos escrever uma EDP como

F(x7y7u<x7y)7uI(‘I?y):uy(aj:y)) = F(IE,:%'LL,UI,UZ!) = 07

onde F' é uma fungao dada das varidveis x,y, u, uz, uy; € u, = Ou/Ox e assim por
diante. Essa ¢ a EDP de primeira ordem geral em duas variaveis independentes.
A ordem de uma EDP é dada pela maior ordem das derivadas parciais que nela

aparecem. A EDP de sequnda ordem geral em duas varidveis independentes é
F<x> Y, Uy Ugy Uy Uz Ugy, uw) =0.

Dizemos que uma EDP é linear se pudermos escreve-la na forma Lu = ¢, onde
L é um operador linear e g é uma funcao qualquer das duas variaveis independentes.
Esse operador linear é uma aplicacao £ : X — X que satisfaz L(u+v) = Lu+ Lo
e L(au) = aLu, onde X é o espaco (vetorial) das fungdes de classe C? em um dado
dominio D. Se g = 0, dizemos que a EDP é linear homogénea, e se g # 0 dizemos

que a equacao é linear nao-homogénea.
Exemplo 2.1. Alguns exemplos de EDPs sao

(a) uy +u, = 0;
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(b) s+ yuy = 0;
(c) uy + uuy = 0;
(d) Uge + uyy = 0;
(€) Ugy — Uge + u = 0;
(f) w + vty + Ugge = 0;
(8) Uit + Uzpaz = 0;
(h) vy +yu, +y—5=0
(1) Ugy =32+ 2y

Cada uma das EDPs acima tem duas variaveis independentes, escritas como
x eyoux et (na Fisica, geralmente, se escreve x e t). As EDPs de (a) a (c) tem
ordem um; (d) e (e) tém ordem dois; (f) tem ordem trés; e (g) tem ordem quatro.
As equagdes (c), (e), e (f), diferentemente das outras, néo séo lineares e as EDPs de
(h) e (i) nao sao homogéneas.

Das equagoes listadas acima, cinco sao lineares e homogeéneas. Por outro lado,
a equagao (e), por exemplo, nao é linear, pois apesar de (u 4 v)zp = Ugy + Vgp €
(u+ v)y = uy + vy satisfazerem a propriedade L(u + v) = Lu + Lo, com o termo

cubico nao se verifica isso:
(u+ )% = v + 3u®v + 3uv? + v # u® + 03

A vantagem da linearidade para uma equagao Lu = 0 esta no fato de que se u
e v sao solugoes, entao u + v também é. Além disso, se g # 0 e u é uma solucao de
Lu = g, entao u + v é também uma solucao desta equagao nao-homogénea, onde v
¢ uma solucao de Lu = 0.

O operador de Laplace A definido por
Au =div grad u = V - Vu = Uy, + Uy,

¢ um operador linear.

Definicao 2.1. Scja D C R? um conjunto aberto. Uma funcao u de classe C? em

D que satisfaz a equacdo de Laplace
V- Vu=Au= Uy + Uy =0 (2.1)

¢ chamada de funcao harmonica.
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Observagao. Dizemos que um conjunto A C R? é aberto se para todo z € A
existir uma bola com centro em = que esta contida em A. Dizemos também que se f
¢ uma funcao definida em um conjunto A e que f e todas as suas derivadas parciais
de ordem menor ou igual a k sao continuas em um subconjunto B de A, entao f é
de classe C* em B.

A equacao de Laplace é uma EDP linear de segunda ordem.

Na reta, temos simplesmente u,, = 0, de modo que as tnicas fun¢oes harmonicas
em uma dimensao sdo u(x) = A+ Bz, com A, B constantes.
Teorema 2.1 (Principio do maximo). Sejam D C R? um dominio (conjunto aberto
conexo) limitado e w wma fun¢do harménica em D continua em D = DUOD. Entdo

u assume seus valores mdzximo e minimo em 0D, mas nao em D (a menos que u

seja constante), isto é, existem Xpr, X, € 0D tais que
u(Xm) < u(x) < u(xu)
para todo x € D, onde x = (x,y).
Demonstragao. Seja € > 0. Tome v(x) = u(x) + ¢|x|>. Entao
Av=Au+eA(@’+y*)=0+4c>0 em D.

Mas Av = vz, 4+ vy, < 0 em um ponto de maximo interior a D, pelo teste da segunda
derivada. Assim sendo, v(x) nao tem ponto de maximo interior a D.

Agora v(x), sendo uma fungao continua, v(x) atinge um méximo em algum
lugar no fecho D = DUAD. Digamos que o méaximo de v(x) é atingido em x, € dD.
Entao, para todo x € D,

u(x) < v(x) < v(xg) = u(xo) + £[x0|* < max u + el?,

onde [ é a maior distancia de 9D a origem. Como isso é verdadeiro para qualquer
e > 0, temos

u(x) < maxu  para todo x € D.

Esse méximo é atingido em algum ponto x,; € 9D. Assim u(x) < u(xys) para todo
x € D, que é a conclusao desejada.

A existéncia de um ponto de minimo x,,, é demonstrada de modo andlogo. [

Observagao. Por simplicidade da notacao, vamos denotar a norma dos elementos

de R? com barras simples, isto ¢, ||x|| serd indicado por |x|, onde x = (z,y) € R
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Teorema 2.2 (Unicidade de solugdo para o problema de Dirichlet). Eziste uma

unica fungao u satisfazendo o Problema de Dirichlet

Au=0 em D

uw=f em 0D. (22)

Demonstracao. Seja v uma funcao que satisfaz (2.2). Tomemos w = u — v. Entao
Aw=0em D ew=0em dD. Pelo Teorema 2.1,

0=w(xy,) <wx) <w(xy)=0 paratodox € D.
Assim, 0 maximo e o minimo de w(x) sdo zero. Isso significa quew =0eu=v. O

Em uma dimensao, onde D é um intervalo a < x < b, a fronteira de D consiste

apenas dos pontos a, b, de modo que o problema de Dirichlet toma a forma simples

onde ¢, k sao constantes.

Teorema 2.3. A equacao de Laplace € invariante sob movimentos de translagao e

rotacao.
Demonstracdao. De fato, uma translacao no plano é uma transformagao
¥=x+a Yy =y+b.

Invariancia em translagoes significa simplesmente que Uz, + Uyy = Ugryr + Uy

Uma rotacao no plano através do angulo o é dada por

x’ = xcosa + ysen
/

Y = —xsena + ycos .
Pela regra da cadeia, temos
Uy = Uy COSQA — Uy SEN O
Uy = Ug SEN QU + Uy COS
Uy = (U COSQ — Uy SEN Q)4 COS O — (Uyr COS O — Uy SEN (1) SEN O
Uyy = (Uy sen o+ Uy oS ), sen o + (Uy Sen o + Uy COS vy COS Q.
Adicionando, temos
Uy + Uy = (U + Uy )(cOs®a + sen?a) + gy - (0)
= ux/x/ + uy/y/_

Isso prova a invariancia do operador de Laplace. O
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Uma boa estratégia para investigar qualquer equacao diferencial parcial é pri-
meiro identificar algumas solucgoes explicitas e entao, desde que a EDP seja linear,
reunir solucoes mais complicadas as especificadas anteriormente. Além disso, ao pro-
curar solucoes explicitas muitas vezes é aconselhavel restringir a atencao a classes
de funcgoes com certas propriedades de simetria. Um vez que a equacao de Laplace é
invariante sob rotacoes, parece aconselhavel procurar primeiro solugoes radiais, isto
é, fungoes de |x|, onde x = (x,y).

Tentemos, portanto, encontrar uma solugao da equacao de Laplace (2.1) em
D = R? com a forma

u(x) = v(r),

1/2

onde r = |x| = (2% + y?)1/? e v deve ser selecionada (se possivel) de modo que

Au = 0 continue valendo. Primeiro note que

1 _ x

% — §($2 + y2) 1/221‘ _ ?

or 1, 2\—1/2 Yy

- —Z Q0 = 2

com x # 0. Temos entao

x Y

u, =0'(r)=,  u, =2'(r)=

" $2 / 1 'IQ \ " T‘yQ / 1 y2
b= OZ 0 (225 ) wy =000 (25

e assim

Portanto Au = 0 se, e somente se

V' (r) + ;v'(r) = 0.

Se v' # 0, deduzimos
(log(v"))" = =0

e portanto v'(r) = a/r para alguma constante a. Consequentemente se r > 0, temos
v(r) =blogr+c

onde b e ¢ sao constantes.
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Definicao 2.2. A funcgao
1
P (x) = %log x|

definida para x = (z,y) € R? x # 0, é chamada a solu¢do fundamental da equagao
de Laplace no plano. (Note que esta é a funcdo v(r) acima com a escolha parti-
cular b = 1/2m e ¢ = 0. Esta escolha para estas constantes se deve a férmula de
representagao no Lema 2.1).

Definicao 2.3. A func¢io de Green G(x) para o operador —A e o dominio D no
ponto xo € D é uma funcio definida para x € D\{y} tal que:

(i) G(x) possui derivadas segundas continuas e AG = 0 em D, exceto no ponto

X = X.

(ii) G(x) =0 para x € 9D.

(iii) A funcdo G(x) — (log|x — x¢|)/27 ¢ finita em x¢, tem derivadas segundas
continuas em todo ponto do dominio e é harmonica em Xj.

A notagao usual para a funcao de Green é G(x, Xg).
A seguir, vamos introduzir as identidades de Green.
Partindo da regra do produto para derivadas temos
(VUy) e = Vplly + Vlgy
(Vity )y = vytty + Vityy.
Somando ambas as igualdades, obtemos a identidade

V- (vVu) = Vv - Vu + vAu.

Integrando ambos os lados da identidade acima, encontramos

//V-(UVU)dX://VU-VudX—i—//UAudX. (2.3)

Agora, aplicamos o Teorema da Divergéncia do Calculo

/ AV Fdx—/F n ds

oD

(onde F é uma fungao vetorial qualquer, D é uma regiao plana limitada, e n é a
unidade externa normal a 9D em um ponto) no lado esquerdo da igualdade (2.3)

para obtermos a primez'm identidade de Green

v— ds —/ Vv - Vu dX—I—// vAu dx, (2.4)

oD
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onde Ju/0n = n - Vu é a derivada direcional na diregao normal para fora da regiao
D em um ponto de 9D e ds indica o comprimento do arco da curva delimitadora (a
fronteira de D). Essa identidade é valida para qualquer regiao plana D e qualquer
par de fungoes u e v.

Aplicando (2.4) ao par u e v, e depois ao par v e u, vemos que a primeira
parcela no lado direito de (2.4) nédo se altera. Assim sendo, subtraimos ambas as

igualdades para obtermos a sequnda identidade de Green

/ / (uAv — vAu) dx = / @% - vg—z) ds. (2.5)
D oD

Assim como (2.4), essa identidade vale para qualquer par de fungoes u e v.

Lema 2.1. Se Au =0 em D, entdo

ou
= —/ [ log |x — xo|) — %logbc x0|] ds. (2.6)

Demonstracao. De fato, seja D, a regiao D\ B(Xg, ) (bola aberta de centro x e raio
e) (arazao disso é que a fungao (log |x —x¢|)/27 é infinita em x¢). Por simplicidade,
seja xg a origem. Entao v(x) = ®(x) = logr, onde r = |x|. Escrevendo (2.5) com

essa escolha de v, temos, ja que Au =0 = Av em D,,

/ {u %(1ogr)—% (1ogr)] ds = 0,

0D,

Mas 0D, consiste de duas partes: a fronteira original D e a circunferéncia

{r =¢}. Assim,

/ {u a—an(log r)— g—n - (log r)] ds = / {u %(log r)— % -(logr)| ds. (2.7)
oD

r=e

Essa identidade é valida para qualquer £ > 0 pequeno. Nossa férmula de repre-
sentagao (2.6) seguir-se-4 ao mostrarmos que o lado direito de (2.7) tende para
27u(0) quando € — 0.

Na circunferéncia {r = €}, temos

0 1 1
5 logr) = - =-,

de modo que o lado direito de (2.7) é igual a

1 ou _ u
- / u ds — (loge) / o ds =277 — 27T5(logz—:)§, (2.8)

r=e r=e
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onde _
1 ou 1 ou
-1 4 Ju 1 ou .
Y 2me wds e or 2me or 5
r=¢& r=¢€

denotam os valores médios de u(x) e de Ju/Jr, respectivamente, na circunferéncia

|x| = r =¢e. Quando ¢ — 0, a expressdo (2.8) se aproxima de

2mu(0) — 27 - 0 - %(O) = 27mu(0)

ja que u é continua e Ju/Or é limitada. Assim (2.7) se torna (2.6), e isso completa

a prova. O

Observagao. Em (2.7), usamos o fato de que na circunferéncia {r = ¢}, n aponta
para fora da regiao englobada, de modo que n = —x/e.

Teorema 2.4. Se G(x,xg) € a funcao de Green, entao a solugio do problema de
Dirichlet é dada pela formula
0G(x,x
u(xg) = /u(x)% ds. (2.9)

oD

Demonstragao. Vamos voltar a férmula de representagao (2.6):

w(xo) = / (ug—z _ %v) ds, (2.10)

onde v(x) = (log |x —xg|)/27. Agora vamos escrever G(X,xo) = v(x)+ H(x). Entao
H(x) é uma fun¢do harmonica em todo o dominio D [por (iii) e (i) na Defini¢ao

2.3]. Aplicamos a segunda identidade de Green (2.5) ao par de fungoes harmonicas

u(x) e H(x):
0= / (ug—g - g—zH) ds. (2.11)

oD
Adicionando (2.10) e (2.11), temos

oG 0
u(xg) = / <u% — G_EG) ds.
aD

Mas na (ii) em Definicdo 2.3, G se anula em 9D, de modo que o ultimo termo

desaparece e obtemos a férmula (2.9). O



Capitulo 3

Existéncia de Funcao de Green no

Plano

Este capitulo final sera dedicado a prova da existéncia de funcao de Green para
dominios limitados do plano. A prova que apresentaremos aqui ¢ devida a P. Lax
[7]. Seguiremos essencialmente [3].

Precisaremos da seguinte proposicao, cuja a prova serd omitida aqui (veja [1]).

Proposigao 3.1. Para qualquer z = (21, z2) € R? prézimo de 0D, denote por T, a
reta tangente a 0D no ponto de 0D mais préximo a z. Denote por 2’ a reflexao de

z com respeito a T,. FEntao

— 1 se z — 2,20 € 0D.

Teorema 3.1. Se D ¢ de classe C' (isto é, dD é formada por um nimero finito

de curvas continuamente derivdveis), entdo a fungdo de Green existe.
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Demonstracao. Denote por X o espago de Banach de todas as fungoes continuas em
0D com a norma do méaximo, isto ¢, || f|| = max,esp |f(x)| (a prova de que X é
espago de Banach é andloga & do Exemplo 1.9) e denote por X’ o subespaco vetorial

constituido dessas fungoes f para as quais o problema de Dirichlet

{ Au=0 em D (3.1)

u=f em OD.

tem uma solucdo. Por exemplo, se f é constante, entao f € X’'. Para qualquer
y € D, considere o funcional linear L, em X' definido por L,(f) = u(y), onde u é a
solucdo de (3.1). Do Teorema 2.1 (Principio do maximo), segue-se que L,, é limitado
e que a sua norma € 1.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.2), L, pode ser extendido a um
funcional linear limitado sobre X, tendo norma 1. Denotaremos tal extensao nova-

mente por L,. Para cada z ¢ 0D considere o elemento f. de X dado por
fu(r) = 5-logle— 2| (x € D)
L) = —I10g|xT — 2 x )
2 &

¢ defina ky(z) = Ly(f,). Afirmamos que k,(z) ¢ uma funcdo harmonica. Para

provarmos isso seja 2’ = (21 4+, 22). Entéo

ky(2) = ky(2) 1, <fz’_fz>.

) )
Quando 6 — 0, (f, — f.)/0 — O0f./0z, onde Of,/0z é o elemento J(log|x —

z|/2m)/0z de X. J& que L, é um funcional continuo em X (pelo Teorema 1.1),

temos que

0z 0%

Da mesma forma, mostra-se que k,(z) tem derivadas de qualquer ordem e que

Oky(2) existe e ¢ igual a L, (3fz> :

estas sao iguais a aplica¢ao de L, a derivada correspondente de f,. Em particular,
Aky(z) = Ly,(Af.). Como, no entanto, Af, é a funcao (1/2) 2521 9?(log |z —
z|)/02; = 0, concluimos que k,(z) é harménica fora de OD.

Ja que (log |z — z|)/2m é harménica em x € D quando z ¢ D, temos

ky(2) = Ly(f.) = % logly— 2 sczgD. (3.2)

Agora tome um ponto z em D e perto de D. Denote por 2z’ sua reflexdo com

respeito a 7., (veja Proposigao 3.1). Entao

1 |z — x|
||fz - fz’” - %};Iég%log |Z/ _xl

—0  sez— 29,20 € 0D.
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Segue-se que L,(f, — f.) — 0, isto é,
ky(z) — ky(2') =0 se z — 2.

Mas, por (3.2), lim k,(z’) existe e é igual a (log |y — z|)/27. Portanto k,(z) (2 € D)
pode ser extendida a uma fungao continua k,(z) em D, e k,(z) = (log |y — 2|)/27 se
z € dD. A fungao (log |z —yl|)/2m — l%y(:z:) satisfaz as condigoes (i)-(iii) na definicao
de funcdo de Green (Definigao 2.3). O



Conclusao

Este trabalho apresentou um exemplo de aplicacao dos resultados da Analise
Funcional as Equacoes Diferenciais Parciais. Comecamos o trabalho revisando algu-
mas nogoes da Andlise Funcional, como, por exemplo, espagos de Banach, funcionais
lineares continuos ou limitados e o Teorema de Hahn-Banach. Apresentamos varios
exemplos no capitulo inicial com o objetivo de ilustrarmos os conceitos mais impor-
tantes para o desenvolvimento deste trabalho. Apesar de nao nos aprofundarmos
nas Equacoes Diferenciais Parciais, procuramos abordar conceitos minimos para o
entendimento necessario da fungao de Green, tais como a equacao de Laplace, fungao

harménica e solugao fundamental, bem como as identidades de Green.
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