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RESUMO

No presente trabalho, estudamos a resolucdo de equacdes da forma
Mdx+ Ndy =0, (D

que é chamada exata quando seu lado esquerdo € a diferencial total de alguma func¢do. Ini-
cialmente, revisitamos diversos conceitos fundamentais de Calculo no R” e de Equagdes
Diferenciais. De posse desses conceitos e tomando por base o artigo de Aaron E. Leanhardt
e Adam E. Parker [11], descrevemos o método de Fontaine para resolu¢do de equacdes ine-
xatas do tipo

dx+ady=0,

onde o coeficiente a é suposto ndo homogéneo de grau 0 e que se relaciona com (1) por
a = N/M. Esse método, praticamente desconhecido até hoje, consiste em considerar trés
equagdes, a que chamamos equacgdes de Fontaine. Para a terceira delas, que é uma EDP,

apresentamos uma familia de solugdes.

Palavras-chave: Andlise Matemdtica. Equacdes Diferenciais. Método de Fontaine.



ABSTRACT

In this work, we study the resolution of differential equations of the form
Mdx+ Ndy =0, ()

which are called exact when the left-hand side is the total differential of some function. Ini-
tially, we revisit some seminal concepts from the Calculus in R” and Differential Equations.
With these concepts at hand and following Aaron E. Leanhardt e Adam E. Parker’s article

[11], we describe the method due to Fontaine for solving inexact equations of the type
dx+ady=0,

where a is supposed to be non-homogeneous of degree 0 and relates to (2) by a = N/ M.
This method, practically unknown until nowadays, consists of considering three equations,
which are called Fontaine equations. For the third one, which is a PDE, we provide a family

of solutions.

Keywords: Mathematical Analysis. Differential Equations. Fontaine’s Method.
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1 INTRODUCAO

Equacdes diferenciais sdo equagdes que contém as derivadas de uma ou mais varidveis
dependentes com respeito a uma ou mais varidveis independentes. As equacgdes diferenciais
sdo classificadas de acordo com alguns critérios, tais como tipo, ordem e linearidade. O
presente estudo consiste em descrever um método de solugdo para equagdes diferenciais
inexatas.

Uma expressao diferencial da forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy (1.1

¢ dita uma diferencial exata numa regido R do plano xy se ela corresponde a diferencial de

alguma funcao f(x, y) definida em R. Neste caso, a equacdo diferencial de primeira ordem

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0

€ dita uma equacdo exata. Uma conhecida condi¢do para que a expressao (1.1) seja uma
diferencial exata € a seguinte (veja [4]): Suponha que M(x,y) e N(x,y) sdo continuas e tém
derivadas parciais de primeira ordem continuas numa regido definida por R = (a, b) x(c,d) <
R?. Entdo uma condicdo necessdria e suficiente para que (1.1) seja uma diferencial exata

emRé
GM_GN

oy  ox’

Dizemos que uma funcdo que satisfaz as hipdteses sobre M(x,y) e N(x,y) na condicdo

(1.2)

que acabamos de citar pertence 2 classe C'(R). Para resolver uma equagio diferencial ine-
xata, fazemos o uso de uma técnica bastante conhecida nos cursos de equacdes diferenciais,
que consiste em buscar um fator de integracdo p(x,y) para “exatificar” tal equagao, isto €,

devemos buscar uma funcdo p(x, y) tal que a equacdo

wix, y)YM(x,y)dx + p(x, yY)N(x,y)dy =0. (1.3)
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Supondo que todas as funcdes envolvidas sio de classe C! sobre alguma regiio do plano,
de acordo com (1.2), a nova equagdo (1.3) € exata se, e somente se, (uM), = (uN)y. Apli-
cando a regra do produto a esta ultima igualdade e rearranjando os termos, vemos que ela é
equivalente a

pxN =iy M = (My ~ N)p. (1.4)

A dificuldade aqui estd em determinar a fun¢do desconhecida u(x, y) a partir de (1.4). Fa-
camos a seguinte simplificacdo: suponhamos que p depende apenas de uma das varidveis,

digamos de x. Entdo uy =du/dx e p, = 0. Assim, a equagdo (1.4) se torna
dp _ (My=Nop
dx N ’

Se, por sorte, o quociente (M, — Ny)/N depender apenas de x, entdo (1.5) € uma equagédo

(1.5)

linear separdvel. Integrando-a, encontramos

ue) = o “rdx (1.6)
Supondo simplificagdes andlogas com y no lugar de x, encontramos

uly) = el Z . (1.7)

Este método para resolver equagdes diferenciais inexatas é devido ao matemadtico fran-
cés Alexis-Claude Clairaut e € aprendido hoje por praticamente todo estudante de equacdes
diferenciais. O método de Clairaut baseia-se em um melhoramento de um método do mate-
matico francés Alexis Fontaine, publicado em um artigo de 1738, que Clairaut foi designado
para avaliar. Clairaut percebeu que o método de Fontaine poderia ser melhorado e publicou
o método que hoje conhecemos em um artigo que data de 1739.

Nosso trabalho foi baseado no artigo de Aaron E. Leanhardt e Adam E. Parker [11]
intitulado Fontaine’s Forgotten Method for Inexact Differential Equations, que trata de exa-
minar os métodos de Clairaut e de Fontaine, este tltimo praticamente desconhecido até hoje
em dia, de explicar o porqué que o primeiro estd relacionado com resolver uma certa equa-
cdo diferencial parcial (EDP) e de mostrar que o segundo também estd relacionado com a
resolu¢do de uma EDP, s6 que mais dificil. Os autores também apresentam novas solucdes
para uma dada familia de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs), resolvendo as EDPs en-
volvidas. Este € provavelmente o primeiro exemplo de uma EDO resolvida pelo método de

Fontaine que ndo € facilmente resolvida pelo de Clairaut.
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Esta monografia estd organizada como segue. No Capitulo 2, apresentaremos defini-
¢oes e resultados necessarios para compreender nosso texto. No Capitulo 3, estudaremos o
método de Fontaine para resolver equacdes diferenciais inexatas, considerando as trés equa-
¢oes de Fontaine e um exemplo apresentado em [11]. No Capitulo 4, estudaremos breve-

mente a familia de solugdes para a EDP obtida através da Terceira Equagdo de Fontaine.



2 PRELIMINARES

2.1 CALCULO NO ESPACO R"

O espaco euclidiano R" € o produto cartesiano de n copias da reta real R. Assim, seus
elementos, também chamados vefores, sao n-uplas de ndimeros reais, x = (xy,...,x,) € R” em
que x; € R para cada i = 1,..., n. E sabido que, munido das operagdes usuais de somas de n-
uplas de niimeros e do produto de um nimero real por uma tal n-upla, definidas coordenada
a coordenada, faz de R” um espago vetorial real de dimenséo n.

Neste espaco vetorial, podemos definir uma no¢do de comprimento de vetores, isto
€, uma norma | - ||, inspirada no teorema de Pitdgoras e denominada norma euclidiana, da

seguinte maneira: para cada x = (x1,..., X,) € R”, definimos

lxl := /X3 + - + x5
E imediato verificar que as propriedades abaixo so satisfeitas:
(1) llxl =0¢e |lx|| =0 se, e somente se, x = (0,...,0) é o vetor nulo;
(i1) llax|l =|al-|lx|l para todos xe R" e a € R;

(i) [lx+ yll < llxll + |l yll para todos x, y € R" (desigualdade triangular).

Observe que, quando n =1, | -|| é simplesmente o médulo (ou valor absoluto) de um ndmero
real.
Munido desta norma euclidiana, dizemos que R” é um espaco vetorial normado. Ora,

toda norma d4 origem a uma nogdo de distincia d(-,-) entre vetores, a qual € definida, para

x=(x1,...,%Xn),y=1,..., yn) € R", por

dix,y)=lx-yl= \/(x1 —YyD% 4+ (= yn)?
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E imediato verificar que:
(1) d(x,x)<0e d(x,x)=0 se, e somente se, x = (0,...,0);
(i1) d(x,y) =d(y,x) para todos x,y € R";
(iii) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) para todos x, y,z € R" (desigualdade triangular).

O espaco R" munido desta distancia, também chamada métrica, é dito um espaco
métrico. Como toda métrica induz uma topologia, R" é também um espaco topoldgico, onde
os abertos sdo definidos como segue. Dados x € R” e r um nidmero real positivo, a bola

aberta de centro x e raio r é o conjunto
B (x):={yeR":d(x,y)=lx-yl <r}.

Um subconjunto A c R" é, entdo, dito um conjunto aberto se, paratodo x € A, existe um 7 > 0
tal que B,(x) € A. Em particular, toda bola aberta ¢ um conjunto aberto. Estes conjuntos
abertos que acabamos de definir de fato gozam das propriedades que, de maneira geral,

definem os abertos de um espaco topolégico, a saber: E imediato que:
(i) @ e R s@o conjuntos abertos;
(i) Se Aj,..., Ay < R" sdo conjuntos abertos, entdo também € a intersecdo A; N...N Ag;

(iii) A reunido U;csA; de uma familia de conjuntos abertos {A;};e; = R"” € um conjunto

aberto.

Portanto, R" € um espago vetorial normado, um espago métrico e um espago topologico
— e isso nos permite fazer cdlculo em R” como fazemos na reta, com as devidas adaptacdes.

Como falar de célculo € falar em fungdes, apresentamos a seguinte

Definicao 2.1 Seja A um subconjunto de R". Uma fungao real definida em A ¢ uma
aplicacdao f : A — R que associa a cada n-upla x = (x1,X,...,X,) € A um tnico niimero
f(x) = f(x1,x2,...,xn) €ER. O conjunto A é chamado o dominio de f e serd indicado por
Dy. O conjunto

Impy ={f(x1,%2,..., %) ER: x = (X1, X2, -, Xp) € Dpy}

é dito a imagem de f.
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No que segue, quando n = 2, escreveremos (x, y) € R? em vez de (xj,x2).

Exemplo 1 Para cada (x,y) € R? tal que x # y, seja f(x,y) o niimero real dado por

x+y
x-y

flx,y) =

Isso define uma fungdo real f cujo dominio é Dy = {(x,y) € R?: x # y} Esta fungdo trans-
+

forma cada par (x,y) de seu dominio no niimero real fc y.
-y

Analogamente ao que acontece na reta, dada uma fungdo f: A c R” — R, podemos
indagar o que acontece com os valores f(x) quando x € A se aproxima de um certo ponto
xo € R". Uma condicdo para que esta indagacdo faca sentido (ja que precisamos que x € A
possa, de fato, “estar perto” de xy € R") é que xo seja um ponto de acumulacdo de A. Isso
significa que toda bola aberta B, (x() deve conter pelo menos um ponto de A\ {xy}, qualquer

que seja o valor de r > 0.

Definicao 2.2 Sejam f: AcR" — R uma fungdo, xo € R" um ponto de acumulagdo de A e

LeR. Dizemos que L é o limite de f(x) quando x € A tende a x, e escrevemos

lim f(x)=L

X— X0

se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
xeA0<|x—xll <d=>|f(x)-L|<e,

em que |-| denota o modulo (ou valor absoluto) de um niimero real.

O limite L, quando existe, € inico. Com efeito, se L;, Ly € R sdo ambos limites de uma
funcdo f(x) quando x tende a um ponto de acumula¢do xo de seu dominio, entdo, para todo
€ > 0, é possivel obter § > 0 tal que, se x € um ponto do dominio de f(x) e 0 < [lx— xpll,
devemos necessariamente ter que | f(x) — L;| e | f(x) — Lo|. Dai, pela desigualdade triangular,

|L; — L] <e. Como isso acontece para todo € > 0, concluimos que Ly = L.

Exemplo 2 Sejam A=R?\{(0,0)} e f: A— R definida por

2

__*Y
ﬂmw—ﬂ+ﬁ.
Entdo
lim f(x,y)=0.

(x,)—(0,0)
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De fato, temos

x?y

x% + y?

Ilf(x,y)=LI=1f(x,y)-0| =

2
_ Xyl /2 2
_x2+y2 < |yl =y/x=+y-.
Dado € >0, escolhemos & = €. Dai,

0<l(x,)=(0,0)l <d=>0</x2+)y?<d=>|f(x, Y <|yl<\/x*+y*<b=¢€.

Definicao 2.3 Seja f: AcR" — R uma funcdo. Dizemos que f é continua no ponto xg € A

se, para todo € > 0, existe § >0 tal que
X€A |x—x0ll <6=1f(x) - f(x0) <€,

em que || denota o modulo (ou valor absoluto) de um niimero real. Dizemos que f é

continua em A (ou, simplesmente, continua) se f é continua em todo ponto xy € A.

Obviamente, quando xp € A é também um ponto de acumulacdo de A, entdo f é conti-
nua em Xy se, € somente se, existe o limite de f(x) quando x tende a xp, e este limite € igual
a f(x9). No Exemplo 2, se definirmos f como sendo 0 no ponto (0,0), entdo f é continua
neste ponto. Também € possivel mostrar que aquela f € continua em qualquer outro ponto
do plano.

Recorde que, se y = f(x) € uma funcdo de uma varidvel real, entdo sua derivada no

ponto x, € definida por

ﬂ(xo) = lim &~ fxo) _ lim f(xo +Ax) —f(xo)’
dx X— X b x() Ax—0 Ax

se este limite existir, em que Ax = x — xy. Esta derivada mede a taxa de varia¢do de y em
relacdo a x. Para funcdes de duas (e, mais geralmente, de n varidveis) reais z = f(x,y)
independentes também podemos definir taxas que mecam a variacdo de z com relagdo a x e
y.

Os melhores conjuntos sobre os quais podemos derivar sdo os conjuntos abertos do
plano. Por essa razdo, suporemos daqui por diante, sempre que preciso, que os dominios de
nossas fungdes sao conjuntos abertos.

Defini¢do 2.4 Sejam f: AcR? — R,z = f(x,y), uma fung¢do real de duas varidveis e
(x0, Y0) € A. A derivada parcial de f com relacdo a x no ponto (xo, yo) é definida por

f(x, yo) — f(x0, o)
X — Xo ’

of )
a(xo, Yo) = )}Ln}() (2.1

se este limite existir.
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Observe que, fixado yp tal que (xo, o) € A, isso equivalente a considerar a funcio

g(x) = f(x,¥0), (x,y0) € A, e tomar a derivada de g no ponto x = Xy, isto é,

of dg . g(x)—g(xo)
—~ (%, o) = == (%) = lim &0
ox (x, ¥0) Tx (xo0) an)}O X xg

Analogamente, definimos a derivada parcial de f em relagcdo a y no ponto (xo, yp) por

% (o, yo) = lim LS TR0 o) 22)
oy y=¥o Y=o

se o limite existir.
Novamente, isso equivale a fixar x, considerar a funcdo h(y) = f(xp, y) e entdo consi-

derar a derivada de & no ponto yy,

of _dh = h(y)-h(y)
dy (%0, ) = x (yo) = lim —————,

=¥ Y=o
Observe que, fazendo Ax = x—x9 e Ay = y—yp, (2.1) e (2.2) podem ser reescritas,

T espectivamente, como

lim f (xo+Ax, yo) — f(x0, yo)

)

0
%(XO» yO)

Ax—0 Ax
6 . (x ) +A )_ X0,
—f(xo,J/o) - lm f(x0,y0+Ay) = f(xo J/o).
oy Ay—0 Ay

4] 9]
Exemplo 3 Seja f(x,y) =2xy—4y. Encontremos a—i(x, y) e %(x, ).

Solucdo: Primeiramente, encontraremos a derivada parcial de f em relagcdo a x. Para

isso, calculamos o limite

of o Ja+H Ay - f(xy)
0x xy) = lim Ax
- lm 2xy+2yAx—4y—(2xy—4y)
Ax—0 Ax
~  lim 2Axy
Ax—0 Ax
= 2y

Oberve que poderiamos ter suposto y constante e entdo derivado [ usando as regras

usuais do cdlculo de funcoes de uma varidvel real, o que nos daria

g(x )—i(Zx —4y)=2y-0=2
5 0V = exy -y =ay=0=2y.

0
Assim, é (x,y) = 2y para todo (x, y) € R?.
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Para encontrarmos a derivada parcial de f em relagcdo a y, realizamos um procedi-

mento andlogo. Por defini¢do, precisamos considerar o limite

g(x,y) _ i L& YA - [ )
oy Ay—0 Ay
~ lim 2xy+2xAy—4y—-4Ay—(2xy—4y)
Ay—0 Ay
~ lim 2xAy—4Ay
Ay—0 Ay
~ lm 2x—-4)Ay
Ay—0 Ay
= 2x-4.

O mesmo resultado é obtido quando o x é considerado como uma constante e deriva-

mos [ com respeito somente a y, isto é,

g(x )—i(Zx —4y)=2x-4

0
Assim, % (x,y) = 2x—4 para todo (x,y) € R%.

De maneira mais geral, dada uma fun¢édo f(xy,...,x,), definimos a derivada parcial de

f com relacdo a x; no ponto (x?, .o, X2) € R" como

[ xn) = f, L xD)
— = lim 5 ,
0x; xi—x) Xi—X;

se este limite existir, o que na prética significa derivar f com relacao a x; considerando todas
as demais variaveis (x1,...,X;-1, Xi+1,..., X;) COMO constantes.
o . of
Para simplificar a notagdo, por vezes € conveniente escrevermos f, em lugar de ar e
b
of .. : - )
fy em lugar de ——, e € isso que faremos sempre que julgarmos necessario. Quando n > 3, é
y 0 y
conveniente também escrever f; para denotar a derivada parcial de f(xi,...,x,) com relagdo
a i-direc@o canonica de R”, x;.
Uma intepretagdo geométrica para fy(x, y) e fj(x, y), bem como a defini¢do de fungdo
de duas varidveis diferencidvel e do plano tangente ao grafico de uma tal funcdo num ponto

deste gréfico, pode ser encontrada em [1] ou em [13]. Como referéncia mais aprofundada de

todos estes conceitos analiticos, remetemos o leitor a [2].

Proposicao 2.1 (Regra da cadeia) Sejam z = f(x,y) uma fungdo definida em um conjunto
aberto AcR2ea:IcR—R? a(t) = (x(8),y(D), t € I, um curva tal que a(l) c A, em que
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I c R é um intervalo aberto. Se a(t) é diferencidvel em ty € I e f(x,y) é diferencidvel em
a(ty) = (x(o), y(ty)), entdo a fungdo composta z(t) = f(a(t)), t € I é diferencidvel em ty € 1
e

dz of dx of dy
— () = — (x(%0), y(t0)) — (o) + — (x(%p), y(£o)) —— (%o). 2.3
dt(O) ax(x(O) W 0))dt(0) Gy(x(O) W 0))dt(0) (2.3)
Para a demonstracdo, veja [13].
Um resultado andlogo vale para uma fun¢do f(xy,...,x;) cujo dominio € um conjunto

aberto de R"” e uma curva a(f) cuja imagem estd contida no dominio de f, caso em que a

expressao (2.3) assume a forma

22 1= 2L tg) ) B ) -+
dar o T on X1to)s ..., Xnllp dar o

dx,
dt

of
(x1(%0), ..., xn (1)) (fo).

0xy,

As derivadas parciais de uma funcdo f: A < R?> — R, quando definidas em todo ponto

de (x,y) € A, definem elas préprias funcdes reais

of of
—A—-R —:A—R.
0x ¢ oy

Desse modo, podemos perguntar se existem suas derivadas parciais com relagdo a x e y.

Definimos, entdo, as derivadas parciais de segunda ordem de f:

of of

P A ’ -7 W
fxx,y) = az_f:i(ﬁ)(xy)zhm ox AN 5 Y
e ox? ax\ox) 77 Ax—0 Ax ’

g(x +A )—g(x )
foty) = of :i(a—f)(x,y): lim 9% ST ,y’
Y 0ydx 0y \0x Ay—0 Ay

of of

A, A ’ - 5. WM
fox,y) = ] _i(%)(x )= lim 2 T
b= 0xdy 0x\dy VT Ao Ax ’

af af

A ’ A - 3 ’
o az_f_i(ﬁ)(x . 0y +8) =30 07)
Y= 552 T oy \ay) Y T AR Ay ’

se cada um destes limites existir.
Dizemos que f(x,y) é de classe C! quando suas derivadas parciais sdo continuas. Se
as derivadas parciais de segunda ordem de f sdo continuas, dizemos que f é de classe C2.
O teorema a seguir € devido ao matematico alemdo H. Schwarz. Para a demonstragao,

veja [13].
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Teorema 2.5 Se z = f(x,y) é de classe C?, entdo suas derivadas mistas de segunda ordem
sdo iguais, isto é,

0’ f 3 o’ f

0xdy 0yox’

2.2 ELEMENTOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

2.2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Definicao 2.6 Uma equagdo que contém as derivadas de uma ou mais varidveis dependentes

com respeito a uma ou mais varidveis independentes é chamada Equacao Diferencial (ED).

Tais equacdes se classificam quanto ao tipo, ordem e linearidade.

Quanto ao tipo, se classificam como equagdes diferenciais ordindrias e equacdes dife-
renciais parciais. Se uma equacdo contém as derivadas ordindrias de uma ou mais variaveis
dependentes com respeito a uma Unica varidvel independente € dita ser Equacdo Diferencial
Ordindria (EDO). Por exemplo,

dy d’y dy
— 45y=¢" — 2 L i6y=0.
dx y=e ¢ dx? dx Y

Uma equagdo que contém as derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes
com respeito a duas ou mais varidveis independentes é chamada Equacdo Diferencial Parcial

(EDP). Por exemplo,
*u _0°u 26u . ou _ dv
ax2  or2 ot dy  ox’
A ordem de uma equacdo diferencial é a ordem da maior derivada na equagdo. Por

exemplo, 5
a’y . (dy
—2 4+5[=2| —4y=e"
dx? (dx) y=e
€ uma equacgao de segunda ordem.
Podemos expressar uma EDO de n-ésima ordem com uma vdriavel dependente da

forma

F(x,9,¥,..y") =0, (2.4)

onde F é uma funcdo real da n +2 varidveis x, ,y/, ..., y"".

A equacio diferencial

n

a _
dxﬁ =y, ymh), (2.5)
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em que f é uma funcdo real continua, € dita a forma normal de (2.4).
Uma EDO (2.4) é dita linear se F é linear em y,y/,..., ¥, ou seja, quando (2.4) é da
forma

an(X) Y™ + a, 1 (0 y" V4 ay(x)y + ag(x)y - g(x) =0. (2.6)

Dois casos particulares importantes de EDO’s lineares (2.6) sdo as lineares de primeira or-
dem (n =1) e as de segunda ordem (7 = 2), cujas formas gerais sdo dadas, respectivamente,
por

dy d’y dy
a (X)E +ap(x)y=8(x) e az(x)ﬁ +ay (x)a +ap(x)y = g(x). (2.7)

Observando o lado esquerdo da equacdo (2.6), identificamos as seguintes duas carac-

teristicas de uma EDO linear:
* A varidvel dependente y e todas as suas derivadas y’,y",...,y"™ sio de grau 1.

* Os coeficientes ay, ai, az,...,a, em uma equacgdo linear (2.6) dependem unicamente

de x.

Por exemplo,

d® d
(y—-x)dx+4xdy=0 e d—;;+xd—i—5y=ex

sdo EDO’s lineares de primeira e terceira ordem, respectivamente.
Uma EDO ¢ dita nao-linear simplesmente quando nao € linear. Por exemplo,

d2
(1-p)y +2y=e" e d—xJz/+siny:0.

~ ~ . . I o .
Funcgdes ndo lineares como sin y ou e” ndo podem aparecer em uma EDO linear.

Definicao 2.7 Qualquer funcdo ¢, definida em um intervalo I e possuindo pelo menos n de-
rivadas continuas em I, que, quando substituidas em uma EDO de ordem n reduz a equacdo
a uma identidade, é dita ser uma solugao daquela EDO no intervalo I.

Em outras palavras, a solu¢ido de uma EDO de ordem 7 é uma funcio ¢ para a qual

F(x,¢(x),¢ (1), ....0"™ (x)) =0

para todo x em I. Dizemos que ¢ satisfaz a equagao diferencial em 1.
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Como fica evidente na Defini¢ao 2.7, nao podemos falar de solu¢ao de uma EDO sem
falar ao mesmo tempo de um intervalo. O intervalo I naquela defini¢do € dito o intervalo de
defini¢do, também chamado de intervalo de existéncia, intervalo de validade ou dominio da

solugdo.

1
Exemplo 4 (Verificacao de uma solucao) Verifiquemos que a funcdo y = 1—6364 é solugdo
d
da EDO d—i = xy"'2 no intervalo (—oo,00).

Solucdo: Com efeito, substituindo no lado esquerdo desta equagdo, encontramos

d d (1
224

1l
dx dx\16 )

4

Substituindo agora no lado direito, encontramos

xyl/Z:x(Ex‘l) =X \/ E xZ:ZxE;.

Observe que, ao substituirmos a fungdo em ambos os lados da equagdo diferencial, chega-

mos a uma identidade, vdlida em toda a reta. Entdo, a fun¢do é solugdo y = Ex‘* da ED
dy

— = xy” 2 no intervalo (—o00,00), como queriamos.

dx

2.2.2 Variaveis Separaveis

A partir desta subsecdo, passaremos a estudar como resolver equagdes diferenciais de
primeira ordem, inicialmente com varidveis separdveis.

Considere a equagdo diferencial % = f(x,y). Quando f ndo depende de y, isto &, se
f(x,y) = g(x) temos

% =g(x) (2.8)

que podemos resolver por integracdo. Se g(x) € uma funcio continua, entdo, integrando am-
bos os lados de (2.8), obtemos y = [ g(x)dx = G(x)+c, em que G(x) é a antiderivada (integral
indefinida) de g(x). Por exemplo, se % =1+ ¢**, entdo sua solugdo é y=[ (1+ 2 dx ou
y=x+ %ezx +c.

Definicao 2.8 Uma equagao diferencial de primeira ordem da forma

dy 3
i g(x)h(y) (2.9)

é dita ser separavel.
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Por exemplo, as equagdes

dy 3x+4y
P y-xe e

sdo, respectivamente, uma equagdo separdvel e uma nao separavel.
Observe que se dividirmos a equagdo (2.9) pela fungdo h(y), podemos escrever a equa-
dy

1 1
a0 como —— —— = g(x). Denotando —— = p(y), temos
¢ h(y) dx § h(y) Py

dy
p(y)a = g(x). (2.10)

Veja que (2.10) se reduz a (2.8) quando h(y) =1.
Agora, se y = ¢(x) é a solugdo de (2.10), nés devemos ter p(p(x))Pp(x) = g(x), e
portanto,

[ p((l)(x))(CP(x))'dx:f gx)dx.

Como y = ¢(x), entdo dy = (¢p(x))'dx, e, dai,

]p(y)dy:f gx)dx ou H(y)=G(x)+c,

onde H(y) e G(x) sdo as antiderivadas de p(y) e g(x), respectivamente.
O procedimento anteriormente descrito nos mostra como encontrar uma familia de

solugdes para uma equacdo separdvel, conforme ilustraremos no exemplo a seguir

d
Exemplo 5 Para resolver dx + e**dy = 0, com o objetivo de deixd-la na forma d_y =

g(x)h(y), dividimos ambos os membros por e*dx, obtendo

1 dy

— 42 =0.
e3*  dx

Por integracdo de ambos os lados, encontramos
|
—ge 3"+y(x) =c,

isto é,

1 -3x
— + p— .
yx) =c 3e
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2.2.3 Equacoes Lineares

Vimos na Subsecio 2.2.1 que uma EDO linear é da forma a,(x)y"™ + a,_1(x) ™~V +
vt ap(x)y + ap(x)y — g(x) =0, como também dois casos especiais de EDO’s lineares (veja

(2.7)). Nesta subsec¢ao, estudaremos o caso em que n = 1.
Definicao 2.9 Uma equagdo diferencial de primeira ordem da forma
a)(x)y' +ap(x)y = g(x) 2.11)

é chamada de equacgao linear na varidvel dependente y.

Quando g(x) =0, a equagdo (2.11) € dita homogénea. Caso contrario, dizemos que é
ndo-homogénea.
Para obter a forma padrdo de uma equacao linear, dividimos ambos os lados da equa-

¢do (2.11) pelo coeficiente a;(x):

dy B
E+P(x)y—f(x), (2.12)

onde o P(x) representa a divisdo do coeficiente ay por ai, e f(x), da funcdo g(x) por a;.
Buscamos a solucdo de (2.12) em um intervalo em que ambas as fungdes P(x) e f(x) sejam

continuas.
Proposicao 2.2 A equagdo diferencial (2.12) tem como solugdo a soma de duas solugoes:

Y =Yc+Yp, onde y. € solugdo da equagdo linear homogénea

dy
—+P =0 2.13
dx+ x)y (2.13)

e yp € solugdo particular da equacdo ndo-homogénea (2.12).
Para ver isso, observe que

+ = f(x).

dyp
—+P
dx (X)¥p

d dy.
E(J’c"‘}’p)"‘P(x)(J/c"'Yp) = E"‘P(x)yc

J/ N J
v~

H fx

Note que (2.13) é também separdvel, e, assim, podemos escrevé-la como

1
;dy+P(x)dx =0.
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Ao integrar ambos os lados, obtemos y. = ce/ P@4x  Se consideramos y; = e~/ PWdx,

d

temos y. = cy1(x). O fato de que d—y]
X

O procedimento para encontrar a solugdo particular y, € conhecido como variagdo de

+ P(x)y1 = 0 serd utilizado para determinar y,,.

pardmetros. A ideia principal € encontrar a fung¢do u para que y, = uy(x) seja solugdo de

(2.12). Sendo assim, substituindo y, = uy;(x) em (2.12):

d d d
! - N py

d (uy1) +P(x)(u )_du + 4 u+Px)uy, = +u = f(x)
dx N = de’l dx n= dxyl dx = .
0
Logo,
du
il f(x).
Separando as varidveis e integrando ambos os lados, temos
du= @dx,
N
donde
u :] @dx.
14!
Como y; = e~/ PWdx,
_ f(x) _ [ P(x)dx
u—f de—f f(x)e dx.
Dessa forma,
V= ol P(x)dxf Foel PRdx gy
Assim sendo,
y= ce™/ PWdx 4 o=] P(x)dxf f(x)ef Pdx g . (2.14)

Com isso, se (2.12) tem solucdo, ela deve ser da forma (2.14). O termo el Pdx ¢

chamado fator integrante.
Se multiplicarmos ambos os lados da equacdo (2.14) por el POdx gbteremos (2.12).

Com efeito, derivando

ol POAx ), C+[ Flxel P gy

temos

%[ef P(x)dxy] — f(x)ef P(x)dx,
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P(x)yel PO, %ef POdx = f(x)el P4

Dividindo a dltima equacdo por e/ W4 temos (2.12).

Resolvendo uma equacao diferencial linear: O primeiro passo € colocar a equagdo
linear na forma padrao. Em seguida, identificar o P(x) e encontrar o fator integrante para
poder multiplicar ambos os lados da equacdo linear de primeira ordem. O lado esquerdo
resultard, automaticamente, na derivada do produto el PIdx y. O ultimo passo € integrar

ambos os lados da equacao.

Exemplo 6 Resolvamos x*y' +xy = 1.

Solucdo: Como a equagdo ndo é homogénea, é necessdrio colocd-la na forma padrao:

d
d—y +P(x)y = f(x). Dividindo ambos os lados da equagdo por x?, temos:
X

1Y
+==—.
YT R
1 . .
Sendo P(x) = —, o fator integrante serd:
x

ef P(xdx _ ef /xdx _ elnlxl — .

Multiplicando toda a equacdo por x,

xy' + 1

y J’—x
que é o mesmo que

d[ | 1

—[yx] =—.

dxy X

Integrando ambos os lados desta ultima equagdo:

1

1
yx:f ;dx:ln|x|+c:y:x_lln x+x "¢, x€(0,00).

2.2.4 Equacoes Exatas

Nessa subsecdo analisaremos equagdes diferenciais da forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0.

Veremos um critério para determinar se M (x, y)dx+ N(x, y)dy é a diferencial de uma funcdo

f(x,y). Caso seja, obtemos f através da integracdo parcial.
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Se f € uma fungdo de duas varidveis e possui as primeiras derivadas continuas, sua

diferencial total é

of . of
== - 2.1
af 0xdx+6ydy (2.15)
Se f(x,y) = ¢, onde ¢ € uma constante, entdo (2.15) se torna
of of
- —dy=0. 2.1
ix dx+ 3y dy=0 (2.16)

Definicao 2.10 A expressdo diferencial M(x, y)dx+ N(x,y)dy é uma diferencial exata em
uma regido R do plano xy se corresponde a diferencial total de alguma fungdo definida em
R. A equagdo diferencial

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0

é chamada uma equacao exata se a expressdao no lado esquerdo é uma diferencial exata.

Teorema 2.11 (Critério para uma diferencial exata) Sejam M(x,y) e N(x,y) continuas
com primeiras derivadas parciais continuas em uma regido retangular R = (a,b) x (¢,d) c
R2. Entdo uma condicdo necessdria e suficiente para M(x,y)dx + N(x,y)dy ser uma dife-

rencial exata é
oM 3 ON

-—=— 2.17
0y 0x @.17)
Demonstracao. Por simplicidade, vamos supor que M(x,y) e N(x,y) possuem derivadas
parciais continuas para todo (x, y). Se a expressdao M(x, y) + N(x, y) € uma diferencial exata,

existe alguma fun¢do f em R tal que:

of of
M(x,y)dx+ N(x,y)dy=—dx+—=—dy.
(x,y)dx+ N(x,y)dy ) X+ay Y

Assim,

of of

M(x,y) = = N(x,y) = =—.

(x,3) ox e (x,) 3y

Dai, temos:

a_M_i(a_f)_ o°f _i(%)_aﬂ
dy 0dy\ox) odydx odx\dy) ox’

em que a igualdade entre as derivadas parciais mistas segue do Teorema de Schwarz 2.5.
Fica provada a necessidade.

A prova da suficiéncia nos fornece um procedimento para resolver uma equacao dife-

oM

rencial exata. Suponhamos que E =

of _
e M(x,y) (2.18)

Se M(x,y)dx+ N(x,y)dy é a diferencial total

de uma funcdo f, entdo
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e
of
—— =N(x, ). 2.19
3y (x5 (2.19)
Por integracdo de (2.18) em relacdo a x:
flx,» =f M(x,y)dx+ g(y). (2.20)

Derivando (2.20) em relagdo a y e usando a equagdo (2.19):

of dg af
N(x,y) = = = -2+ —| M(x,y)dx. 2.21
(x, ) 3y dy+6y (x,y)dx (2.21)

Para encontrar a constante de integracdo h(y), integraremos a equacao (2.21) com respeito a
y:
gy :f N(x,y)dy—] M(x,y)dx+ h(x). (2.22)

Substituimos na equagdo (2.20), encontramos:
flx,y) :f M(x, y)dx+f N(x, y)dy—f M(x,y)dx+ h(x) :f N(x,y)dy+ h(x).

Observe que, neste caso, a solucdo implicita da equacdo exata Mdx+ Ndy =0 é

flx,y)=c. ]

Exemplo 7 Resolvamos (5x+4y)dx + (4x—8y3)dy =0.
Soluc¢do: Dados M(x,y) =5x+4y e N(x,y) = 4x— 8y, observe que:

oM 4o ON
dy 0x
Dessa forma, (5x+4y)dx+ (4x—8y3)dy é uma diferencial exata. Entdo, existe uma fungdo
f tal que:
of of
L = M(x, L = N(x, ).
o (x,y) e 3y (x, )
Integrando M(x,y) em relacdo a x:
5
fo,y = Exz +4xy +8(y). (2.23)
Derivando com respeito a y a equagdo obtida através da integracdo de M(x,y), obtemos:
of /
L —4x+
3y x+g(y)

) of
Dai, como — = N(x, y):
oy

4x — 8y3 =4x+g'(y),
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isto é,
gy=-8y° (2.24)
Para encontrar a constante de integracdo g(y), integramos (2.24) com respeito a y:

gy =-2y"

Ao substituirmos g(y) em (2.23), encontraremos a solugdo implicita
5 > 4
flx,y) = Ex +4xy-2y*=c.

Vimos como resolver uma equacio diferencial exata. E quando a equag@o nao for
exata? Serd necessdrio transformd-la em uma equacio exata através de um fator de inte-
gracdo. Relembremos das equacdes lineares, que, através de um fator integrante, tem o lado
esquerdo da equacdo transformado. Nas equacdes diferenciais ndo exatas, a ideia € a mesma,
ou seja, € possivel encontrar um fator integrante u(x,y) de modo que ao multiplicarmos o
lado esquerdo da equagdo, ele se torne uma diferencial exata.

Para encontrar p, voltamos ao critério dado no Teorema 2.11. Multiplicando
Mdx+Ndy=0
por u, a equagdo resultante,
wix, YYM(x,y)dx + u(x, y)N(x,y)dy =0,

¢ exata se, e somente se,
o(uM) 9d(uN)

oy 0x

Pela regra do produto, esta ultima condicdo € equivalente a

ou oM oy ON du. 0 ON oM
e 22, =%y —“M——“N—( )u-

oy ey T e Tt T ey Taxt T\ax oy

Supondo que p seja uma funcio de apenas uma varidvel, digamos que ela dependa

apenas de x, entdo

(OM aN)
(aN aM) _ap oy ~ax )

ap (0N oM
ax N

Cdx

(2.25)

ax oy )t
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De maneira andloga, segue se u depender apenas de y:

(2o,

du ox OJy

—_—— 2.26
o v (2.26)

Se, apds todas as simplificagdes, o quociente do lado direito das dltimas igualdades
depender apenas de x ou de y, teremos uma EDO de primeira ordem tanto separdavel como

linear. Se o quociente no lado direito de (2.25) € uma funcdo de x, o fator integrante sera:

p(x) = el St

Se o quociente no lado direito de (2.26) é uma funcdo de y, o fator integrante sera:
Nx—My
py)=e 3.

Exemplo 8 Resolvamos 6xydx+ (4y+9x?)dy = 0.

0 ON
Solucio: Note que W =6xe I =18x. Com isso, M(x,y)dx+N(x,y)dy ndo é uma
diferencial exata, e temos uma equacdo diferencial ndo exata. Entdo, encontraremos um

fator de integracdo p tal que

UM(x,y)dx+uN(x,y)dy =0
o(uM)  0(uN)

se torne exata. Considerando a condi¢do = , temos que
oy 0x
0 0 0 0
a—'L;ny +6xp = £(4y +9x%) +18x & iﬁxy— %(@ +9x%) = 12xp.

Dai, considerando que p dependa somente de y:

du 2
_— = _IJ"
dy 'y

Dessa maneira, o fator integrante serd:

ef 2lydy _ p2Inlyl — y2.

Multiplicando toda a equagdo por y?, temos:
6xy3dx+ 4y? +9x*y*)dy =0,

que é uma equagdo exata. Como o lado esquerdo da equagdo é uma diferencial exata, existe

ax ) y 6 ‘/ ’ )
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Integrando M(x,y) com respeito a x:
f(x,3) =3y x*+z(y).

Por diferenciagdo de f(x,y) em relagdo a y:

of

3y =9y’ x>+ 72 ().

of
Como — = N(x, ),
3y (x,y)
7 (y) =4y°.
Para encontrar a constante de integracdo, integramos z'(y) com respeito a y:
z(y) = y4.

Logo, a solugdo implicita é
f,y) =3y°x*+y*=c.

2.2.5 Equacoes Homogéneas

Os métodos de resolugdo das equacdes diferenciais de primeira ordem apresentados
até agora dependem do tipo de equacdo. Nesta subsecao, estudaremos um procedimento util
para as equacdes que nao coincidem com os tipos de ED’s vistos até aqui.

Através de substitui¢cdo, podemos transformar uma ED em outra e encontrar uma fa-

milia de solu¢gdes. Observe a equacao diferencial a seguir:

dy
Pela substitui¢do y = g(x, u), onde um u € uma fun¢do da varidvel x, temos, se g possuir as

primeiras derivadas parciais, entao

dy _og 0gdu
dx 0x Oudx’

Entdo, substituindo y e a sua derivada na ED:

0g odgdu _
ox " quax T8
du
R —
esolvendo para Tx
du
— =F(x,u).

dx



30

Se pudermos determinar a solu¢do u = ¢(x), entdo uma solucio da equacio diferencial ori-
ginal € y = g(x, p(x)).

Vimos na subsecdo anterior uma equacdo da forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0.

Tal equacdo € dita homogénea se os coeficientes M e N sao fun¢Ges homogéneas com o
mesmo grau, ou seja, se M(tx,ty) =t*(x,y) e N(tx, ty) = t*(x, y).

Recordamos a seguinte

Definicao 2.12 Seja A < R". Uma fungdo f: A — R ¢ dita homogénea de grau a, para

algum niimero real a, se para todo x € A e todo t € R\ {0} com tx € A, tivermos
fltx) = t*f(x).
Exemplo 9 f(x,y) = x>+ y® é homogénea de grau 3, pois
fax,ty) =)+ =23 +y2) =2 f(x,y),
enquanto que f(x,y) = x>+ y3 + 1 ndo é uma funcdo homogénea pois
flx,ty) =)+t +1=20 3+ +1

em geral é diferente de t*x3 + t*y3 + t% = t f (x, y).

O resultado a seguir é devido a Euler.

Teorema 2.13 Seja f : R" — R uma fungdo cujas derivadas parciais de primeira ordem

existem e sdo continuas em R". Entdo f é homogénea de grau « se, e somente se,

of af
X1 o, xX)+--+xp, ox,

(x)=af(x) (2.27)
para todo x = (x1,...,Xx,) € R".
Demonstracao. Dado x = (x1,..., x,) € R”, definimos a fungdo g, () := f(tx)—t* f(x). Note

que g« () = 0 para todo x exatamente quando f € homogénea de grau a@. Suponhamos que

(2.27) seja valida. Pela regra da cadeia,

dgc . Of of
0t n = x o (tx) + +xnaxn(tx) at™ f(x)
_ of 0 a
= 3 tx; ax (tx)+---+txy, (?xn(tx) at” f(x)

1
= ;(af(tx)—at“f(x))

a
= 7gx(t)-
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Portanto, g:.(f) = ¥ gx(#), o que significa que y(t) = g,(#) € solu¢do da ED de primeira ordem
y' =alt-y. A solucdo geral desta ED é y = Cr*, donde g, () = Ct® para alguma constante
C. Como g,(1) = f(x) — f(x) =0, temos que C =0, e, assim, g«(f) =0 para todo x, o que
garante que f é homogénea de grau a.

Reciprocamente, se f € homogénea de grau a, entdo g.(f) = 0 para todo x, donde

g,(1) = 0. Mas, entdo, temos

_dge ,_ Of -
0= dtm_xl (tx) + +xa

_ a-1
o n xn(tx) at™ f(x).

Fazendo t =1, obtemos (2.27). [ |

Proposicao 2.3 Se f(x,y) é homogénea de grau zero, entdo podemos escrever f(x,y) como

uma fungdo de f isto é, existe uma fungdo g de uma vinica varidvel tal que
x
fx,y) = g(—)-
y
Demonstracao. Podemos escrever f(x, y) como
x X x
fx,y) = f(—y,y): yof(—,l):f(—,l).
y y y
Observe que a funcdo acima dependente apenas de f. Seja g a fungdo definida por
y
g(s):=f(s,1).

Entdo, temos que

|
Retornando as ED’s, sendo M e N fun¢des homogéneas de grau a, podemos escrevé-
las como

M(x,y)=x*M(,u) e N(xy) =x*N1,u), u=ylx. (2.28)

De maneira analoga,
Mx,y)=y*M@,1) e N(x,y)=y*Nw1), v=x/y. (2.29)

As propriedades (2.28) e (2.29) acima sugerem que substitui¢cdes podem ser utilizadas

para resolver equacdes diferenciais homogéneas. Qualquer uma das substituicdes y = ux ou
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x =vy,onde u e v sdo as novas varidveis dependentes, transformard uma equacdo homogé-
nea em uma separdvel de primeira ordem.
Observe que temos M (x, y) = x*M(1,u) e N(x,y) = x*N(1, u) quando y = ux. Logo,

a equacdao homogénea Mdx + Ndy = 0 pode ser reescrita como:
xX*MQA,wdx+x*NQ,u)dy=0 ou M1, u)dx+NQ1,u)dy=0.
Como y = ux, substituindo a diferencial dy = dux + xdu na equagao anterior, obtemos:
M, u)dx+ N1, u)(dux+dxu)=0< [MQ,u)+u N(1,u)ldx+x N1,u)du =0,
ou seja,

du M@Q,u)+u N, u) N1, uw 1
_— == < u:__dx’
dx x N1, u) M@Q,u)+u N1, u) X

que € uma equagdo diferencial separdvel. O processo aconteceria de maneira similar se

tivéssemos usado a substituicdo x = vy.

Exemplo 10 Vamos resolver a equacdo homogénea (y* + yx)dx— x*dy = 0.
Solucio: Note que M e N sdo funcoes homogéneas de grau 2:

M(tx,ty) = (z‘y)2 +itytx= tz(y2 +yx) = tzM(x,y)

N(tx,ty) = —(tx)? = —1*x* = *(-x») = *N(x, V).
Sendo assim, podemos reescrever a equagdo substituindo y = ux e dy = udx + xdu.

Observe:

1 1
((ux)2 + uxz)dx—xzu dx—x}du=0= u’x’dx=x*du= ;dx: ;du.

Esta uiltima equacdo separdvel. Integrando ambos os lados:

Inlx|+c=-u",

isto é,
1

In|x|+c¢

Para encontrar a familia de solucoes da equacdo diferencial original, substituimos a expres-

sdo para u em y = ux:
x
Y=
In|x|+c¢’
ou seja,

x+y ln|x|=cy.



3 O METODO DE FONTAINE

No Capitulo 2, vimos que equagdes da forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 3.1

sdo ditas homogéneas se M e N sdo fungdes homogéneas de mesmo grau. Além disso, vimos
que, para resolver equacdes desse tipo, podemos usar o método de substitui¢io de varidveis,
tornando a equagdo homogénea em uma separavel.

Fontaine iniciou seus estudos com uma equagao diferencial da forma
dx+ady=0. (3.2)

As equacdes (3.1) e (3.2) se relacionam por a = A—I\/; Fontaine supds que a ndo é homogénea
de grau 0, pois, conforme j& sabemos, se M e N sdo funcdes homogéneas de mesmo grau,
a € também o é, e a resolucdo de (3.2) segue os passos ja estudados na Subsecdo 2.2.5.
Escolhendo uma constante p em « e considerando-a como varidvel, de modo que a(x, y, p)
se torne homogénea de grau 0, Fontaine entdo encontra uma funcdo homogénea de grau 0

B(x,y, p) e um fator de integracdo u(x, y, p) de tal maneira que
pdx+pady+updp =0

¢ exata, isto é, existe uma funcio ¢(x, y, p) tal que

=—dx+—dy+—dp= + y+ .
do ax y dp =pdx+pady+updp

Uma vez que ¢ é conhecida, removendo p com ¢ = ¢ encontramos uma solugdo de
(3.2).

De acordo com [10], o método de Fontaine foi dividido em trés equacdes que serdo
detalhadas nas segdes a seguir. A primeira equagdo de Fontaine nos permitird encontrar ¢; a

segunda, o fator de integrac@o y; e a terceira, que serd a primeira que usaremos, encontrar f3.
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3.1 PRIMEIRA EQUACAO DE FONTAINE

Para encontrar ¢, € necessario que conhecamos a e 8, ambas fun¢cdes homogéneas de

grau zero, € [ ja que

0 0
do = (pd +£dy+£dp pdx+puady+upfdp. (3.3)

Pelo Teorema de Euler 2.13 para fun¢des homogéneas, F(x, y, p) € uma fun¢do homo-

génea de grau r se, somente se,

o O, 08 o
 0x ayy Opp'

Fontaine faz uso deste resultado de Euler. Se a e  sdo fun¢gdes homogéneas de grau

Zero, entao

Ooa s 0da Oa

ox Oy y+ op p=
e

0 0 0

ox 0y~ O0p
Por sua vez, se ¢ € uma func@o homogénea de grau r, entao

0 0
90 ¢+ 22 99 (Pp px+pay+ ppp. (3.4)

ré= Gx oy ap

No Exemplo 11, mostrado ao final deste capitulo, o procedimento usado para determi-
nar ¢ é resultado de uma simplificacdo devida a Clairaut. Essa simplificacdo se da através

da divisdo da equacdo (3.3) pela equacgdo (3.4). Fazendo essa divisdo, encontramos

d(p ,udx+,uady+,u,6dp dcp— uldx+ady+ Bdp)

r¢ . px+payrpfp T <P px+ay+pp)
isto €,

11 1 a i

dp. (3.5)

——dp=————dx+ dy+
r¢ ¢ = x+ay+pp x+ay+pPp y x+ay+pPp
A maioria dos livros diddticos de EDO mostra como encontrar ¢ através de uma
sequéncia de integracdes e diferenciagdes. Por exemplo, uma equagdo exata Adx+ Bdy =0

tem como solugio
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onde [ se refere a integragdo em relagdo a x, e assim por diante. Com efeito, se Adx+ Bdy

¢ uma diferencial exata, existe uma func¢ao tal que:

op

el A(x,y)
[

op

a = B(JC, y)

Integrando (3.6) em relacdo a x:

¢(x,y) =] A+ h(y).

Derivando (3.8) em relacdo a y e usando (3.7):

a—(l):if A+@:B(x,y),
dy Oylx dy
isto €,

dh_B af

——=B-—| A
dy ay

X

Integrando (3.9) em termos de y:

h(y)—f B—] i[ A
y y 0y«

Substituindo (3.10) em (3.8), obtemos a desejada expressdo para a solucdo

0
(x, ):f A+f B—[ —f A=c.
Pty X y xay X

Este mesmo procedimento pode ser aplicado a uma equacdo da forma

0 0 0
Adx+Bdy+Cdp = %dx+ %d}% %dpzo

que tem como solugdo

ol el L e

Com efeito temos,

o)
N = A » o )
0x (x.3:p)
o)
=~ B » Yo ’
3y x,%p)
0
%0 = C(x,yp).

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Integrando (3.11) em relagdo a x:

o(x,y,p) :f A+ h(y, p). (3.14)
X

Derivando (3.14) em termos de y e usando (3.12):

[ 420Dy
0yl x dy
ou seja,
oh(y, p) 6[
=B-—| A 3.15
dy oy lx ( )
Integrando (3.15) em relagdo a y:
0
nyp=| B[ 2| avgp, (3.16)
y y0ylx

Agora, por diferenciacao da equacgao (3.14) com respeito a p e usando (3.13), obtemos:

i] A+0h(y,p) _cC
aplx op
isto €,
oh(y, p) 0 f
=C-—| A 3.17
op oplx ( )
Integrando (3.17) em relagdo a p:
0
h(y,p):j C—f —f A+ (). (3.18)
p pOplx

Retornando a equacao (3.14) e substituindo o h(y, p) de (3.16):

0
gb(x,y,p)=f A+] B—f —f A+ g(p). (3.19)
x y y 0y«

Derivando (3.16) em relagdo a p:

Oh(y;P)zif B 0[ 6[ A+6g(p)
op oply y x
ou seja,

ag(p):ah(y,p)_if B+if i[ A (3.20)
op op oply Oply0ylx
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Integrando (3.20) em termos de p:

5 5
(p) = h(y, )—f —f B+] —f —[ A 321
sp)=hnp)=| | 2,35 (3.21)

Substituindo (3.21) em (3.19):

0 0 0 0
wm=| av] 5[ 2 avnm-| 2] we[ 2] 2[4 a2
pLoyp x y y0ylx »P poply pOplydylx

Substituindo h(y, p) de (3.18):

sm=| av| 8- 2 el oo Ll arsor-| Z[ 5e| 2] 2] 4
" x y yO0ylx p pOplx pOply pOplyoylx«

Escolhendo f(y) =0, encontramos finalmente que

¢(xyp)—f A+f B+[ C—f if A—] i] A—f i[ B+] i] i[ A
» o x y p yayx papx papy pap yayx .

A solugdo implitica de Adx+Bdy+Cdp=0¢
(/)(x}/l?)_] A+[ B+] C—f i] A—f if A—] if B+f i] i] A=c
s X y p yay X pap X pap y pap yay X )

3.2 SEGUNDA EQUACAO DE FONTAINE

Fontaine afirma que pu deve satisfazer:

dp (r_l_a_a _%’9) (”‘”“‘a—a —@p) ((r—nﬁ_a_“ _9,

7= x+ZJ)C/+,BZ dx+ x+af/J-/|-/3pay dy+ x+af/l-7|-,6pap ap.
De fato, temos que
r¢=pux+pay+ppp (3.23)
e
dp =pudx+pady+updp. (3.24)

Calculando a diferencial total de ambos os lados de (3.23),
d(r¢)=d(ux+upay+upp),
pela regra do produto, encontramos

rdg=du(x+ay+ pp)+udx+ay+ pp),



donde
_dulx+ay+pp)+updx+ay+pp)
. )

d¢
Substituindo na equagao (3.24):

du(x+ay+pp)+udx+ay+ Bp)

. =pudx+pady+ pupdp,
ou seja,
du(x+ay+pp)+uldx+ady+ Bdp) = uldx+ady+ Bdp)r,
donde
r_d,u(x+ay+,3p)+u(dx+ady+ﬁdp)
B pudx+ady+ Bdp) ’
isto é,
_ du(x+ay+fp)
pldx+ady+pdp)
ou ainda,
I dulx+ay+pp)
uldx+ady+ Bdp)’
dai,
(r—D(udx+ady+pdp) =du(x+ay+pBp),
donde

1 1
du—,

-1 e
(r )(dx+ady+,3dp)x+ay+ﬁp I

que pode ser reescrita como

rdx+rady+rfdp—dx—ady—-pfdp du
x+ay+pp o’

isto é,

+pp)

du r ra rp P dix+ay

= dx+ dy+ .
L  x+ay+PBp * x+ay+pPp Y xX+ay+pBp P x+ay+pPp

Calculando d(x + ay + Bp), temos:

1+6—ay+%p
@:;dx+ ra dy+ i dp— ( 0x___0x )dx+
K x+ay+pBp x+ay+pp x+ay+pp x+ay+pp
oa op oa 0f
0+ —y+a+—p 0+—y+—p+p
oy oy p

o (222 )
xX+ay+pp Y x+ay+Bp Pl

38
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ou seja,

0 0 0 0
(r—l)a——a ——’Bp (1—1),6——ay——ﬁp

doy” 0y op~ Odp
)dy+( x+ay+pp )dp.

3.3 TERCEIRA EQUACAO DE FONTAINE
Se a equacdo udx+ pady+ pufdp =0 € exata, entdo
Ly L ) (3.25)

De fato, uma extensao natural do Teorema 2.11 assegura que udx+ pady+upBdp =0

é exata se, e somente se,

ou o(ua) Oa  Ou

| e T M 2
oy 0x 0x'u+6xa (3-26)
ou o(up) 0p
- = 27
op 0x OxH Ox (3-27)

o(ua) oup) Ooa  Ou op

_ 4+ = 3.28
op oy “oaptTap T oyt 0y (29

Substituindo as informagdes de (3.26) e (3.27) em (3.28), temos:

oa o ou _0p (Ga ou )
0p'u+(0x ﬁ) oyt axH t axY)P
isto é,
oa 0f ou /3
ot ax T 5P =G, MY ﬁ ﬁ“'
Cancelando uyap,
Oa 0B 0P
apt T ax T MY axﬁ“
Pondo p em evidéncia,
oa 0 0f OJa
(5o el =Gy 5t
Op 0x 0y 0x

e finalmente, cancelando p,

0p _da, da_0p _
ox® " oxP oy oy
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Fontaine sabia que resolver a equacgdo (3.25) era o ponto crucial do método e fez su-
posi¢cdes para simplificar o cdlculo. No exemplo a seguir, para facilitar o procedimento para
encontrar 3, usamos um méthode des indéterminées, proposto por Fontaine. Suporemos que
B = ]\_I:I ea= ]\_]\/; ,onde L, M e N sao todas homogéneas de grau 1.

Para encontrarmos f, usamos a terceira equacao de Fontaine (3.25). Quando sio feitas
as substituicdes das expressdes para a € f em (3.25) e as devidas manipulagdes de célculo,
esta equagdo assume a forma

oL oM ON oM ON oM oL oM
M- M

i Sl NN —M-—N_ —M-—TL
ﬂ(dx 0x )_i( 0x 0x )+( op op )_(53’ oy ):0
M M? M M? M? M? '

Cancelando o M? que estd dividindo todos os termos, ao passd-lo para o lado direito

da igualdade,
EFEM;@%Qﬂ_@EM;@Ew @EM;QMN}F&M;@EQ_O
M\ox 0x M\ ox 0x op op oy oy B

Fazendo as simplificacdes cabiveis

EO_LM__ _LO_NM My/ _M_ﬂN_O_LM O_ML 0
M 0x ox M ox ap dy dy
encontramos

0L _ON ON oM 0L oM
N—-L—+M——-N—-M—+L— =0, (3.29)
0ox  0x op op oy oy

onde L,M e N sdo funcdes que dependem de x,y e p tais que N = ax+by+cp, M =
ex+ fy+gpeL=Ax+By+Cp (veja Apéndice B).

Exemplo 11 Consideremos a equacdo diferencial

2x+4
dx+ X gy -o.
xX+y
p ~ - 2x+4
Esta é uma equagdo da forma dx+ a(x,y)dy = 0. Observe que a fung¢do a(x,y) = Xty
N
ndo é homogénea de grau 0. Pela relacdo entre as equagoes (3.1) e (3.2), temos que a = o

Assim, N=2x+4 e M = x+y. Além disso, vimos que para tornar homogénea a equagdo, é
necessdrio escolher uma constante p na a ndo-homogénea e tratd-la como uma varidvel.

Se escolhemos p = 4, temos:

altx ty, 1 )_2tx+2tp t(2x+p) Oa(x, v, )
VP tx+ty  tx+y) Yph
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ou seja, agora temos uma &« homogénea de grau 0.
Encontraremos B através da terceira equacdo de Fontaine (3.25). Note que M e N
sdo funcoes homogéneas de grau 1. Com isso, podemos encontrar [ pelo méthode des

indéterminées, demonstrado anteriormente, com o uso da equagdo (3.25). Como temos a e

L
sabemos que B é dado por P onde L= Ax+ By + Cp, substituiremos em (veja (3.29))

L 0N 0N oM L oM
N=-L—+M—-N—-M =

— —M—+L—=0
0x 0x op op oy oy

para encontrar
2x+p)A-(Ax+By+Cp)2+ (x+y)1-2x+p)0+ (Ax+By+Cp)l-(x+y)B=0
Simplificando:
2xA + Ap=2A%X -2By-2Cp+x+y+Ax+By +Cp=Bx-By =0

Ap-2Cp+Cp-2By+y+x+Ax—-Bx=0
p(A-C)+y(-2B+1)+x(1+ A-B) =0,

donde
1+A-B=0
-2B+1=0
A-C=0

1 1
Resolvendo o sistema, encontramos A = —5, B= E eC= —E. Entdo,

L= —lx+1y—lp.
2 2 2
Como f = % temos:
1(=x+y-p)
BT

Para encontrar ¢, usamos a equagdo simplificada por Clairaut (equacdo (3.5)), e,
através de integragoes e diferenciagoes, encontramos
1 2
d=((p+2x)3(x+3y—p)3).

Agora, vamos observar o papel de r na fung¢do acima. Se ¢ é exato, entdo

_0p, 0p 0P
d(p—axdx+aydy+apdp—0,

e para qualquer poténcia de ¢ é também exata, pois

A" =r) dp=r@) 1 0)=0.
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Assim, podemos atribuir a r qualquer valor, jd que o seu papel é simplificar a expressdo de

¢. Neste exemplo, fazendo r = 3:
G=(p+2x)(x+3y—p)°.

Como vimos que

0 0 0
dg = %dﬁ %dw %dp = pdx+pady+ufdp,

e jd encontramos a, f e ¢, vamos encontrar i calculando a diferencial total de ¢:

0 2 0 2
d¢ ax[(p+2x)(x+3y p) ]dx+ay[(p+2x)(x+3y p)ldy

+i[( +2x)(x+3y—-p)?3ld
op p y—-p)ldp

= [Rx+3y—p)*+(p+2x)2(x+3y—p)lldx+(p+2x)2(x+3y - p)3ldy
+[1(x+3y-p)* + (p+2x)2(x+3y - p)(-Dldp

= 2[(x+3P)2+2(x+3))(=p) + (=p)?1 +2xp +6yp —2p? + 4x* + 12xy — 4xp dx
+[6(p+2x)(x+3y—p)l dy
+[(x+3y)2+2(x+3y)(—p)+(—p)z]—2xp—6yp+2p2—4x2—12xy+4xpdp

= (6x%+24xy+18y* —6xp—6yp)dx+[6(p+2x)(x+3y—p)ldy
+(=3x* —6xy+9y* —12yp+3pHdp

= —6(-x*—xy-3xy-3y*+xp+yp)dx+6(p+2x)(x+3y—p)dy
+3(=x*—xp+xy—-3xy+3y* -3yp—yp+p*+xp)dp

= —6[-x(x+y)-3yx+y)+px+yldx+6(p+2x)(x+3y—p)dy
+3[-x(x+p-y)-3y(x—y+p)+pl-y+p+x)ldp

= —6(x+))(—x-3y+pldx+6(p+2x)(x+3y—p)dy+3(x+p-y)(=x-3y+p)dp.

Entdo, de
—6(x+y)(=x=3y+p)dx+6(p+2x)(x+3y—p)dy+3(x+p-y)(—=x=3y+p)dp = pdx+pady+updp.
encontramos L= —6(x+ y)(=x-3y+ p),

2x+p
pa=-6(x+y)(-x-3y+ p)Ty =6(p+2x)(x+3y—p)

1(=x+y-p)

up = —6(x+y)(—x—3y+p)§ Xty

=3(x+p-M(=x-3y+p).

¢=(p+2x)(x+3y— p)? = c é solucdo para equagdo diferencial pdx+ pady+uBdp = 0.
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Substituindo p=4, temos dp=0 e ¢ = (4+2x) (x+3y—4)?, que é solucdo para a equagdo

Esse problema pode ser resolvido com a técnica moderna, o que exige a resolu¢do da

0 0
equacao %(x+y)—,u—(2x+4)£ =0.



4 UMA FAMILIA DE SOLUCOES PARA A
EDP (3.25)

No Capitulo 3, vimos que se uma equacdo udx + pady+ ufdp =0 € exata, entdo

OB _0a da_op

Yox Poxtap oy

que € 0 mesmo que

ox\a %_d_y

0 oa 0
a%—(ﬁ%-“ b_o. (4.1)
Note que B € uma fun¢do que depende da funcdo a, isso nos sugere que procuremos
solucdes da forma B = a¥, onde k é uma constante. Assim sendo, se a é homogéneo de grau
zero, [f também serd. Substituindo o valor de f§ = akem (4.1):

OBoa _ y0a da_0pda _

aaax dx dp Odady
cxkak'ld—a kaa oa ka k10

=0
0x 0x 6]:) oy
k- 1) oa Oa  kak 16a_0
Top oy
a oa
Podemos considerar uma das derivadas parciais igual a zero. Se a =0ou e =0,
< a ) da ~ A A

entdo a equagdo original é separdvel. Se % =0, entdo a fun¢do a j4 era homogénea de grau

zero. Observe que, quando £ =0:

a k- 12% _ kak19%

=0
0x oy

da
(k—Dak_kEZ
ak-1 — Toa

0x
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oa
k oy

a=——=.
_1 0a
k IE

De acordo com a Proposicao 2.3, podemos escrever

a=f(@),

para alguma func¢@o f, onde 0 = g Dessa forma,

da 90
Lk 5 3y
T k_1 oa. 00
k-1 %'ﬁ
k x
a=- -,
k-1 y
Assim, um conjunto de solucgdes, com k # 1, é
mk=—— % o gk =ak
BT y ="
Analogamente, quando — = 0, temos:
da O«
k
k—-1)—+-—=0
a”( )a ap
Substituindo a* = B na equacio acima:
Py
Ic—l%
X
Como a = f(H),ondeH:;,entﬁo
1 da 90
20 " op
p=- oa 00
k=1 G55
_ 1 X
k-1 y
Deste modo, um conjunto de solu¢des, com k # 1, é
1 X 1
ky=——-— k)= pk.
B2 (k) —1y e ax(k)=p,

Retornamos a equacgdo original,

a%— 6a+6a 0p
0ox ~0x Op Oy
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e procuramos por combinacdes lineares dos pares de solugdes encontrados, a = a;(m) +
a»(n) e B = B1(m)+ P2(n), que ainda satisfacam essa EDP, ou seja, precisamos encontrar

poténcias {m, n} tais que os dois primeiros termos cruzados na equagdo se cancelem:

0 0 0
ay(m)- B2(n )—ﬁz( .. al( m) r () ﬁl(m)_ﬁl( .. az(n) o
0x 0x
k x k 1 x 1
Como “l(k):_kT ; ,B1(k) = af, Ba(k) = —— 1 ;eaz(k) B, , 0s quatro termos

cruzados sdo:

al(m)-aﬁzm):(_ m .x).nl P

0x

0p1(m) ( 1 ) (( m™-m-x™" 1-y’”)
n-1 p

az(n) . ox = (m l)m (yM)Z

=

_( 1 ) (x)ﬁ (_l)m_mm+l_xm—l
“\n-1) \p (m—1)m.ym
1 (_1)m.mm+1 xm—l.x%

Cm—nr (m=DM ymoys
1

Gaz(n)_(_ m x)mi
ox

p1(m)-

B (_Dmmm 1 xmx%—l
S m=D" (_pE ympr

Observe que o primeiro par de termos cruzados se cancela para qualquer {m, n}, com

m# 1 e n# 1. Dessa maneira, os pares cruzados restantes devem satisfazer

0 0
ﬁl(m) —ﬁl( m)- afz(l’l)

az(n)-

o 1 :
para mn = 1, que implica n = —. O teorema a seguir resume os resultados encontrados.
m
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Teorema 4.1 Se

Entao
ﬁlim) b2 (%)

pum) =E—1)m(%)m(§)m+(%)(%)

resolverd a terceira equagdo de Fontaine (m #0,1).

Conforme mostrado acima, a principal obstru¢do ao uso do método de Fontaine é en-
contrar  a partir de uma a dada. O udltimo passo é encontrar a solugdo para a equacdo
diferencial original através de integracdes e diferenciagdes da equacdo exata (3.5) (a simpli-

ficada de Clairaut). O coroldrio a seguir € decorrente do Teorema 4.1.

Corolario 4.2 Se a e 8 tém a forma anteriormente descrita, entdo uma solucdo homogénea
de grau r para udx+ pady +updp =0 é dada por

(m+1)2yp)%( m"x™ (y p

m+1
P (1_m)m—1 E— )+mx+x) =cC.

-

pm - ym



5 CONCLUSAO

O estudo do método esquecido de Fontaine para a solu¢do de equacdes diferenciais
inexatas nos proporcionou, através do estudo, revisdo e aprofundamento de diversos con-
ceitos analiticos, valiosos conhecimentos. Como muitos topicos presentes nesta monografia
ndo sdo vistos (ou, quando vistos, ndo sdo aprofundados) durante a graduacdo, o caminho
até a preparacdo da versdo final deste trabalho se caracterizou como um enriquecimento da
nossa formacao matematica.

Este trabalho se configurou como um incentivo a busca de equagdes diferenciais que
possam ser resolvidas pela teoria de Fontaine, j4 que o tnico exemplo que conhecemos é
este, apresentado no trabalho. No Capitulo 4, apresentamos alguns resultados a partir dos
estudos feitos. No entanto, falhamos em entender (ou em encontrar um caminho alternativo)
alguns passos do itinerdrio que levou os autores de [11] a obten¢do de tais resultados. Nossa
expectativa é de elucidar esses passos em estudos posteriores, em nivel de pds-graduacdo.
Esperamos também que este texto motive a busca por mais EDOs que sejam soliveis pelo

método de Fontaine.



APENDICE A - NOTA HISTORICA

Nossa histéria comega com a obra de Newton intitulada Method of Fluxions and Infi-
nite Series [Método de Fluxdes e Séries Infinitas], escrita em 1671, temas que deram origem
aos nossos modernos célculos diferencial e integral. Usando séries, Newton dda uma solucao
para uma equacdo diferencial da forma Mdx+ Ndy = 0, mas primeiro ele descreve um Mé-
todo Analitico II. O Método de Diferenciagdo Total I, também descrito por ele, nos permite
voltar para a equacgdo original. Contudo, Newton percebe que o Método II nao funciona com
toda equacdo do tipo Mdx+ Ndy =0, e, a partir dai, nasce o conceito, ndo formalizado até
anos apds a morte de Newton, de equacgdes diferenciais exata e inexata.

Hoje, o método para resolver equacdes diferenciais inexatas consiste em encontrar um
fator de integracao . Esta técnica geral € devida a Alexis-Claude Clairaut e foi publicada em
1739 em seu artigo Recherches générales sur le calcul intégral [Investigacdes gerais sobre
o célculo integral] [5]. Em 1734, Euler descobriu independentemente a técnica s publicada
em 1740 em seu trabalho [12] (veja [6, p. 534]).

Fatores de integracao foram utilizados em problemas especificos antes mesmo de Clai-
raut e Euler desenvolverem uma teoria mais geral. Por exemplo, Fatio de Duillier em uma
carta a Huygens em junho de 1687 [7], integrou 3x —2ydx = 0 multiplicando ambos os la-

2 ..—3

dos por y?>x~3 para obter 3y%?x~2

—-2y%x3dx, que é d(y3x2) = 0. Portanto, a solugdo é
y3x?=c.

A teoria geral de Clairaut foi motivada por um artigo de 1738 de Alexis Fontaine, de
que Clairaut foi designado como referee. Clairaut redigiu um parecer negativo para o tra-
balho de Fontaine e, em seu artigo [5], publicado no ano seguinte, apresentou um método
mais simples para integrar equacdes diferenciais, como também criticas ao método sugerido

por Fontaine. O trabalho de Fontaine, intitulado Le Calcul Integral [O Célculo Integral], ndo

foi publicado até cerca de 30 anos depois, quando apareceu com nome Mémoires Donnés a



50

I’Académie Royal des Sciences Non Imprimés Dans Leur Temps [Resumos Dados A Acade-
mia Real de Ciéncias, Nao Impressos em Seu Tempo] (veja [8, p. 29]), reimpresso em 1770
como [9].

John L. Greenberg em [10] reconstruiu o provdavel método de Fontaine a partir das pou-
cas fontes que restaram. Uma vez que as versdes publicadas possuem as melhorias propostas
por Clairaut, Greenberg diz que o esfor¢o de Fontaine foi praticamente desnecessario.

Durante o periodo entre a rejei¢c@o e a publicacdo do método de Fontaine, a tnica téc-
nica disponivel era a de Clairaut, e, por essa razdo, a teoria de Fontaine nunca foi realmente

usada para resolver uma equacao diferencial inexata.



APENDICE B - CALCULODE L, ME N

Temos que N,M e L sdo funcdes da forma N = ax+by+cp, M =ex+ fy+gpe

L= Ax+ By+ Cp. Substituindo esses valores na equacdo (veja (3.29) no Capitulo 3)

0L 0N 0N oM _OL OM
N—-L—+M =

— -N—-M—+L—=0,
ox  0x op op 0y+ oy

obtemos

(ax+by+cp)A — (Ax+By+Cpla+(ex+fy+gp)c

- (ax+by+cp)g—(ex+ fy+gp)B+(Ax+By+Cp)f=0.
Fazendo os devidos cancelamentos,

Aax + Aby + Acp=Aax—-aBy—aCp+cex+cfytcgp—gax
— gby—gep—Bex=Bfy-Bgp+ [Ax+fBy+ [fCp=0,
encontramos
x(ce—ga—Be+ fA)+y(Ab—aB+cf—-gb)+ p(Ac—aC—-Bg+ fC)=0,
donde
ce—ga—Be+ fA=0,
Ab—aB+cf—-gb=0,
Ac—aC-Bg+ fC=0.

Vamos resolver o sistema pelo método da adi¢do ou cancelamento. Para encontrar B, multi-

plicaremos a primeira equacao por b e a segunda por — f.

bce—bga— Bbe+fAD =0,
=fAb+ faB—- fcf+ fgh=0.



Somando as equagdes, vem que:
bce—bga—Bbe+ faB—cf?+ fgh=0,

donde
_bga—bce+cf*—fgh
B fa—be

Substituindo o valor de B na segunda equacao do sistema, encontramos A:

B

4 bga—bce+cf?>—fgb

Ab +cf-gb=0,
fa—Dbe cr-8
donde
Abfa—AbZe—azbg+abce;aﬁf2;afg’bj>a€2ﬁ—cfbe;gbﬁ+gb2e_0
fa—be 7
Dai,
Abfa—b*e) = a’bg — abce+ cfbe— gh’e.
Isolando A,
b(a’g—ace+cfe—ge)
A= ;
b(fa—be)
cancelando b,
A_azg—ace+cfe—gbe

fa—be

Para encontrar C, substituimos os valores de A e B na terceira equacado do sistema:

azg—ace+cfe—gbe)c_ac_(bga—bce+cf2—fgb g+ fC=0

fa—be fa—Dbe

a’gc—ac’e+c*fe—ghec — (af —be)aC—bg*a+beeg —cf*g+ fg*b+(af —be)fC _

fa—Dbe
—(af —be)aC+ (af —be)fC=—a’gc+ac’e—c*fe+bg*a+cf’g— fg’b

(af —be)(—aC+ fC) = —azgc+acze—czfe+bg2a+cf2g—fg2b

—a’gc+ac’e—c’fe+bg’a+cfig—fg’h

Ca+ = af —be
_ —a(-c*e—-bg*) + f(—c*e—bg*) - a*gc+cf?g
ctar= af —be
_ 2,72 2 g2
C(—a+f)=( a+ f)(-c“e—bg°)+gc(—a”+ )

af —be

52
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(—a+f)(~c’e—bg>) +gc(f—a)(f +a)

Ca+p= af —be
~ _(—a+f)(-c*e—bg*+cfg+ago)
Coatf)= af —be

co agc+cfg—c*e—bg?
- af —be '
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