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Um estudo sobre séries com o uso da Transformada

de Laplace

Italo Pereira Da Silva Medeiros*

26 de junho de 2018

RESUMO
No presente trabalho, abordaremos técnicas para o calculo da soma dos seguintes tipos
de séries:
00 rn r 1ya_ ub
Z . f du,
1 (n+a)(n+b) “b-a o 1-ru
e

b
x 1 (! rua
3 :—-f du.
0

opan+b a 1-ru

O termo u é tomado como sendo e~ *, advindo essencialmente da Transformada de Laplace
em que se baseiam as técnicas aqui apresentadas. Os resultados que apresentaremos sdo de-
vidos a Lesko e Smith [6].
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ABSTRACT

In this article, we will give techniques for evaluating the sum of the following types of

numerical series
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The term u is considering as being e™*

, coming essentially from the Laplace Transform,
method in which the techniques presented here are based on. The results we will present are

due to Lesko and Smith [6].

Keywords: Laplace Transform. Convergent Series. Exact Sum.

I INTRODUCAO

Equacao algébrica é toda aquela em que as incégnitas sdo nimeros, enquanto que uma
equacdo diferencial € uma equacdo em que as incdgnitas sdo fungdes e em que aparecem,
além da funcdo a ser encontrada, as derivadas desta funcdo. Numa equagdo diferencial, a
incégnita € uma fungdo y(), onde ¢ € a varidvel independente e y € a varidvel dependente.

Equacgdes diferenciais descrevem a maneira como certas quantidades variam com o
tempo. Essa equacdes sdo associadas geralmente a condi¢des iniciais que descrevem o estado
inicial do sistema estudado.

Uma técnica muito poderosa para resolver problemas envolvem equagdes diferenciais
e algumas séries numéricas € a Transformada de Laplace, que transforma o problema ori-
ginal em uma expressdo algébrica (através de um operador integral) elementar que, uma vez
resolvida, nos fornece a solug@o do problema original, com a utilizacdo da Transformada
Inversa de Laplace.

Uma parte importante do estudo do Célculo envolve a representacdo de fungdes como
somas infinitas. Isso requer que a operacdo usual de adi¢do em conjuntos finitos de nimeros
seja estendida para conjuntos infinitos. Para tanto, usamos um processo de limite através de
sequéncias.

A parte essencial do estudo de séries numéricas se resume, na verdade, a analisar sua
convergéncia ou divergéncia. H4 alguns tipos especificos de séries cuja convergéncia ou
divergéncia é simples de se observar, fato que permite que estas séries sejam usadas como
comparacao para estudar a convergéncia de outras séries.

Determinar o valor da soma de uma série, contudo, ndo € em geral uma questdo facil,
existem casos bem interessantes, pode ser at€é mesmo impossivel de ser feito de maneira
exata. Efthimiou [3] partiu do seguinte problema, proposto por Fischer [4], para desenvolver
uma técnica para encontrar o valor exato de uma vasta classe de séries convergentes de

termos racionais:



A partir dos resultados bem conhecidos

x 1 n.z 00 1
Z o= ¢ Z 2 =1,
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Encontre o valor exato da série convergente.

Lesko e Smith [6] revisitaram a técnica desenvolvida por Efthimiou [3], baseada na
Transformada de Laplace, e ilustraram uma aplicacao mais geral dessa técnica.

No presente trabalho, apresentaremos os resultados devidos a Lesko e Smith [6]. Mais
precisamente, abordaremos técnicas para o cédlculo da soma dos seguintes tipos de séries:

o) rn r lua_ub
= f du,
m1(m+a)(n+b) b-a Jo 1-ru

L
x 1 ! rue
Y ——-[ du.
0

sjan+b a 1-ru

O termo u é tomado como sendo e™*

, advindo essencialmente da transformada de Laplace
em que se baseiam as técnicas aqui apresentadas.

Este trabalho estd organizado como segue. Na Secdo 2, apresentaremos alguns con-
ceitos e resultados necessarios para que o leitor possa compreender o texto: trataremos da
transformada de Laplace, do estudo de séries numéricas infinitas e de séries de funcdes. Na
Secdo 3, apresentaremos os principais resultados deste artigo, que consistem em aplicar a

Transformada de Laplace para calcular a soma de determinadas séries numéricas.

2 PRELIMINARES

2.1 A Transformada de Laplace

O método da Transformada de Laplace ¢ uma importante ferramenta para resolugcao
de equagdes diferenciais, em particular EDO’s. Esse método é caracterizado pela aplicagdo
de um operador integral a uma fungdo f(¢). A fungdo f(¢) é, entdo, levada do dominio do
tempo ¢ ao dominio da frequéncia s, onde as manipulagdes algébricas normalmente sdo mais
simples.

A seguir, introduziremos a Transformada de Laplace e estudaremos algumas de suas
principais propriedades. Em nosso estudo, seguiremos [9]. Para mais detalhes, remetemos
também o leitor a [2], [8] e [10].



Definicao 1. Sejam f uma funcdo valorada em R ou em C da varidvel t > 0 e s um pardmetro

real ou complexo. Definimos a Transformada de Laplace de f como

(e.0] T
ZLIf()] =F(s) =f e S f(tdt = lim f e T f(pdt, (1)
0 =00 Jo
desde que o limite exista (isto é, seja um niimero real).

Quando este limite existe, a integral (1) converge. Quando ndo, a integral diverge, e
ndo ha Transformada de Laplace definida para f.

O parametro s pertence a algum dominio na reta real ou no plano complexo. Matema-
ticamente, o dominio a que s pertence é muito importante. Entretanto, na pritica, quando
equagoes diferenciais sdo resolvidas, o dominio de s € ignorado.

A notagdo £ designa a Tranformada de Laplace que toma fun¢des do tipo f = f(7) e
gera uma nova do tipo F(s) = Z(f(1)).

Exemplo 1. Vamos encontrar a Transformada de Laplace de f(t) =t para s > 0.

Temos:

T

lim | e s f(Hdt (coms>0)
T—00 0

ZL(f(1)

T
lim t-e Sldt.
T—00 0

Usando integracdo por partes, obtemos:

oo
L1 = f t-e*ldt
0
_e—st oo_e'st
= t —f dt
S 0 S
_t'e_St l_e—S[ 00
= [
_]_ _ e_St [ee)
= ety ]|
S 0
_ 1
= 2

Definicao 2. Uma funcdo f é chamada continua por partes se seu dominio pode ser dividido
em diversos intervalos tais que f é continua quando restrita a cada um deles e possui limite

nas extremidades de cada subintervalo, exceto possivelmente em +oo.

2.1.1 Convergéncia e Existéncia

A integral que define a Transformada de Laplace nem sempre converge, €, neste caso,
dizemos que a fun¢d@o ndo possui Transformada de Laplace. As fung¢des f(#) = el’ e f(n= %

sdao exemplos de funcdes que ndo possuem Transformada de Laplace.
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Definicao 3. Uma funcdo é dita de ordem exponencial em [0,00) se existem constantes
C>0ek, tais que | f(1)] < C-e**, ¥Vt € (0,00) n Dom(f).

Exemplo 2. A funcdo f(t) = cos(2t) é de ordem exponencial em [0,00), pois para C =1 e
k=0, temos:
If(0)] =|cosp)|<C-ek'=1,Vr>0.

Para a classe das funcdes que sdo continuas por partes € de ordem exponencial, a

transformada de Laplace é bem-definida.

Teorema 1. Se f(t) é integrdvel em cada intervalo [a, b] c [0,00) e de ordem exponencial

C, entdo a Transformada de Laplace de f(t) existe para s > C.

Demonstragdo. Como a funcio f(t) é de ordem exponencial C, entdo existem constantes
C,M >0e T >0 tais que | f(£)| < Me® para todo ¢t > T. Assim, sendo H = T, a transfor-

mada de Laplace pode ser escrita como a seguinte soma:

(e ) H (e )
ZLIf(0] =f f(t)e'”dt=f f(t)e'”dt+f f(e *'dt
0 0 H

A primeira parcela da soma estd bem definida, pelo fato de ser uma integral do produto de

duas fun¢des integraveis no intervalo [0, H]. Agora, como H = T, podemos estimar

|fHoof(t)e‘“dt|

IA

T T
limf If(De ™ |dt < limf Me‘ e~ *'dt
T—00 H T—00 H

oo

= [T
H

M

—c¢
c—S H
M

e (s c)H,
S—¢C

—(s—o)t >

s§>cC

Como limy—. STMCe‘(S‘C)H =0, aintegral [;° f(f)e *"dt converge para todo s> ¢, ou seja,

a transformada de Laplace existe neste dominio. O

Teorema 2 (Condigdo de existéncia). Se f é continua por partes e de ordem exponencial,

entdo existe uma constante « € R tal que
oo
f e St f(ndt
0
converge para todos os valores de s > «.
Demonstracdo. Como f € de ordem exponencial, existem C > 0 e « reais, tais que

|f(H)]<C-e*.
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Logo, temos que

‘f e_”f(t)dt‘ < C-f eI gy
0 0
C

= lim (1= e 500
h—oo S—

C
= ses>a.
s—a

Logo, a transformada de Laplace de qualquer func¢éo de ordem exponencial existe. [

2.1.2 Propriedades da Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace possui algumas propriedades operacionais, herdadas da

integracdo, conforme veremos a seguir.

Proposicao 1 (Linearidade). Sejam f e g duas funcoes cujas Transformadas de Laplace,
ZLIf()] =F(s) e ZLIg(D)] = G(s), existem para s > a e s > b, respectivamente, onde a e b
sdo constantes. Entdo, para qualquer s > max{a, b} existe a Transformada de Laplace da

Sfungdo Af(t) +ug(t), em que A, u € C sdao constantes. Além disso, vale
LAf+ug))=A-ZL[f(O]+pu-ZLIg(n)].

Demonstracdo. Temos:

ZLIASf + ug) ()]

f[/l-f(t)+u-g(t)]-e'”dt
0

/lf f(t)-e‘”dtwf g(n-e'dt
0 0
= pw-ZLIfOl+p-ZLigl.

Exemplo 3. Desejamos encontrar a Tranformada de Laplace da fungdo f(t) = sin(wt).

Pela formula de Euler, temos

1. .
sin(wt) = Tl ("Wl — g7tWhy,
i

. _i iwt —iwt
jf[sm(wt)]—zl, {2[6 |—ZLle ]}.
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A Transformada de Laplace da fun¢do g(t) = e® ¢é igual a ﬁ Assim,

1 1 1

ZLlsin(wn)] = - —

21 |s—iw s+iw

1 S+iw)—(s—iw)

Y (s—iw)-(s+iw)

1 2iw ]

20| 2+ w?

3 w

s+ w?

Proposicao 2 (Derivada). Suponhamos que f seja derivdvel e que sua Transformada de
Laplace, £L1f(t)] = F(s), exista para s > a, onde a é uma constante. Suponhamos também
que a derivada de f, f', seja continua por partes em [0,00]. Entdo, a Transformada de

Laplace da derivada existe para s > a e
LIf' (0] =s-ZLIf (D] - f(0).

Demonstragdo. Temos:
(e 9]
:£f’(z):f et fl(nder.
0

Usando integragdo por partes, obtemos:

ZIf' ol = ﬂ””ﬁtl;fmi—&fﬁdt

—ﬂm+&f F0-edr
0
5 LLD] - [(0).

|

Exemplo 4. Desejamos encontrar a Transformada de Laplace da derivada de segunda or-
dem da funcao f, ou seja, L1f" (1)].

Temos:

L1f" ()]

a .
zwggfuﬂ
s-ZIf' (01— f'(0)
= s {s- LI - fO}-f 0
= - ZLIf(O]-s-f0) - f 0.

Observacao 1. Mais geralmente, valem as seguintes identidades:
210
gf"(t)

s-Lf(1)-f0),
L) -5 £0) - f(0),

LM s L) - sV F0) - sP2 L f10) == FUD(0).
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Proposicao 3 (Deslocamento). Se f é uma funcdo cuja Transformada de Laplace F(s) existe

para s >0, entdo
Lle - f(H]=F(s—c), paras>a+c.
Demonstracdo. Para s—c > a, temos:

F(s—¢) e Ut f(ndt

S— 55—

e St f(n)dt

Ll f(D].

2.1.3 Transformada Inversa de Laplace e Fracoes Parciais

A Transformada de Laplace determina solucdes de EDO’s construindo, a partir de y(f),
a transformada Y (s) = Z[y(#)]. O operador que retorna y(t) a partir de Y (s) € a Transfor-
mada Inversa de Laplace. Escreveremos LY (9)] = y(¢) para denotar a transformada
inversa.

No célculo de alguma transformada Z|[f], podemos nos deparar com expressoes raci-

P(s)
Q(s)’

€ conveniente decompor F em fracdes mais simples. Faremos isso através do Método das

onais, do tipo F(s) = onde P(s) e Q(s) sdo polindmios. Para encontrar a inversa £~ ! [F]
Fracoes Parciais.

Ilustraremos inicialmente o caso em que Q(s) s6 tem fatores lineares nio repetidos, ou
seja, Q(s) é da forma:

Qi)=(s—ap-(s—ap)----- (s—ap).

Entao decompomos F(s) em fracdes do tipo

A A A
Fls)=—— + 2 4.4 21
s—a; S—a» S—ap
2
Exemplo 5. Vamos decompor F(s) = %.

Observe que o denominador so tem fatores lineares e ndo repetidos, donde podemos

escrever F(s) na forma

s2+35s—-6 A B C
F(§)=————=—+ + .
s(s—1)(s-2) s (s-1) (s=2)

A partir de cdlculos simples, obtemos A= —3;B =2;C =2. Logo,

s?+3s-6 -3 2 2
_— = —+ + )
s(s—1)(s—2) S (s—1) (s—2)

Isso torna o cdlculo da Transformada Inversa de Laplace bem mais simples.
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Exemplo 6. Desejamos calcular

1 [6s%—25%+24
s*(s2+4)
Usando a técnica de fracoes parciais, veremos que a fungdo pode ser escrita como
Fs) = [652—2s4+24 _ A, _B
st(s2+4) st s2+4
_ A(s*+4)+Bs!
B s4(s2 +4)
_ Bs*+As°+4A
- s*(s2+4)
donde obtemos A=6 e B=-2.
Assim,
0 [632—234+24 _ ol lg_ B
st(s2+4) st s2+4
[6 ] 2
=2 [F] Z s2+4

Fazendo uma comparag¢do (com uma tabela de transformadas inversas), vemos que

a

32—2+4 = =7, 0 que resulta em

Fi(s) = % = S,ILLI o que resulta em fi(t) = t", e Fy(s) =
fo(8) =sin(at).
Dai, temos como solu¢do

f() =3 —sin(20).

2.2 Séries Numéricas

Seja (an) nen uma sequéncia de nimeros reais. Consideremos a soma infinita

[e.°]
Y an=ar+az+-+an+--
n=0

Para dar sentido a essa soma, consideremos a sequéncia
n
Y ai=ar+ay+--+ap=Sp.
i=0
Definicao 4. (i) Sea sequéncia (S;)nen) converge para, digamos, S € R, isto é, lim;, .o S, =
S € R, dizemos que a série numérica )5, a, ¢ convergente e entdo escrevemos

o21an=S. O miimero S é chamado de soma da série.

(ii) Se a sequéncia (Sy)nen) € divergente, isto é, lim,_.o, S, ndo existe ou é infinito, dize-

mos que a série }.5 | an é divergente. Neste caso, a série ndo tem soma.

Os numeros ap, ay,... chamam-se termos da série numérica; o n-ésimo termo a, da
sequéncia (a,) € dito o termo geral da série; e a sequéncia (S,) (reny) € chamada de sequéncia

de somas pareciais.
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2.2.1 Séries Geométricas

Uma série geométrica de razio r e primeiro termo a ¢ uma série numérica da forma

o0
a-r"l=a+ar+ar’+---,
n=1

com a,r € R\ {0}.
Teorema 3. A série geométrica 3., ar ! diverge se, e somente se, |r| =1, e converge se,
e somente se, |r| < 1. Neste ultimo caso,

a

o0
Yar"l=—0!.
n=1 ]._r

Demonstragdo. Temos que

Sn ajtax+az+---+ay

ata-r+a-r*+---+a-r"Y,

Multiplicando S;, por r, obtemos

Sp-r=a-r+a-r*+a-r*+---+a-r"

Subtraindo, encontramos

(n-1) n

Sn—=Sp-r=a+a-r+---+a-r ~a-r—a-r*—--—ar"VY-a.r"

Assim,

a—a-r" a a-r’
1-r 1-r 1-r"

Sp=Sp-r=a-a-r"=S,-1-rN=a-ar"=§,=

. n s ~
Fazendo n — oo, temos que 4~ — 0, desde que |r| < 1. Neste caso, oncluimos, entdo, que
1-r
a
1-r

. n . .
, > — 00, 2 — +oo, , )
Note que, quando |r| =1 e fazendo n teremos ‘f_’r +00, Ou seja, diverge O
. ’ . n
Exemplo 7. Para quais valores de a a série 3 W tem soma 1?

Note primeiro que esta é uma série geométrica, pois seu termo geral é dado por

3" 3" 1 3" _a(3)"
ar=1.2n1 " gnogl.on.2 T g7l qn.2n T 2 '

~2'\2a

A condi¢do para que esta série convirja é

<1,

2a
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isto ¢, |al > 3/2.

O primeiro termo desta série é

a ( 3 ) 3
a=—:|—|=-.
2 \2a 4
Supondo a série convergente, sua soma seria dada por

3
a) 4

Impondo que S = 1, encontramos a = 6. Observe que este valor para a é compativel

com a condigdo para que a série seja convergente.

2.2.2 Série de Dirichlet

Definicio 5. Chamamos série de Dirichlet a série definida por
o0
1
> )
n=11
X1
com p>0. Para p =1, a série Z ; denominada série harmonica.

Teorema 4. A série de Dirichilet (2) é convergente se p > 1 e é divergente se 0 < p < 1.

Demonstracdo. Se 0 < p <1, entdo 1/n” = 1/n. Como sabemos que a série harmonica
diverge, por comparag¢do, 0 mesmo acontece com a série >, 1/n”. Se p > 1, entdo, por
comparagdo com as reduzidas da série geométrica 357 | 2"/2"", vemos que a série 357, 1/nP

converge.Para compreenssio do Critério da comparacao, veja o livro do Elon [7] . O

Exemplo 8. (a) A série Y° diverge, pois, neste caso, p == < 1.

nl\/—

1
(b) A série Z — converge, uma vez que p =e > 1.
n=11

2.2.3 Propriedades das Séries Numéricas

Teorema S. Para todo p €N, a série numérica Y5, an converge se, e somente se, 3 5 pQn

converge.
A demonstragdo € imediata.

Teorema 6. Se as séries numéricas Y5, a, e Y5, by sdo convergentes, com somas S e T,

respectivamente, entdo:
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(i) A série Y7 | (an £ by) converge e tem soma S+ T.

(ii) Para todo a €R, a série 3.5 | a - a, converge e tem soma aS.

Demonstragdo. (i) Sejam S, e T, as sequéncias das somas parciais das séries }7”, a, e
Y521 by, respectivamente. Como essas séries sdo convergentes, temos que limy, .o, S, =S e
lim, .o T =T.
Seja R, a sequéncia das somas parciais de série soma, isto é, R, = Z;’zl(a jt+bj) =
7:1 aj+ 2?21 bj=Sp+ Ty. Entdo lim, oo Ry =lim, .o S+ Ty, = S+ T, isto &, 57, (a, +
b,) é convergente e tem soma S+ T.
(ii) Seja S, a sequéncia das somas parciais da série Y5, a,,. Por hipotése, lim,, ., S;, =

. A . (i oo ~ wn _
S. Seja R, a sequéncia das somas parciais da série }.07, @ - a,. Entdo R, = Zj=1 a-aj=
n

a-) aj=a-S,. Segue-se que lim, .o Ry =lim,—co S, = @-lim,_ce Sy = @ S. Isso
j=1

mostra que a série Y57, @ - a, € convergente € tem soma - S. O

Teorema 7 (Condicdo Necessaria de Convergéncia). Se a série numérica ¥, a, é conver-

gente, entdo limy,_.o, a; = 0.

Demonstracdo. Sendo Y 3 | a, uma série convergente, a sequéncia das suas somas parciais,
Sn=ar1+ax+...+ay, tende para um certo real S. A sequéncia Si;11) = a1+ az+...+ap+ap+)
tende para o mesmo limite, pois € uma subsequéncia da anterior.

Como S(+1) = Sp+a+1), temos que ap+1) = S(n+1)—Syn- Uma vez que lim;,—.oo Sn+1) =

lim;,—.o Sy, concluimos entdo que lim;,—., a(+1) = 0, e, portanto, lim,,_.., @, = 0. [

2.2.4 Séries de termos niao negativos e Séries alternadas

(e8] (o]

Teorema 8. Seja Z a, uma série de termos ndo negativos. Entdo a série Z a, é conver-
n=1 n=1

gente se, e somente Se, a sucessdo das suas somas parciais é limitada.

n
Demonstracdo. Seja S, = Z aj. Se a série € convegente, entdo, por defini¢do, a sequéncia
j=1
S, tem limite finito; consequentemente, € uma sequéncia limitada.

Reciprocamente, suponhamos que S, € limitada. Como a, = 0, temos que S;+1 = Sy,
Vn eN, ou seja, S, é uma sucessdo mondtona crescente. As duas afirmagdes anteriores

implicam a convergéncia de S,, o que equivale a dizer que a série Y57 ; a, é convergente. [

Definicdo 6. Dizemos que uma série Y5 | an é absolutamente convergente quando Y5, |ay|

converge.



18

Definicao 7 (Sequéncia limitada e Limites superior e inferior). Uma sequéncia (a,) é dita
limitada superiormente guando existe c € R tal que a,, < ¢ para todo n € N. Analogamente,
uma sequéncia (a,) ¢ dita limitada inferiormente quando existe d € R tal que a, = d para
todo n € N. Uma sequéncia (ay) é dita limitada quando é limitada tanto inferiormente
quanto superiormente. Neste ultimo caso, equivalentemente, uma sequéncia (a,) é dita
limitada quando existe uma constante real M =0 tal que |a,| = M para todo n € N.

Se (ay) é uma sequéncia limitada, digamos que seja @ < a, = f para todo n € N, entdo,
considerando o conjunto A, = {ay, an+1,...}, temos que [a,fl > Ay 2 A, DDA, D

Logo, pondo x; :=inf A, e y, :=sup A, temos que
a<x1<xp<-<xp<--=Syp<---=<yp<y <p.
Definimos, entdo, o limite inferior de (a,) como
x =limx, =sup x, =supinfA,
n
e o limite superior de (a,) como
x=limy, =infy, = irnlfsup Ap.

Teorema 9 (Critério de Cauchy ou daraiz). Sejam Y5, a, uma série e lim,,_.o, V/|a,| = L€
[0, +00).

(i) Se L<1, entdo a série .\ | a, é absolutamente convergente.
(ii) Se L>1, entdo a série ¥, ay € divergente.
(iii) Se L =1, entdo nada se pode concluir.

Demonstragdo. (1) Seja 8, tal que 0 < L <6 < 1. Por defini¢do de limite superior, existe ng
tal que se n > ny, entdo V/|a,| <9, e, dai,

[ [&.°]
Y lagls ) 6" <oo.

n=ngpy n=ngp

(i1) Pela defini¢do de limite Superior, existe uma subsequéncia (ay,) satisfazendo

"/lan >1, VK,

[ee)
donde |a,, | >1 se keN. Logo, lim a, #0e Z a, diverge.
oo n=0
(111) Observe, por exemplo que a série harmonica Y32, < L diverge, enquanto a série

X 1
) — converge e lim = lim =1. |

n=ng n2 - \/_ n—oo \/_
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L. 2 .
Exemplo 9. A série Y | 5 converge, pois

n nz ]. n 1
lim {/—=—=--1lim Vn :§<1.

n—oo \| 27 2 n—oo

Teorema 10 (Critério de D’ Alembert ou da razdo). Dada Y57 a, em i com a, # 0Vn,

sejam

.. lapsl

r = liminf ——

an|

‘ 1]
. An+1
R = limsup ——.

lanl

(i) Se R <1, entdo a série dada é absolutamente convergente.
(ii) Se r>1, entdo a série dada é divergente.
(iii) Se r <1 <R, entdo nada se pode concluir.

Demonstragdo. (1) Seja 6 € R tal que R < 6 < 1. Pela defini¢do de limite superior, existe rg

tal que para n > ny, teremos "f;—;l“ < 0. Entdo, para n > ny, obtemos a desigualdade
lan|l |ap-1l lany+1l _
|an|= — . : '|an0|56n no'lanol»
lan-1l |an—o| |an0|

donde segue-se que Z‘,’f:no la,| < +oo.

(i1) Existe ng tal que n > ny implica '—Tgﬁ—' > 0, para algum § > 1. Dai, segue-se que

lap1l = 1apl = lap| >6 >0

(ii1) Imite o argumento do dltimo item do teste da raiz. |

Os testes apresentados até agora exigiram como hipdtese que os termos das séries
envolvidas fossem positivos. Agora estudaremos as séries cujos termos ndo sdo necessaria-

mente positivos, mas cuja convergéncia ainda podemos garantir por testes apropriados.

Definicao 8. Chamamos série alternada a toda série em que dois termos consecutivos tém
sinais opostos, ou seja, a toda série da forma

o0
(1" ay
n=1

ou
o0
Y (=D"-ap,
n=1

com a,; >0, VneN.
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(o]

Teorema 11 (Critério de Leibniz). Se a, >0 Vn € N, a série alternada Z -n"1t.a,
n=1

converge se verifica as seguintes condigoes:

(i) lim,_a, =0;
(ii) a sucessdo (an)nen) € decrescente, ou seja, ag+1)— an <0,VneN.
Demonstragdo. Seja S, a sequéncia das somas parciais desta série, isto €,
Sp=ar—ar+az—..+(=1)" . a,.
Investiguemos as subsequéncias de indices pares e impares. Temos:

Sop=a1—ax+...+ ax_1 — arg

Soks1 =1 — Ap + ...+ App_1 — Aok + Afy1-

A subsequéncia Sy € crescente, pois, como a, € decrescente,

Sokr2—Sok = @ —ap+ ..+ ax_1— Ayt Aopy1 — Goks2 — (A1 — G2 + ...+ dog—1 — A2k)

= A2k+1 — A2k+2

0;

v

e ¢ uma sucessao limitada, porque
So=Sop=a;-(ay—as)+(as—as)+...+ axi] < ay.

Sendo uma sequéncia limitada e monétona, Syx € uma sequéncia convergente.

Raciocinio andlogo se usa para mostrar que a sequéncia Syj.; também converge.

De Sor+1 = Sok + aop41 resulta que limy oo Sojy1 = ,112130 Sk, Visto que por hipétese
a, vai para zero. Como as subsequécias dos termos de ordem par e de ordem impar tem o

mesmo limite, S, € convergente. Portanto, a série Y9 (=" 1. a, é convergente. O

_Dk .
Exemplo 10. A série 377, Sn(l}c) é convergente, pois é alternada e m decresce para 0

quando k — oo.

Exemplo 11. A série Z‘,’le(—l)”“rl % é convergente, pois % é uma sequéncia de termos

positivos, decrescente e lim — =0. Assim, sdo satisfeitas as condi¢oes do Teorema 11.
n—oon
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2.2.5 Séries absolutamente convergentes e séries simplesmente convergentes

Nessa subse¢do, veremos um critério para decidir se uma série € convergente, mesmo

se nela houver termos negativos.

Teorema 12 (Convergéncia absoluta). Se a série Y97 | | a, | é convergente, entdo a série

Y00, an também é convergente.
Demonstragdo. A série Y57, | a, | € convergente se, € somente se,
Va>03peN:m>n>p=|ap1l+...+lanll <a.
Como | @ys1+ ...+ aml| < lans1 | +... +aml,

Va>03dpeMN:m>n>p=>|ap+...+apl<a,

oo

> 1 an & convergente. O

ou seja, a série ).

n-1

(S
Exemplo 12. A série )_ b

12
n=1
Se mostrarmos que esta série é absolutamente convergente, entdo ela serd convergente.

é convergente ?

Veja que

que é uma série de Dirichlet, com p =2 > 1.

Logo, a série é convergente.

Defini¢do 9. A série Y5 | ay é dita simplesmente convergente se a série Y0 | a, converge

e Y52 lan| diverge.

Exemplo 13. A série Y22 (-1)"*!. % ¢ simplesmente convergente.

2.3 Séries de Funcoes

Como o nome sugere, séries de funcdes sdo séries cujos termos sdo fungdes. Mais
precisamente, seja X € R e considere uma sequéncia de fungdes fi, f2,..., fn...: X — R.

Tomemos a soma formal

n=1

Esta série define uma fungdo f: X — R? Isto €, para cada x € X, a série converge? Esta é a

questdo central que tentaremos, pelo menos parcialmente, responder.
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2.3.1 Séries de Poténcias

Definicao 10. Uma série de poténcias com centro em a é uma série da forma
oo
apta;-(x—a)+ay- (x—a)’+-+ay x—a) +-- = Z an-(x—a)". 3)
n=0

Observe que uma série de poténcias é sempre convergente para x = a, pois, neste caso,

obtemos a série numérica ap+0+0+---, cuja soma é ay.

Definicao 11. Chamamos intervalo de convergéncia da série de poténcias (3) ao conjunto

de todos os valores de x para os quais a série converge.

Exemplo 14. Determinemos o intervalo de convergéncia da série

o0 (x_ l)n

>

n=0 n!

Podemos observar que a série é centrada em a = 1. Vamos utilizar o teste da razdo,

visto anteriormente, para estudar sua convergéncia:

4 (x—l)"+1
. (n+1) . (n+1)!
lim |— = lim
n—ool q, n—o0 x;l})"
: x—1)
= lim |[——
n—ool n+1
= 0, VxeR.

Definicao 12. O raio de convergéncia R de uma série de poténcias da forma (3) é dado por:

A(n+1)

R= im‘
n—ool a,

desde que o limite exista ou seja igual a +0co; ou

desde que o limite exista ou seja igual a +oo.
Observacao 2. Note que
(i) Se R =0 a série converge para x = a.
(ii) Se R = +oo a série converge ¥V x € TH.

(iii) Se R €]0,+o0[ a série converge pelo menos para todos os x €la— R, a+ RI.
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2.3.2 O Teorema de Abel

Teorema 13 (Abel). Seja Zan - x" uma série de poténcias cujo raio de convergéncia r é

finito e positivo. Se Z a,-x" converge, entdo Z a,-x" converge uniformemente no intervalo
0,7]. Em particular, lim () a,-x")=) a,-x".

[0,7]. Em p lim (3 an-x") =) an

(&)
Observe que, Z an-x" = Z an-x" Na demonstragdo, usaremos o teorema de Dirichlet
n=1
(veja [7], Teor. 21, Cap. 1V, pag. 115), que assevera o seguinte: Seja Z a, uma série (ndo

necessariamente convergente) cujas reduzidas s, = ay + az + - - - + a, formam uma sequéncia
limitada. Seja (by) uma sequéncia ndo crescente de niimeros positivos com lim b, = 0. Entdo
a série Z anb,, é convergente.

Usaremos também o seguinte lema (veja [7], Cap. X, pag. 310).

Lema 1. Seja Zan uma série (ndo necessdriamente convergente) cujas reduzidas S, =
ay + az + -+ + ap sdo limitadas, isto é, existe K > 0 tal que |Sy| < K para todo p € N. Seja
b1 =bs == by, =+ uma sequéncia ndo crescente de niimeros b, = 0. Entdo, para todo

p€Nvale |ayby + a bz +---+ apb,| < K- by.
Demonstracdo do Teorema de Abel. Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ny implica
A1 7"+ apaar™ P+ an+,,r”+”‘ <€, VpeN.

Dado n > ny, escrevemos a,, = an+pr”+p, Vp € N. Estes a);, cumprem a hipétese do

Lema 1, com K = &. Para todo x € [0, r], temos

2 p x\n
n+l1 n+2 n+ X X X
A"+ Apao T+ QT p|:‘a1-(—)+ag-(—) +---+ap-(— =] -
r r r r
X

Usando o Lema 1, com by, = (;)”, concluimos que, para todo n > ng e x € [0, r], vale

2 e x\n+l1
+ .- an+pr p|<_£'(_) <_£)
r

n+l n+
Ap+1T + apyol

seja qual for p € N. Isto prova que Z anx" converge uniformemente em [0,r]. Como cada

termo a,x" é uma fun¢do continua, a soma f(x) = Z anx" é continua em [0,r]. Logo,

Z anxn = f(r) = x%_ f(JC) = x%_ (Z anxn) .
O

Observacao 3. (i) As mesmas conclusdes do teorema de Abel valem com —r no lugar de

r. Basta tomar a série ) (-1)"a,x".

(ii) a série Z anx" converge uniformemente no seu intervalo de convergéncia (—r,r) se,

e somente se, converge nos pontos r e —r.

T ) . .
(iii) a série Z ————x"" converge uniformemente em cada intervalo (—1+6,1], com § > 0,
n

mas ndo converge uniformemente em (-1,1].
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2.3.3 Dois resultados de integragio (ou como comutar os simbolos ) e [)

Algumas fun¢des muito simples ndo podem ser integradas no sentido aprendido nos
cursos de Célculo. Tal € o caso, por exemplo, da fun¢do de Dirichlet f : [0,1] — R definida
por

1, se x€Q,
fx)=
0, se x e R\R.
Esta funcdo ndo € integravel a Riemann, isto €, ndo existe fol f(x)dx, conforme o leitor
concluiré a partir do Teorema 20, a pagina 273 de [7].
Uma nova teoria da integracdo foi proposta pelo matematico francés Henri Lebesgue

no comeco do século passado. A funcdo de Dirichlet € integrdvel a Lebesgue e

f Yodu=p@nIo,1]) =0,
[0,1]

em que renomeamos a funcdo f por g, a funcdo indexadora do conjunto de todos os niime-
ros racionais, restrita ao intervalo [0, 1]. Introduzir este novo conceito de integracdo, contudo,
foge aos propositos deste trabalho. Precisariamos, para tanto, dado um conjunto nio vazio
X, definir uma o-algebra 2l sobre X e uma medida u sobre esta o-algebra, estabelecendo,
assim, um espaco de medida (X,2l, u) onde faria sentido definir a integral de Lebesgue de
certas fungdes f de X na reta estendida R U {+o0}.

No entanto, necessitaremos de dois resultados que pertecem a teoria da integracio de
Lebesgue. Vejamos quais sdo eles. O leitor interessado pode procurar detalhes em [5].

Seja (R,M, 1) o espaco de medida de Lebesgue sobre R.

Denotemos por L* o espago das fungdes integraveis f : R — [0, +oo], isto é, tais que
Jfdu<oo.

Teorema da Convergéncia Monétona. Sejam (f;,) uma sequéncia de fungdes em L* tal que
fi<fiy1paratodoie f = nlim fn=sup f,. Entdo | fdu :limffndu.

Como coroldrio, temos o seguinte
Teorema 14. Sejam (f,) uma sequéncia finita ou infinita de fungoes em Lt e [ = Z fn-

Entdoffd,u:;ffndu. i

Denotemos por L! o espaco das funcdes integraveis f: R — R U {00}, isto &, tais que
S1fldu < oo.
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Teorema da Convergéncia Dominada. Seja (f,,) uma sequéncia de fungdes em L! tal que
fn — f em quase todo ponto, isto €, u({x: f,(x) #~ f(x)}) =0, e tal que existe uma funcao

ndo-negativa g € L! satisfazendo |f},| < g para todo n. Entdo fe L' e [ fdu= ,111_{1()10 f fndp.

Como coroldrio, temos o seguinte

o0

Teorema 15. Suponhamos que (f,,) é uma sequéncia de funcées em L' tal que Z | frl < oo
n=1

[e.¢] o0
Entdo Z | fn| converge em quase todo ponto para uma funcdo em L' e f (Z | fn|) du =
n=1

n=1

gl [ fucas

Para os resultados apresentados no restante deste artigo, esclarecamos a relacio exis-
tente entre as integrais de Lebesgue e Riemann que nos permitird fazer dos dois teoremas
anteriormente apresentados.

Seja f:[a,b) — R, em que —oo < a < b < +oo. Suponhamos que:

(1) f € continua em quase todo ponto de [a, b);

(i) f € limitada em [a, c] para todo c € [a, b);

b c
(ii1) a integral impropria de Riemann f f)dx= linz f(x)dx existe.
a c=bJa

Tomando uma sequéncia crescente (c,) < [a, b) tal que nlim ¢, = b, temos a igualdade
—00

b cn Cn Cn
f f(x)dx = lim f f(x)dx. Se lim f | f(x)|dx < oo, entdo, observando que[ | f(x)|dx =
a n—o0 a n—oo a a

| fldu, f € integravel no sentido de Lebesgue em [a, b) e

la,cnl

[ b
fdp= lim fdu= limf f(x)dx:f fx)dx.
n—oo a a

la,b) =0 Jla,cp]

Remetemos o leitor a [11] para detalhes.

3 VALORES EXATOS DE SOMAS INFINITAS

Apresentaremos agora um estudo em que a Transformada de Laplace é usada como
ferramenta para o cdlculo da soma de alguns tipos de séries infinitas.
Efthimiou [3] desenvolveu uma técnica para encontrar o valor exato de séries da forma

y

- - ) -1,-2,-3,...}. 4
n+a)(n+b) emque a,b¢{ 3,...} (@)
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Ele aplicou a mesma técnica para séries do tipo ».0° | %, sendo P e Q polindmios
que obedecem a condi¢do grau(P) — grau(Q) = 2 e P se fatora completamente com fatores
lineares sem raizes em {1,2,3,...}.

A técnica de Efthimiou pode também ser aplicada quando Y3, 1, € uma série infinita,
em que u, pode ser escrito como uma transformada de Laplace do tipo u,, = [~ e " f(x)d x.
Assim, o que tinhamos como uma soma de ndmeros reais pode entdo ser escrito como uma
soma de integrais. A primeira vista, isso pode ndo parecer um progresso, mas, ao trocar a
ordem do somatdrio e da integracdo (com manipulagdes adequadas), obteremos uma nova
série (geométrica!) que podemos avaliar facilmente.

Aplicando o somatdrio em u, e na integral, temos

(o]
> un
n=1

Y | e fdx
n=170

f f(x)) e ™dx.
0 n=1

—_ P P M P M . pd —X .
Para cada x, Y7, e”"* é uma série geométrica cuja soma é 15? Assim,

o0 o0 e—x
’;lun—fo f(x)-(l_e_x)dx.

Se essa integral for facil de avaliar, obteremos a partir dela a soma desejada.

Para ilustrar essa técnica, consideremos a série (4) com a # b. Suponhamos que b >
a > —1. O n-ésimo termo pode ser escrito como uma transformada de Laplace. Usando o

método de fragdes parciais, podemos mostrar que

1 oS nx (e—ax _ e—bx)
e —_|dx.
(n+a)(n+Db) fo ¢ b-a o

De fato, temos que

1 A .\ B _A(n+b)+Bn+a
n+a)(n+b) n+a n+b  (m+a)(n+h)

)

o que implica
1=An+Ab+Bn+Ba=Ab+Ba+ (A+ B)n;

logo,
Ab + Ba =
{ A + B =0,
donde obtemos
A= ! e B=- !
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e, portanto,
1 1 ( 11
n+a)(n+b) b-a\n+a n+b

1 (o] (0,0
— (f e—(n+a)xdx_f e—(n+b)xdx),
b—al\Jy 0
1 o0
—:f e "“dx.
u 0

1 1 o —(n+a)x —(n+b)x
_— = f (e —e )dx
(n+a)(n+b) —alJo

y 00 e—(n+a)x _ e—(n+b)x
fo b—a
00 (o= NXp=ax _ e—nxe—bx
fo b—a

oo ( ,—NX(,—ax _ ,—bx
f e (e e ))dx
0 b—a

fwe_nx (L_e_bx) dx
0 b—a

Como os integrantes sdo todos ndo-negativos para 0 < x < oo, podemos aplicar o Te-

pois

Agora, note que

Jax

Jas

orema da Convergéncia Monétona para mudar a ordem da soma e da integral, encontrando

assim

X 1

o0 oo iy (e—ax _ e—bx)
Yo e [
n=1 0 b—(l

00 e—ax_e—bx o) i
- | —nx g
fo ( b- ) L e

a n=1

1 *© —-ax _ —bx ( e’ )
b—afo (e e ") o7 dx.

oo ,—ax _ ,—bx
L f ¢ e tdx
b—a Jo l-e*

vamos fazer uma mudanca de varidveis adequada. Assim, tomemos u = e~ * o que implica

=1 (n+a)(n+b)

Para simplificar a integral

du = —-e *“dx. Os limites de integracdo passam a ser

xX—oo —=>u-—0,

x—0 — u—1.

1 foo e—ax_e—bx y 1 fo u®— ubd
. —_— = — . u
b-a Jo l1—-e* b-a Ji 1-u

1 1 ua_ub
= f du.
0

Assim,

b-a 1-u
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Exemplo 15. Vamos encontrar a soma da série }_ Note que essa série é da

o) 1
n=1 n(n+1/2)"
forma (4) coma=0e b= %

Usando a técnica esbocada acima, temos

[ee] 11_ i
y—1 z-f “ Ju.
=l n(n+1/2) o 1—u

Podemos simplificar a integral, usando o produto pelo conjugado:

11— yz l—u? 1+u?
2-[ du = 2-] - —du
o 1—u o 1—-u 1442

1
0 (1—uw)|l+uz
L |
2-] ldu.
0 1+u2

1 ~
Agora usemos a técnica da mudanca de varidvel na integral: se x =1+ uz, entdo
L_du. Como u=(x-1)?, entdo du=2(x-1)dx. Dai,

2-u?
1 1 lul
Z-f -du 2-[ —2(x—-1)dx
0 1+ uz 0, X

lugx 2
Z-f ———dx
0

u

dx=

2.[2x— 21n(x)]|1“

1 1
2. [2(1 +ut)—2-(n(l+ ui))] ‘O
2-[(4=2) = 2-In(2) - 0)]
4-4-In(2) = 4[1 - In2)].

Exemplo 16. Na série (4), facamos a = 0, e seja b um inteiro positivo. Vamos calcular a

1
soma Y37 | nn+b)
Temos:
x ] 1 l1-ub
. _-f du
=1 n(n+b) b Jo 1-u
1 fl(1—u)(ub'1+ub'2+...+u2+u+1)
- . du
b 1-u
1 1
= Ef Wb '+ ub2+ .+’ +u+1du
0
1 [ub yb? B R 1
= —|—+ +...+—+—+u‘
b b b-1 3 2 0
1
b

( 1 1 1)
Al+=+=+. 4.
2 3 b
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3.1 Uma técnica mais geral

A técnica de Efthimiou [3] pode ser generalizada para séries da forma
o0
Y Unvy, (5)
n=1

em que podemos tomar apenas v, como uma transformada de Laplace. Podemos escrever
a série (5) como uma soma de integrais, sendo que agora um fator de u, aparecerd antes
de cada integral. Se a ordem do somatdrio e integracdo puder ser trocada (novamente, com
manipulacdes adequadas), precisaremos encontrar uma soma explicita para a série h(x) =

Y92 upe”"*. Se conseguirmos fazer tudo isso funcionar, teremos:
o0 o0 oo
Youpvp = Y up-| e f(x)dx
n=1 n=1 0
(e.¢] o0
f f(x)(z une_”x) dx
0 n=1

f f)h(x)dx.
0

[+~

Foi isso que Lesko e Smith [6] fizeram e é o que passaremos a investigar aqui.

Consideremos a série
o0 rl’l

)3

n=1
emque r € [-1,1), a>0e b=0. Conforme mostrado anteriormente, podemos reconhecer

1
an+b

(6)

an+b’

como sendo igual a Transformada de Laplace do tipo

fooo e . (e_a_bx) dx.

Dai,
ol ea*a 1 [ (e
f e " ( )dx = —f e (n+“)xdx
0 a aJo
_ L (n+%1x] =
= =
B 1 [ a
~ al an+b
B 1
~ an+b’
m>rn,e—nx.e%?
Partindo do fato de que r # —1, as somas parciais de Z ——— sdo dominadas supe-

n=1 a

riormente por
—bx —bx e
axl €7 e rle
Pl nx |= .( ).
a a 1—|rje ™

>

n=1
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Assim,
—bx

X e |r|-e”* 1 [ |r|-e*
. dx<—- —|dx < o0.
0 a 1—|r|-e* a Jo \1—|r|-e %

Vamos entdo aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para alterar

a ordem da soma e da integragdo, para obtermos:

—b-x

i " i ©rlte™" . e7a d
= —_—aX
—ian+b =1Jo a
Ju
o0
T.C.D.L _
o f Z ﬂ YLde
0 :
N ‘n
A série Z 1 * é uma série geométrica convergente com soma W Segue-se que
n=1
X 1 [ b re %
by f i (— dx.
= an+ b aldo l1-re~*

Novamente fazendo a mudancga de varidvel para u = e™*, temos uma integral do tipo

1 ! rus
_.f du
a Jo 1-ru

Esta férmula é vdlida para todo r € (-1,1), desde que Y2

1 lru
€2 Jo

——du convirjam

n= 1an+b
para r = —1 satisfacam as condi¢des do Teorema de Abel.

Exemplo 17. Vamos encontrar o valor da soma Y% 5 quando a=1e b=0.

n= lan+

oo 4N 1

r r
Z—=f du
e N 1) o 1—-ru

Resolvemos a integral pelo método da mudanca de varidvel. Se x = 1—ru, entdo

dx=-rdu. Dai,
1 r 1”1
f du —f —dx
o 1-ru . X

= —[n@lly"
= —[n(1-ruwllp
= —[In(1-r)-In(1)]

- (=],

Vamos, por fim, aplicar a técnica descrita anteriormente a soma

Temos:

n

Z —_— (7N

(n+a)(n+b)
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emquerel[-1,1leb>a>-1.

Como mostrado no inicio desta se¢do, podemos escrever na forma de uma

(n+a)(n+b)
transformada de Laplace. Supondo r € (—1,1), as estimativas de somas parciais sdo seme-
lhantes as que foram mostradas anteriormente.

Assim, temos

00 rn [o¢] 1
n;(nm)(mb) - ,,;r (n+a)(n+ b
00 oS —-ax _ ,—bx
= o f (—e ¢ )dx
= b—a
T.C.D.L f“(e ax e_bx) OZO: P g
0 b-a n=1

1 o —ax —-bx ( re " )
= . — —|dx.
b—a fo (e e l—re* o

Fazendo a mudanga de varidvel u = e™* e as manipulacdes devidas (como visto anteri-

ormente), encontramos

00 rn r lua_ub
Z f du
1 (n+a)(n+b) b—a o l—-ru

1 —
Isto funciona para r € (-1,1). Mas, uma vez que a soma infinita e 3= - ”1 r‘; du

existem para r = +1, elas devem ser iguais para r = =1, em virtude do Teorema de Abel.

Exemplo 18. Tomemos em (7) a=0e b =1, ou seja, Y.°° Substituindo na integral,

n= 1n(n+l)
temos - - .
-u u
r.f du:r-f du+(—r)-f du:=1L+D.
o 1—-ru 0o 1—-ru o 1—-ru
Para resolver I, fazemos x =1—ru, donde dx = —rdu, isto é, du = —4X._ Assim,
1, =1 1y 1
r-f —dx = —f —dx
0, X 0, X
= [-In(x=1- ru)]l(l)
= [-In(1-r)+In(D)]
= —In(1-r1).
Para resolver I, fazemos novamente x =1 —ru, donde du = —d—x eu= rx . Assim,
1, =01 1 lu(1
—r-f — L —dx = —-f (——l)dx
Ou X r Jo, \Xx
1
= —[Inx=1-ru)—-(x=1- ru)]l(l)“
r u
1
= 7'[[(1—T)—lll(l)]—[(l—l’)—lll
In(1-r)

= 4L
.
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Somando os resultados de I e I,, encontramos

x L1-u In(1-r)
; (n+1) fo du= —In(1-r)+1.

1-ru r

3.2 Alguns exemplos numéricos

A seguir, apresentaremos mais alguns exemplos numéricos que figuram como exerci-

cios em [6].

A. Seja be{1,2,3,...}. Vamos seguir 0s passos abaixo para dar uma prova alternativa de que

a série (4) (com a =0) tem soma + b (1+3 + +.. +b)

1
(i) Usar a Transformada de Laplace de — = f e”"*(e"P")d x para mostrar a igualdade:
0

[e’s) 1 1
b-1
; (n+b) fo u ln(—l_u)du.

(11) Mostrar que

Temos:

®)

18
I I
S 18
® S |-
& S
= 8
Me
s = &
o o
| =
5 =
.
=

Il
s—
8
|
S
=
—
118
S| 4
=
N —
Q
=

Resolvendo o parénteses (da mesma forma que calculamos (6), fazendo aqui a=1e¢e b =0),

temos:

o) —-X\n 1 -x,,0
Z e = f AL _u du
0

l—-e*u

1 e—x
[
o 1—e*u
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Facamos uma mudanca de varidvel: tomando v = 1-e *u, temos dv = —e *du. Além

disso, quando u =0, entdo v =1; e, quando u =1, entdo v =1 — e *. Segue-se que
1 -X 1-e*
e 1
[ —C  du - - f Lav
0o 1—-e*u 1 v

L |
=f —dv
1-ex U
1

- ln|v||
1-e*

= In(1))-In(1-e7%

= —In(1-e™).

Voltando a integral inicial na dltima linha de (8), obtemos a integral

o0
- f e P*In(l — e ) dx. 9)
0
Facamos uma nova mudanca de variavel. Desta vez, tomemos u = e™*, donde du = —e *dx,
18to €, dx = —f_—ﬁ‘c = —d—u”. Além disso, quando x =0, entdo u = 1; e, quando x — oo, entdo

u — 0. Finalmente, note que e ?* = (e7¥)? = u?. Colocando todas estas informagdes na

—(—folubln(l—u) (_—Zu))

1
= —f wPu'In(1 - wdu
0

integral (9), chegamos a

o0
—f e PIn(1—e )dx
0

1
—f ub_lln(l —wdu
0

1 1
f ub_lln( )du.
0 1-u

PASSO 2. Queremos mostrar que fy x’'In({)dx =4 (1+4+4+--+1), em que b e
{1,2,3,...}.

Vamos primeiro calcular a integral indefinida [ x?~'In(7X=) dx. Recorde que In(c?) =

d-Inc. Assim, [x"~'ln (1=)dx= — [xP~1In (1 - x) dx. Integremos por partes. Fazendo

u=In(1-x),dv=x""1dx, obtemos

dx xb
d = - y T —
“ 1-x v b
Dai,
b b
b1 x’In(1-x) lf X
In(1-x)dx= + = dx.
fx n(l-x)dx b o 1=+ X

Como b € {2,3,...}, efetuando a divisdo de polindmios que aparece no integrando da dltima

integral acima, obtemos

xb=(l—x)(—xb'l—xb'z—---—x—1)+1,
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donde
X 1
=P b x4 .
1—-x 1—-x

Retornando aquela dltima integral, encontramos

«b
f dx = f—xb'l—xb'z—---—x—1+ dx
1—-x 1-x
P 2
= —y—m —————— x—ln(l—x)
Logo, temos
b b b-1 2
b=111 (1 — _X'In(l-x) l(_x__x__ - )
fx In(l-x)dx= b +b b b1 5 x—-Inl-x)|+C,

em que C é uma constante de integracdo que deixamos para incluir por dltimo. (Nao es-
crevemos In|1 — x| porque estamos interessados em valores de x entre O e 1.) Retornando a

integral indefinida original, encontramos

-X b\b b-1

Como 1 ndo pertence ao dominio da fung¢io x — x”~'In (ﬁ), a integral definida que estamos

1 1 1 b b-1 2
fxb_lln(l—)dx:E(l—xb)ln(l—x)+—(x—+ ad +~--+%+x)+C.

interessados em calcular € uma integral imprépria. Temos

1 1 € 1
f xb"lln( )dx lim xb"lln( )dx
0 1-x e—1Jp 1—-x

1 Kb bl 2
= ?Ef E(l—xb)ln(l—x)+—(?+ +---+7+x)

€

b -1

0

b
1 b b cb-1 2
= llf% Z(l—e )ln(l—e)+—b(7+b_1+-~-+?+e)

Se conseguirmos mostrar que lin}[(l —e?)In(1-€)] = 0, nosso trabalho estard concluido.
€—
Perceba que este limite é uma indeterminacgdo do tipo 0 x co. Reescrevendo

In(1-¢)
1 )
1-€b

podemos aplicar a regra de L’Hopital duas vezes para obter

In(l1-¢) ]

(1-€e"In(l-¢) =

lim

e—1

1
1—€
1

lim[(1 —e?)1In(1 - €)]
e—1

b

1-€
e—1 _beb!
(1-¢eb)?

(1-eh)?
bebl(1—¢)
. 2(1 —eP)eb1
e=1(b-1)eb=2(1—¢) — b1
= 0.

= lim

e—1
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B. Encontrar valores exatos para as séries a seguir, usando técnicas descritas nesta se¢ao.

1 ua_ub
r
(Bl) Zn ln(n+5) (b—a) j(; 1—ru du.

Fazendor=1,a=0¢e b =5, temos:

1 luO_u5
_.f du =
5J 1-u

la-ww*+ b+ +u+1)
=% du

1
f W+l + P +u+du
0

u5 LL4 u3 u2
=+ —+—=—+—+u
5 4 3 2

[1 1 1 1 ] 1 (137) 137
=ttt =+1|== | —|=—.
5 4 3 2 5 160 300

‘ 1

il = 1| = Q1| = O1] =~

By, L =ye 4

n=1 n

Aqui, temos r —i a=1e b=0. Logo:

b 1
1 (! rus 13
—-f du f —du
a Jo 1-ru o 1—%

= [In@d-uwlly
= —ln(3)+ln(4):ln(§).

(B3) Zn 1(2,11)+1 _( 1) Zn 12n+1

Indentificamos os seguintes valores: a=2, b=1e r = —1. Podemos entdo usar uma

integral igual a do exemplo anterior:
1 ! 1 (! (-Duz
R P
a Jo 1-ru 2 Jo 1-(-Du

1! uz
= —f du.
2Jo 1+u

Fazendo uma mudancga de varidvel trigonométrica, podemos facilmente resolver essa

als




integral. Seja u = tan?(x), o que implic

1
1! uz 1 [lu
—f du:—-f
2o 1+u 2 Jo,

1y
f tan®(x)dx
0y

=" | D (=~
(B4) Zn ln(n+1) (=1)- Zn 1 nn+l)"

adu=2-tan(x)-sec?(x)dx. Dai, temos

Vv tan2(x)

5 -2-tan(x) -sec®(x) | dx
sec(x)

1y
f (secz(x) -1)dx
0y

[tan(x) - x]]"

[V —arctan(v/u)]lg

b/
[1—arctan(1l) + arctan(0)] =1 - Z

Comoa=0,b=1er=-1, temos

1 1-—
(—l)r-f udu
o 1—-ru

g_llﬂ
(BS5) Zn 1 n(n+2) _( 1)- Zn 1 n(n+2)"

Temos: a=0,b=2¢e r=-1Dali,

1) _fll ub
ol—ru

n 1 n(n+k)

k¢{-1,-2,-3,...}.

11_
= f du
0 1+u

u
[/ du— du
0o 1+u () 1+

+1—1
[ln(1+u)]\0— UO ”Hu du]

1 1 1
[ [} e
0 0o 1+u
u+In(l+ u)]l(l)

ully=1-2In(2).

1
(In(l + u)]‘o—

—[In(1+u) -
—2In(1 +u) -

11_
f du
o 1+u

f (1—u)(1+u)
1+u

|

-],

Nl— N — [\JI»—* [\Jlr—‘
-

1
2

|

36
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Vemos que a=0, b=ker=3. Assim,

f u®—ub 1 fll—uk
= —- du
b —ru 2k Jo 1—%
1 [l2a-uk
_ _.f 20-u?)
2k Jo 2-u

B fllu
Tk

Dividindo os polindmios do integrando, encontramos

uk -2 k-1 k-2 k=3 k-3 k-2 k-1
> =(u +2u +4u +2 u+2 )+(2 —1).
u_

Segue-se que

1 (luk-2 1 !
—-f du E-f ( k‘l+2uk‘2+4uk‘3+---+2k‘3u+2k‘2)du
0

k u—2
12k1
)

(uk Zuk 1 4uk 2 2k—3u2 o )1
L, L2 )
k k-1 k 2 2 0
12k1
T

(uk+2uk 1 4uk 2 +2k_3u2+2k—2 )|1

= e u
K\ k k-1 k—2 2 0

2k-1—1 11
+ f du
k 0 u—2

1(1 2 4 2k=3 k_z)
= —|=+ ot —+2

k\k k-1 k-2 2
2k—l_ .
+T[ln|u—2|]|0
1 [(1 2 4 2k=3
= —|[=+—+—+r— 22 2 ) InE) |.
K [(k k=1 k-2 2 ) ( In(2)

4 CONCLUSAO

O estudo sobre séries usando a Transformada de Laplace nos propiciou um rico itine-
rario que englobou desde a revisdo de fatos bdsicos sobre séries numéricas até topicos mais
avancados da Andlise, como a prépria Transformada de Laplace e alguns conceitos e resul-
tados acerca de séries de funcdes. Tangenciamos também uma nova teoria de integragao,

que esperamos poder retomar num curso de Teoria da Medida na pés-graduacdo. Como, em
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geral, esses topicos ndo sio vistos (ou, quando vistos, ndo sdo aprofundados) nos compo-
nentes curriculares, durante a graduacdo, o itinerdrio que percorremos até a preparacdo deste
Trabalho de Conclusdo de Curso se configura como um enriquecimento de nossa formagdo
matematica.

Embora as técnicas desenvolvidas neste trabalho para o cdlculo da soma de algumas
séries infinitas nao sejam novas (hd também outras maneiras de fazer o mesmo), essas téc-
nicas sdo um bom método para determinar o valor exato de certas somas infinitas, a ser,
inclusive, incorporado ao dia a dia da prética docente quando se aborda os contetdos de que

aqui tratamos.
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