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SEQUENCIAS QUE PREENCHEM INTERVALOS
RELACIONADAS COM NUMEROS DE
FIBONACCI

Sabrina Xavier Gomes*

RESUMO

Neste artigo, trataremos o conceito de sequéncias que preenchem intervalos, que con-

cerne a representagdo de x € [0, S] na forma
[e.°]
Y endn, emque e, =0o0ul.
n=1

A sequéncia (A,) € decrescente e satisfaz A, < Ap41+ Api2 + Apsg +---. Além disso, os
termos A, sdo positivos e a série }.°° ; A1, é convergente com soma S. Estudaremos o caso
particular em que A, = 1/(F,)" € a sequéncia formada pelos inversos dos nimeros de Fibo-

nacci elevados a um numero real r € (0, 1]. Este trabalho baseia-se em [7].

Palavras-chave: Nimeros de Fibonacci. Representacdao de nimeros reais. Sequéncias que

preenchem intervalos.

ABSTRACT

In this paper, we will treat the concept of interval-filling sequences, which concern to the

representation of x € [0, S] in the form

P18

€nAy, wheree, =0oul.

n=1

*Aluna de graduagio do curso de Licenciatura Plena em Matematica da Universidade Estadual da Paraiba.
Email: sabrinagomes.05@gmail.com. Este artigo de conclusao de curso foi escrito sob orientagio do Prof. Me.

Arlandson Matheus Silva Oliveira.



The sequence (A,) is decreasing and satisfies 1, < 1,41 + Ap42 + Aj13 +---. Moreover, the
terms A, are positive, and the series Y77, A, is convergent with sum S. We will study the
particular case when A, = 1/(F,)", where F,, are the Fibonacci numbers and r is a real num-
ber that belongs to (0,1]. This work is based on [7].

Keywords: Fibonacci numbers. Representation of real numbers. Interval-filling sequences.

I INTRODUCAO

Eis uma versdo de uma antiga piada matematica: Todos os niimeros sdo interessantes.
Com efeito, suponha que o oposto disso € que € verdade. Denote por X o conjunto de todos
os nimeros reais ndo interessantes e nao negativos. Como X # @, seja xo a maior cota inferior
para os elementos de X. Se x( € X, entdo € notavel o fato de existir um menor nimero ndao
negativo e desinteressante. Se, por outro lado, xp ¢ X, entdo ndo existe um menor ndmero
ndo interessante e ndo negativo, o que, sem duvida, € interessante. Raciocinio andlogo se
aplica aos nimeros negativos. Segue-se que todos os nimeros sio interessantes.

Alguns ndmeros, contudo, s@0o mais interessantes que 0s Outros. E o caso, por exem-
plo, das bases naturais dos sistemas de numeracdo mais conhecidos, notadamente o sistema
bindrio e o decimal. Nas mais variadas e corriqueiras situacdes, representamos nimeros em
termos de poténcias do nimero 10. Dado um nimero natural N, existe uma tnica forma de

escrevé-lo como
N=arn - 105 + ap o1 - 10571 44 65.10% + a1 - 10+ ag,

em que k(N) é um nimero natural ou zero e os digitos ou algarismos a; sdo tomados no
conjunto {0,1,2,...,9}. Todo ndmero real no intervalo (0, 1) se escreve como

0,01612@3...2 7
i=110

com a; € {0,1,2,...,9}, para todo i € N. Esta representacdo, contudo, em geral ndo € unica,
como ilustra o nimero 0,5 =0,4999.... E assim por diante.

Embora estas representacdes ndo nos causem hoje em dia mais espanto do que o ne-
cessdrio para ou até nos habituarmos com elas (em particular, com as contas que precisamos
fazer para obté-las), o percurso que vai desde o agrupamento de objetos em conjuntos com
igual nimero de elementos até o profundo nivel de abstracdo inaugurado pelos analistas a
partir do século XIX € um dos mais longos e complexos da histdria das ideias matemadticas.

O leitor pode encontrar mais informacdes a esse respeito em [4] ou [15].



Modernamente, surgiu a questdo de representar um nimero real em uma base ndo
inteira e, mais recentemente, em termos de uma sequéncia de nimeros reais. E esta segunda
questao que motiva os estudos desenvolvidos no presente artigo.

Dizemos que uma sequéncia (1,) de nimeros reais positivos tal que
(1) M 2/122/132"' (S
(i) S:=Y9  Ap<+o0

preenche intervalo se todo nimero x no intervalo [0, S] pode ser escrito na forma
[e0)
x=) enhn,
n=1

em que £, =0 ou 1 para todo n € N.

O estudo das sequéncias que preenchem intervalos foi iniciado por Z. Dardczy, A. Jarai
e L. Kdtia [2]. A partir de uma sequéncia que preenche intervalo (SPI), os autores definiram
o conceito de fungcdo completamente aditiva. Em [3], eles mostraram que as Unicas func¢des
completamente aditivas com relagdo a uma SPI sdo as fungdes linares, isto €, as funcdes da
forma f(x) = c- x, para alguma constante c € R.

Recorde que a sequéncia de Fibonacci é definida pela seguinte relacio recursiva:
F=1 F=1 e,paratodon=1, Fyuip=F,+F,;.

A representacdo de nimeros reais em termos dos nimeros de Fibonacci foi investi-
gada inicialmente por J.L. Brown [1] e por P. Ribenboim [14]. E. Herrmann [7] estudou
sequéncias que preenchem intervalos relacionadas com nimeros de Fibonacci. Um resul-
tado central aqui € uma conjetura feita em 1914 por S. Kakeya [9] e provada por J.L. Brown
[1].

Os resultados principais deste artigo sdo devidos a E. Herrmann [7] e podem ser enun-

ciados como segue.

Teorema A. Para cada r € (0,1] fixado, a sequéncia (1/ (F,)"), em que F, denota o n-ésimo
niimero de Fibonacci, preenche intervalo, isto é, todo niimero x no intervalo [0, S;] pode ser

escrito como

=Ly eneon o

emque Sy =)0 1/ (Fp)'.

Teorema B. Nas condi¢oes do teorema anterior, para cada x com 0 < x < Sy, o conjunto Cy

de todas as diferentes expansoes de x na forma (1) tém a mesma cardinalidade que R.
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Este artigo organiza-se como segue. Na Sec¢do 2, apresentaremos os conhecimentos
analiticos essenciais para a compreensao do texto e alguns fatos a respeito da sequéncia de
Fibonacci que nos serdo uteis. Na Sec¢do 3, demonstraremos os Teoremas A e B anterior-
mente enunciados. A demonstracdo destes resultados consiste basicamente na aplicagdo do
Teorema de Kakeya (veja o Teorema 3.4) e da Desigualdade de Jensen (veja o Lema 3.1) a

sequéncia (1/(F,)") e a suas subsequéncias.

2 FIBONACCI ENCONTRA CAUCHY

A sequéncia de Fibonacci surgiu antes da era comum, na India, em conexdo com a
tradi¢fio sanscrita da prosédia. Fora da India, a primeira vez de que se tem noticia desta
sequéncia € no livro Liber Abaci, escrito por Fibonacci e publicado em 1202. Johannes Ke-
pler, em 1611, ja havia obervado que a razdo de nimeros de Fibonacci consecutivos converge
para o nimero de ouro da geometria cldssica. Contudo, a verificacdo de fatos como este s
se tornou possivel gracas ao trabalho dos analistas europeus do século XIX em diante, no-
tadamente com o Cours d’Analyse, de 1821, do fisico e matematico francé€s Augustin-Louis
Cauchy, que rejeitou as bases algébricas adotadas pelos matemdticos Euler e Lagrange e

propds substitui-las pelo rigor fundamentado na geometria e nos infinitésimos.

2.1 Sequéncias de naimeros reais

Uma sequéncia € uma lista ordenada de ntimeros reais. Mais precisamente, damos a

seguinte

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcdo x : N — R. A imagem de
cada n € N serd denotada por x,, em lugar de x(n), e serd denominada o n-ésimo termo
da sequéncia. Denotaremos a sequéncia x por (x,). Uma subsequéncia de (x,) consiste na
restricdo de x a um subconjunto infinito N = {ny < np <---} cN. Uma subsequéncia serd

denotada por (xy,).

Exemplos desta defini¢do sdo dados por uma sequéncia constante (x,) = (c,c,c,...),
em que c € R, por (x,) =(1/n) e por (x,) =(1,-1,1,-1,1,-1,...). Duas subsequéncias desta
ultima sequéncia sao, por exemplo, (xX;)npar = (=1,-1,-1,...) € (Xp) pimpar = (1,1,1,...).

As sequéncias que mais nos interessam aqui sdo aquelas cujos termos se tornam “arbi-

trariamente préximos” de algum nimero real. Formalizaremos isto com a seguinte

Definicao 2.2. Diremos que uma sequéncia de niimeros reais (x,) converge para L € R se

para todo € > 0 existe ny = ny(€) € N tal que n > ng implica |x, — L| <e.
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Neste caso, diremos também que L é o limite da sequéncia (x,) e escreveremos
limx, =L
para denotar este fato.

Segue-se imediatamente desta defini¢do que o limite de uma sequéncia, quando existe,
é unico. Com efeito, se limx,, = L e L’ é um ndmero real diferente de L, entdo, escolhendo
€ > 0 tal que os intervalos (L—¢, L+€) e (L'—¢, L' +€) sao disjuntos, temos que x, € (L—¢, L+€),
para todo indice n suficientemente grande, de maneira que (x,) ndo pode convergir para L'.
As sequéncias convergentes estdo intimamente relacionadas ao estudo da continuidade
de fungdes. Recordamos que uma fungdo f: X c R € continua em um ponto a € X de seu

dominio se
para todo € > 0 existe § = (¢) > 0tal que x € X, |[x— a| < d implicam | f(x) — f(a)| <e.

Caso a € X seja também um ponto de acumulagdo de X, isto €, caso todo conjunto da forma
(a—6,a+0), 6 >0, contenha algum ponto de X diferente de a, esta defini¢do coincide com
aquilo que aprendemos em Célculo: f: X cR é continua em a € X se, e somente se, existe
o limite de f(x) quando x € X se aproxima de a, e este limite € igual a f(a). Uma fungdo
f: X cR é dita continua se for continua em todos os pontos de seu dominio.

O resultado a seguir estabelece uma relacdo entre sequéncias convergentes e funcoes

continuas.

Proposicao 2.1. A fim de que uma fungdo f : X c R seja continua em um ponto a € X é
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos (x,) < X com limx, = a, se
tenha lim f (x,) = f(a).

Demonstragcdo. Suponhamos, inicialmente, que f seja continua em a. Entdo, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que x € X e |x—al < § implicam |f(x) — f(a)| <e. Seja (x,) < X com
limx, = a. Para este 9, existe ng € N tal que n > ny implica |x, — al < §. Logo, para todo
n > ng, temos que | f(x,) — f(a)| <€, o que mostra que lim f(x,) = f(a).

Reciprocamente, se, para toda sequéncia de pontos (x,) < X com limx, = a, temos
lim f(x,) = f(a), mas f ndo é continua em a, entdo existe €y > 0 tal que, para todo § > 0,
existe x5 € X com |x5—al <6 e |f(x5) — f(a)| = €y. Escolhendo, sucessivamente, 6 =1/n
paran=1,2,3,..., construimos assim uma sequéncia x, de pontos de X que converge para a,
mas tal que a sequéncia (f(x,)) ndo converge para f(a), contradizendo a hipétese. Portanto,

f € continua em a. O

Exemplo 1. Devida a sua propria construgdo sequencial, a fungdo f : (0, +00) — R dada por
flx) = xA, em que A é um niimero real fixado, é continua. Como, no entanto, esta construg¢do

foge ao escopo deste trabalho, remetemos o leitor interessado em detalhes a [10].
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O conceito de sequéncia convergente também nos permite dar sentido a uma igualdade

do tipo

1 1 1

— _+...+_+...:1,

2 4 2n

na qual o primeiro membro é uma “soma” com infinitas parcelas. E claro que ndo tem sentido

+

somar uma infinidade de niimeros reais. O que aquela igualdade exprime € o limite
. 1 1 1
lim (=+=+---+—]|.
n—oo\2 4 2n
Seja (a,) uma sequéncia de nlimeros reais. A partir desta sequéncia, formamos uma

nova sequéncia (s,) cujos termos sdo as somas
Sit=a, SH=a +ay, ..., Sp=aitax+---+ay,

que chamaremos as reduzidas ou somas parciais da série
(o]
Y ap.
n=1
A parcela a, chama-se o n-ésimo termo ou termo geral da série. Se existir o limite
S= lim sn=r}i£1;o(a1+a2+---+an),

n—oo

o0

diremos que a série }.7° |

an € convergente, e o limite S serd chamado a soma da série. Se a
sequéncia das reduzidas ndo convergir, diremos que a série }.0° | a, € divergente.
As vezes, é conveniente considerar séries do tipo Y77 ) a,, que comegam em dy em

vez de a;.

Exemplo 2. Considere um niimero real a tal que 0 < a < 1. Observe que a sequéncia cujo
n-ésimo termo é

sp=1+a+a*+---+a"

é limitada e crescente, logo converge. Afirmamos que

lim s, = ——.
n—00 l1-a
Com efeito, note que
1-— an+1
Sp=——,
" l-a
logo
1 an+1
Sn— = .
" 1-a| 1-a

Como 0 < a< 1, sabemos que limy_ ak =0, e, dai,

n+l1

lim =0.
n—ool—-aq
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Mais formalmente, dado € > 0, podemos obter ny € N tal que n > ny = a"*! < e(l - a).

Segue-se que

an+1
n>ny= <€,
1 —
donde
1
sp——| <e.
l—-a
. 1 , .. .. fo%e] n »
Logo lim,,_.oo Sy = 15> como queriamos provar. Isto significa que a série ). a" é conver-

gente com soma igual a 1/(1—a), desde que 0 < a < 1. Tal série é dita uma série geométrica.
Exemplo 3. Seja (a,) uma sequéncia satisfazendo

(i) ayzapz-z2a,=:¢

(ii) lima, =0.

Entdo a série alternada ¥°° | (-1)"*'a,, converge.

Com efeito, a subsequéncia (s2y) € limitada e crescente. O Teorema da Convergéncia
Mondtona nos permite afirmar que existe S € R tal que S =lim s,,,. Agora note que Syp+1 =
Sop + Aopy1, donde

lim sy, =lim(So, + aopne1) =S+0=S.

O fato de que tanto (s25,) quanto (Sz+1) convergem para S implica que lim s, = S.

Exemplo 4. Seja a, # 0 para todo n € N. Se lim|a,1/a,l <1, entdo a série Y57 |ayl
converge.

Com efeito, seja c € R tal que L< ¢ <1, em que L =lim|ay,+1/ay,|. Entdo, para todo n
suficientemente grande, teremos |an1/ Gyl = |ani1ll1an < c = c**1/c", donde |an 1|/ c <
lay|/c™. Assim, a sequéncia de niimeros ndo negativos (|an|/ c™) é ndo crescente a partir de
uma certa ordem, logo é limitada. Como a série geométrica Y. c" converge, comparando
as somas parcais da série Y. |ay| e da série ). Mc", em que M é uma cota superior para os

termos da sequéncia (|ay|/c™), concluimos que a série Y7 | |a,| converge.

2.2 Sequéncia de Fibonacci

Comecemos com a sequinte

Definicao 2.3. A sequéncia de Fibonacci (F,) ¢ a sequéncia definida recursivamente por

FL=1, F=1 e paratodon=1, Fyi»=F,+F,4.
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Observacao 2.1. Por vezes, é conveniente considerar a sequéncia de Fibonacci com valores
iniciais Fop =1 e F; =1 (ou mesmo Fy=0 e F; = 1), caso em que a relagdo recursiva Fy o =

F,, + F,+1 é tomada para n = 0.

Dentre as muitas propriedades da sequéncia de Fibonacci, destacamos inicialmente a

seguinte, que expressa os termos F, em fun¢do do nimero de ouro da geometria classica

_1+V5

=

Proposicao 2.2 (Férmula de Binet). O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci é dado por
(pn _ wn (pn _ wn
-y VB

F

2

emquew=(1-v5)/2=1-¢p=—1/¢.

A relacdo (2) é denominada Férmula de Binet, apesar de que ji era conhecida por
Abraham de Moivre. A prova que apresentaremos aqui emprega conceitos bdsicos de Al-
gebra Linear. Embora o estudo dos espagos vetoriais e das transformacdes lineares ndo seja
nosso objetivo, escolhemos esta prova devido a sua grande elegincia e simplicidade. Se-
guiremos [6]. Os conceitos de Algebra Linear necessarios para a compreensio desta prova
podem ser encontrados em [11]. O leitor pode encontrar uma demonstracdo alternativa em
[12].

Demonstracdo da Proposicdo 2.2. Definimos as matrizes

[1 1
, P=
o Yy

e, para todo n € N, definimos o vetor

01
11

¢ 0
0 v

M= c D=

Fy

Up =

Fn+1

Célculos elementares mostram que

e VN

V=@ |- 1
€
D" = v" 0 :
0 vy

Além disso, o polindmio caracteristico de M é p(z) = z°—z—1 e uma decomposi¢io diagonal
de M é M=PDP~!. Entdo Mv,, = vy, e duas inducdes simples mostram que v, = M" v,
e M" = PD"P~!. Concluimos que v, = PD""'P71v;, que é a identidade (2) em forma

vetorial. n
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Como consequéncia da Proposicdo 2.2, obtemos a seguinte identidade.

Corolario 2.4 (Identidade de Cassini). Seja (F,) a sequéncia de Fibonacci com valores

iniciais Fy =1 e Fy =1 (veja a Observacdo 2.1). Entdo, para todo n =1, temos
Fpy1Fuoy - Fo= (1" 3)

Demonstragdo. Pela Férmula de Binet (2), temos

FanFri=F2 = [0 =y (0" =y ) - (0" -y
_ %((erlwn—l — "Ly 4y
= <o) P 200+ )
- %(—1)”_1((;0—1//)2
= (=D
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 5. A sequéncia (Fp+1/Fy) converge para ¢. Apresentaremos duas demonstragoes
deste fato.
(1) Com efeito, seja 1y, := Fpi1/Fy, para n=1,2,3,.... Por definicdo de sequéncia de Fibo-

nacci, temos
_Fn+1 _Fn+Fn—1 _

=
Fn Fn Rn—l
Dat e do fato de que o niimero de ouro ¢ satisfaz a relagdo

n=2,3,4,....

(p—1+1
(p!

inferimos que, para todo n=2,3,4,..., temos

1 1
|rn—(p| = 1+7’n—1 - 1+a
_ 1 1‘

'n-1 @
_ @ —Tn-1
'n-19

IA
il
3
S
L

|
s

Um argumento indutivo nos permite concluir que

n-2
|rn—(p|s(%) |ra—e|.
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Como 0 <1/¢ <1, temos que im(1/ )"~ =0, 0 que implica lim|r, — | =0, ou seja,

li Fn+1 _
im o= )
n
(2) Seja L = lim(Fy41/Fp). E claro que L #0. Usando novamente a relagdo recursiva,
obtemos - )
oy n=23,4,....

Fro
Fazendo n — oo, vemos que L satisfaz a equacdo L =1+ L™'. Resolvendo esta equagdo,
encontramos L = ¢.
E suficiente, entdo, garantirmos que a sequéncia (Fy41/F,) converge. Usando os va-
lores iniciais Fy = F1 = 1, mostraremos que
F, 1 1 1 (-1"
=1- + - +ot .
Fn+l 1'2 2'3 3'5 FnFn+1
Procederemos por inducdo sobre n. A identidade (4) é obviamente vdlida para n = 0.

“4)

Suponhamo-la vdlida para n > 0 e mostremos que ela também para vale para o sucessor
deste n. Hd dois casos a considerar. Se n é par, entdo note que, pela ldentidade de Cassini

(veja o Coroldrio 2.4),

Fni1 1 _ Fy _F5+1_F”F”+2+1_0
Fn+2 Fn+1Fn+2 Fn+1 - Fn+1Fn+2 -
Dat e da hipotese de indugdo, segue-se que
Fni1 _ Fy _ 1
Fn+2 N Fn+1 Fn+1Fn+2
-1 1 1 1 1 1

1223 35 " TEE FoiFoa

O caso em que n é impar é tratado de maneira andloga. Finalmente, observe que a expressdo
no lado direito de (4) é a soma parcial de uma série que estd sob as condi¢coes do Exemplo
3. Esta série é convergente, logo também o é a sequéncia (Fy/Fy+1). Portanto, (Fpi1/Fy)

converge com limite .

Exemplo 6. A série 3, (F—l)r, em que 1 é um niimero pertencente ao intervalo (0,1], con-
- n
verge.

Com efeito, escrevendo a, = (F—l), perceba que
n

(m5]
Fn+1 .

Pelo exemplo precedente e pela continuidade da fungdo 0 < t — t" (veja o Exemplo 1), temos

an+1
an

que

Segue-se do Exemplo 4 que a série ¥ | ﬁ converge.
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2.3 (Nao) Enumerabilidade

Esta subsecao seria melhor descrita como o encontro dos matemadticos de todos os
tempos com o matematico alemio Georg Cantor, responsdvel por consolidar a teoria dos
conjuntos. Cantor provou que o conjunto dos nimeros reais tem “mais elementos” do que
o conjunto dos nimeros reais. O método empregado por ele para estabelecer este resultado,
hoje chamado método da diagonal de Cantor, implica a existéncia de uma “infinidade de
infinitos”.

Os resultados discutidos nesta subse¢do ilustram a importancia do uso de representa-
cOes dos nimeros reais para o estudo da reta e de seus subconjuntos.

O conjuntos dos ndmeros naturais N e seus subconjuntos finitos da forma {1,2,3,..., n}
sao usados como “unidades de medida” bésicas para determinar o nimero de elementos de

um conjunto. Mais precisamente, damos a seguinte

Definicao 2.5. Seja X um conjunto. Diremos que X é finito se X for vazio ou se existir uma
bijecdo entre X e {1,2,3,...,n} para algum n € N. Diremos que X é enumeravel se X for

finito ou se existir uma bijecdo entre X e N.

Neste sentido, o conjunto N € 0 “menor” dos conjuntos infinitos.

Sado exemplos de conjuntos infinitos o préprio conjunto N, assim como o conjunto Z
de todos os nimeros inteiros € o o conjunto @ de todos os nimeros racionais.

Os conjuntos que ndo cabem na Definicao 2.5 sdo ditos ndo enumerdveis. Estes sdo os

conjuntos que nos interessam aqui.

Definicao 2.6. Um conjunto X é dito nao enumeravel se ndo é finito nem pode ser posto em

correspondéncia biunivoca com o conjunto dos niimeros naturais.

Exemplo 7. O intervalo (0,1) cR é ndo enumerdvel.
Com efeito, suponhamos, por absurdo, que (0,1) fosse enumerdvel, de maneira que,
usando a representacdo decimal dos niumeros reais, poderiamos listar todos os niimeros

reais entre 0 e 1 da seguinte forma

Sm=0,am1Am2am3amalms...,

em que m € N e os digitos amyy sdo elementos do conjunto {0,1,2,...,9} para cada n € N.
Definimos um niimero real £ € (0,1) com expansdo decimal £ =0,b1bab3bybs ... por meio da
regra

2, se amn#2,

3, se ap,=2.
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Temos que & # &y, qualquer que seja m € N. Contradig¢do. Portanto, (0,1) é ndo enumerdvel.
O método empregado neste exemplo é denominado método da diagonal de Cantor.
Consequentemente, o conjunto R de todos os niimeros reais também é ndo enume-

ravel. Podemos concluir este segundo fato de pelo menos duas maneiras, a saber: (i)

todo subconjunto de um conjunto enumerdvel também é enumerdvel (como se verifica sem

grande dificuladade); (ii) todos os niimeros reais podem ser produzidos pela fungdo f(x) =

tan (m(x—1/2)),x € (0,1), isto é, a funcdo f :(0,1) — R definida por f(x) =tan(mw(x —1/2))

€ uma bijecdo; logo, se (0,1) é ndo enumerdvel, o mesmo é verdade para R.

Exemplo 8. O conjunto 22(N), de todos os subconjuntos de N, é ndo enumerdvel.
Mostraremos que nenhuma funcdo f :N — P(N)é sobrejetiva. Com efeito, dada uma
tal f, considere o conjunto Ar:={neN:n¢ f(n)}. Se f fosse sobrejetiva, entdo existiria
no € N tal que f(ng) = Ag. Ora, ng € Ay se, e somente se, ng ¢ Ag. Um absurdo. Assim,
nenhuma fungdo N — P(N) pode ser bijetiva (uma vez que nenhuma fungdo N — P(N) pode

ser sobrejetiva).

Exemplo 9. O conjunto & formado por todas as sequéncias reais cujos termos sdo 0 ou 1
ndo é enumerdvel.
Um argumento inteiramente andlogo ao empregado no Exemplo 7 pode ser usado para

estabelecer este fato.

Dizemos que dois conjuntos X e Y tém a mesma cardinalidade se existe uma func¢io
bijetiva f: X — Y.

Proposicao 2.3. O conjuntos (0,1), Z(N), ¥ e R tém a mesma cardinalidade.

Demonstragcdo. J& vimos que (0,1) e R tém a mesma cardinalidade.

Consideremos, agora, os conjuntos Z(N) e .. Note que . = {fun¢des [ :N — {0, 1}}.
Para cada A € 22(N), isto &, para cada subconjunto A c N, definimos a fung¢do f4:N — {0, 1}
dada por

1, se neaA,
fan) =
0, se n¢A.

A correspondéncia 22(N) — . que associa a cada A € 22(N) a funcdo f4 € & € claramente
uma bijecao.
Finalmente, usando a representacdes bindria e decimal de um nimero real, € possivel

estabelecer funcdes injetivas entre os conjuntos 22(N) e (0, D! Seja x =0,ay,xaz,xa3,x... a

1Uma demonstragio alternativa para o fato de que hd uma bije¢do entre estes dois conjuntos, mas que
também faz uso de conceitos cuja discussdo estd fora do escopo deste trabalho pode ser encontrada em [13].
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representacdo bindria de um nimero x € (0, 1). Excluimos as representacdes nas quais apenas
uma quantidade finita de digitos s@o iguais a 0. Definimos o conjunto Ay :={neN:a, = 1}.
A correspondéncia (0,1) 3 x — A, € 22(N) € injetiva. Dado, agora, B € Z(N), seja x € (0,1)

o numero cuja expansao decimal x =0, by b2 bs ... € definida por

3, se neB,
b, =
5 se n¢B.

Esta regra define uma correspondéncia injetiva P(N) — (0,1). A existéncia de uma bijecdo
entre 22(N) e (0,1) segue-se do Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein, o qual estabelece,
se X e Y sdo conjuntos tais que ha fungdes injetivas X — Y e Y — X, entdo h4 uma bijecao
entre X ¢ Y (veja [5]). O

3 REPRESENTANDO NUMEROS REAIS EM TERMOS DOS NU-
MEROS DE FIBONACCI

O estudo das sequéncias que preenchem intervalos foi iniciado por Z. Dardczy, A. Jarai
e I. Katia [2]. A partir de uma sequéncia que preenche intervalo (SPI), os autores definiram
o conceito de funcdo completamente aditiva. Em [3], eles mostraram que as tnicas fungdes
completamente aditivas com relacdo a uma SPI sdo as fungdes linares, isto €, as funcdes da
forma f(x) = c- x, para alguma constante c € R.

A representa¢do de nimeros reais em termos dos ndmeros de Fibonacci foi investigada
inicialmente por J.L. Brown [1] e por P. Ribenboim [14]. E. Herrmann [7] estudou sequén-
cias que preenchem intervalos relacionadas aos nimeros de Fibonacci. Um resultado central

aqui é uma conjetura feita em 1914 por S. Kakeya [9] e provada por J.L. Brown [1].

3.1 Sequéncias que preenchem intervalos e resultados principais

Comecemos com a defini¢cdo de sequéncia que preenche intervalo, conceito central
deste artigo.
Definicao 3.1. Seja (1,) uma sequéncia de niimeros reais tal que
(i) Ap>Ans1 >0 paratodo neN;
(i) S: =Y Ap < +oo.

Dizemos que (A,) preenche intervalo se, para qualquer x € [0, S], existe uma sequéncia de

digitos €5 € {0, 1} tal que podemos escrever

oo
x=) €phn, €,€{0,1} (5)
n=1
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Uma vez introduzida esta defini¢do, estamos em condi¢des de enunciar os resultados
principais deste artigo, devidos a E. Herrmann [7], cuja demonstracdo serd dada nas Subse-
coes 3.2 e 3.4.

Teorema 3.2. Para cada r € (0,1] fixado, a sequéncia (1/ (F,)"), em que F, denota o n-
ésimo numero de Fibonacci, preenche intervalo, isto é, todo nimero x no intervalo [0, S;]

pode ser escrito como

x—i L g,e 0,1} (6)
= (Fn)r) n ’ )
emque Sy =Y 1/ (Fy)".

Teorema 3.3. Nas condicoes do teorema anterior, para cada x com 0 < x < S,, o conjunto

Cy de todas as diferentes expansoes de x na forma (6) tém a mesma cardinalidade que R.

3.2 O Teorema de Kakeya e Demonstracao do Teorema 3.2

Nesta subsecao, apresentaremos a prova dada por P. Ribenboim [14] para uma conjec-
tura feita em 1914 por S. Kakeya [9].

Teorema 3.4 (Kakeya [9]). Seja A, uma sequéncia de niimeros reais positivos, tal que a

série -
3 A @)
n=1
converge com soma s e as desigualdades
112122132"' (8)

sdo satisfeitas. Entdo cada niimero x € [0, s] pode ser escrito na forma

00
X=) €xhn €,€10,1}, ©)
n=1
se,e somente se,
/lnf/ln+1+/1n+2+/1n+3+"' (10)

para todo € N.

Os digitos €, da expansdo (9) podem ser determinados recursivamente pelo seguinte
algoritimo: Se n =1 e se os digitos €; da expansdo de x na forma (9) j4 estdo determinados

para todo i < n, entdo seja
n-1

1, se ) €idi+A,<x

En = l:].
0, caso contrario.
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Segue-se que cada expansdo com x > 0 € infinita, isto é, existem infinitos indices n com

en=1.
Demonstragdo do Teorema 3.4. Note que as afirmacdes a seguir sdo equivalentes.

(1) Cada x, 0 < x < S, é representado pela sequéncia (A;);>1. Assim, x = Z‘;‘;l A j»emque

i1 <iy<i3<..ei; €omenorindice tal que 1; < x;
(2) Cada x, 0 < x < S, é representado pela sequéncia (1) ;>1.
(3) Paracadan=1,1,<}372 ., A;.

E claro que (1) = (2).
Provaremos que (2) = (3) por reducdo ao absurdo. Suponha que a afirmacdo (2) seja
verdadeira, mas que exista n>1tal que A, >3 2 A;. Seja xeRtal que 372, A; <x<

An. Por hipétese,
o0
x=) Ai,
j=1

com i1 < iz < i3z <...ee i1 € o menor indice tal que A;, < x. Como A;, < x <A, e asequéncia
(A,) é, por hipétese, ndo crescente, entdo n < i;. Por conseguinte, temos x = Z‘]’.il/lij <

T pe1 k> 0 que € um absurdo. O absurdo se dd por supormos que A, > 322 | A;, logo

para cada n=1devemoster 1, <¥2 ;.
Finalmente, mostremos que (3) = (1). Como lim A; = 0, existe um menor indice i;
1—00

tal que A;, < x. Similarmente, existe um menor indice i, tal que i} < iz e 1;, < x—A;.
Genericamente, para cada n = 1, definimos i,, como o menor indice tal que
n-1

in1<in e Ai,<x=3 Aj.
j=1

Assim, x = Z;’;ll Aij. Suponha que x > Z‘;‘;l Aij.
Note que existe N tal que se m= N, entdo A; <x—). ;”: (A i De fato, caso contrario,

existiriam infinitos indices n; > np > ng > --- tais que

g
Alnk =X — Z A‘l]
j=1
No limite, terifamos que
o0
0= lim A;, =x- 'Zi}LZJ >0,
]:

uma contradi¢do.
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Seja N o menor natural com a propriedade descrita no pardgrafo anterior. Mostraremos

que para m= N, i,, +1 = i,,41. De fato,
m
A1 < iy < X= ) Aiy
j=1
donde pela defini¢do da sequéncia de indices, i, +1 = i,,+1. Portanto, os seguintes conjuntos
de indices coincidem: {in,iny+1,ixy+2,...} ={iNn,iN+1,iN+2,...}.

Agora, argumentaremos que iy = 1. Suponha que iy > 1 e considere o indice iy — 1.

Pela hipoétese (3), temos

00 o] N-1
Sin—1= Z /1]6: ZN/lij <X-— Z Aij-
j: ]:1

k=in

Temos que iy-; < iy—1<iy. A desigualdade iy_; < iy —1 € impossivel, uma vez que iy

. . T . . N-1 . .
foi definido como o menor indice tal que in—1 <inye A;, < x—ijl )Ll-j. Logoiny-1=in—1,
isto é, A1 <x— Zﬁ.V: '11 7L,-]., o que contradiz a minimalidade de N. A

A demonstra¢do do Teorema 3.2 agora € imediata. Passemos a ela.

Demonstragcdo do Teorema 3.2. Seja A, = 1/(F,)", em que 0 < r < 1 é um ntdmero real fi-

xado. Verificamos no Exemplo 6 da secdo precedente que a série

x 1
r;l (Fn)"

converge. Assim, a condi¢do (7) do Teorema de Kakeya € satisfeita. Além disso, € 6bvio que
a sequéncia (1/(F,)") cumpre a condicio (8).
Resta, entdo, verificarmos que a condi¢do (10) também € atendida. Observe que, para

todo n =2, temos

Fni1 Fni1 1
:Fl’l> > —< .
Fn Fn+1

1)

Pela propria defini¢cdo da sequéncia de Fibonacci, € claro que esta dltima desigualdade se

verifica para todo n = 1. Como r € (0, 1], segue-se que

1 2 27 1 2
—< < = < )
Fn Fn+1 Fn+1 (Fn)r (Fn+1)r

Finalmente, mostremos por inducao que

1 1 1 1

< + +eeet
(Fn)" (Fpe)” (Fpe)” (Fue2)” (Fr+i)"

para todo k= 1. (12)
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E claro que esta desigualdade vale para k = 1. Suponhamo-la vilida para algum k > 1 e
provemos que vale também para o sucessor deste k. Pela ultima desigualdade em (11),

temos
1 1 1

— < — + ,
(Fn+k+1)r (Fn+k)r (Fn+k+1)r

donde
1 1 1 1 1

< - + .
(Fn)" (Fptk+1)” (Fn)" (Fpei)” (Fpak+D)"
Agora, a hipétese de indugdo assevera que

(13)

k
1 3 1 < Z 1 .
(F)" (Fper)” i=1 (Fn+i)"

Colocando esta desiguldade no lado direito da desiguladade (13), obtemos

1 1 k+1 1

< )
Fn)" Fpyieen)’ izzl(an)r

0 que mostra a validade de (12) para k+ 1.

Fazendo em (12) k — oo e observando que limk_,oo(F—lk), =0, inferimos que
n+

8

1
(Fn)"

1
1 (Fn+i)r,

<

0 que mostra que a sequéncia A, = 1/(Fy)" verifica a condigao (10). Portanto, esta sequéncia

preenche o intervalo [0, S;], com S, = }7 , 1/(Fy)", como queriamos provar. O

3.3 Desigualdades com somas dos inversos de (F,)"

Com o intuito de demonstrarmos o Teorema 3.3, nosso objetivo central € construir
uma subsequéncia de (A, = 1/(Fy)") que também satisfaz as condi¢des do Teorema 3.4. Para
atingirmos este objetivo, investigaremos algumas desigualdades envolvendo os inversos das

poténcias dos nimeros de Fibonacci. Mais precisamente, provaremos o seguinte
Teorema 3.5. Sejam z um niimero natural e r um niimero real tal que 0 <r < 1.
1. Se z é impar, entdo

1 1 1
< + .
()" (Fze)” (Fze2)”

2. Se z é par, entdo
1 1 1 1

< + + .
(F2)" (Fze1)"  (Fz2)” (Fze3)'
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3. Se z é impar, entdo

1 1 1 1
P < " + " +-- 4 P~
(Fz) (Fz+2) (Fz+3) (Fz+n(z))

n(z) € um inteiro que depende do inteiro impar z e, além disso, satisfaz n(z) < n(z+2)

e n(z) — oo quando z — oo.

4. se z é par, entdo

1 1 1 1 1
< + + R
(Fz)r (Fz+l)r (Fz+3)r (Fz+4)r (Fz+k)r

comk=7sez=2ek=5sez=4.
Na demonstragdo do Teorema 3.5, faremos uso do seguinte

Lema 3.1 (Desigualdade de Jensen (veja [8])). Sejam A um subconjunto de N, finito ou

infinito, e r e R com 0 < r < 1. Entdo

Zl<(z (Ft)r)%

icA Fi icA

L
Demonstracdo. Seja a = (Zie A (F—l),)' . Entdo
1

1
) =1.
jea (Fi-a)”
Isso implica )
—— =<1 paratodoic€ A.
Fi-a
Como r <1, entio ﬁ < rla)r para todo i € A. Assim sendo,
1 1
Y <> - = 1.
ieafi-a iy (Fi-a)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade por a, temos
1
1 1\
MM Py
jea Fi iea (i)
Com isso, a demonstracao do Lema 3.1 estd concluida. O

Demonstragdo do Teorema 3.5. Vamos primeiro considerar o caso em que r = 1.
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1. Obverve que a afirmacdo deste item € equivalente as seguintes desigualdades

(Fz+1)2 :Fz+2Fz_1 <Fz+2Fz < (Fz+1)2 :Fz+1(Fz+2_Fz) <Fz+2Fz

& FerFrio—Fo1Fr <FripF (Fpy1+ Fzi)

Com efeito, multiplicando ambos os lados desta ultima desigualdade por

1
Fze+1Fz+2 :

econtramos

Fz+1Fz+2 Fz(Fz+1+Fz+2) 1 1 1
< S —< +
Fze+1Fz+2 Fze+1Fz+2 Fz Fz+1 Fz+2

Portanto, a validade do item 1 para r = 1 decorre imediatamente da Identidade de

Cassini (veja o Coroldrio 2.4).

Para 0 < r < 1, aplicando a Desigualdade de Jensen (Lema 3.1) ao conjunto A = {z +

1,z + 2}, vemos que a desigualdade também € satisfeita. Basta observar que

1 & 1 2] ' 1 21
—< <(> = <) )
F, i=1 Fin i=1 (Fzvi)" (F)" i=1 (Fiy))"

2. Analisaremos primeiro o caso em que 7 = 1. Pelo item 1, temos

1 1 1

< + (14)
F z+1 F z+2 F z+3
Além disso, sabemos que (faca n = z em (11) na demonstra¢do do Teorema 3.2)
1 2
—< . (15)
F z F z+1
Entdo, adicionando 1/F,; aos membros da desiguadade (14), temos
2 1 1 1
(16)

< .
Fz+1 Fz+1 Fz+2 Fz+3
De (14) e (16), concluimos que
1 1 1 1

< + + .
Fz Fz+1 Fz+2 Fz+3

Para provar a validdade para 0 < r < 1, basta aplicar a Desigualdade de Jensen com
A={z+i:i=1,2,3}.

3. Com o auxilio da Férmula de Binet (Proposi¢do 2.2), demonstraremos o item 3.

Seja

parazeN.
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Observe que

Fz _ (PZ - wz
Foin - pFtn — wz+n'
Assim,
F F F Z _w* Z _ a2 Z_ a2
inz + ing Tt inn = (pz(f-z _$z+2 + (pz(f-S _ij+3 +.”+(pz(fTZ//z-l-n'
Pondo -2~ o 1= 2,3,---,n, em evidéncia em cada parcela da lado direito da igualdade,
obtemos
ot 1-G)F e 1-()F or  1- )7
(pZ+2 . 1— (}Ii)z+2 + (pZ+3 . 1— (}E)z+3 ot Q= ’ 1-— (_‘E)z+n a7
@ @ @
Afirmacdo. ¢! = —vy.
De fato, veja que ¢! =4 \/_ e — = +5—. Um cdlculo direto mostra que
(=2 V5-1_ 4-(/5-1)(1+V5) 0=y
v 1+v5 2 1++5)-2 v '
Faca y = % =y l=y-(~yp) = 3 . Entdo |y| < 1. Observe que, como z é impar,
entdo 1 —y* =1+ |y|*. Substituindo esta dltima informagao em (17), encontramos
1+l 1|yl 1+|y|® 1+|yl®
= 1+lyl +g 3. Iyl kT i o2 I
1+|Y|Z+2 1_|Y|Z+3 1i|),|z+n 1+|Y|Z+2

Seja dado € > 0 pequeno. Considere (x,) uma sequéncia crescente de valores menores
do que 1 —-1/¢ —€ e que converge para este nimero. Multiplicado o lado direito da
ultima desigualdade por

Xn
_1_/
1 7
obtemos
1+]yl* 1-|yl? 1|yl L, 1+yl?
o2 L e LTI g LW e I g
1+|Y|Z+2 1_|Y|Z+3 1i|le+n 1+|Y|Z+2

1+]yl* Xn
z+2 :
G

Perceba que ﬁ% > 1, pois |y| < 1. Além disso, devido a escolha da sequéncia (x;),

temos que

<1 paratodoneN
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elimx, =1-1/¢—e¢. Notando, finalmente, que (p2 (1-1/¢) =1, concluimos que, para
n suficientemente grande (e para € > 0 suficientemente pequeno), o lado direito da
ultima desigualdade em (18) é maior do que 1. Assim sendo, para n suficientemente

grande, encontramos que

F F F
K K L K
Foip  Fiis Fzin

> 1.

A desigualdade desejada segue-se multiplicando esta tltima desigualdade por 1/F.
O caso em que 0 < r < 1 decorre deste que acabamos de estabelecer com o auxilio do
Lema 3.1 aplicado ao conjunto A={z+i:i=2,3,4,---,n(2)}.

. Provaremos primeiro o caso em que r = 1.

Para z = 2, precisamos mostrar que

Um célculo simples nos permite concluir que

1 L1
—=1<) —=1,3288.
Fz i=3 1

Trataremos, agora, o caso em que z = 4. Temos que Fj12F,_1 — FyFy1 = (—1)", para

todo n € N. Fazendo n = z—1 e obervando que z é par, obtemos
FroF;1—F,1F,=-1.

Dai, temos

FroFzi1=F,aF,—1 = 2F; 2F;11>F,1F,
= Fz+1(Fz_Fz—1)>Fz—1Fz
= 2F 1 F;>2F 1 F; 1+ F 1 F,.

Note que o lado direito da ultima desigualdade é 2F, 1 F, 1+ F,_1F, = F,_1(2F,41 +

F,)=F, 1F,.3. Dai, temos

2F; 1 F;
2F, 1F,>F, {F,j3>——— "
z+114'z z—11z+3 Fz—le+3
No item 1, mostramos que
1 1 1

— < + ,
Fz Fz+1 Fz+2
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com z impar. Substituindo z por z+ 3 nesta dltima desigualdade (recorde que z € par),

encontramos
1 1 1 1 1 1

< + < + + .
Fz+3 Fz+4 Fz+5 Fz+3 Fz+4 Fz+5
Multiplicando as extremidades da dltima desigualdade por 2F,.,/F,F,_, obtemos

1<

2Fz+1Fz < ( ]. + ]. + ]. ) 2FZ+1FZ
Fz—le+3 Fz+3 Fz+4 Fz+5 Fz—l .

Isso implica

FZ+1FZ.( 1 1 1 )>1.

+ +
Fz—l Fz+3 Fz+4 Fz+5

Multiplicando ambos os lados por Ff fl_ll:z’ chegamos a este resultado

1 1 1 F,op 1 1

+ + > = —_— ,
Fz+3 Fz+4 Fz+5 Fz+1Fz Fz Fz+1

18to €,
1 1 1 1 1
— < + + +
Fz Fz+1 Fz+3 Fz+4 Fz+5

e a prova estd completa para r = 1.

Para o caso em que 0 < r < 1, basta considerar o conjunto A do Lema 3.1 como sendo
A={z+i:=13,4,---7}sez=2¢e A={z+1:1,3,4,5} para z=4.

Isto conclui a demonstragao.

3.4 Nao unicidade da representacio (6)

Nesta subsecdo, utilizando as desigualdades estabelecidas no Teorema 3.5, daremos

uma demonstragdo do Teorema 3.3.

Demonstragdo do Teorema 3.3. Primeiramente, escolhemos uma sequéncia (z;) de nimeros
naturais pares tal que, para todo n € N, tem-se z;+1 — zj > max{9, n(z; — 1)}, em que n(z;—1)
¢ uma sequéncia obtida como no item 3 do Teorema 3.5.

Com base na escolha da sequéncia (z;), definimos I =N - {z j}ﬁl. O primeiro termo
z1 serd escolhido (posteriormente) de maneira a ser suficientemente grande. Além disso,
consideremos o conjunto {1/(F;)" : i € I} com uma sequéncia ndo-crescente a,:

1 4 1 4 1 4 1 4 1
y U2 = yeoey -1= ) = ) =Y.
(F)7 (Fo)" AT, )T T (B T T (B )T

a) =

O passo seguinte € mostrarmos que o Teorema 3.4 se aplica a sequéncia (a,). Particu-

larmente, precisamos mostrar que (a,) satisfaz a condicao (10).
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Antes de mais, detereminamos, para cada i € I, um indice unico j tnico tal que zj_1 +
ISiSZj—l(Z()=0).
Pelo Teorema Teorema 3.5 (1) e (2), se zj +1 < i < z; —4, entdo

1 1 1 1 1
Z > + + > .
(F)" (Fir)" (Fig2)"™ (Fi3)™ (F)T

nel,n>i

Pelo Teorema Teorema 3.5 (1), se i = zj — 3, entdo

1 1 1 1
> > + > .
(F)" (Fiv1)" Fis2)™ (F)T

nel,n>i

Pelo Teorema Teorema 3.5 (4), se i = zj — 2, entdo

1 1 1 1 1
> > + +oet > .
F)" Fie)" Fiss)” (Fiv)" ()T

nel,n>i

Pelo Teorema Teorema 3.5 (3), se i = zj — 1, entdo

1 1 1 1 1
> > + ot > .
(Fp)" (Fig2)"  (Fi3)” (Fisni)"™  FDT

nel,n>i

Em suma, com o auxilio do do Teorema 3.5, vemos que, para cada i € I,

Z 1 1

> —,
ne]yn>i (Fl’l)r (Fl)r

de maneira que a a condi¢do (10) do Teorema 3.4 € satisfeita. As condic¢des (7) e (8) sao
trivialmente verificadas.
Seja dado x € (0, S;). Observe que 0 limg, .00 =z, (F_i)f = 0. Escolhendo z; suficien-

temente grande, teremos simultaneamente satisfeitas as seguintes desigualdades

o0 (e8]

> <x e

]=1 (sz)r ]=1 (sz)r

+x<S;. (19)

Agora, considere M um subconjunto de {z j}?il' Definimos a sequéncia (6;) de 0’s e 1’a da
seguinte forma:

1, se Z]'EM],

0 ji=
0, sezjéM.
Denotamos por y o nimero
(o] 5].
=x- .
Y ,Zl (Fz)"

Segue-se da defini¢do de y e das condi¢bes em (19) que 0 < y < 397, a,,. Das informa-
coes destacadas anteriormente, em virtude do Teorema 3.4, podemos inferir que, para cada

nimero real ¢ no intervalo [0, a,], existe uma representacio da forma

[e.°]
EZ Z Enan;
n=1
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em que £, =0 ou 1. A partir da defini¢do de y, podemos escrever

o (E)

o0
X=) €pan+
n=1

Note que um inverso de uma poténcia de F, contido na segunda soma ndo pode apa-
recer na primeira, o que implica que a representagdo de x depende da sequéncia (6;). Duas
sequéncias distintas dao origem a duas representacdes distintas para x. Recorde que, na Pro-
posi¢do 2.3, jd estabelecemos o fato de que os conjuntos .#, de todas as sequéncias formadas
por O’s e 1’s, e R tém a mesma cardinalidade. Segue-se que C, e R também t€m a mesma
cardinalidade, para todo x € (0, S;). [

Observacao 3.1. Em [7], o autor também trata o caso em que r > 1 e estabelece os seguintes

resultados:

1. Se 1 <r <log2/logy, entdo existe um natural par m = m(r) tal que a

sequéncia (1/(Fp)")52 m(r)—1 Preenche intervalo.

2. Se r = log2/log, entdo ndo existe nenhum m € N tal que (1/(F,)")5.,,

preenche intervalo.

A divisdo nos casos 1 <r <log2/logp e r =log2/log deve-se a técnica empregada pelo

autor para provar estes resultados.

4 CONCLUSAO

O desenvolvimento deste trabalho propiciou uma ocasido para aprofundarmos nossa
reflexdo a respeito dos conceitos de nimero, representacdo e sistema de numeragao.

No ambito da Andlise, faz sentido propor o problema de representar um nimero em
termos de uma sequéncia (1,) de numeros reais fixada. Vimos que este problema sempre
possui solucdo no intervalo [0, S], desde que a sequéncia (A,) seja mondtona ndo crescente,
de termos positivos, somavel e satisfaca a condi¢ao 1, <Y r>n Ak, em que S =) Ag. Este é
o contetido do Teorema de Kakeya, que se aplica particularmente a sequéncia (1/(Fy)"), em
que F, denota o n-ésimo nimero de Fibonacci e r € (0,1] é um nimero real fixado. Todo
ndmero x no intervalo [0, 1/(Fy)"] pode ser escrito como x =) &,/(F,)", em que £, =0 ou
1. Esta representacao, contudo, ndo € unica. De fato, o conjunto C, das representacdes de
cada x € [0,)_1/(F,)"] tem a mesma cardinalidade que a reta real.

A demonstragdo de todos estes fatos constituiu um rico itinerario pela Andlise que

esperamos poder retomar e adensar em estudos de pds-graduacao.
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