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Resumo

O presente trabalho tem como tema principal a irracionalidade dos nimeros, em especial do
nimero . O objetivo do trabalho é mostrar a importancia do nimero 7 e alguns métodos de
demonstracdo da sua irracionalidade. Também serd apresentada um pouco da histéria do sur-
gimento dos niimeros irracionais e, consequentemente, a prova de que o conjunto dos nimeros
irracionais € ndo vazio. Além disso, serdo exibidos alguns métodos de prova da irracionalidade
do nimero /2. Por fim, apresentaremos uma forma de obter o niimero 7 por meio de uma série
de Fourier.

Palavras-chave: Irracionalidade. Método de Hermite. Série de Fourier.



Abstract

The present work has as its main theme the irrationality of the numbers, especially the
number 7. The objective of the work is to show the importance of number 7 and some methods
of demonstrating its irrationality. It will also be presented a little of the history of the emergence
of irrational numbers and, consequently, the proof that the set of irrational numbers is not empty.
In addition, some methods of proving the irrationality of the number v/2 will be displayed.
Finally, we will present a way to obtain the number 7 by means of a series of Fourier.

Keywords: Irrationality. Hermite Method. Fourier series.
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Introducao

Um dos niimeros que mais despertou e desperta o interesse dos matematicos € 0 ndmero
7. Esse nimero denota comumente a razao constante entre a medida do comprimento de uma
circunferéncia qualquer e o seu didmetro. Segundo Mendes (2006), a necessidade de encontrar
o valor de 7 surgiu desde a Antiguidade, devido a impossibilidade de se resolver problemas que
envolviam circunferéncias, como, por exemplo, saber o comprimento de uma roda de determi-
nado didmetro ou saber o quanto de 4gua cabe em um copo de se¢do circular.

Um dos problemas matemadticos mais antigos € que provavelmente originou o nimero T era
encontrar um quadrado cuja drea se igualava a de um circulo dado, que ficou conhecido como
o famoso problema da quadratura do circulo. Esse problema ultrapassou vérias épocas, e conti-
nua ainda hoje despertando o interesse dos mateméticos. Para solucionar o problema, diversas
tentativas e resultados foram encontrados até obter as conclusdes que proporcionaram novas
descobertas matemdticas. Uma das descobertas foi a relagdo existente entre o comprimento da
circunferéncia e o seu didmetro e, entre as areas do circulo e do quadrado.

Considerando um quadrado de lado D e uma circunferéncia de raio R e comprimento C, as

relacdes encontradas foram as seguintes:

C = 2nR
D = 2R
C  2mR
D 2R
drea da circunféncia nR? B nR? T
reado quadrado ~ D?> (2R)? 4

Ainda segundo Mendes (2006), no papiro de Rhind (1650 a.C.) estd descrita uma tentativa
de calcular o valor de &, onde é apontada a forma de encontrar um quadrado com a area igual a
de um circulo, tomando o lado do quadrado igual a % da medida do diametro da circunferéncia.

Nessas condig¢des, igualando a drea do circulo com a do quadrado, tem-se:

8D\  nD? 256
( 9 ) n =T 21 3,160493827,
um valor bastante proximo ao que conhecemos atualmente: 3,1415926.... Ja os babilonios

estimavam o valor 3 para o nimero T, provavelmente devido a descoberta de que o lado de um
hexagono regular inscrito em uma circunferéncia € igual ao seu raio e, inclusive na Biblia, esta
implicito o valor de 7 igual a 3, no livro 1 dos Reis e no livro 2 das Cronicas, na parte que se
refere a construcgdo liderada pelo rei Salomao do templo de Deus.

Muitas foram as tentativas encontradas pelos mateméticos de vdrias épocas para encontrar
o valor de 7, porém, segundo Oliveira (2013), o primeiro a utilizar o simbolo 7, com 0 mesmo

significado que conhecemos hoje, foi o matemaético inglés William Jones em 1706, e o simbolo
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foi adotado, em 1737, pelo matematico suico Leonhard Euler. J4 a irracionalidade do niimero
7, segundo Figueiredo (2002), foi provada pela primeira vez, provavelmente, em 1761, por J.H.
Lambert, o qual utilizou fragdes continuas para atingir o resultado.

O problema da quadratura do circulo, por sua vez, sé foi resolvido em 1822, por Lindemann,
quando ele conseguiu provar a transcendéncia do nimero T e, consequentemente, a impossibi-
lidade de se encontrar um quadrado de drea igual a de uma circunferéncia dada (MARQUES,
2013, p.109). Segundo Marques (2013), a teoria dos nimeros transcendentes teve inicio com
Liouville, quando o mesmo conseguiu encontrar uma classe descrita no titulo de seu artigo
como tresétendue, uma classe de nimeros transcendentes. Um ndmero € dito transcendente
quando ndo é raiz de nenhum polindmio com coeficientes inteiros.

Tendo em vista o exposto, esse trabalho ird tratar sobre a irracionalidade do nimero 7, mos-
trando um pouco da histéria do surgimento dos nimero irracionais e alguns métodos utilizados
pelos matematicos para provar a irracionalidade dos nimeros, em especial dos nimeros V2e
7. Além disso, por fim, mostraremos uma forma de obter o nimero 7 por meio de uma série,
e com isso, exemplificar o fato de que esse nimero ndo é importante apenas para a Geometria,
mas também para outros ramos da Matemdtica tais como: trigonometria; nimeros complexos
e; séries numéricas.

O trabalho foi divido em dois capitulos: No Capitulo 1 serdao apresentados alguns métodos
de demonstragdo da irracionalidade de V2 e, com isso, concluimos que o conjunto dos nimeros
irracionais € ndo vazio e; no Capitulo 2, serdo apresentados alguns métodos de demonstracio
da irracionalidade do nimero T.
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1 Um ndmero irracional: v/2

Um nuimero € dito racional quando pode ser escrito na forma 5, onde p e g sdo nimeros
inteiros € ¢ # 0. Os niimeros que nao sio racionais sao chamados irracionais. Nesse capitulo
serd apresentada um pouco da histdria do surgimento dos nimeros irracionais e algumas formas
de demonstracio da irracionalidade de v/2. Com isso, mostra-se que o conjunto dos niimeros

irracionais € nao vazio.

1.1 Segmentos incomensuraveis e numeros irracionais

Nessa secdo utilizaremos as ideias de Lima et al. (2006) para mostrar, a partir do con-
ceito de segmentos comensuraveis € incomensurdveis, como surgiram os nimeros irracionais
e, consequentemente, uma demonstragcdo da irracionalidade do nimero \/5 Por isso, a priori,

definiremos o que sdo segmentos comensuraveis € incomensuraveis.

Definicao 1.1.1. Dois segmentos AB e CD sdo ditos comensurdveis quando apresentam um
segmento de reta w que cabe exatamente n vezes em AB e m vezes em CD. Os segmentos que

ndo sdo comensurdveis sao denominados incomensurdveis.

A medida do segmento w, citado anteriormente, nem sempre € igual a um ndmero natural
e, esta descoberta causou um problema entre os antigos matematicos gregos, que hao consi-
deravam a fracdo % como um numero, € sim como uma razdo entre dois nimeros, embora

soubessem utilizar de forma racional a notacao fraciondria.

Exemplo 1.1. Seja u o segmento-padrdo, cuja medida é igual a 1, chamado segmento unitdrio.

Se u e AB sdo segmentos comensurdveis, entdo existe um segmento w que cabe n vezes em u e

l1_m
n n’

m vezes em AB e w serd uma medida comum de u e AB. Logo, W = % eAB=m

Outro problema dos matematicos gregos era a convic¢do de que dois segmentos eram sem-
pre comensuraveis, ou seja, ndo existiam segmentos incomensuraveis. Essa concepg¢ao so dei-
xou de ser aceita muito tempo depois, quando alguém entre os discipulos de Pitdgoras constatou
que o lado e a diagonal de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis. A demonstracdo desse
fato se deu da seguinte forma: Considerando um quadrado ABCD, se o lado AB e a diagonal
AC desse quadrado sdo comensuraveis, entdo existe um segmento de reta w que cabe n vezes
em AB e m vezes em AC. Sendo a medida do lado AB igual a 1 e tomando AB como unidade
de comprimento, a medida da diagonal AC € igual a =, como justificado no exemplo 1.1. Logo,
pelo Teorema de Pitdgoras:

2

2
(ﬂ) :12+12:m—2:2$m2:2n2.
n n



Capitulo 1. Um niimero irracional: /2 14

Porém m? = 2n? é um absurdo, pois decompondo m?* em fatores primos o expoente do fator 2 é
par enquanto que decompondo 2n? o expoente do fator 2 é fmpar, o que contraria a propriedade

de fatoracdo Unica, abaixo enunciada.

Teorema 1.1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural maior que 1 pode

ser escrito de forma vinica como produto de poténcias de primos.

Uma demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada em (LIMA, 1976, p.32).

A prova da existéncia de segmentos incomensuraveis fez surgir a necessidade de ampliar o
conceito de nimero para além dos nimeros naturais e das fragdes e, dessa forma, tornar possivel
a atribuicdo de uma medida para qualquer segmento de reta dado. Assim surgiram os ndmeros
irracionais, que representam as medidas dos segmentos de reta que sdo incomensuraveis com
um dado segmento de reta tido como unidade de comprimento. Ja as medidas dos segmentos de
reta que sao comensurdveis com a unidade sdo representadas por nimeros racionais (naturais,
inteiros e fragdes). A demonstracdo acima provou que a medida do segmento AC é incomen-
surdvel com a unidade de medida utilizada, logo a medida desse segmento € igual a um nimero

irracional, a saber AC = \/5 ou seja, provamos a irracionalidade de \/5

1.2 Principio da Boa Ordenacao

Um resultado muito importante para a Matematica é o chamado Principio da Boa Ordenacao,
também conhecido como Principio da Boa Ordem ou simplesmente PBO, abaixo enunciado:

Teorema 1.2.1 (Principio da Boa Ordenacgao). Todo subconjunto ndo vazio de niimeros naturais

possui um menor elemento.

O PBO ¢ amplamente utilizado na Matemdtica como método de demonstragdo e, nesta
secdo, serd aplicado para demonstrar a irracionalidade de /2, conforme a demonstracdo contida
em (MARQUES, 2013, p.18).

Supondo por absurdo que /2 é um ndmero racional, entdo o conjunto S ={n €N; /2 e Z}
€ ndo vazio. Pelo PBO S tem um elemento minimo, que serd representado por b. Assim, Ja € Z,
tal que b2 =a, onde b < n, Vn € S. Dai

¢5:v5@6—1kzz—v§:2—%::2§£ 2b—a
V21 V2—1 $-1 <L a—b

E mais, sabemos que 1 < \/5 < 2 logo,

1—1<vV2-1<2-1

consequentemente,
0<v2-1<1
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o implica em,

a
0<=-—-1<«1
b
entao, )
a_
0 1
< 5 <
portanto,
O0<a—b<b.

Logo, a—b € S, pois

2b—
;) —2b—ac,

(a—b)\/iz(a—b)<

a—

e a—b é menor que b, o que contraria o fato de b ser o menor elemento do conjunto S. Portanto

/2 é irracional.

1.3 O critério de Eisenstein

A demonstragio da irracionalidade de v/2 mostrada nessa sec¢io pode ser encontrada em
(MARQUES, 2013, p.14) e utiliza o conceito de polindmio irredutivel; por isso, vamos enuncia-

lo a seguir.

Definicéo 1.3.1 (Polindmios redutiveis e polindmios irredutiveis). Um polinémio P(x) € Q [x],
isto €, um polindmio com coeficientes racionais, é dito redutivel sobre Q, ou sobre Q|x|, ou
simplesmeste redutivel, quando P(x) = R(x)S(x), com R(x),S(x) € Q|x], ou seja, quando P(x)
pode ser expresso como um produto de polinémios ndo constantes. Quando ndo é redutivel o

polinémio é chamado irredutivel.

Exemplo 1.2. O polinémio x + 3 ¢ irredutivel sobre Q enquanto que o polindmio x> —4 é
redutivel, pois x> —4 = (x —2)(x +2).

Podemos afirmar que se um polindmio de grau maior do que ou igual a 2 ¢ irredutivel,
entdo suas raizes ndo pertencem aos nimeros racionais, como encontrado em (LIMA et al.,
2006, p 162). Ora, seja P(x) um polindmio irredutivel. Se o € Q e P(a) = 0, entdo P(x) =
(x— )Py (x), para algum P; (x) € Q[x], o que contradiz a irredutibilidade de P(x). Assim, para
provar que V2, ou qualquer outro niimero, € irracional, basta encontrar um polindmio irre-
dutivel que tenha esse nlimero como raiz. Porém, verificar que um polindmio com coeficientes
racionais € redutivel (ou ndo redutivel) nem sempre é uma tarefa facil. Por isso, serd apresen-
tado a seguir o chamado Critério de Eisenstein !, que fornece uma condigio suficiente para
verificar se um polindmio com coeficientes inteiros € irredutivel, e, segundo o Lema de Gauss?,

a irredutibilidade sobre Z ¢é equivalente a irredutibilidade sobre QQ.

Para uma demonstragio desse teorema indicamos (VIEIRA, 2013, p 441).

2 Para uma demonstracio desse resultado indicamos (VIEIRA, 2013, p 438).
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Teorema 1.3.1 (Critério de Eisenstein). Seja P(x) = a,x" + --- 4+ ajx + ag um polinémio com

coeficientes pertencentes a 7. Se existe um niimero primo p, tal que
1. pédivisor de ag,ay,...,an—1,
2. p ndo é divisor de ay;
3. p2 ndo é divisor de ay,

entdo P(x) é irredutivel em Q|x].

Observacao 1.3.1. Quando o coeficiente ag de um polinémio P(x) é igual a +1 ou, igual
a poténcia de um primo, o critério de Eisenstein, de acordo com (MARQUES, 2013, p 15),
ndo pode ser usado de forma direta para provar a irredutibilidade desse polinomio. Para tal
finalidade, é necessdrio e suficiente provar a irredutibilidade de P(x+ 1) utilizando o critério
de Eisenstein, pois, segue diretamente da defini¢do, que P(x) é irredutivel se, e somente se,
P(x+1) é irredutivel.

Exemplo 1.3. O polinomio x+ 6 é irredutivel, pois o niimero 3, que é primo e divide ag = 6, ndo
divide o coeficiente lider ay = 1 e 3% = 9 ndo divide ag. Portanto, pelo critério de Eisenstein,

x+ 6 é irredutivel.

Logo, para provar a irracionalidade de v/2, precisamos apenas encontrar um polindmio que
satisfaca as condicdes do critério de Eisenstein e que tenha como uma de suas raizes o ndmero
\/E. Note que \/5 € raiz do polindmio x2—=2 e, pelo critério de Eisenstein, esse polindmio €
irredutivel, pois, o nimero primo 2 divide ag = —2; 2 ndo divide a; =1 e; 22 — 4 ndo divide

ap. Portanto, \/5 € irracional.

1.4 FracOes continuas e a irracionalidade de V2

Nessa se¢ao mostraremos, por meio de fracdes continuas, que o nimero V/2 é irracional,
seguindo uma demonstragdo contida em (MARQUES, 2013). Na demonstra¢ao utilizaremos o
fato de que toda fracdo continua simples e infinita tem valor igual a um niimero irracional. Para
isso, vamos enunciar um método chamado algoritmo de Euclides e, em seguida, utilizando esse
método, mostraremos o que € uma fracdo continua.

O algoritmo de Euclides sobre Z € um importante método para determinar o maximo divisor
comum entre dois nimeros inteiros, uma vez que, determinar o mdc(a,b) quando a e b sdo
nimeros inteiros com valores absolutos muito grandes nao é uma tarefa ficil.

Como encontrado em Vieira (2013), o algoritmo de Euclides consiste no seguinte: Sendo a

e b numeros inteiros, onde a > b > 0, pela divisdo euclidiana,

a=b-qo+ryg, 0<ry<b,
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em que go € ro sdo ndmeros inteiros. Entdo, mdc(a,b) = mdc(b,rp). Uma demonstragio desse
fato pode ser vista em (VIEIRA, 2013, p.100).
Dai,

e Se rg =0, entdo mdc(a,b) = mdc(b,rg) = mdc(b,0) =be;
e Se rg # 0, entdo, dividindo b por ry, obtemos

b=ro-q1+r1, 0<r <r,

em que r| € Z.
Logo, mdc(a,b) = mdc(b,ry) = mdc(ro,ry).
Agora, temos

e Sery =0, entdo mdc(a,b) = mdc(b,ro) = mdc(ro,r1) = mdc(rg,0) = rg e;
e Se r; # 0, entdo, dividindo r por r;, obtemos

ro=ri-q+r, 0<rn<r,

em que r; € Z. Logo, mdc(a,b) = mdc(b,ry) = mdc(ro,r1) = mdc(ry,r).
Assim, continuando o processo de divisdes acima, obteremos um tltimo resto r, # 0. Dai,

mdc(a,b) =mdc(b,ro) =mdc(ro,r1) =mdc(ri,r) = --- =mdc(ry, rpt1) = mdc(r,,0) = ry.

Portanto, o dltimo resto dessas sucessdes de divisdes é o mdc(a,b) procurado, ou seja, r, =
mdc(a,b). Esse método apresentado é o algoritmo de Euclides.

Agora iremos construir a fragdo continua de um numero racional. Seja jﬁl esse numero
racional, em que xo,x| € Z; x; # 0 e; mdc(xp,x;) = 1. Utilizando o algoritmo de Euclides

obtemos as seguintes equagoes:

Xo = X149+ X2, 0<x <x
X] = Xxpa1 + X3, 0<x3<x
Xy = Xx3ap + X4, 0<xg <x3
Xj—1 =Xjaj—1+Xjt1, 0<xj+1 <X
Xj=Xj+14;.
Fazendo {; = xl_+11’ donde 0 <i < j, obtemos:
oty e Ui
1 — I — 1
Xit1 Gir1’

Xj
Xj=Xjr1a; = T—Clj =>§j =aj.

Jj+1
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Parai=0ei=1,

1
(:O =ag+ —l (11)
e
1
C1:a1+—_ (1'2)
&
Substituindo (1.2) em (1.1), obtemos:
Co=ao+ :
ap + CLZ

Em seguida, substituindo {; = ap + % e continuando o processo de substituigdes até (j,

obtemos:
X0 . 1

Co=a0+- — (1.3)
1

X1

Essa é a expansdo em fracdo continua de =2,
X1
De modo geral, qualquer nimero real pode ser escrito como uma fra¢ao continua e utiliza-

remos a seguinte notagdo para a fragdo continua em (1.3):

1

 ————— 1.4
<x1;xz...,x_,-> (14)

(X03X1,.. ., X)) :xo—i—; = X0+
/ X1+ L

|
X
Quando todos os x; sdo inteiros a fracdo continua € chamada de simples.

A construgdo acima prova que todo niimero racional pode ser expresso por meio de uma
fracdo continua simples e finita. E a reciproca desse fato também € verdadeira, ou seja, toda
fracdo continua simples e finita tem valor igual a um niimero racional. Ora, seja <a0; ai,...,a j>
uma fra¢ao continua simples e finita. Para j =0, temos (ag) = ap € Q. Supondo que a afirmacio

¢ vélida para j =k, ou seja,
<al;a2-"7ak> < @7

provaremos que a sentenga também € veridica para j = k+ 1. Note que,

€Q,

ap,dt,...,dy) =aog~+
< o) (ars...,ax)

pois ag € Z e, por hipétese, (ay;...,a;) € Q.

Portanto, por Indu¢cdo Matemaética, concluimos que, de fato, uma fracdo continua simples e
finita € igual a um ntimero racional.
Agora, demonstraremos que uma fracdo continua simples e infinita tem valor irracional.

Para isso, vamos definir duas sequéncias de inteiros (%,), e (k,), do seguinte modo:

h,=0h_=1,hj=ahi1+hio, Vi>0
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k =1,k 1=0,ki=aiki_ 1+ki_p, Vi>O0.

Logo, 1l =kg <k <k <k3<...<k,<....

A seguir mostraremos algumas propriedades acerca das sequéncias (%), e (k,), definidas

anteriormente.

Proposicao 1.4.1. Para qualquer niimero real x > 0, temos
. Xhy—1+hy—2
xkn—1 +kn—2 '

Demonstragdo. Vamos provar por indugdo sobre n:

<a0;a17 cee 7an—17~x>

Note que, para n = 0 a sentenga € verdadeira, pois

(@) = ao

ap-1+0
ap-0+1
aoh_1+h_»
aok_1 +k_o’

Suponha que a sentenca é verdadeira para n = m, ou seja,

_ X1+ D2

(ag;ar,....am—1,x) = ,
Xkm—1 + kn—2

e devemos provar que a sentenca também € verdadeira para n = m+ 1. Perceba que

<a0;a17" . 7am—17amax> = <(10;(11,. . '7am—17am+;>7

Dai, por hipétese de indugao,

<ao;al,...,am_17am+l> (am‘i'%l)hm—l-l-hm_z

* (am + )7) kim—1 + km—2
amhim—1 + %hm—l + hy—n
amkm—1 + %km—l +ky—n
Xl —1 + hyp—1 +xhyp_>
Xambkm—1 + km—1 + Xkm—1
x(amhm—1+ hp—2) + hpm—1

X (amkm—l + km—l) +km—1
Xhy 4 hp—1
Xk +kp—1 ‘

Logo, a sentenca € valida para n = m + 1. Portanto € valida para todon > 0, n € N.

Proposicao 1.4.2. Se r, := (ap;ay,...,ay,) para todo n > 0, entdo r, = %

Demonstragdo. Utilizando a proposi¢ao anterior temos, para x = dy:
. anhy 1 +hy 2 . h

n
rp = (ap;ai,...,an) = = —.
Y ankn—1+kn—2 kn
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Proposicao 1.4.3. As equacoes

. (—1)-!
hikio1 —hiki=(—1)"" e ri—r= k,-lii,]

sdo vdlidas para i > 1. Se i > 2 entdo sdo vdlidas as seguintes equacoes
hiki—2 — hioki = (—1)'a; e ri— 10 = o
iRi—2 i—2Rq i1 €7 i—2 kikig

A demonstragao da proposi¢ao anterior serd omitida, mas pode ser feita por indug@o sobre

Teorema 1.1. A sequéncia (ry),, definida na proposicao 1.4.2, satisfaz
rn<nNnn<rg< - <rmrs<ry<ri.
E mais, lim,,_y.. 1y, existe e

r0<r2<r4<r6<---<lgnrn<---<r7<r5<r3<r1.
n—oo

A demonstracdo do teorema anterior encontra-se em (MARQUES, 2013, p 12).

Por fim, temos a tltima defini¢do que precisamos:

Definicao 1.4.1. A sequéncia infinita de inteiros ag,ay,as, ... todos positivos, exceto possivel-
mente ag, determina uma fracdo continua simples e infinita {ag;ay,ay, ...), cujo valor é definido
como

lim {(ag;ay,az, ... ,ay).
n—ro

Agora, de posse de todas as informacdes apresentadas, podemos mostrar que uma fragao
continua simples e infinita tem valor irracional:

Provaremos por absurdo. Seja 8 = (ap;ay,a,...). Logo, pela Defini¢ao 1.4.1,

0 = lim (ap;a;,ay,...,a,).
n—oo

Assim, pelo Teorema 1.1, rp, < 0 < rp,41. Dai
Fon —1Tan <O —rop <rapy1 —ron
o que implica em
0<0—r <rame1—rom
logo,
0< |9—r2n| < |r2n+1—r2n . (1.5
Utilizando a Proposicao 1.4.3 temos que

(=1

”2n+l_”2n:—k2 k2 1.
nhl2n+
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E substituindo em (1.5), obtemos

(_ 1)2n
0<|0—ryl <
| n| k2nk2n+1
logo,
1
0<0—ry < ——.
| nl k2nk2n—|—1
Agora, multiplicando a dltima desigualdade por k,, € supondo por absurdo que 6 = 7,a € Z
e b € N, temos
0<k 2 <k !
o P ke
logo,
0< |k2na —bkznr2n| <b
k2n—|—1
consequentemente,
b

0< |k2na — bhznl <
kot

E Note que, se n — oo, entio kp, 11 — o0, logo, existe ng € N tal que b < kpp41. Dai,

b
< 1.
kong41
Logo,
0< |k2n0a—h2n0b| < 1.

O que é um absurdo, pois ndo existe um nimero natural entre O e 1. Portanto, 0 é irracional.
Por fim, para demonstrar a irracionalidade de /2, s6 precisamos encontrar a fracio continua

simples de v/2 e mostrar que ela é infinita. Para isso, note que, x = 1 ++/2 é solucio da equagio

2=2x+1.Dai,\vV2=x—1¢
1

2
2x+1
al = Al —1=24+=-—1=1+
X 2

x—1=—-1
X x

=(1;2,2,...).

1
P

Logo, v2 = (1;2,2,...). Portanto /2 é um nimero irracional, haja vista que esse nimero é

igual a uma fracao continua simples e infinita.
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2 lIrracionalidade de T

Nesse capitulo mostraremos duas demostracdes sobre a irracionalidade do nimero 7 e, além
disso, mostraremos uma forma diferente de expressar esse nimero, utilizando a chamada série

de Fourier.

2.1 O método de Hermite

A demonstracdo da irracionalidade do nimero T, que serd apresentada a seguir, utiliza as
ideias de I. Niven,! o qual utilizou o metédo de Hermite? para desenvolver a demonstracio. A
demonstracdo estd contida em (FIGUEIREDO, 2002).

Considere a fungdo f: R — R, tal que
X1 —x)"
fx) =———, (2.1)
n!
para algum n pertencente ao conjunto dos niimeros inteiros positivos.

Para a demonstracao do resultado principal serdo utilizados os seguintes lemas:
Lema 2.1.1. D*£(0) é um niimero inteiro para qualquer k = 0,1,2, . ...

Demonstragdo. Perceba que a fungdo f, definida em (2.1), pode ser expressa na forma

onde g(x) = )r% eh(x)=(1—-x)".
A regra do produto para diferenciacdo da fun¢do f, nos conduz a férmula de Leibniz:

k
k . .
D'gh)y=Y | " |Dig-D"n, (2.2)
j=0 \ J
k
onde j = W%F
Dai, aplicando (2.2) a fungado f temos
Dff= L f g D/¥"-DFI(1—x)"
nt =5\ j )

Agora, observe
D'xX"=n-(n—1)---[n—(j—Dx"/.

Logo,

1

O matemédtico Ivan Morton Niven provou que o niimero 7 € irracional em seu artigo “A simple proof that T is
irrational“ publicado no Bulletin of the American Mathematical Sociaty.

Hermite é responsavel por descobrir um método mais simples para provar irracionalidade. Esse método foi
utilizado e aperfeigcoado por varios matematicos e, nesse capitulo, apresentamos duas demonstragdes da irraci-
onalidade de 7, desenvolvidadas por dois matematicos diferentes, as quais utilizam o método de Hermite.
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° Sej>n,Djx”:O;

° Sef<n»Djxn:n(n—l)---[n—(j_l)]xn—j;

e Se j=mn,

D" = nn—1)---[n—(mn—1)""
= nn—1)---(n—n+1)-1
= nl

Dai,
0, se j<n

D'x".—o={ n!, se j=n .

0, se j>n

Agora, observe que
DI(1—x)"=n(n—1)(n=2)[n—(j=D](1—x)"7(=1)’.
Logo,

. nn—1)n—-2)---n—(G—-D](=1), se j<n
D/ (1 —x)"x=0 = n!(—=1)", se j=n .
0, se j>n

Consequentemente, D/ (1 —x)" [,—o € Z,Vj € N.
Dai, pela definicdo do Bindmio de Newton, 0 < j < k, temos

l. sek<nentdo j<ne

1 & . .
Tl 2 ( )Dfx" =0 - DI (1 =x)" [x=0 = 0;

Jj=0

2. se k > n entdo

D'f(0) = i (k.>Djx"|x:0Dk_j(1—X)”|x=o
0

)n'Dk " ) |x=0

k
n
>Dkn |x0
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k
Assim, como (
n

> € ZeDF"(1 —x)"|—o € Z, Vk,n € N, segue que

DFf(0) = ( g >Dk_”(1—x)” cZ.

Portanto, D*f(0) € Z, paratodo k = 0,1,2,.... a
Lema 2.1.2. D*f(1) é um niimero inteiro para qualquer k =0,1,2, ...

Demonstragdo. Note que,

F(l—x) = (1—x)"[1—(1—x)]" _ (1—x)"x" _ 21— x)"

n! n! n!

Logo,
DFf(x) =DFf(1—x).

Dai, parax =0,
DFf(0) =D*f(1—-0) = D' £(0) = D' f(1),

e ja provamos, no lema anterior, que D¥f(0) é inteiro. Portanto, D¥f(1) é inteiro para todo
k=0,1,2,.... O

Lema 2.1.3. Dado m € Z, ndo existe n € Z tal que m <n < m—+ 1.

Demonstragdo. Note que,
m<n<m+lem—m<n—m<m+1l-me&0<n—m<|1

. Assim, para demonstrar o teorema, devemos mostrar que ndo existe nimero inteiro positivo
(natural) entre O e 1. Vamos mostrar esse fato por absurdo. Suponha que existe um ndmero
natural entre 0 e 1. Logo, o conjunto A := {n € N: 0 < n < 1} é ndo vazio. Portanto, pelo
Principio da Boa Ordenacgdo, Jng € A tal que ng € o menor elemento de A. Assim 0 < ng < 1,

e, multiplicando essa desigualdade por ng, obtemos
2
0<ny<ny<l,

logo n% €Ae n(z) < ngp, 0 que contraria o fato de ng ser o menor elemento de A. O

O lema anterior estd contido em (MARQUES, 2013, p 8). Agora, suponha que = f[;’,
em que p,q € Z e mdc(p,q) = 1. Se conseguirmos provar que essa suposi¢do é um absurdo,

ou seja, S€ provarmos que 752

nao € racional, entdo conseguiremos provar que o nimero T €
irracional, pois o quadrado de um racional também € racional.

Para isso, defina a seguinte funcdo F : R — R dada por

F(x)=q" [0 f(x) =" 2D f(x) + -+ (=1)"D* f(x)] (23)
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Substituindo w? = % em (2.3), temos

Flx) = q"[(£>nfu%—(£>nqlﬂf@)+-~+(—1WD%f@4

q

n

_ np_x_pn_12x _n2nx
. [qnfu D () o (1D )]

= pPf(x)—qp" D f(x)+- -+ (—1)"¢"D*" f(x).

q

Logo,

F(0)=p"f(0)—qp" 'D*f(0)+---+ (—1)"¢"D*"£(0)

F(1)=p"f(1) = qp" 'D*f(1) -+ (=1)"¢"D*" f(1).

(2.4)

Dai, como consequéncia dos lemas 2.1.1 ¢ 2.1.2, F(0) e F(1) sdo niimeros inteiros.

A seguir, representando a derivada de F por F’, observe que

(F'(x)sen(mx) — F (x)cos(mx))’

= F’"(x)sen(mx) + F’(x)mcos(mx)
(x)mcos(mx)

)
= F"(x)sen(mx) + F' X
)

= F"(x)sen(mx) + n*F (x)sen(mx)
Calculando F”(x), temos

F'(x) = (F'(x))

— (nF' (x)cos(mx) — TF (x)Ttsen(7x))
— tF’ (x)cos(mx) 4+ w2 F (x)sen(mx)

(2.5)

= [¢"(®"D' f(x) ~ " 2D f(x) 4+ (-1)"D* f ()]

= DR (x) T 2D () 4ok (1D ()

Dai, substituindo (2.3) e o valor de F”(x) em (2.5), obtemos

(F'(x)sen(mx) — mF (x)cos(mx)) = ¢"[m*"D*f(x) —m*" 2D*f(x) +--- + (—1)"D*" "2 f(x)]sen(mx)

+

+

= ¢'m*""? f(x)sen(mx)
¢ f(x)sen(mx)

- "2” F(x)sen(nx)

_ e f(esen(r

T[T F(0x) — T 2DPf(3) 4+ (1D f () sen(m)
[ TD2f(x) — T 2D () + -+ (1) D () Jsen ()
(T2 f(x) — D)+ (1)

2D f(x)sen ()

(2.6)

No que segue, serd utilizado o Teorema Fundamental do Célculo, que pode ser encontrado,

por exemplo, em (LIMA, 1976).
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Logo, para a fun¢do G(x) = F’(x)sen(mx) — F (x)cos(7x), obtemos por (2.6) que

consequentemente,

P"Wz/()lf(x)sen(nx)dx = F'()sen(n-1) —nF (1)cos(n- 1) — F'(0)sen(x - 0) +F (0)cos(x - 0)
= 7F(1)+nF(0)

ou seja, 1
" /0 Fx)sen(mx)dx = F(1) + F(0).

Como foi provado anteriormente, F(0) e F(1) sdo ndmeros inteiros. Logo, o lado direito da

igualdade em (2.7) é um nimero inteiro. Dai, se provarmos que existe um n € N tal que

1
0< np"/o f(x)sen(mx)dx < 1

teremos o absurdo, de acordo com o lema 2.1.3.

Agora, note que, para 0 < x < 1, temos 1 —x > 0. Logo,
0" < X' < 1"

consequentemente,

o que implica que,

portanto,
1
0<flx) <—. 2.7)

Utilizando (2.7) em (2.7) temos
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A seguir, como p € fixo e um ndmero positivo, considere ng € N tal que %0 > 2. Dai, tomando

|
X = %91—', teremos, para todo n > ny,
0

n_!:x.w.no_—i_z...£>x.(2)n_n0'
. P p 4

Portanto, para todo x - (2)"~"0 > 0 dado, podemos encontrar ny € N tal que, se n > ng, entdo

n! n—n
J— . 0
~>x-(2)
ou seja,
. n!
lim — = o0
n—oo pt
ou melhor,
pn
Iim — =0.
n—seo 71!

Dai, existe um n € N tal que % < 1, 0 que é um absurdo. Portanto, o nimero 7 € irracional.

2.2 Uma outra forma de provar a irracionalidade de

A seguir mostraremos uma forma de demonstragdo da irracionalidade do numero T, a
qual foi desenvolvida por Yu. V. Nesterenko utilizando o método devido a Hermite. Nessa
demonstracdo utilizaremos algumas defini¢des associadas aos nimeros complexos e outra re-
lacionada a polindmios. Por causa disso, a priori, enunciaremos essas defini¢des, necessdrias
para o bom entendimento da demonstracdo e que podem ser encontradas, por exemplo, em
(MARQUES, 2013) e em (ZANI, 2001).

Definicao 2.2.1. Seja zo € C e r > 0. Definimos o disco aberto D de centro zq e raio r como
sendo o conjunto:
D(z0,1) = {z € C;|z—2z0| < r}.

Definicao 2.2.2. Seja zo € X, em que X é subconjunto de C. Se existe r > 0 tal que D(zo,r) C X,

entdo zq é ponto interior de X.

Definicao 2.2.3. Um conjunto Q é dito aberto quando todos os ® € Q sdo interiores a L, em
sitmbolos, Q = intQ.

Definicao 2.2.4. Um conjunto é dito conexo quando ndo pode ser expresso como unido de dois

conjuntos A e B, abertos e ndo vazios, tais que ANB = 0.

Exemplo 2.1. O disco
D(z,1) ={z e Cilz| < 1}

¢ aberto e conexo.
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Definicao 2.2.5. Considere uma fungdo f: Q — C, em que Q C C é um conjunto aberto.
Dizemos que f é derivdvel em um ponto 7o € Q se existir
. <) —J\&
Q) - )
=20 Z—20
ou, equivalentemente, se existir

lim Flzo+h) —f(Zo).
h—0 h

Exemplo 2.2. Note que, a fungcdof : Q — C, tal que f(z) = az, onde a € C, é derivdvel para
todo 7z € C, pois

. az —azp . a\Z—z0 .
lim —— = hmg = lima=a.
=20 T— 20 =20 Z— 20 7—20

Definicao 2.2.6. Seja Q um conjunto aberto. Uma funcdo f : Q — C ¢ dita analitica no ponto
20 € Q se é derivdvel em todos os pontos de um disco aberto de centro em zo. Se f € analitica

em todos os pontos de um conjunto aberto Q, entdo é anatitica em Q.

Exemplo 2.3. Uma fungdo p : C — C é dita polinomial se existem niimeros ag,ay,...,a, tais
que

p(2) = an" +an 12"+ arz+ao,
para todo 7z € C. As fungdes polinomiais sdo analiticas, pois sdo derivdveis em todo ponto
zeC.

Observacao 2.2.1. Se uma funcdo f: Q — C ¢é analitica em um ponto zo € Q, entdo existe

r >0 tal que
f) =) an(z—z20)", Vlz—z| <1, (2.8)
n=0
() 20) A . L.
onde ay = — = € a sequéncia formada pelos coeficientes da série.

A série em (2.8) é denominada a expansdo de Taylor de f em torno de z.

Exemplo 2.4. Seja Q um conjunto aberto e f : Q — C tal que f(z) = €%, em que z € Q. Vamos

construir a expansdo de Taylor de f em torno da origem. Para isso, note que

PR=fl@)= =)= =¢,
isto é, f(z) =5 ¥n=0,1,2,...
Logo,
B oo f(n)(o)zn B oo eOZn B o
ez_n;)T_n_o n! _n;)_v

Definicao 2.2.7. Seja Q um conjunto aberto e f: Q — C uma fun¢do analitica numa vizinhanca

de um ponto zg € Q, se zo € uma raiz de f tal que

f/(Zo)=0,...,f(n_1)(zo)=0 e f(n)(zo)?é(), (n>1),

diremos que f tem em zo uma raiz de multiplicidade n.
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Definicao 2.2.8. Seja f: Q — C uma funcdo analitica em um conjunto aberto e conexo Q C C,

com 0 € Q. Dizemos que f(z) é bem aproximada pela fungdo racional ‘;J(%, onde A,B sdo

polindmios de grau n, se B(z) f(z) — A(z) tem uma raiz de multiplicidade 2n+ 1 na origem.

Agora, sabendo de todas essas definicdes, provaremos que o ndmero 7 € irracional, seguindo
as ideias de Marques (2013).

Inicialmente, devemos construir uma funcio analitica que seja bem aproximada por uma

fung@o racional /;%. Para isso, utilizaremos o operador diferencial 8( ) = zD(f), onde D(f) =

) ¢ definido da seguinte forma:

dz
D*(f) = (DoD)(f) e D"(f) = (D" "o D)(f).

ApOs isso, apresentaremos alguns fatos relacionados ao operador diferencial definido ante-
riormente e, paralelamente, serd mostrado que o primeiro fato implica no segundo fato, e que o

segundo fato implica no terceiro fato:
(F1) Parak > 0e f(z) = 7~, §(z) = k2, pois

8() = 2D () = zkd* ! =k,

(F2) Para todo k e m ndo negativos, 8™ (%) = k™z*, pois
5mzk — 8111—1[8(Zk)] — Bm_l(kzk)
= §"?[8(k)] = 8" (k)

- = Sm—m(kmzk) — SO(kak)
K k;

(F3) Se T(z) € C[z], entdo T (8)zF = T (k)z*, pois, se T (z) = a,z"+- - - +aiz+ap, onde ay, . .., ap €

C, entao
T(8(Z) = a 8" +-- 4+ a1[8(z")] + aod"
= @[]+ + a1 [8()]) + apk
= an K"+ + ay [kZ"] + apdF
= (ak"+ - +ark+ap)*
= T(k)zk.
Agora, seja

f(x)= i "
k=0

a expansao de Taylor de uma fun¢do analitica f em torno da origem. Assim, temos

T(0f(z))=T (5 <i akzk>> :
k=0

Dai, como a fun¢ado f € derivavel, entdo podemos utilizar a seguinte proposicao:
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Proposicao 2.2.1. Sejam D C C um aberto, zo €D e f, g: D — C. Se f e g sdo derivdveis em
Z0 entdo

(of +Bg) (z0) = ouf'(z0) + P&’ (z0),ondea, B € C.

Uma demonstracao dessa proposi¢do pode ser encontrada em (ZANI, 2001).

Logo, utilizando (F3), temos

— i aT(8(z")) = i aT (k)"
k=0 k=0

Para atingir o nosso objetivo, tomemos T, (k) = (k—n—1)---(k—2n) e f(z) = €*. Dai,
seke{n+1,...,2n}, T,(k) =0, pois n+1,...,2n sdo as raizes do polindmio 7, (k), e, como

_ o ko » . -
e* =Y 17 € aexpansido de Taylor de ¢ em torno da origem, entdo

> T,(k
noE) = Y i

k=0 :
LK) o & LK) o 2 k)

= 7+ —Z + —Z
l;) k! kz%lil k! k:§+1 k!

0

" T (k > T.(k

-y ]f')zk-i- Yy ”k(,)zk (2.9)
k=0 : k=2n+1 :

A seguir, note que
e Se k <nentio

T,(k) = (k—n—1)---(k—2n)
n+1—k)(—=1)(n+2—k)---(=1)(n+n—k)
[(n+1—-k)(n+2—k) - (n+n—k)]

)
Y
1) 2n—k) - (n 42— K)(n+1—K)
2n—K)--(n+2— k) (n+ 1 —K)(n—k)!
) (k)]

e Se k> 2n+1, entdo

T,(k) = (k—n—1)---(k—2n)
(k—n—1)--(k—2n)(k—2n—1)!
k—2n—1)!
(k—n—1)!
k—2n—1)!

Dai, substituindo em (2.9), obtemos

LV k'k' A k 2n—1)kZ
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Agora, como 8(e°) = ze*, segue, por (F3), que

em que T,(z) = (z—n—1)---(z—2n) = By(z). Logo, B,(z) é um polindmio de grau n com
coeficientes inteiros.

Em assim sendo, definindo

n
- R = —_— 2.10
kZO (n— k)'k' ¢ R@= L G (10
obtemos:
Bn(z)ez :An(z) ‘I'Rn(z)' (2.11)
Logo, A,(z) é um polindmio com coeficientes inteiros, pois (—1)" %% € Z e, por con-

An(z)

B ¢ uma fung@o racional. E mais, R,(z) tem um zero de multiplicidade 2n + 1 na

origem pois, fazendo k = [ +2n+ 1, temos:

= (k—n—1)! ,
Ri(z) = =
(2) k=§+l (k—2n—Dk!*
i (I+n)! Aot

111+ 2n+1)!

(I4+n)! 7
2n+1
— 2 2.12
l+2n+1 l ( )

Assim, por 2.12:
R/ (0)=0,R"(0)=0,...,R*""1(0) #£0,

logo R, (z), pela defini¢do (2.2.7), tem multiplicidade 2n + 1 na origem.

Dai, pela definicao (2.2.8), e* € bem aproximada pela funcao racional 2’”1 gg , pois, por (2.11)

B, (2)e* —An(z) = Ru(2). (2.13)
Para terminar essa etapa da demonstra¢do vamos mostrar um resultado importante:

Lema 2.2.1. Dado 7z € C, entdo

|Z|2n+l |
Ry(o) < e

em que R, é definido em (2.10).

Demonstragdo. Por (2.12), temos que

2n+1 l+n Zl
[Ru(2)] = |2 Z (I4+2n+1)11!
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E note que
(I+2n+1)! _ ({+2n+1)(+2n)---[I4+2n—(n—1)](l+2n—n)!
(I+mn)! (I+n)!
= (+2n+1)({+2n)!---(I4+n+1)!
> (n+1).
Logo,
(I+n)! < 1
(I42n+1)! — (n+1)V
consequentemente,
2n+lZ (+n) 2n+li 1z
(I+2n+ )11 = m+ 1)
o que implica que
2n+1 o ]
Z Z
R < -
R < | s &
portanto,
2n+1
Raf)] < el
~ (n+1)!
O

Definiciio 2.2.9. Uma série Y., a, é absolutamente convergente se Y ,._| |a,| é convergente.

Pelo Lema 2.2.1, R,(z) € uma série absolutamente convergente.
Agora, ap0s atingir o nosso objetivo inicial, vamos para a segunda e dltima etapa da demonstragao,
na qual iremos provar por absurdo que o nimero 7 € irracional.

Suponha que 7 = £ € um niimero racional. Entdo,
bt =a=ibn =

Pela Identidade de Euler: ™ = —1. Logo, substituindo na igualdade anterior o valor de =,
obtemos:

el

=—1=¢"

= (—1)°.

Dai, tomando o niimero complexo z = ia e utilizando (2.14) em (2.13), obtemos

(2.14)

By (ia)(—1)" — A, (ia) = R, (ia).
Por (2.13), e omitindo, por simplicidade, o argumento z, temos

R, =B, —A, = —B, 1R, = _Bn—l-aneZ +Bn114,

Ryi1=Byi1e°—Apy1 = Ry 1By = Byy16°By — Ay 1By



Captitulo 2. Irracionalidade de T 33

Somando os membros das expressdes obtidas anteriormente, temos
—RuBpyr1+ Ry 1By = An(Z) = Bny1An — BpAyi1. (2.15)

Como A, tem grau n e coeficiente lider (—1)", e B, tem coeficiente lider igual a 1 e grau n, pois

B,(z) =(z—n—1)...(z—2n), segue que
e B, tem grau n+ 1 e coeficiente lider igual a 1;
e A, tem grau n+ 1 e coeficiente lider igual a (—1)"+!.
Logo, como R,(z), em 2.12, pode ser escrito da forma:

Ru(z) = 22" gu(2),

com g,(z) = X7 %%, entdo, pelo lado direito da igualdade em (2.15), temos que A,(z)

tem grau 2n+ 1, com coeficiente lider 2(—1)", e
An(z) = 22" (—guBur1 + 22 gn+1Bn). (2.16)

Dai, como o grau de A,(z) € igual 2n+ 1, temos que —g,B,+1 +72gn1 1By, é constante e

consequentemente é o coeficiente do termo em z2"+1. Logo,
An(z) =2(=1)"2"*1.

Assim, se z # 0, entdo, pelo lado esquerdo de (2.15), temos que R,(z) # 0 ou R, # 0.

Logo, como ia # 0 e utilizando o lema 2.2.1 temos que existe np € N tal que
0 < |Ry, (ia)|* < 1,

ou melhor, )
0 < |By,(ia)(—1)" — Au(ia)| <1,

o que é um absurdo, pois By, (ia)(—1)? — A, (ia) € Z[i]; consequentemente seu médulo € igual
a um numero inteiro; e, como sabemos, nao existe nimero inteiro menor que 1 e maior que 0.

Portanto, o numero 7 € irracional.

2.3 O nUmero Tt e a série de Fourier

Nessa se¢do mostraremos uma forma de expressar o nimero T por meio de uma série
nimerica. Como pode ser encontrado em Figueiredo (1977, p. 22), € possivel obter uma ex-
pressdo em série para o numero T utilizando a chamada série de Fourier. Sendo assim, nessa
se¢d0 nosso objetivo serd obter essa expressao. Por isso, a priori, conheceremos um pouco sobre

a série de Fourier.
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Definicao 2.3.1. Seja f : R — R uma funcdo periodica de periodo 2L, integrdvel e absoluta-

mente integrdvel. Podemos escrever

1 o0
flx) ~ zao —|—n§’1 (ancos HLE + bnsenn:—x) , (2.17)

em que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f, onde
1 (L T 1 (L T
ay = Z/_Lf(x)cosn—Lxdx, n>0, e b,= Z/_Lf(x)sennL—xdx, n>1,
sdo chamados de coeficientes de Fourier.
Observacao 2.3.1. (a) Uma fungdo f : R — R é dita periddica de periodo T se

fx+T)=f(x),VxeR.

(b) Se T é um periodo para fungdo f, entdo kT também é um periodo, para todo k € Z, pois
fx)=f(x+T)=f(x+2T)=---= f(x+kT).

Por causa disso, em geral, consideramos T como sendo o menor periodo positivo, cha-

mado de periodo fundamental.

Exemplo 2.5 (Funcéo periodica). Um exemplo de fungdo periddica é a funcdo f(x) = cosx de

periodo 2m. A Figura I representa o grdfico dessa fungdo periddica. >

Figura 1 — f(x) = cosx

Observacao 2.3.2. Como encontrado em Sodré (2003):

(a) Uma fungdo f: R — R é integrdvel sobre um intervalo da reta [a,b] se:

/abf(u)du < oo,

3 A representagio grafica dessa fungdo foi criada no GeoGeobra pela autora.
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(b) Uma fungdo f : R — R é absolutamente integrdvel sobre um intervalo da reta [a,D] se:

/a ? | Fw)du] < o

A funcdo f e sua série de Fourier nem sempre sdo iguais, inclusive, a série de Fourier de
uma func¢do pode até divergir. Por isso, apresentaremos a seguir o chamado Teorema de Fourier
que nos fornece condi¢des para que a série de Fourier de uma funcgdo f seja convergente.

Teorema 2.1. Seja f: R — R uma funcdo periddica de periodo 2L e seccionalmente dife-
rencidvel. Entdo a série de Fourier da funcdo f, dada em (2.17), converge, em cada ponto x,

para

%[f(x-l—O)-i-f(x—O)] = % +n§1 (ancos%x-kbnsen%)’

em que f(x+0) representa o limite lateral a direita da fungdo f e f(x—0) representa o limite

lateral a esquerda da fungdo f.

Observacao 2.3.3. (a) Seja f : R — R uma funcdo. Se f e sua derivada f' forem seccional-

mente continuas, entdo a fungdo f serd seccionalmente diferencidvel.

(b) Uma funcgdo [ : R — R é dita secccionalmente continua se tiver uma quantidade finita de

descontinuidades de primeira espécie em um intervalo limitado qualquer.

(c) A fungdo [ : R — R possui uma descontinuidade de primeira espécie num ponto a € R

quando f é descontinua no ponto a e os limites laterais da funcdo f no ponto a existem.

Agora utilizaremos esses conhecimentos para obter uma expressao em série de Fourier para
0 numero T.

Considere a seguinte funcio*:

1 , 0<x<m;
fx)=4¢ 0 , —w<x<O0;
e periddica de periodo 27

Note que a fungdo f € periodica de periodo 27 e é seccionalmente diferencidvel, pois, ela
ndo € continua e a sua derivada ndo estd definida nos pontos de descontinuidade da fun¢do, ou
seja, nos pontos em que f ndo € continua; logo, a fungdo f e sua derivada sdo seccionalmente
continuas. Dai, podemos escrever essa funcao como uma série de Fourier, convergente em cada

ponto de f. Para isso, vamos calcular os coeficientes da série utilizando :
1 T
ag = — / f(x)cos—
T)_xn ( ) T

1 0 T 1
_ —( O-ldx+/1-1dx>:—(n):1
T —TC 0 T

4 Uma representaciio grifica dessa fungio pode ser encontrada na pagina seguinte e foi criada no GeoGebra.

Onxdx :% </_if(x) cosO0dx + /Onf(x) cosde)
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Figura 2 — Representagdo gréfica da funcdo f

41y
3.
2
19 : o
- L] x
@ ® - ®
=TT 0 L 21 31
-1 1
-2
esen#0
1 & 1 0 T 1 rm
an = = f(x)cos@dx:—</ f(x)cosnxdx+/ f(x)cosnxdx) :_/ cos nxdx
T.) x T T\J/-=n 0 TJo
1
_ _(sennx> o _0
T n 0
1 m 1/- 1 /- - 1
b, — _/ sennxdx:—( cosnx) T :_< cosnm Cosn()):—(l—cosmt)
7t Jo T n 0 = n n nm
Dai, se n = 2k | |
b2k=2kn(1—0052k75) mt(1—1)207
esen=2k+1
2
b 1— 2k+1 =—  VkeN
21 = (2k+1){ cos|(2k+ml} = Ty

Logo, substituindo os valores dos coeficientes de Fourier em (2.17) obtemos a série de Fourier:

-I- Z { Ty sen[(2k + l)x]}. (2.18)

Agora, como f € seccionalmente derlvavel e de periodo 27, podemos utilizar o Teorema de

Fourier no ponto x = % Assim,

1

317(5-0)+7(3-0)] = % +; { (2](-12- 1)nsen[(2k+l)x]}'

Dai,
%(1+1) = %+;{(2kil)nsen[(2k+l)§]}
1—% = %;{2kilsen[(2k+l)—]}
1 - %;{%lﬂsm[(zkﬂ) ]} (2.19)
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E multiplicando por 2 ambos os membros da equagdo em (2.19), obtemos:

= 1 o
n:4-2{2k+1sen[(2k+1)5]}. (2.20)

k=1

Logo, atingimos 0 nosso objetivo, pois a série em (2.20) € a série procurada.

A série (2.20) também pode ser escrita da seguinte forma:

1 1 1 1 o 1yk—1
n=4-(l—-=+——-4+——... | =4. =1 _
5 7 9 =

3 2k—1

A série acima € a série de Leibniz.
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Consideracoes Finais

Inicialmente, esse trabalho teria como tema principal a Irracionalidade e Transcendéncia do
nimero 7. Entretanto, para tratar desse tema, seria necessario um estudo sobre a Teoria dos
Numeros Transcendentes que, por sua vez, utiliza alguns conceitos das disciplicas Estruturas
Algébricas I e Estruturas Algébricas I, as quais ainda ndo haviam sido cursadas. Além disso,
seria necessdrio estudar sobre a irracionalidade dos nimeros, uma vez que a irracionalidade de
um ndmero é uma das condi¢Ges para que o mesmo seja um ndmero transcendente. Assim,
teria muito conteddo a ser estudado e um prazo de entrega a ser cumprido. Por causa disso,
resolvemos reduzir o tema e, tratar apenas da irracionalidade dos nimeros. Essa mudanga ndo
empobreceu o trabalho, apenas possibilitou uma delimitagdo maior do tema.

Embora ndo incluida nesse trabalho, a prova da transcendéncia do niimero 7, além de re-
solver o problema da quadratura do circulo, também € uma das formas de demonstracdo da
irracionalidade do . Ora um ndmero € dito transcendente quando ndo € algébrico, ou seja,
quando esse nimero nio € raiz de nenhum polindmio com coeficientes racionais. Sendo assim,
todo ndmero racional, a = %, ndo é transcendente, pois, € raiz do polindmio P(x) = gx — p.
Logo, se um ndmero € transcendente , entdo ele € irracional. Portanto, como 7 € transcendente,
entdo T € irracional.

Os estudos sobre a Teoria dos Numeros Transcendentes serdo aproveitados em trabalhos

futuros.
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