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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo sobre homomorfismo entre
os grupos Z,, e Z,, com mn € Z . FEspecificamente, apresentamos a quantidade de
homomorfismos existentes entre esses dois grupos, a partir da ordem deles. Para isso
utilizaremos alguns dos principais conceitos e resultados da teoria elementar dos ntimeros,

da teoria de grupos, subgrupos e grupos ciclicos.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros. Homomorfismo. Teoria de grupos.



Abstract

The present work aims to perform a study on homomorphism between the groups of
Ly, in Zy,. Specifically, we present the amount of homomorphisms existing between these
two groups, from their order. To do this, we will use some of the main concepts and

results of elementary theory of numbers, group theory, subgroups and cyclic groups.

Keywords: Theory of Numbers. Homomorphism. Group Theory.
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Introducao

A palavra dlgebra é derivada da palavra drabe al-jabr. Ainda que originalmente dlgebra
se refira a equagoes, a palavra hoje tem um significado amplo e uma defini¢ao requer um
enfoque em duas fases: (1) dlgebra elementar e (2) algebra abstrata. A algebra elementar
é o estudo das equacoes e métodos de resolvé-las. A dlgebra abstrata é o estudo das
estruturas matematicas tais como grupos, anéis e corpos. E exatamente nessa segunda
fase que o nosso tema, homomorfismo de grupos, é encontrado.

Scjam (G, *) ¢ (Ga,.) dois grupos. Uma fungao f : G4 — G5 chama-se homomorfismo
de G; em G2 quando:

flaxb) = f(a).f(b) para todo a,b € G;.

No presente trabalho iremos apresentar o resultado de homomorfismo de grupos que
afirma que o nimero de homomorfismos de grupos de Z,, em Z, é igual ao mdc(m,n),
em que Z, ¢ o conjunto das classes de equivaléncia médulo n, n € N, n > 1. Para provar
esse resultado, seguimos o que foi feito por Joseph A. Gallan e James Van Buskirk. [7].

Esse trabalho esta organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, apresentamos um
pouco da evolugao da Teoria de Grupos, a partir de [9]; No Capitulo 2, apresentaremos
conceitos e resultados que irao nos auxiliar para a prova do resultado do Teorema principal
do nosso trabalho: trataremos do estudo de teoria dos nimeros, grupos, subgrupos, gru-
pos ciclicos e homomorfismo de grupos. Todos os resultados apresentados nesse capitulo
podem ser encontrados em livros classicos de Algebra Abstrata e Teoria dos Ntumeros,
mas nossa abordagem segue os referenciados nesse texto. Na ultima parte, Capitulo 3,
apresentaremos a prova do teorema citado anteriormente e algumas consequéncias diretas

do mesmo.



Capitulo 1

Contexto Historico da Teoria de

Grupos

Conhecer um pouco do historico de evolugao de determinado assunto é um bom cami-
nho para tentar entender como aqueles que foram pioneiros enveredaram por certa diregao.
Pensando nisso, neste primeiro capitulo apresentamos um pouco da evolugao da Teoria

de Grupos, seguindo o que foi feito por Kleiner em [9].

1.1 Principais fontes

Nesse topico delinearemos trés fontes principais na evolucao da teoria dos grupos.
A primeira fonte (dlgebra cldssica) levou a teoria dos grupos de permutagao; a segunda
(teoria dos numeros) levou a teoria dos grupos abelianos; a terceira (geometria) levou a
teoria dos grupos de transformacao.

(I) - Algebra Classica (J. L. Lagrange, 1770)

Em 1770, Lagrange escreveu em seu livro “Reflexions sur la resolution algebrique des
equations” problemas que diziam respeito as equagoes polinomiais. Havia questoes tedricas
que lidavam com a existéncia e a natureza das raizes (por exemplo: Todas as equagoes
tém uma raiz? Quantas raizes existem? Elas sdo reais, complexas, positivas, negativas?)
E questoes praticas relacionadas a métodos para encontrar as raizes. No ultimo caso,
haviam métodos exatos e métodos aproximados.

Um dos principais problemas para os dois séculos seguintes foi a solugao algébrica do

quantico. Esta foi a tarefa que Lagrange estabeleceu para si mesmo em seu artigo. No
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texto, Lagrange analisa os vérios métodos conhecidos (criados por F. Viete, R.Descartes,
L. Euler e E. Bezout) para resolver equagoes cibicas e quarticas. Ele mostra que a
caracteristica comum desses métodos é a reducao de tais equagoes em equacgoes auxiliares
- as chamadas equacoes de resolucao. FEstas ultimas possuiam graus menores que as
equacoes originais.

O trabalho de Lagrange foi um marco, apesar de ele nao ter conseguido resolver o
problema da solvibilidade algébrica do quantico. Foi a primeira vez que foi feita uma
associacao entre as solucoes de uma equacao polinomial e as permutagoes de suas raizes.
De fato, o estudo das permutacoes das raizes de uma equacao foi um dos fundamentos da
teoria geral de equacoes algébricas de Lagrange.

(IT) - Teoria dos nimeros (C. F. Gauss, 1801)

Gauss resumiu e unificou grande parte da teoria dos nimeros em 1801 nos Disqui-
sitiones Arithmeticae. O trabalho também sugeriu novas dire¢bes que mantiveram os
matematicos ocupados por todo o século. Pode-se dizer que os Disquisitiones Arithme-
ticae iniciaram a teoria de grupos abelianos infinitos. De fato, Gauss estabeleceu muitas
das propriedades significativas desses grupos sem usar qualquer terminologia da teoria dos
grupos. Os grupos aparecem em quatro formas diferentes. O grupo aditivo de inteiros
modulo m; o grupo multiplicativo de inteiros relativamente primos a m médulo m; o grupo
de classes de equivaléncia de formas quadréticas binarias e o grupo de enésimas raizes de
unidade.

Por exemplo, considerando os inteiros diferentes de zero médulo p (p um primo), Gauss
mostra que eles sao todos poténcias de um tunico elemento; isto é, que o grupo Z”, de tais
inteiros, é ciclico. Além disso, determina o ntimero de geradores desse grupo (ele mostra
que é igual a ¢(p — 1), onde ¢ é a fungdo de Euler). Dado qualquer elemento de Z7,
ele define a ordem do elemento (sem usar a terminologia) e mostra que a ordem de um
elemento ¢ um divisor de p — 1. Em seguida, ele mostra que se ¢t ¢ um inteiro positivo que
divide p — 1, entao existe um elemento em Z” cuja ordem é essencialmente o inverso do
teorema de Lagrange para grupos ciclicos.

Embora os argumentos nos Disquisitiones Arithmeticae sejam bastante gerais, cada
um dos varios tipos de grupos que ele considera é tratado separadamente.

(IIT) - Geometria (F. Klein, 1872)

Agora, vamos nos referir a palestra de Klein que ele proferiu em 1872, intitulada
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A Comparative Review of Recent Researches in Geometry. KEssa palestra tinha como
objetivo a classificacao da geometria como o estudo de invariantes sob varios grupos de
transformacoes. Aqui aparecem grupos como o grupo projetivo, o grupo de movimentos
rigidos, o grupo de semelhancas, o grupo hiperbdlico, os grupos elipticos, bem como as
geometrias associadas a eles.

O foco da geometria mudou para um estudo das préprias transformacoes. Assim, o
estudo das relagoes geométricas das figuras tornou-se o estudo das transformacgoes associa-
das. Virios tipos de transformagoes (por exemplo: colineagoes, transformagoes circulares,
transformacoes inversas, afinidades) tornaram-se objetos de estudos especializados. Poste-
riormente, as conexoes légicas entre as transformacoes foram investigadas, e isso levou ao
problema de classificar as transformacoes e, eventualmente, a sintese tedrica da geometria
de grupo de Klein. O uso de grupos de Klein na geometria foi o estagio final em trazer
ordem a geometria. Um estagio intermediario foi a fundacao da primeira grande teoria de
classificagao em geometria, comecando em 1850, a Teoria Invariante de Cayley-Sylvester.

Aqui o objetivo era estudar invariantes de formas sob transformacoes de suas variaveis.

1.2 Expansao dos desenvolvimentos na Teoria de Gru-
pos

A teoria dos grupos evoluiu a partir de varias fontes diferentes, dando origem a varias
teorias concretas. Essas teorias se desenvolveram de formas independentes. Algumas por
mais de cem anos (comecgando em 1770) antes de convergirem (inicio da década de 1880)
dentro do conceito de grupo abstrato. A teoria abstrata de grupos surgiu e se consolidou
nos proximos quarenta anos. No final desse periodo, (por volta de 1920), pode-se discernir
a divergéncia da teoria dos grupos em varias “teorias”distintas. Vamos citar alguns desses
avancos e novas direcoes na teoria dos grupos, comecando na década de 1920:

(i) Teoria dos grupos finitos - O principal problema aqui, j& formulado por Cayley
(1870) e estudado por Jordan e Hblder, era encontrar todos os grupos finitos de uma
determinada ordem. O problema se mostrou muito dificil e os mateméticos recorreram a
casos especiais (sugeridos especialmente pela teoria de Galois): encontrar todos os
grupos simples ou todos os solucionaveis (cf. o teorema de Feit-Thompson de 1963 e a

classificagdo de todos os grupos finitos simples em 1981).
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(ii) Extensoes de certos resultados da teoria dos grupos finitos para grupos
infinitos com condigoes de finitude- Por exemplo a Prova, de J. Schmidt, em 1928,
do teorema de Remak-Krull-Schmidst.

(iii) Apresentagoes em grupo (Teoria do Grupo Combinatério)- Iniciada por
von Dyck em 1882, e continuada no século XX por M. Dehn, H. Tietze, J. Nielsen, E.
Artin, 0. Schreier, et al. Para uma conta completa.

(iv) Teoria dos grupos abelianos infinitos- (H. Priufer, R.Baer, H. Ulm et al.-1920
a 1930).

(v) A teoria das extensoes de grupo de Schreier (1926) - levando depois a
cohomologia dos grupos.

(vi) Grupos algébricos - (A. Borel, C. Chevalley et al.-1940).

(vii) Grupos topoldgicos - incluindo a extensao da teoria de representacao de grupos
a grupos continuos (Schreier, E. Cartan, L. Pontrjagin, I. Gelfand, J. von Neumann et

ai., 1920 e 1930).
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo serao apresentadas defini¢oes e resultados necessarios na demonstragao

do teorema principal do trabalho.

2.1 Teoria dos numeros

O resultado principal deste trabalho trata de analisar os homomorfismos existentes
entre os grupos (Z,,,+) e (Z,,+). Por isto, nesta se¢do, apresentamos o conjunto Z,, que
é, em verdade, um conjunto de classes de equivaléncia e é estudado através da teoria dos
nimeros, parte da matematica que se dedica ao estudo dos ntimeros inteiros.

Comegaremos nosso texto apresentando o conceito da relagao de equivaléncia.
Definigao 2.1. (Relacdo de Fquivaléncia) Dizemos que uma rela¢ao R sobre um conjunto
A € de equivaléncia quando ela é:

i) Reflexiva, ou seja, aRa, para todo a € A ;
ii) simétrica, ou seja, se aRb, entao bRa, para todo a,b € A;
iii) Transitiva, isto €, se aRb e bRc entdo aRe, para todo a,b,c € A.
Quando R é uma relacao de equivaléncia em um conjunto A e a € A, o conjunto @ é

composto por todos z € A tal que x se relaciona com a , ou seja,
a={x € A;zRa}.

Observacao 2.1. Seque da definicao de relacao de equivaléncia sobre um conjunto A que:

[ ] A - U(J,EAE'



14

e Uma e somente uma das situagoes acontece, para a,b € A:

S|
I
jwal]
e}
e
2l
D
<
I
=

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, iremos utilizar uma relagao de equivaléncia
em especial, chamada de congruéncia médulo n.

Ou seja, R da origem a uma partigao de A.
Defini¢ao 2.2. (Divisibilidade) Dizemos que a divide b, em simbolos alb, se existir um
numero ¢, com ¢ € 7, tal que:

b=a-c

Definicao 2.3. Sejam a,b,n € Z e n>1. Dizemos que a € congruente a b modulo n se
n|(a —b), ou seja,

a = b(mod n) < n|(a —b)

Exemplo 2.1. 5 = 2(mod 3) e —1 = 13(mod 7).
Solugao: Por defini¢ao, temos que

5 =2(mod 3) < 3|(5 —2) & 5 — 2 = 3k, para algum k € Z.
Como 5 —2 =3 = 3.1, entao 5 = 2(mod 3). Também temos

—1 =13(mod 7),

pois —1 — 13 = —14.
Proposicao 2.1. A congruéncia mddulo n( = (mod n)) € uma relagao de equivaléncia.
Prova. Para provarmos que a congruéncia modilo n é uma relacao de equivaléncia, temos
que mostrar que ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Refleriva: Para qualquer a € Z, temos que

a—a=0=0-n,

isto é, a= a(mod n). Portanto = (mod n) é reflexiva.
Simétrica: Para todo a, b € Z, se a = b(mod n), entdo a — b = ¢ - n, para algum c €
Z, e, assim,

b—a=—(a—0b)=(—c)'n

Logo, b = a(mod n), o que implica que a rela¢ao é simétrica.

Transitiva: Sejam a,b,c € Z, tais que a = b(mod n) e b = ¢(mod n), entdo a—b=-e-n
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eb—c=f-n, para algum e, f € Z. Logo,

a—c=a—b+b—c=e-n+f-n=(e+f)n

Portanto, a = ¢(mod n), o que implica que a relagdo é transitiva.

Logo, temos que tal relagao é de equivaléncia.
Definicao 2.4. Seja A um subconjunto nao vazio de Z. Dizemos que A € limitado infe-
riormente quando existe xo € Z tal que xq < x, para todo v € A.
Axioma 2.1 ((Principio da boa ordenagao - PBO)). Todo subconjunto nao vazio e limi-
tado inferiormente A de Z possui um menor elemento.
Observagao 2.2. Temos que se md|rd, entdao m|r, com m,d,r € Z.

De fato, por defini¢ao, se md|rd, entao existe um inteiro j tal que

rd=mdj] & r=mj

ou seja, temos que m|r.
Teorema 2.1. (Bezout) Para quaisquer nimeros naturais a e b, existe d = mdc(a,b).

Além disso, existem xg,yo € Z, tais que

d = axqy + byp.

Prova. A prova encontra-se em [6], pagina 99.

Definicao 2.5. Dois nimeros a e b, sao ditos relativamente primo quando o mdc(a,b) = 1
Como consequéncia do Teorema anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1. Os inteiros a e b sao relativamente primos se, e somente se, existem

x,y € Z tais que 1 = ax + by.

2.1.1 Os Z,

Definicao 2.6. Seja n um inteiro positivo, para cada a € 7Z, denotamos a classe de
equivaléncia de a mddulo n por

a:={b€Z;b=a(mod n)}.
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Chamamos de Z, ao conjunto das classes de equivaléncia modulo n, n € N, n > 1.
Portanto,

Zn =A{G;a € Z}.

Exemplo 2.2. Na congruéncia modulo 4, temos:

e 0={a€Z;a=0(mod 4) } ={a=4kkeZ}={.,-4,0,48,..};
{a €Z;a=1(mod 4)} ={a=4k+1,keZ}={..,-3,1,59,..};
e2={a€Z;a=2(mod 4)} ={a=4k+2,ke€Z}} ={.,-2,26,10,...};
e3={a€Za=3mod4)}={a=4k+3,keZ}=1{.,-1,37,11,..}

=
Il

Sejamn € Z, n > 1 ea € Z,. Entao, aplicando o algoritmo da divisao temos que
existem ¢,r € Z taisquea=qgn+re0<r <n.
Logo, a — r = ¢.n, o que implica em a = r(mod n) e portanto, @ =7, 0 < r < n.
Sendo assim, temos que Z, = {0,1,...,n — 1}.
Observe que @ = 7, em que r ¢ o resto da divisao de a por n, assim Z, ¢ também
chamado de classe de restos.

Entao, comparando com o exemplo anterior, temos que
Z, = {0,1,2,3).

Propriedades da congruéncia = (mod n)

Teorema 2.2. Dados a,b,c,d € Z, temos que se a = b(mod n) e ¢ = d(mod n), entao:
(a+c¢)=(b+d)(mod n) e ac=bd(mod n).
Prova. Por hipétese, temos que a = b(mod n) e ¢ = d(mod n), entéo:
a=b+knec=d+In
para certos k,l € Z.

Somando tais igualdades, temos:
atc=b+d+ (k+1)n,

o que implica, (a + ¢) = (b+ d)(mod n).

Analogamente, fazendo o produto das igualdades, temos:

ac = (b+ kn)(d +In) = bd + kdn + bln + kn*l = bd + n(kd + bl + kin).
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Fazendo j = (kd + bl + kin) € Z, temos ac = bd + jn, ou seja,
ac = bd(mod n)
Definicao 2.7. Seja n € N, n > 1. Definimos as operacoes de soma e produto em Z,,

respectivamente, por + : Ly X Ly — Ly € + 2 Loy X Loy — 7oy, 0Onde

T+b=a+b

a-b=a-b.

Observagao 2.3. Observe que a soma e o produto em Z, estao bem definidos.
De fato, para verificar que essas operacoes estao bem definidas, temos que provar que

para todo a,b,c¢,d € Z, coma =T e b = d em Z,, entio:

a+b=c+dea-b=c-d
Para isso, como @ =C e b = d, entdo a = ¢(mod n) e b = d(mod n). Pelo Teorema 2.2,

temos que a + b = ¢ + d(mod n) e ab = cd(mod n), ou seja,

a+b=c+dea-b=c-d
logo,

S|
_|_
S|
I
ol
+
S
@
2
>l
I
ol
SY|

o que prova a boa definicao.

Propriedades das operacoes dos 7Z,

Proposicao 2.2. Sejam @, b, € Z,, entdao

vi) @-0 =0 (elemento absolvente da multiplicagdo);
vii) @a+n—a =0 (inverso aditivo).

Prova. i) Sejam @,b € Z,, por definicdo das operacdes temos:

d+b=a+tb=b+a=0+17.
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De forma anéloga, provamos a comutatividade para multiplicacao.

ii) Temos que

@+ (b+c)=a+btc=a+btc=(a+b)+T=(a+b)+7

De forma andloga,provamos a associatividade para multiplicacao.

iii) Note que,

a-(b+t)=a-(b+c)=a-(b+c)=a-b+ta-c=a-b+ac

iv) Temos que mostrar a existéncia um € € Z, tal que @ +€ =a. Para isso usaremos

a definicao das operacoes de Z,, assim , se

entao,

Porém, isso acontece se e for multiplo de n, pois

ate=a<at+e=amodn e a+e—a=k-nkeZ<e=k-nkel.

Nesse caso, a classe dele ¢ igual a classe do zero, portanto,

ol
Il
=]

Logo 0 é o neutro da adicdo de Z,.

v) Temos que mostrar a existéncia de uma classe de equivaléncia T € Z,, tal que

S
]
I

=

Usaremos novamente a definigao das operagoes de Z,,, logo se

el
]
I

=l



entao,

a-r=a

Isso acontece sempre que x — 1 é multiplo de n, pois

ar=a<ax—a=k-nkeZ<alx—1)=k-nkeZ.

Nesse caso, a classe dele é a mesma do 1 , ou seja,

S|
I
|

Sendo assim, 1 é o neutro da multiplicacao dos Z,,.

vi)Temos que para todo @ € Z,,

el
ol
Il
S
o
I
ol

vii) Temos que
a+T=0a+z=0

Porém, a +x € 0 < a + 2 = n.k, para algum k € Z, ou seja,

z =nk — a.

Como os representantes das classes podem ser tomados no conjunto {0,1,--- ,n —

entao podemos tomar k = 1, dal

r=n-l—a=n—a

Portanto,

T=n—ac€ L,

¢é o inverso aditivo de @.

19
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2.1.2 A funcao ¢ de Euler

Defini¢ao 2.8. Sejan € N. O nimero ¢(n) € definido como sendo
o(n) =#{k € N;1 < k <n,mdc(k,n) = 1}.

A fungao ¢ : N = N com n — ¢(n) chama-se fun¢ao de Euler.
Exemplo 2.3. a) Temos que ¢(12) = 4, pois o conjunto de nimeros relativamente primos
al2{1,5,7,11}.

b) Note que os niimeros 1,2,4,5,7 e 8 sao relativamente primos a 9, portanto temos
que p(9) = 6.
Proposicao 2.3. Para todo n € N, temos:

D pld)=n

dn

Prova. Para todo divisor d de n consideramos o seguinte conjunto:
Sa=A{k;1 <k <n,mdc(k,n) = d}.

Primeiro, mostremos que Sg # (). Para isso, note que, se d divide n, entao d é um
numero tal que 1 < d < n e, nesse caso, mdc(d, n) = d, pois d ndao possui divisores maiores
que ele mesmo. Portanto, d pertence a Sy.

Temos Sy NSy = 0 se d e d sao divisores distintos. Temos que:

JSa={1.2...,n}.

dn
pois, se k € {1,2,--- ,n}, entdo k € S; quando d = mdc(k,n). Assim,
n=#{123..n}=#({JS| =D #5.
dn din
Temos que

k€ Sy < mde(k,n) =d< mde <§,§) = 1.
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Segue
#Sa=#{l;1 <1< % e mde(l,n/d) = 1},
isto é,
n
#5=¢(3).
Assim,

S #Si= ¢ (3) =D el

d|n d|n din

a ultima igualdade segue do fato de
{Zsd divide n} = {dd divide n}.

Portanto, como afirmado

n= Zg@(d).

din
2.2 Grupos

Como pretendemos estudar os homomorfismos de grupos existentes entre Z,, e Z,,
nessa secao iremos apresentar a teoria de grupos e alguns dos resultados principais a se-
rem utilizados. A teoria de grupos é importante em varias aréas da matematica. Por
exemplo, na topologia algébrica, grupos sao usados para descrever os invariantes de espa-
¢os topologicos; Em equacgoes diferenciais e variedades o conceito de grupo de Lie é muito
importante; A teoria de Galois, que é origem histérica do conceito de grupo, procura
descrever as simetrias das equacoes satisfeitas pelas solug¢oes de uma equacao polinomial
e Grupos de Permutagao e o conceito de agao de um grupo sao utilizados na énalise com-
binatéria para simplificar a contagem dos elementos. Na fisica, a teoria de grupo se faz
presente para descrever as simetrias que as leis da Fisica devem obedecer. Em Quimica,
grupos sao utilizados para classificar estruturas cristalinas e a simetrias das moléculas.
Definigao 2.9 (Operagao binaria). Seja C' um conjunto ndo vazio. Uma funcao f :
C x C — C chama-se operacao bindria sobre C'.

Exemplo 2.4. A funcdo f : N x N — N dada por f(a,b) = 2a - b é uma operagao sobre
N, onde - denota a operagao de multiplicacao usual.

Definigao 2.10. Seja G um conjunto nao vazio munido com a opera¢do bindria x. Di-
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zemos que G € um grupo se satisfizer as sequintes condigoes:
i) x € associativa, ou seja,
a* (bxc)=(axb)*c para todo a, b, c € G;
ii) FEziste um elemento neutro para , ou seja,
de € G tal que axe = e*xa = a, para todo a € G;

iii) Todo elemento em G possui inverso em rela¢ao a x, ou seja,

para todo a € G, 3 ad’ € G tal que axa' =e =ad xa.

O elemento a' inverso de a serd denotado por a™*.
Indicaremos um grupo G munido da operagdo * pela notacao: (G,*).
Ademas, se
axb=>bxa, para todo a,b € G,
G é dito ser um grupo abeliano ou comutativo.
Exemplo 2.5. Para cadan € N, n > 1, o conjunto Z,, dotado da operacao de adigao é
um grupo abeliano. Da Proposicao 2.2, temos que a soma em Z,, é associativa, comutativa
e além disso 0 é o elemento neutro e n — a é o inverso de @, para todo @ € Z,. Logo Z,
munido da operagao de adigdo é um grupo abeliano e é denotado (Z,, +).
Exemplo 2.6. O conjunto Z, dotado da operacao de multiplicacao nao é um grupo, pois
0 néo possui inverso, visto que 1 é neutro, mas
nao existe@ € Z, tal que 0-@ =1

Observacao 2.4. Dos exemplos anteriores, sempre que nos referirmos ao grupo Z,, es-
taremos pensando no conjunto Z, munido da operagao de adicao de classes usual.
Exemplo 2.7. O conjunto R munido da operacao de adigao é um grupo. De fato, sabemos
que a adi¢ao em R ¢é associativa, como também o nimero 0 é o neutro aditivo dos reais
e dado a € R temos que —a é o inverso de a ¢ —a € R. Analogamente, provamos que o
conjunto Z munido com a operacao de adi¢gao também ¢é grupo.
Exemplo 2.8. Temos que o conjunto R* munido com a operagao de multiplicacao ¢ um
grupo. De fato, o produto em R é associativo e sabemos que o nimero 1 é o neutro

multiplicativo dos reais e dado a € R*, % ¢é o inverso de a e % € R*. Logo, (R*,-) é um

grupo.
Definigao 2.11 (Ordem de um grupo). Seja G um grupo munido da opera¢dao *. Dizemos
que (Gx) € finito quando o conjunto G possuir um niumero finito de elementos. Neste

caso, chamamos de ordem o numero de elementos de G. Caso G nao seja finito, dizemos
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que (G,*x) é de ordem infinita. Denotamos a ordem de G por | G |.

Exemplo 2.9. Temos que | Z,, |=n e o grupo (Z, +) é de ordem infinita.

2.2.1 Subgrupos

Definicao 2.12. Seja G um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G € um subgrupo de
G quando, munido com a operagao de G, também € um grupo. Para indicar que H é um
subgrupo de G, usaremos a sequinte notacao: H < G.

Exemplo 2.10. Seja G = Zs. H = {0,2} é um subgrupo de G. De fato, note que a
soma € bem definida em H e como a soma em Z, é associativa, entao em H a soma é
associativa, pois [ é um subconjunto de Z, para n = 4 . Note também que 0 € H e
sabemos que 0 é o neutro de Z,, ademais temos que todos os elementos de H possuem
seus inversos em H, pois o inverso de 0 é o préprio e o inverso de 2 também é o préprio.
Logo, H também é um grupo, portanto por definicao H < G.

Exemplo 2.11. Como G = C é um grupo multiplicativo(pois é associativo, contém neutro
(0 elemento 1) e o elemento a de G possui inverso(£)). Temos que H = {1, —1,4,—i} ¢ um
subgrupo de G. Observemos, primeiramente, que H é um subconjunto de GG, sendo assim
o produto em H é associativo. Por outro lado, o neutro multiplicativo dos complexos é o
nimero 1 e 1 € H. Também note que o inverso de todos os elementos de H pertecem a
H(1 ¢ inverso dele mesmo, assim como —1 ¢ inverso dele préprio; i ¢ —i s@o inversos um
do outro). Portanto, H também é um grupo munido com a mesma operacao de G, logo
H<G

Teorema 2.3. Seja H um subconjunto nao vazio de um grupo G. Entao, H < G se, e
somente se, uma das condigoes € satisfeita:

i) hi.hy e hl_l € H, para todo hq,hy € H.

ii) hi.hy' € H, para todo hy,hy € H.

Prova. Se H é um subgrupo de (G, entao H também é um grupo, por defini¢ao as condi¢oes
sao satisfeitas. Do mesmo modo, suponhamos que H satisfaz (i), logo, para todo h € H,
temos hl_1 € H. Assim e = h.h™! € H. O fato de hy.hy € H, para todo hy,hy € H
garante a boa definicao da operagao e a associatividade em G garante a associatividade

em H. Por conseguinte, H < GG. Finalmente se h satisfaz (ii) entao dados hy,hy € H,

e:hg.hgleH
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logo,
hy' =ehy' € H,

assim,

hihy = hi(hy') ™t € H

e, por (i), H < G.
Exemplo 2.12. Sejam H = {0,1} ¢ G = (Z,+). Temos que H nao é subgrupo de G.
Pelo teorema temos que para todo hy,hy € H, hi.he e h™! € H. Porém “+” nao é uma

operagao em H. Logo, H ndao é um grupo e portanto nao é subgrupo de G.

2.2.2 Grupos ciclicos

Definigao 2.13. Sejam G um grupo e a € G. Definimos a poténcia de a por um nimero

inteiro n € Z, denotado por a”, como sendo

(
e, sen =20,

a-a-a---a, sen >0,
N —
n Vezes
g_l.a_l.a_l...a_l

TV
L —n Vezes

sen < 0.

/)

Considere G um grupo e a € GG. Agora seja H o conjunto de todas as poténcias de a,
ou seja,

H={da":neZ}.

Quando a operacao for aditiva, H é o conjunto dos multiplos de a, isto é,
H={n.a:ne€Z}.

Mostraremos que H < G. Sejam hy,ho € H. Como hyi,hy sao poténcias de a, temos

hy =a™ e hy = a™, para algum ni,ny € Z. Assim:

hy.hyt =a™ —1 =a".a ™ ="
s — .

Tome ny —ny = m € Z e temos que hy.hy ' = a™, logo, pertence a H e portanto H < G.
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Nessas condigoes H ¢ chamado subgrupo ciclico gerado por a, no qual denotaremos

H = {(a).

Também dizemos que a é um gerador de H.
Exemplo 2.13. No grupo multiplicativo G = {1, —1,4, —i} temos que, i = 1, ¢! = 4,
2= —1, % =i. Assim (i) = {1, —1,i,—i} = G.

Definicao 2.14. Um grupo G € dito ciclico quando existir um a € G tal que

G = (a)

Observacao 2.5. Da defini¢ao, seque que se G = (a):
i) a™ =e, para algum n € N.
ii) a™ # e para todo n € N, neste caso G é de ordem infinita.

Exemplo 2.14. Para G = Zg, temos que 1,3,5 e 8 sao geradores de G.

Exemplo 2.15. Sejan € N, n > 2. O grupo Z, ¢ ciclico, pois

Z, = (T).

Teorema 2.4. Todo subgrupo de um grupo ciclico € ciclico.
Prova. Sejam G = (a) ¢ H um subgrupo de G. Para H = {e}, tem-se H = (¢). Se
H # {e}, entao existe b € H, com b # e. Como b € G, b = a' para algum t € Z*. Mas

sendo H < G ,a* € H. Por isso,

X={neN:a"eH}#

Pelo PBO, (Axioma 2.1) X possui um menor elemento. Seja m=min X
Mostremos que H = (a™).

Como a™ € H, entdao (a™) C H. Consideremos, pois h € H. Como H < G, entdo
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h = a", para algum n € Z. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢,r € Z, tais que
n=mq+r, com0<r<m.

Logo a" = a™i™" = a™1.4", ou seja,

Como a™ € H, segue que (™)~ % € H. Além disso, sendo a” e (a™)~? elementos de H,
temos que a”.(a™)”9 € H, portanto, a” € H. Porém, desde que m = minX, devemos

necessariamente ter » = 0. Logo, n = mq e

isto é, H C (a™) e sendo assim, H = (a™).

Definicao 2.15. Chamaremos de ordem de um elemento de um grupo a, ao menor inteiro
positivo m tal que a™ = e e denotaremos o(a). Quando ndo existir m nessas condigdes,
dizemos que ordem de a € infinita.

Proposicao 2.4. Seja G um grupo.

i) Dado a € G, a # e, tem-se que:

ii) o(a) = o(a™t), para todo a € G.
iii) Se o(a) =2, para todo a € G\ {e}, entao G € abeliano.
iv) Se o(a) = n.m, entdo o(a™) = n.

Prova. i) Se o(a) = 2, entao, por definigao,

ou seja,

aa=e<saaa l=a 'S a=a

-1

Por outro lado, se a = a™!, temos

aa=aa '=a*=c¢

ii) Se a € G, tem ordem finita, entao existe n € N tal que a" = e. Porém,
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a"=e=a"1a-at=ate=gt-al . al=(a")"

hm = e. Logo

Por menor m € N satisfazendo ¢ = e é o menor que satisfaz (a~
o(a) =o(a™).

iii) Temos que o(a) = 2 para todo a € G \ {e}. Logo por (i), temos que:

1

a=a" ", para todo a € G.

Agora sejam a,b € G, temos que a - b € G. Desse modo
a-b=(ab) ' =b"'al=b-a

Portanto, G é abeliano.
iv) Assuma que o(a) = n - m. Entao,
ola)=n-m=a""=e= (a")" =e.
Resta-nos mostrar que n é o menor inteiro satisfazendo (™) =e. Ser € Ner < n é tal

que (a™)" = e, entao:

a™ =eemr <mn,

o que contradiz o fato de m - n ser a ordem de a. Logo o(a™) = n.
Teorema 2.5. Sejam G um grupo e a € G.

i) Se a™ = e para algum n € N, entao o(a) divide n;

T

kZCL.

ii) Se o(a) =m, k € Ner é o resto da divisao de k por m, entao a
iii) o(a) = m se, e somente se, (a) tem ordem m.

Prova. i) Como a™ = e, entao a é de ordem finita. Consideramos, pois, a ordem de a é
igual a m. Pelo algoritmo da divisao existem ¢,r € Z tais que n = m.q+r com 0 < r < m.

Portanto,
e=a"=d"""" = (a")d" =eld" =a =e

Pela minimidade de m, temos que r = 0 e assim n = m.q, o que significa que m|n.

ii) Basta notar que para cada k € Z, k = m.gq+r com q,r € Z e 0 < r < m, o que

r

k:a.

acarreta em a

m=1 530 todos diferentes. O que é

iii) Se o(a) = m, segue que os elementos e,a, -+ ,a
verdadeiro, pois se a’ = @/ para alguns 0 < i< j<m—1l,entdoa’ i =ecej—i<m,o

T

que é uma contradicao. Agora seja H = (a). Por (ii), sabemos que dado k € Z, a* = a”,
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sendo r € {0,1,...,m — 1}. Por isso,
H={a)={d"keZ}={a";r=0,1,...,m—1}

tem ordem m.
Por outro lado, suponhamos que H tem ordem m. Isso nos diz que as poténcias a*,com
1 € Z, nao podem ser todas diferentes. Logo, existem i,j € Z, com ¢ < j, de maneira
que a' = @, isto é, a’~'=e, o que implica que a tem ordem finita, digamos que o(a) = m.
Assim, como dito anteriormente, os elementos e, a, ...,a™ ! sdo todos diferentes. Logo,
por (ii)
H={a)={a":r=01,...m—1} ={e,a,..,a™ '}

Ou seja, (a) tem ordem m.

Teorema 2.6. Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem n. Entao para cada divisor

d de n, existe um unico subgrupo H de G cuja ordem € d.

Prova. Se d = 1 ou d = n, entao basta considerarmos H = {e} ou H = G. Suponhamos

que 1< d < n e sejam € N, tal que n = m -d. Pelo item (iv) da Proposicao 2.4, o

elemento b = a™ tem ordem d e, por isso, H = (b) ¢ um subgrupo de G de ordem d.
Mostremos agora a unicidade de H. Seja K um subgrupo de G de ordem d. Pelo

Teorema 2.4, K é ciclico gerado por um elemento da forma ¢ = a”. Logo, como a ordem

de c é d,

Assim, pelo item (i) do Teorema 2.5, n divide rd, ou seja, n = md|rd. Com isso, da
Observagao 2.2, temos m|r, digamos que r = ma, a € Z. Portanto, para z € K = (a"),

existe s € Z tal que

de mancira que K C H. Mas, como H ¢ K, tem ordem d, temos que K = H.

Agora com os conhecimentos que temos acerca de grupos ciclicos e a fungao ¢ de FEuler,
iremos apresentar um teorema e um corolario que nos serao uteis para demonstracao do
teorema principal do nosso estudo.

Teorema 2.7. Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem n. Dado t € Z, o elemento
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a' gera G se, e somente se, mdc(t,n) = 1.

Prova. Suponha que a' gera G. Como a € G, por definicdo, existe r € Z tal que

Donde,

atr—l =e
Assim, do Teorema 2.5,

n|(tr — 1)
ou seja,

tr = 1(modn).

Dai, existe A € Z tal que

l=tr+XMn

o que implica, pelo Corolario 2.1 que mdc(t,n) = 1.

Reciprocamente, suponha mdc(t,n) = 1, do Corolario 2.1, existem r, A\ € Z tais que
l=tr+XMn

Portanto,

al — atr—l—)\n — atra/\n — atr(an>>\ — atr

Como (a) = G e a € (a*), temos que G = (a) C (a'), donde (a') = G, como querfamos.
Como consequéncia do teorema acima, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.2. Se G é um grupo ciclico finito de ordem n, entao G tem p(n) geradores.
Apresentaremos agora as defini¢oes das classes laterais que sera de grande importancia

para a demonstragao do Teorema de Lagrange que vird a seguir.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Defina a relagao
a =g b(modH) <= a 'b€ H.

A relacao anterior é de equivaléncia sobre G. Ademais, suas classes de equivaléncia sao
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dadas por
a={ah;he H} =aH, a€G.

a qual chamaremos de classe lateral 4 esquerda de H em G determinada por a.

A relagdo a =p b(mod H) sobre G dada, para quaisquer a,b € G, por

a =p b(modH) <= ab~' € H.

é de equivaléncia. Ademais, suas classes de equivaléncia sao dadas por
a@={ha;h € H} = Ha, a €G.

e chamaremos classe lateral a direita de H em G determinada por a.
Teorema 2.8 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao,

Gl = |HI.(G : H)

em que (G : H) =#{aH;a € G} .

Ou seja, a ordem de H divide a ordem de G.
Prova. Como G é finito, entao (G : H) também é. Tomando (G : H) = r. Consideremos
entao Hp={a1H,axH, ...,a,.H}. Da Observagao 2.1, temos que Hg é uma particao de G,
ou seja,

G=aHUaHU..Ua,H.

e mais ainda, a;H Na;H = () para i # j. Desse modo, observando que a cardinalidade de

cada classe em |a : H| é igual a ordem de H, obtemos que

|G|:1H|—|—|H|—|—...+|H|=|H|.r

T vezes

ou seja, |G| = |H|.(G : H).

O famoso Teorema de Lagrange serd util para a demonstracao do teorema principal
do nosso estudo.

Antes de comecarmos a falar sobre homomorfismo de grupo, apresentaremos dois con-
ceitos que serao de suma importancia para a sessao seguinte.

Definigao 2.16 (Subrupos Normais). Seja G um grupo. Chamamos um subgrupo H de
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G de normal quando:
ghg™ € H, para todo g € G e para todo h € H.
Denotaremos como: H<G.

Observacao 2.6. Seque da defini¢cao de Subgrupos Normais que
H<G <= aH = Ha, para todo a € G.

Isso nos leva a definir,
G/H ={aH;a € G} ={Ha;a € G}.

Mostraremos a seguir o teorema que nos leva a definicao de grupo quociente.

Teorema 2.9. Sejam (G,-) um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao,
G/HxG/H — G/H

(xH,yH) —  (zH)(yH) = xyH
define uma operagao bindria sobre G/H e além disso, G/H é um grupo com tal operagado.

Prova. Para provarmos que ‘-’ é uma operacao bindria sobre G/H, mostraremos que o
resultado nao depende do representante das classes, ou seja, se x1H = xoH e y1H = yo. H,

com x1, T2, Y1, Y2 € G, entao

{ElH.ylH = IEQH.Z/QH

Para x1H = x9H e y1H = yo H, temos:

xlexQeyleygﬁxfle:hlEHeyflygzhgeH.

Portanto,

Y e oy =y thoye

pois 27 'xy = hy e como y; ! = ho.yy ', entdo

vy e eays = hoyy thays.

Como H <G, entdo y, 'hiyo=hs € H. Assim,

yr 'y moys = hohy € H
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donde,
(z131)  (way2) € H

e consequentemente,

1y H = xoya 1,

Assim, z1H.y1 H = x9H.y2 H. Como consequéncia ‘-’ é uma operagao bindria sobre G/H.
Agora iremos mostrar que G/H é um grupo. Para isso considerc zH,yH,2zH € G/H.

Desse modo, como temos que a operagao em G € associativa,
tH.(yH.zH) = (y.2)H = z(y2)H = (zy)zH = (zyH).2H = (xtHyH).zH,
isto é, a operagao é associativa. Temos também:
(zH).(eH) = (xH) = (eH).(xH)

isto é, temos eH = H é o elemento neutro da operacao. Por fim, nos resta mostrar
que cada elemento de G/H possui um inverso. Para isso, com rela¢do a essa operagao

observemos que, se = € G, entao
(xH).(z7'H)=e.H = (27 'H).(xH) = H.

Logo,
v 'H = (zH)™.

Portanto, (G/H,-) é um grupo e é chamado de grupo quociente de GG por H.

2.3 Homomorfismos de grupos

Definicao 2.17. Sejam (G,*1) e (P,*q) dois grupos e f : G — P wuma aplicagio. f é
chamada de homomorfismo do grupos G em P quando:

flax1b) = f(a) %2 f(b), para todo a,b € G.
Exemplo 2.16. Seja f : R x R — R* dada por f(x,y) =2*7Y. f é um homomorfismo.
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Com efeito, sejam (a,b), (¢,d) € R x R, temos que
f((a,b) + (e,d)) = fla+¢,b+d) = 20770+ = gD+ — 9o=b oe=d — f(a,b). f(c, d)

Logo, f é um homomorfismo de R x R em R*.
Exemplo 2.17. Seja g : Z — 7 dada por g(x) = x + 2 para todo = € Z. Notemos que g

nao é um homomorfismo. Pois, sendo =,y € Z, temos que

gr+y)=z+y+2# (@ +2)+(y+2)=yg()+9y)

Portanto g nao é um homomorfismo.

Exemplo 2.18. Se (G, %) e (Ga,*) s@o grupos e
f : Gl — G2

r = e
Entao, f é sempre um homomorfismo.De fato, sejam x,y € GG, temos que:

flaxy)=e =erxes = f(z) x f(y).

Logo, f é um homomorfismo.

Proposicao 2.5. Seja f : G — P um homomorfismo de grupos. Entdo:

i) fler) = e
i) f(a™') = f(a)™!, para todo a € G.
iii) A imagem de f, denotado Im(f), é um subgrupo de P.

Prova. i) Como e; = e; - €1, entao

fler) = flex-er) = f(er) - fler)

Operando (f(e1))~! em ambos os lados da igualdade, temos:

fler) - (fle)™" = fler) - flex) - (fler))™

Portanto,

ez = f(e1)

Logo f(e1) = es.
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ii) Para qualquer a € G, a.a™' = e;. Portanto

iii) Sendo f(e1) = eq, entao Im(f) # (). Agora, sejam x,y € Im(f), existem a,b € G,
tais que f(a) =z e f(b) =y. Por isso,

vyt =fa) f(0) = fla) fOO7T) = fla-bT

Portanto, z - y~! € I'm(f), o que implica, pelo Teorema 2.3, que I'm(f) < P.
Definigao 2.18 (Isomorfismo de grupos). Um homomorfismo de grupos de G em P que
seja bigetor é chamado de isomorfismo de grupos.
Teorema 2.10. Sejam G e P grupos com neutros e e ey respectivamente e f : G — P
um homomorfismo. Entao:
i) N(t) ={g9€ G: f(g) =er} € um subgrupo normal de G que é chamado do nicleo
do homomorfismo e ainda
f € injetiva < N(f) = {e}.
ii) Existe um isomorfismo entre G/N(f) e Imf.
Prova. i) Note que
e c € N(f) pois f(e) = ey.
e Se gy e gs € N(f), entdo

fl91-92) = f(91).f(g2) = er.e1 = e

Logo. g1 g2 € N(f);
e Se g € N(f), entao

Logo, g~ € N(f).
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Agora, se z € N(f) e g € G, temos:

flo™"z9) = flg7)-f(2)-£(9) = (f(9)) " -er-f(g) = er.

Portanto g~'.z.g € N(f), paratodo z € N(f) e g € G. Logo N(f) é um subgrupo normal
de G.
ii) Seja G = G/N(f) e N = N(f) «G. Vamos definir
TG —Im(f)
g+ f(g)

Primeiro, iremos ver que f estd bem definida, pois,

g=h<gh™ € N(f) & f(gh™) = er & flg) = f(h).

Ademais, Im(f) = Im(f), pois f(g) = f(g), para g € G e portanto a fungao é sobrejetora.

SeZT ey € G, temos:

Perceba ainda que

f@)=ci o fla)=e, &€ NST=2C

Portanto, N(f) = {€} e assim f é injetora. O que nos mostra que f é um isomorfismo de
@ sobre a imagem de f.

Corolario 2.3. Seja G um grupo finito e f : G — Gy wm homomorfismo de grupos.
Entao |Im(f)| € um divisor de |G|

Prova. Observemos que, do Teorema 2.10,
G1/N(f) é isomorfo a Im(f)

isso implica, por existir uma bijecao entre os conjuntos, que

|G /N ()| = [Im(f)].



Como, do Teorema de Lagrange,

|G /N(f)| = #(Gr: N(f)) =

portanto,

|G1| = [IN(DOIIm ()], e [Im(f)] divide |G-

36
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Capitulo 3

Homomorfismos de Z,, em Z,

Tudo que vimos até o presente momento no nosso estudo teve como propdsito nos
dar base para conseguirmos demonstrar o seguinte teorema, que envolve o nimero de
homomorfismos de grupos de Z,, em Z,.

Teorema 3.1. O numero de homomorfismos entre os grupos Zy,, e Z, ¢ mdc(m,n).
Prova. Seja f : 7Z,, — 7, um homomorfismo. E importante observar que sempre existe,
ao menos um homomorfismo de G; em G, para quaisquer grupos dados, gracas ao Exem-
plo 2.18.

Pelo Corolério 2.3, observemos que a ordem da imagem de f divide m, pois m = |Z,,|.

Por outro lado, Im(f) < Z,, pela Proposigao 2.5, item (iii), e pelo Teorema de La-~
grange, visto que n = |Z,|, a ordem da imagem divide n.

Seja k = |Im(f)|, pelo exposto acima, k é um divisor de mdc(m,n). Além disso, como
k é um divisor de n, pelo Teorema 2.6, Z, tem um subgrupo tnico de ordem k e tal
subgrupo, pelo Corolério 2.2, tem ¢(k) geradores.

Como f é homomorfismo, temos:

f@=f0+T+..+1) =a.f(1),Ya € Zy.

J

'
a—vezes

Portanto, para determinar f é suficiente mapear 1 para o gerador de um subgrupo H
de Z,, que, como vimos, tem (k) geradores.

Assim, a quantidade de homomorfismos de Z,, em Z,, ¢ exatamente

> elk).

k|mdc(m,n)
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Por outro lado, segue da Proposicao 2.3 que

Z (k) = mde(m,n)

k|mdec(m,n)

Logo, o nimero de homomorfismo de Z,, em Z, é igual ao mdc(m,n).

3.1 Consequéncias imediatas

1) Se m e n forem nimeros primos entre si, entao pelo Teorema 3.1 temos apenas um

homomorfismo de Z,, em Z,. E, pelo Exemplo 2.18, temos que tal homomorfismo é:
f: Z, — L,
a — f(@=0
2) Se m = 2k, k € N, entao:

f : Zm — ZQ
¢ homomorfismo, se e somente se,

f(@) =0, para todo @ € Z,,

isto é,
Im(f) = {0}

ou,

f2r+1)=1e f(2r) =0 para todo r

e, nesse caso,
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Consideracoes Finais

O estudo de homomorfismo de grupos de Z,, em Z, nos propiciou um rico itinerario
que englobou desde os conceitos de teoria dos nimeros até a parte da algebra que estuda
os grupos. Embora o que vimos até aqui nao seja nada inédito na matematica, esse estudo
nos mostrou um resultado interessante sobre homomorfismo de grupos, especificamente
os homomorfismos de Z,, em Z,. O teorema que é base para desse trabalho de conclu-
sao de curso nao é visto no componente curricular no qual os contetidos vistos aqui sao
ministrados e seria interessante que tal teorema e suas aplicacoes fossem incorporados na

grade curricular de tal componente.
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