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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo acerca dos fatores integran-
tes de uma Equacao Diferencial Exata. Especificamente, apresentando condigbes para
que uma determinada funcao seja um fator integrante de uma equacao exata. Para isso
utilizou-se alguns conceitos e resultados da Analise Matematica, das Equacoes Diferencias

Ordinarias, Espacos Métricos e alguns resultados do Calculo Diferencial e Integral.

Palavras-chave: Equacao diferencial exata. Fatores integrantes. Espagos Métricos.



Abstract

The present work has as objective to carry out a study on the factors integrating for
an exact differential equation. More specifically, the training conditions to a function cam
be integrated from an exact equation. For this purpose, some materials and results of the
Mathematical Analysis, of Ordinary Differences Equations, Metric Spaces and Calculus

results are used.

Keywords: Exact differential equation. Integrating factors. Metric Spaces.
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Introducao

Uma Equacao Algébrica é uma equacao em que as incognitas sao nimeros, enquanto
que uma Equagao Diferencial - ED é uma equagao em que as incognitas sao fungoes e, ao
invés de poténcias numéricas, os elementos da equacao envolvem derivadas e expressoes

das fungoes procuradas, mais geralmente:

f@W" ..y, x) =c (1)

O Estudo das Equagoes Diferenciais comecou no século XVII com o estudo do Calculo
por Newton e Leibniz, sabe-se ainda que as primeiras aplicagoes foram nas Ciéncias Fisicas,
mas posteriormente varias aplicacoes foram feitas em outras areas.

As Equagoes Diferenciais, em geral, sdo classificadas como Ordindrias (quando as
derivadas que aparecem sao ordindrias, ou seja, de uma varidvel apenas) ou Parciais
(quando aparecem derivadas parciais envolvendo mais de uma varidvel na equagao). Além
disso, as ED’s podem ser classificadas quanto a ordem, que corresponde a ordem da maior
derivada que aparece na equacao.

Dentre as Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem, podemos encontrar as Equacoes

Exatas, que sao equacoes do tipo

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, (2)

em que M, N sio funcoes de classe C! em algum subconjunto de R? e satisfazem alguma
condicao pedida. Embora essa equacao envolva funcoes de duas variaveis, podemos ver a
variavel y como uma funcao de x e a solugao é dada implicitamente. Ha algumas funcoes
que, quando multiplicadas por uma equagao da forma acima, a transforma (ou permanece)

em uma equacao exata, a estas fungoes damos o nome de Fator Integrante.



10

No presente trabalho, vamos apresentar resultados acerca dos fatores integrantes de
uma Equacao Diferencial Exata e condi¢oes para que uma determinada funcao da forma
g o f, seja um fator integrante da mesma; que é o principal Teorema do nosso trabalho.
Para provar tal Teorema seguiu-se o que foi feito por Mowaffaq Hajja, no artigo The
Integrating Factors of an Exact Differential Equation, conforme a referéncia [10].

Esse trabalho esta organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, apresentamos um
pouco da histéria das Equacoes Diferencias; No Capitulo 2, apresentamos conceitos e re-
sultados que nos ajudarao a compreender as provas dos dois teoremas principais deste
trabalho. Tratamos das equagoes diferencias exatas, diferencial total, diferencial exato,
curvas de nivel de uma equacao diferencial exata, pontos singulares, conjuntos enumera-
veis, a enumerabilidade de Q, conjuntos densos, a densidade de QQ, e espacos métricos. No
Capitulo 3 e ultimo, apresentaremos alguns resultados presentes no artigo base para nosso

trabalho conforme a referéncia [10] e a prova dos dois teoremas citados anteriormente.
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Capitulo 1

Uma Breve historia Acerca das

Equacoes Diferenciais

Para uma abordagem historica, vamos utilizar o livro Equagoes Diferenciais com Apli-
cagoes, cujo os autores do mesmo sao Rodney Carlos e Wilson Castro, conforme a refe-
réncia [1].

O Calculo Diferencial e Integral e as Equacoes Diferencias nasceram juntos e os dois
Teoremas basicos do Calculo estao intimamente ligados a solugao das Equacoes Diferencias

mais simples, por exemplo

'(t) = f(1), (1.1)

ou seja, obter a fungao incégnita x(t), uma vez conhecendo a sua derivada f(t). O Teorema

Fundamental do Célculo nos fornece uma solugao

() = / F(2)dz (12)

(se f for continua), e o Teorema do Valor Médio assegura que todas as suas solugdes

podem ser escritos na forma

zo(t) = c—l—/ f(z)dz, (1.3)

onde ¢ é uma constante real.

Segundo Rodney e Wilson, conforme a referéncia [1], a grande motivagao inicial para
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o estudo da Equagoes Diferencias veio da Mecanica Classica.
Com o aparecimento do Calculo no final do século XVII por obra de Newton (1642-
1727) e Leibniz (1646-1716), intimeros problemas mecanicos, puderam ser entao modelados

matematicamente na forma de Equacoes Diferenciais.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo encontram-se defini¢coes e resultados, os quais darao base para a com-

preensao dos Teoremas presentes no capitulo 3.

2.1 Equacoes Diferencias Exatas

Nesta secao estuda-se as equacoes diferencias exatas, as quais sao o objeto de estudo
principal do nosso trabalho. Para isso vamos fazer uso das definigoes e resultados presentes
no livro de Kleber Daum Machado, Equagoes Diferenciais, e no livro do Boyce e Diprima,
Equacoes Diferencias Elementares, conforme as referéncias [9] e [2], respectivamente.

Sejam M, N : D C R? — R funcoes de classe C!, em que D é um aberto de R?, a
equacao

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.1)

é um tipo de equacao diferencial de primeira ordem. Considerando uma equacao escrita

na forma 2.1, se

dM dN

entao a equacao dada recebe o nome de Equacao Diferencial Exata.

Para entender o porqué do nome “Equagao Diferencial Exata” considere as seguintes
definicoes:
Definigao 2.1 (Diferencial Total). Seja f uma funcdo de duas varidveis reais, definida

num subconjunto aberto D C R?, de forma que f tenha derivadas parciais primeiras



continuas. A diferencial total Df da funcao f € definida por

d d,
Df(a.) = (o y)da + 5 (w.)dy. para todo (2.1)

Exemplo 2.1. Considere a fungao

f(z,y) = 32%y° — 227",

para (z,y) € R%

Usando a Definicao 2.1,

Df(x,y) = ﬁ(w, y)dz + ﬁ(x, y)dy,

dx dy
tem-se,
d
d—‘i(x, y) = 3.22y° — 2.2y
= 6ay® — a9,
e
d,
é(w,y) = 32%.3y* — 22743
= 9x%y® — 82%y°.
Dai, substituindo em 2.4, tem-se
d d
Df(ey) = L (wg)ds+ iy

= (6zy® — 4ay®)dx + (92%y* — 82%y*)dy.

eD.
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(2.3)

(2.4)

(2.9)

(2.10)

Definigao 2.2 (Diferencial Exata). Sejam M, N fungoes continuas em um aberto D C R

A expressao

M (z,y)dx + N(z,y)dy.

(2.11)
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¢ chamada Diferencial Exata se existe uma funcao f, tal que

df df

Comparando as expressoes das Definicoes 2.1 e 2.2, tem-se que uma erpressao que
seja uma Diferencial Exata corresponde a Diferencial Total de uma dada fungao sobre

uma curva de nivel, isto €, sobre os pontos (x,y) que satisfazem

flx.y) =k (2.13)

com k € R, constante. Por exemplo, considere f(x,y) = x*+y* na circunferéncia de raio

R > 0. Isto ¢

f(z,y) = 2* +9* = R% (2.14)

Sua Diferencial Total , nesse conjunto, é igual a zero, pois f é constante, ou seja,

_df df B
Como,
daf _ daf _
temos,
Df(z,y) =2z -dx+2y-dy =0. (2.17)

De modo geral, se f é tal que f(x,y) =k, com k constante, entao

d d
Df(x,y) = d—"i(x, y)dx + d—‘Z(w, y)dy = 0, (2.18)

que é uma expressao que pode ser escrita na forma de uma Diferencial Exata,

M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0. (2.19)
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A partir das consideracoes acima, tem-se a seguinte definicao
Definig¢ao 2.3. (Equacao Diferencial Exata) Sejam f, M, N fungoes definidas no mesmo

conjunto D C R?, de classe C*. Se

T (@) = May) ¢ 3 (o) = Nay) (2.20)
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.21)

Entdo essa equacdo é chamada de Fquagao Diferencial Ezxata.
O teorema a seguir mostra a equivaléncia entre as duas definigoes.
Teorema 2.1. Sejam M, N, M,, N, func¢des continuas em uma regiGo R = {(z,y) €

Ria<z<bec<y<d}. A equacao

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.22)
€ exata se
M, = N, (2.23)

ou existe uma funcao f satisfazendo

fo=Me f,=N. (2.24)

Ou seja, se os elementos da equacao satisfazem uma das condicoes, entao satisfazem
ambas.

Prova. Considere inicialmente que a equacao diferencial 2.22 seja exata, ou seja,

fx(l’,y):M(l’,y) efy(x,y):N(x,y), (225)

em R. Derivando a primeira destas equagoes com respeito a y e a outra com respeito a

x, obtendo

fay(7,y) = My(z,9) e fy(x,y) = No(z,9), (2.26)
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para todo (x,y) € R. No entanto, gracas a regularidade das fungoes, a ordem das derivadas

pode ser invertida, ou seja,

Jey(@,y) = fya(2,y). (2.27)
Assim,

M, (z,y) = Nu(,y), (2.28)

para (z,y) € R ,ou seja, se M, N satisfazem (2.24), entao satisfazem (2.23).

Reciprocamente, inicia-se com a hipdtese de que a condicao
My(z,y) = No(z,y), (2.29)

é satisfeita para todo (z,y) € R?, deve-se provar que existe uma fungao f tal que as

equacoes

fw(:c,y):M(:c,y),fy(:c,y) :N<$,y), (230)

para todo (x,y) € R.
Suponha que

fo(z,y) = M(2,y), (2.31)

para todo (z,y) € R, seja satisfeita, pode-se integrar essa equagdo em x, obtendo

/ Foly)ds = / Mz, y)dz, (2.32)

ou, ainda,

f(ey) = / M(x, y)dz + g:(y). (2.33)

para todo (z,y) € R. Assim, obtem-se

[, y) = Qz,y) + 9(y), (2.34)
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para todo (x,y) € R, onde ) é uma primitiva para M.
A fungao g(y) na equagao 2.34 é uma fungao diferencial arbitréaria, fazendo o papel de
constante de integracao. Agora, derivando 2.34 com respeito a y e igualando o resultado

a N, obtemos

fy(@,y) = Qy(z,y) + ¢'(y) = N(,y),

para todo (x,y) € R. Entao, resolvendo para ¢'(y),temos:

9'(y) = N(z,y) — Qy(z,y). (2.35)

Para determinar g da equagao (2.34), a expressao a direita do sinal de igualdade na
equagao (2.12), apesar de sua aparéncia, tem que ser uma fungao s6 de y. Para verificar

que isso é verdade, derivando-a com respeito a variavel x, obtendo assim,

0= N,(z,y) — %(w,y}. (2.36)

Trocando a ordem das derivadas do segundo termo da equacao acima, temos:

como Q,(z,y) = M(x,y), tem-se
Osz(zay)_My(ajay)' (238)

Logo, de sua forma aparente, a expressao a direita da equacao (2.34) nao depende de

fato de x. Assim, encontramos ¢ integrando a equacao (2.12)

9(y) = /9’(y)dy = /(N(w,y) — Qy(,y))dy. (2.39)

Dai substituindo (2.39) em (2.34), obtemos a fungao f.

F(2.y) = Qla,y) + / (N2 ) — Qy(z,y))dy. (2.40)
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2.2 Topicos de Analise Matematica

As definicoes e resultados presentes nesta secao, podem ser encontrados nos livros
Curso de Analise vol.1 de Elon Lages lima, Analise Matematica para Licenciatura de
Geraldo Avila e no livro Introdugao a Analise Real de Aldo Bezerra e Osmundo Alves,
conforme as referéncias [6], [5] e [8].

Os resultados apresentados aqui, em sua maioria, nao contém as respectivas demons-
tragoes, para que nao fujamos da proposta do trabalho, mas elas podem ser encontradas
nas referéncias citadas acima.

Teorema 2.2. (Teorema da Fungao Implicita) Seja f uma fun¢ao com derivadas parciais
continuas num conjunto aberto U contido em R?. Seja (xg,v0) € U tal que f(xo,yo) = 0.

Se
df

d_y(x[), yO) 7£ 07

entao existem intervalos abertos I e J com xog € I e yy € J, tais que, para cada x € I,
existe um unico y = h(zx) € J, que satisfaz f(x,h(x)) = 0. A fungio h : [ — J é

diferencidvel e, para qualquer x € I, sua derivada pode ser obtida pela

df
dh 4y
de ﬁ
dy

Defini¢ao 2.4. (Conjuntos Enumerdveis) Um conjunto X diz-se enumerdvel quando é
finito ou quando existe uma bijecio f: N — X.

Exemplo 2.2. O conjunto P = {2,4,6,8,...} dos nimeros pares é enumeravel. Neste
caso, a fungado f: N — P dada por f(n) = 2n é bijetora.

Exemplo 2.3. O conjunto Q é enumeravel.

Proposicao 2.1. Sejam X1, Xy, ..., X,,... uma sequéncia de conjuntos enumerdveis,
entao U2, X; é enumerdvel.

Proposicao 2.2. Se I C R € um intervalo e I é enumerdvel, entao I = [a,a], para algum
a € R, isto €, I contém um unico ponto.

Proposicao 2.3. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é um conjunto

enumeravel.



20

Prova. Se X e Y sao enumeraveis, entao existem bijegoes

f:N— X,

g:N—Y,

logo
h:NxN-— X xY,

dada por h(m,n) = (f(m), g(n)) é bijetora. Portanto, basta provar que N x N é enume-

ravel. Para isso considere a aplicacao

h:NxN-—N,

dada por ﬁ(m,n) = 2™M2". Pela unicidade da decomposicao de um nimero em fatores
primos, h é injetiva. Logo h : N x N —s Im(h) é bijecio. Como Im(h) C N, da
Proposicao 2.3, conclui-se m(fz) enumeravel e, portanto, N x N é enumeravel.
Exemplo 2.4. Q x Q é enumeravel.

De fato, pela Proposigao anterior que nos diz que o produto cartesiano de dois conjun-
tos enumeraveis, também é enumeravel, e do Exemplo 2.3, segue que Q x Q é enumeravel
Definicao 2.5. Seja D C R. Dize-se que D é denso em R se para todo intervalo aberto
(a,b) de R temos D N (a,b) # @.

Exemplo 2.5. O conjunto Q dos ntimeros racionais é denso em R.
Defini¢ao 2.6 (Vizinhanga). Chama-se vizinhanga de um ponto, qualquer conjunto que
contenha um ponto a interiormente. Dado € > 0, o intervalo V.(a) = (a —€,a + €).

Teorema 2.3. Sejam f uma funcdao continua definida num conjunto aberto e conexo

D C R, tal que f" =0 em D. Entdo, f é constante.

2.3 Toépicos de Espacos Métricos

O exposto nessa secao ird ajudar a compreender o segundo teorema do préximo capi-
tulo. As definicoes e resultados podem ser encontrados no livro Espacos Métricos de Elon

Lima conforme referéncia [7].
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Definicao 2.7. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica definida sobre X € uma
funcao d : X x X — R que satisfaz as sequintes propriedades:

1. d(x,y) >0 ,para todo z,y € X

2. d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;

3. d(z,y) = d(y, ), para todo x,y € X;

4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), para todo x,y,z € X (Desigualdade Triangular).
Exemplo 2.6. Como z—y > 0, entdo d(z,y) > 0. Por outro lado |z —y| =0 <= z =y,
logo d(z,y) =0 < z =uy.

Definigao 2.8. Um espago métrico é um par (M,d), onde M € um conjunto e d é uma
métrica em M.

Quando nao houver confusao, identifica-se o Espago Métrico (M, d) apenas pelo con-
junto M.

Exemplo 2.7. O conjunto R, dos niimeros reais, é o exemplo mais comum de espaco

métrico, considerando a métrica

d(z,y) = |z —y|, para z,y € R.

Definigao 2.9 (Conjunto Conexo). Diz-se que um conjunto E em um espa¢o métrico
X € conexo se nao existem em X dois subconjuntos A e B abertos e disjuntos tais que
ANE+#0, BNE#0 e EC AUB.

Exemplo 2.8. Os conjuntos N, Z e Q sao desconexos.

Defini¢ao 2.10 (Conjunto Aberto). Sejam um espago métrico M e um subconjunto A C
M, dizemos que A € aberto em M se todos seus pontos forem pontos interiores. Assim,
A € aberto se, e somente se, para cada x € A, podemos obter um raio r > 0 tal que
B(z,r) C A.

Definigao 2.11 (Conjunto Fechado). Dizemos que um conjunto F contido no espago
métrico M ¢ fechado em M, se seu complementar M — F' for aberto em M.

Exemplo 2.9. A Bola fechada de centro a e raio r que é o conjunto Bla, ], formado
pelos pontos de M que estao a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a, ou
seja

Bla,r] ={x € M;d(z,a) <1}

¢ um conjunto fechado.
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Definigao 2.12. Sejam (M, d), (N, d') espagos métricos. Diz-se que a aplicagio f : M —

N € continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, eziste 6 > 0 tal que

d(z,a) < d=d(f(z), f(a)) <e.

Dizemos que [ € continua, quando f € continua em todo ponto a € M.
Proposicao 2.4. Sejam (M,d) um espagco métrico. A métrica d: M x M — R € uma

func¢do continua.
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Capitulo 3

Os Fatores Integrantes de Uma

Equacao Diferencial Exata

Tudo o que foi feito até o presente momento no nosso estudo teve como propédsito
nos dar base para compreender melhor este capitulo que se inicia. Vamos fazer uma
abordagem didatica do artigo intitulado The Integrating Factors of an Exact Differential
Equation conforme referéncia [3].

Em todo este capitulo, a menos de mengao contraria, D é um conjunto aberto e conexo
de R2. As aplicacoes M, N, F', u sao funcoes a valores reais definidas em D de classe C*,
ou seja, elas tem as derivadas parciais de primeira ordem continuas em D). Vamos fazer
uso da notagao [, para a derivada de F' com respeito a x e F, para a derivada parcial de
F' com respeito a varidvel y.

Definigao 3.1 (Fator integrante). Um fator integrante p é uma fun¢ao que multiplicada

pela equacao diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, (3.1)
a transforma numa equacao exata, ou seja, na equacao
pl(x,y)M (2, y)dz + p(z,y)N(z,y)dy = 0, (3.2)

em que existe uma funcao f satisfazendo.

%(x,y) = p(x,y)M(z,y) 63—];(%?;):#(%?;)1\7(%@7 (3.3)
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para todo (x,y) € D.

A funcao f, por ser definida por uma integral, é inica a menos de uma constante adi-
tiva, e é conhecida por potencial de 3.1. A solugao geral de 3.1, conforme a teoria classica
que pode ser encontrada em Boyce e Diprima [2] e Machado [9] , é dada implicitamente
pela condigao f(z,y) = ¢, em que ¢ é uma constante arbitraria.

Observemos que uma equacao diferencial exata permanece exata quando multiplicamos
uma constante arbitraria pela equacao, em outras palavras todas a contantes sao fatores
integrantes de uma equagao diferencial exata. Podemos pensar que apenas as constantes
sao fatores integrantes de uma equacgao diferencial exata. Mas observemos que, se uma

equacao diferencial exata tem potencial f, entao podemos escrever 3.1 como

fo(2,y)dx + f,(z,y)dy = 0. (3.4)

Assim, ao multiplicar a equacao acima por f encontramos outra equagao diferencial

exata,

f@,y) fo(z,y)de + f(x,y) f,(z,y)dy =0, (3.5)

que ¢é dada pela funcao potencial ’;—2

De fato, temos, para (z,y) € D,

A (%) (0.9) = 5 (P)ey) = 320 @) fe(ey) = [ fley) (3

e, analogamente,

d 2
(L) e = fensten (37)

De modo geral,

[z, y), (3.8)

sao fatores integrantes de 3.1. O mesmo vale para qualquer funcao g o f onde g é uma
funcao de valor real que é continuamente diferenciavel na imagem de f.

Isso pode levantar a possibilidade de que todos os fatores integrantes de 3.1 sao da
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forma g o f. No exemplo a seguir mostraremos que isso nao é necessariamente verdade.
Ademais, podemos impor condi¢oes sobre f a fim de tornar essa ideia verdadeira. Essas
condicoes tornam-se um Teorema na secao que segue.

Exemplo 3.1. Considere a seguinte equacgao diferencial
4a(2® +y* — Vdr + dy(2* +y* — 1)dy = 0. (3.9)
Tem-se
M(w,y) = 4a(2® +y* — 1) e N(z,y) = dy(2® + y* - 1). (3.10)
Derivando M e N com respeito a y e x respectivamente, tem-se
My(z,y) =4z - 2y = 8zy e Ny(x,y) = 4y - 2z = 8uwy. (3.11)
Assim,
My(z,y) = No(z,y). (3.12)

Logo a equagao ¢é exata. Agora, integrando M em relagao a z, a fim de encontrarmos a

funcao potencial f, tem-se

fla) = [ Mzyis (3.13)
= /4$($2 +y* — 1)dx (3.14)
= / (42°3 + day® — 4x)dw (3.15)

= /4x3dm+/4xy2dx— /4xdx+/4xy2dx— /4xdx (3.16)
= 4/9& 3dx+4y2/xdx—4/xdx (3.17)

= 4x*/4 + 4727 )2 — 427 )2 + h(y) (3.18)

= o'+ 22%% — 22% + h(y). (3.19)



Agora, derivando f em relacao a y, tem-se
fyzy) = 42y + W (y).
Dai, igualando f, = N, temos:
42 4+ W (y) = dya® + 4° — 4y
se, e somente se, I (y) = 4y — 4y. Assim,

Wy) = / W (y)dy
= / (4y° — 4y)dy

= 4/y3dy—4/ydy

= 4y*/4— 4?24 ¢

= y'—2%+ec
Substituindo h na expressao de f, obtemos:

flzy) = zt + 2x2y2 — 2% + y4 — 2y2

— x4+x2y2_2x2+y4_2y2

= 2?2(2* +y* - 2) + AP+ 2* - 2)

= (2" +y") (" +y" - 2).
Logo, a fungao potencial para a equacao dada é
fla,y) = (% +y*)(@° +y* - 2).

para todo (z,y) € R%

Vamos verificar que a funcao

w(z,y) = 2> +y°

¢ um fator integrante de (3.9), mas nao é da forma g o f.
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(3.20)

(3.21)

(3.22)
(3.23)

(3.24)
(3.25)
(3.26)

(3.31)

(3.32)



Para mostrar isso, considere os seguintes pontos A = (1,3) e B = (2,2). Assim

aplicando na funcao potencial f, tem-se

() - (6 ) ()
- (39 ()
(5

69 - (-0 (0-6)
(5
- (503
- (38
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Logo, t (1,5) # 1 (5, 3) -

Como

u(l,%) #u@;)

entao devido aos pontos dados, ; nao pode ser composicao de f.
Vamos apresentar o problema através da andlise das curvas de nivel de f. Seja k € R,

qualquer. Tem-se |,

f(z,y) =k (3.33)

—
(@ + ) (@ +y* —2) =k (3.34)

—
(22 + %) = 2(2® + ) =k (3.35)

—
(2 + ) —22* +y*) - k=0 (3.36)

Considere W = 22 + 2. A expressao 3.36 em termos de W, tem-se:

W2 —2W — k = 0. (3.37)
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Dai,
A= (-22%—4-1-(-k). (3.38)
donde,
A =4+ 4k (3.39)
Logo,

W

_2Evitdk ”;Hk —1EVITR (3.40)

Assim, temos W, =1+ 1+ k ou Wo =1 — vk + 1. Como consideramos W = 22 + 32,

entao
4y =1+VEk+1. (3.41)
Assim,
1. Quando k = —1, a curva de nivel f(z,y) = —1 de f consiste em um circulo tnico
2?4y =1, (3.42)
de raio 1.

2. Quando —1 < k < 0, consiste em dois circulos obtidos pelas seguintes equacoes:
Pyt =1-vVk+le? +y*=14+Vk+1 (3.43)
3. Quando k > 0, a curva de nivel f(x,y) =k de f, consiste em um circulo tnico
P2+ =14+V1+k, (3.44)

de raio r > 1, uma vez que 22 + y? nao assume valores negativos.
No segundo caso acima, a funcao f é constante na uniao dos dois circulos, p é constante
em cada um desses circulos separadamente, mas nao em sua uniao. Ou seja, este p nao é

uma funcao de f.
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3.1 Um resultado Interessante

Observe que a funcao potencial f no Exemplo 3.1, possui curvas de nivel desconexas e
possui muitos pontos singulares, a saber o ponto (0, 0) e todo os pontos que pertencem ao
circulo 22 + y? = 1. O teorema que veremos a seguir mostra que se uma funcao potencial
f possui curvas de nivel conexas e nao possui muitos pontos singulares, entao p seria
de fato uma funcao da forma g o f. Para ajudar na sua prova vamos usar o Teorema
da Fungao Implicita para fungoes de valor real de duas varidveis (Teorema 2.2). Esse
Teorema afirma que se uma determinada funcio G é de classe C'!, em uma vizinhanca de
ponto P = (zg,0) € R?, e se a fungao G aplicada no ponto P = (xq,yo) ¢ igual a zero e
a derivada parcial de G com relagao a y, é diferente de zero, entao existe um retangulo
I x J centrado no ponto P e uma funcao continuamente diferencial f : I — J, de tal

modo que yg = f(xg) e para cada x € I,

G(z, f(x)) =0e Gy(z, f(z)) # 0.

A prova também usa o fato de que todo subconjunto do plano R? tem um subconjunto
denso enumeravel. Isso vem dos fatos que QQ é denso em R, conforme Proposicao 2.5.
Teorema 3.1. Suponha que a equacao diferencidvel 3.1 seja exata no conjunto D com
potencial f e p € um fator integrante de 3.1.

(i) se I' é um componente conexo de uma curva de nivel f(z,y) = c de f, e se o conjunto
de pontos singulares de f em I' é enumerdvel, entao a funcdo pu é constante em I'.

(i1) Em particular, se as curvas de nivel de f sao conexas, e se o conjunto de pontos
singulares de f em cada uma dessas curvas de nivel é enumerdvel, entao p é uma fungao
de f, isto é, existe uma fungdo de valor real g, tal que, p(z,y) = g(f(z,y)) para todo
(z,y) € D.

Prova. (i) Suponha que T' seja um conjunto conexo de curvas de nivel f(z,y) = ¢ de
f, e suponha que o conjunto S de pontos singulares de f em I' é enumeravel. Fixando
'y = I' = S, queremos mostrar que p é constante em ['y. Tomemos um certo ponto
P = (z9,%) € T'y. Como o ponto P nao é um ponto singular de f, podemos supor

fy(z0,yo) diferente de zero. Dai, sabendo que

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.45)
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p(z,y)M(z,y)de + p(z,y)N(z,y)dy = 0 (3.46)

sao exatas em D, podemos concluir que

M, = N,, e uMy, + Mu, = uN, + N, (3.47)

em D. Consequentemente,

Mu, = Np,. (3.48)

Como f, = M e f, = N, tem-se

em D. Do Teorema da Funcao Implicita, existem I e J C R e h: I — J satisfazendo

f(z,h(x)) =0, para todo x € I. (3.50)

Diferenciando a relagao f(z,h(x)) =0 em I, obtemos

folz, h(x)) + fy(x, h(x))h'(z) = 0, (3.51)

para todo z € I. Multiplicando por ji,(x, h(x)), obtemos

py(x, 1)) fi (2, W) + gy (2, B()) fy (2, h(2))h' () = O, (3.52)

Usando o fato de fyu, = fypta , isso reduz a

pa (2, W) fy (2, 1)) + oy (2, f () fy (2, () ) () = O (3.53)

se, e somente se,

fy(@, (@) (pa (2, 1)) + py (2, h(2))W (2)) = 0, (3.54)
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para x € I. Como f,(z,h(x)) é diferente de zero em I, segue-se
pa(, h(2)) + iy (2, h(2)) W () = 0. (3.55)

Em outros termos, tem-se

() = 0 (356)

para x € I, e portanto u(z, f(x)) é constante em I, pela Proposi¢ao 2.3, um vez que I é
conexo.

Provamos que se P € I'g, entdo existe uma vizinhanca 7' de P (ou seja, o retangulo
I x J) de tal modo que u é constante em T'NTy. Seja O, a unido de todas as vizinhangas
do ponto p. Logo O, ¢ a maior vizinhanca aberta de P de tal modo que p ¢ constante em
O, NTy. Ese Q €T’y é outro ponto, entao fica claro que O, NT'y e O, N T’y sao iguais ou
disjuntos.

Considere I'gg contido em 'y um conjunto de representantes dos pontos de I'y no
sentido que, para cada P € Iy, existe um tnico () € I'gy de tal modo que OpNI'y=0,NT.
Vamos mostrar que gy é unitario, ou seja, possui um tnico ponto. Onde f nao tem pontos
singulares em [, ou seja, o conjunto S dos pontos singulares é vazio e ['y = I'. Nesse caso
{Op : P € Ty} é uma familia de pares disjuntos, ou seja, ndo tem pontos em comum,
no conjunto aberto que cobre I'. Desde que I' é conexo, segue-se que I'gg consiste em um
unico elemento, ou seja, o ponto () e assim p é constante em I'.

Agora voltamos para o caso geral. Desde que I'y, sendo um conjunto do R?, tem um
subconjunto denso enumeravel 7' e desde que cada O, NIy, P € I'yy, deve interceptar T,
segue que ['gg é enumerdvel. Portanto u(I'y) sendo igual a u(Igg), é enumeravel. Mas u(S)
¢ enumeravel, uma vez que S é. Consequentemente p(I') = p(I'o) U p(S) é enumerdvel.
Além disso, I' é conexo e p é continuo. Portanto p(I') é um intervalo. Como os tnicos
intervalos enumeraveis sao os formados por um tnico ponto, pela Proposicao 2.2, segue-se
p(I") é formado por um tnico ponto. Portanto u é constante em I', como afirmado
(ii) Por (i), u é constante em cada curva de nivel de f. Para qualquer ¢ no intervalo f(D)
definimos, g(¢)=p(P), onde P é um ponto arbitrario na curva de nivel f = c. Isso entao
garante que u = g o f, como desejado.

No exemplo a seguir, ilustra-se o Teorema 3.1 com um exemplo. Neste exemplo,
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algumas curvas de nivel de f de fato contém infinitos pontos singulares de f.
Exemplo 3.2. Considere o conjunto D = R? e uma funcao f : D — R definida por
f(x,y) = y>—cosz. Fazendo f(z,y) = c e a derivada com relagio a z e y respectivamente,

tem-se

fx($7y) - Sinx7 € fy(xvy) = 3y27

para todo (z,y) € R% Assim, a equagao diferencial exata associada é
sin wdx + 3y*dy = 0.

A curva de nivel f(z,y) = ¢,c € R, onde ¢ é uma constante arbitraria é o conjunto A =
{(z,y) € R*y> — cosz = c}. Esta na imagem de R sob a fungao continua f, : R — R?
definida por f.(z) = (z,v3cosz+c), onde y = v/3 cos x+c. Logo, ela é conexa. Portanto,
todos as curvas de nivel de f sao conexas. E mais, o conjunto dos pontos singulares de f
consiste nas solucoes de sinz = 0 e 3y> = 0 em outras palavras em todos os pontos para
os quais sinz = 0 e 3y? = 0, ou seja, o conjunto enumeréavel B(nm,0),n € Z Note que 0s
pontos singulares (nm,0), com n par, situam-se na curva de nivel f(x,y) = —1 e que os
pontos singulares (nm,0), n impar, situam-se na curva de nivel f(z,y) = 1. Nao ha pontos

singulares de f nas demais curvas de nivel

3.2 Equacoes nao-exatas

A sec¢ao anterior é um caso especial da questao sobre como dois fatores integrantes p
e v da mesma equacao diferencial estao relacionados.
No caso em que a equagao diferencial é exata, a questao se resume a p, se pode tomar
o

v como a funcao constante 1. No caso geral, o problema ¢ sobre a funcao £ que ¢ um

fator integrante da equagao diferencial exata
vM(z,y)dz + vN(x,y)dy = 0. (3.57)

Neste caso, a solugao geral é obtida de £ = ¢, onde ¢ é uma constante arbitraria.
Além disso, e v sao fatores integrantes da mesma equacao diferencial se, e somente se,
i = go f, para alguma funcao g. Os detalhes da prova dessa afirmacao fogem ao nosso

dominio, uma vez que usa argumentos mais avancados, mas podem ser encontrados em
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E. L. Ince, Integration of Ordinary Differential Equations, Oliver and Boyd, Edinburgh

and London, 1952, conforme a referéncia [3].

3.3 Observando os conjuntos de Pontos Singulares

O teorema 3.1 também levanta questoes de como seria o conjunto de pontos singulares
de uma fungao de classe C*, ja que um ponto singular de f é uma solugao de F, = F,, = 0,
entao, buscamos uma caraterizacao de conjuntos que possa servir como conjunto zero de
funcoes continuas de uma ou mais varidveis, em que o conjunto dos zeros de f é definido a
seguir. Definimos Conjunto dos Zeros de uma funcao de valor real como sendo o conjunto
de todos os pontos p no dominio de f para os quais f(p) = 0. Serd denotado por Z(f).
Teorema 3.2.
(1) Cada subconjunto fechado de um espago métrico M € o conjunto zero de uma fungdao
continua f de M em R.
(ii) Sejam A e B subconjuntos fechados de R. Entdo existe uma funcdo de classe C' de
R2 em R, cujo conjunto de pontos singulares é produto A x B.

Para provarmos este teorema vamos seguir a Defini¢ao 2.2 e os passos feitos por Mowaf-
faq Hajja em seu artigo conforme a referencia [10].
Prova. (i) Queremos mostrar que dado qualquer conjunto fechado de um espago métrico
M, o mesmo é um conjunto de zeros de uma fungao continua f de M em R. Para isso,
considere d a métrica em M e A um subconjunto fechado de M.

Se o subconjunto A for vazio, tome f de M em R para ser uma fungao constante
diferente de zero, ou seja, f(p) = ¢ # 0, onde ¢ é uma constante arbitraria.

Se o subconjunto A nao for vazio, entao defina f por

f(p) =d(p, A) = inf{d(p,q);q € A},
ou seja,
para todo p € A. f é continua, pois a métrica d pela Proposicao 2.4 é uma funcao continua,

e o conjunto zero Z(f) de f é o subconjunto A. Como A é arbitrario, segue que qualquer

subconjunto fechado de uma espago métrico é o conjunto zero de uma funcao continua.
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(ii) Queremos mostrar que dados dois subconjuntos fechados de R, existe uma fungao
de classe C! de R? em R, cujo conjunto de pontos singulares é o produto A x B. Assim,
seja A, B subconjunto fechados de R. Por (i) cada subconjunto fechado de um espago mé-
trico é o conjunto de zeros de uma fun¢ao continua, reescreva g, h de R em R fungoes nao
negativas, tais que Z(g) = A e Z(h) = B. Se a, b sdo pontos quaisquer dos subconjuntos

fechados A e B, respectivamente, entao podemos definir

Fazendo f : R? — R , definida por

fla,y) =G(x)- H(y).
E derivando f com respeito a variavel x, temos:
folz,y) = Go - H(y) + G(x) - Hy(y), ¥(2,y) € R”.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos G, = g e H,(y) = 0. Dal,

fo(z,y) = g(x) - H(y),

para todo (z,y) € R? e

De forma analoga ao que foi feito anteriormente H'(y) = h(y) e G'(z) = 0, assim

fy(@,y) = G(z) - h(y),
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para todo (x,y). Logo,

fo(2,y) = g(x) - H(y) e fy(z,y) = G(x) - h(y).

Tem-se f, e f, continuas e, portanto f é de classe C* em R?. Além disso, o conjunto S

de pontos singulares de f é o conjunto de solugoes de

g(x) - H(y) = 0 e G(x) - h(y) = 0.

Assim,

g(z) =0ou H(y) =0

G(z) =0ou h(y) =0.

Se H(y) = 0, entdo h(y) = 0, para todo t € [b,y] (ouly,b]) e portanto y € B. Assim,
Z(H) C B. Reciprocamente Z(G) C A. Desde que Z(g) = A e Z(h) = B, segue que
S = A x B. Assim, f satisfaz as propriedades desejadas.
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Consideracoes Finais

O artigo base para este trabalho trouxe uma forma interessante de construir as con-
digbes necessarias para que um funcao da forma g o f, ser um fator integrante de uma
Equagao Diferencial Exata, partindo de coisas bésicas, até chegar em algo mais sofisti-
cado. O teorema principal deste trabalho é muito importante, pois ele nos da condigoes
sob uma determinada funcao f, para garantir que uma funcao da forma go f, seja um fator
integrante de uma Equacao Diferencial Exata. E mais, o estudo dos fatores integrantes
de uma equagao diferencial exata nos propiciou um rico itinerario que englobou desde
os conceitos de cédlculo diferencial e integral 1 até alguns conceitos de Analise na Reta e
Espacos Métricos. Muitos dos contetdos vistos neste trabalho nao sao novos no curso de
matematica. Os teoremas vistos neste trabalho de conclusao de curso nao sao vistos no
componente curricular no qual os conteidos vistos aqui sao ministrados e seria grandioso
e interessante que tais teoremas fossem incorporados na estrutura curricular, ou ao menos

comentados durante as aulas de tal componente.
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