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ANALISE DE UMA SEQUENCIA
INTERESSANTE

Walisson Ferreira Soares de Oliveira*

RESUMO

Neste artigo, estudamos algumas propriedades da sequéncia {x.} dada por

1 1 1
-+ _—Vne N.

S R AT
Essas propriedades estdo relacionadas a convergéncia, valor do limite, associacdo com in-
tegrais de funcbes conhecidas e com séries numericas. O texto aqui apresentado € uma
abordagem didatica da primeira secdo do artigo "One Sequence, Many Interesting ldeas in
Analysis"de Russell A. Gordon, Charles Kicey and Sudhir Goel.
Palavras-chave: Sequéncias Numeéricas. Propriedades de Sequéncias. Séries.

ABSTRACT

In this article, we studied some properties of the sequence {x.} given by

1 1 1

-+ —Vne N.

Xp= —+ + .
""n+1 n+2 2n

These properties até related to convergence, limit value, association with integrals of known
functions and whith numerical series. The text presented is a didactic approach of the first
section of the article "A sequence, many interesting ideas in analysis"by Russell A. Gordon,
Charles Kicey and Sudhir Goel.

Keywords: Numeric Sequences. Sequence Properties. Series.

1 INTRODUCAO

A palavra sequéncia é usualmente empregada para representar uma sucessao de objetos
ou fatos em uma ordem determinada. Essa ordem pode ser de tamanho, de l6gica, de ordem

* Aluno de graduacéo do curso de Licenciatura Plena em Matematica da Universidade Estadual da Paraiba.
E-mail: ferreirawalisson15@gmail.com. Este artigo de conclusdo de curso foi escrito sob orientacéo da Profa.
Dra. Emanuela Régia de Sousa Coelho.
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cronoldgica, entre outros. Em matematica € utilizada comumente para denotar uma sucessao
de nimeros cuja ordem € determinada por uma lei ou funcdo que é chamada de termo geral.
Neste artigo trataremos da sequéncia {x.}, dada por
1 1 1

Xn= gt e TN € N
que nos traz algumas relac6es em andlise através de cinco propriedades interessantes encon-
tradas no artigo intitulado "One Sequence, Many Interesting Ideas in Analysis"de Russell A.
Gordon, Charles Kicey and Sudhir Goel conforme referéncia [3].

Talis propriedades se referem a convergéncia, monotonicidade, valor do limite e a as-
sociacdo com séries numeéricas. Dito isto, na proxima secdo apresentamos o0s contetdos
preliminares de Analise Real, exigidos para o entendimento das propriedades analisadas e,
em seguida, apresentamos tais propriedades.

2 PRELIMINARES

Nesta secdo abordaremos alguns conceitos e defini¢cbes sobre sequéncia, bem como
sequéncias crescentes e decrescentes, o limite de uma sequéncia, convergéncia e divergéncia.
Veremos também conceitos e definigdes de séries e alguns teoremas que serdo utilizados para
0 desenvolvimento desse trabalho.

2.1Sequéncia

Definicdo 2.1 (Sequéncia). Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcdo f : N - R
defi- nida no conjunto N = {1, 2, 3, 4, - - - } dos numeros naturais e tomando valores no
conjunto R dos numeros reais. O valor f (n) sera representado por a,, paratodo n €
N.

Exemplo 2.1. Da Definicéo 2.1, temos

(1,2,3,4,5,6,...) sequéncia dos nimeros inteiros positivos ou naturais;
(2,3,5,7,11,13,...) sequéncia dos nimeros primos positivos;
(1,3,5,7,9,11,...) sequéncia dos numeros impares positivos.

Notacdo: Denotaremos uma sequéncia por {an}.

Definicdo 2.2. Dizemos que uma sequéncia {an}é
(i) crescente se an, <an+1 paratodon. Ouseja,a; <a <az <....
(ii) decrescente se a, = an+1 paratodo n. Ouseja, a; =a; =as ...

Definigdo 2.3. A sequéncia é dita monoétona se ela for crescente ou decrescente.



Exemplo 2.% Verifique se as sequéncias sao crescentes ou decrescentes:

n
@ — —
2n+1

Os elementos da sequéncia sao

123 4 n n+1
3579 " 2n+1'2n+3" "
e - n
Note que a,1 de a,, é obtido substituindo n porn+ 1. Logo, como a, = T 1
n+1

a = - @@

LT o+ 1) +1
n+1
2n+ 3

Se verifica, sem dificuldades que os quatro primeiros elementos da sequéncia estdo em or-
dem crescente,

n n+1
<
2n+1  2n+3’
A desigualdade (1) pode ser comprovada se encontrarmos uma desigualdade equivalente

que sabemos ser valida. Multiplicando cada membro de (1) por (2n + 1)(2n + 3), obtemos
a desigualdade equivalente:

vne N. 1)

n2n+3)<(n+1)(2n+ 1)

ou ainda,
2n?+3n<2n°+3n+1. (2)

A desigualdade (2) é obviamente, verdadeira, pois 0 segundo membro é 1 unidade maior
do que o primeiro. Logo, a desigualdade (1) é verificada e, portanto, a sequéncia dada é

crescente.

z
1

n

(b)

Os elementos da sequéncia podem ser escritos da seguinte maneira
1 111 1 1
lElélZ!"'iﬁlm, s

Como
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5| =
V

n+1
para todo n, a sequéncia é decrescente.

- _l n+1z
(©) L
n

Os elementos da sequéncia sao

11 1 (-l)n+1 (—1)n+2
33787 T 0 nel

1 -

1 . 1 .
Comoa;=1lea - 2a P a ;Poréma ;= ":assima, <aj3 De modo geral, conside-
remos trés elementos consecutivos da sequéncia:

(-1t
Ant+1 = %
An+2 = (_nl?:j

Se n for impar, entdo an > an+1 € an+1 < @n+2; Se n for par, entdo an < an+1 €
an+1 > an+2; Dessa forma, a sequéncia ndo é nem crescente nem decrescente, ou seja, €
ndo monotona.

Definigdo 2.4. Uma sequéncia {a.} é dita limitada superiormente, se existe um nimero M
€ N tal que a, < M para todo n. O numero M ¢ dito um limitante superior para {a.}.

Definigdo 2.5. Uma sequéncia {an} é limitada inferiormente se existe um nimerom € N
tal que a, = m para todo n. O numero m € um limitante inferior para {a.}.

Definicéo 2.6. Dizemos que uma sequéncia {ax} é limitada se ela tiver limitante superior e
inferior.

- z
Exemplo 2.3. O nimero zero é um limitante inferior da sequéncia cujos ele-
(2n +1)
mentos sao
12 3 n
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Observe que % é outro limitante inferior da sequéncia. Na verdade, todo niUmero menor
ou igual a % é um limitante inferior da sequéncia.

Definicéo 2.7. Seja X < R um conjunto limitado superiormente. Um elemento b € R é dito
supremo de X, se valem:

i) Para qualquer x € X, tem-se x < .

i) Sece Rex<c, paratodox € X, entdo b <c.

Denotamos: b = supX.

Definicdo 2.8. Seja Y < R um conjunto limitado inferiormente. Um elemento a € R é dito
infimo de Y, se:

i) Para qualquery € Y, tem-sea<y.

ii)Sece Rec<y,paratodoy € Y, entdo c <a.

Denotamos: a = inf Y.

Exemplo 2.4. Seja X = {2, 5, 7, 9}.
Temos,

supX=9einf X = 2.

Definigéo 2.9. Diz-se que uma sequéncia {a,} converge para o numero real L, ou tem limite
L, se dado qualquer nimero s > 0, é sempre possivel encontrar um namero no tal que

n=np= lan—L|<s

ou seja,
ima,=L&e=>VvVs>0,3npe N:n=2ng= |la, - L| <s.

n—e

Se a sequéncia nao for convergente, dizemos que ela diverge.
Exemplo 2.5. A sequécia {an}, dada por

1

an:1+%,neN,

convergeparalL=1.
De fato, seja e > 0eng € N comng >—12b entéo, se n = ng,
1 1 1

- T == <
'1+2n 1 2n_2n0<8'

Axioma 2.1 (O axioma da completude). Todo conjunto ndo-vazio de nimeros reais que
tenha um limitante inferior, possui um limitante inferior maximo. Da mesma forma, todo
conjunto ndo-vazio de nimeros reais que tenha um limitante superior possui um limitante
superior minimo.
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Teorema 2.1 (Teorema da sequéncia mondtona). Se uma sequéncia {a.} € limitada e mo-
notona, entdo a sequéncia converge.

Prova: Demonstraremos o teorema para o caso das sequéncias mondtonas crescentes. O
outro caso é analogo.

Seja {a»} uma sequéncia. Como {an} é limitada, existe um limitante superior para a
sequéncia. Pelo axioma do complemento, {a,} tem um limitante superior minimo que
chamaremos de B. Entdo, se s for um nimero positivo, B — s ndo podera ser um limitante
superior para a sequéncia, pois B — s < B e B é o limitante superior minimo dela. Assim
sendo, para algum namero inteiro positivo N,

B-s<an (3)
Como B é o limitante superior minimo de {a.}, pela Defini¢éo 2.7 segue que
an < B, paratodo n inteiro positivo. (4)

como {an} € uma sequencia crescente, pela Definicdo 2.3(i) segue que a, <an+1, paratodo
n inteiro positivo e assim se n = N temos ay < an

Dessa afirmacéo e de 3 e 4 segue que se
n=N

entédo
B-s<ayv<a,<B<B+s

de onde concluimos que, paran= N

B-s<an<B+se-s<a,-B<seol|a,-B|<s.
Mas , pela Definicao 2.9, essa afirmacéo € a condicdo para que
lim a, = B.
n—eo

Logo, a sequéncia {a} é convergente. [ ]

Teorema 2.2. Seja {x»} uma sequéncia satisfazendo.

lim xon=a= lim X2n-1.

n—e n—e
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Entao,

lim x, = a.

S
Prova: Sejamy, = Xan €Zn = Xan-1 COmMo temos limy, = lim,, = a, para qualquer
s> 0 existem ng e n; taisque paran > ng valey, € (a—s,a+s)en > n; vale z,
€ (a-s, ats), escolhendo n, = maxng, n; temos simultaneamente z,, y» € (a-s, a+s),
X2n-1, X2n € (@ —Ss,a+s), entdo paran > 2n,; — 1 temos X, € (a—s,a+ s) logo vale
lim x, =a. ]

Teorema 2.3. Sejam {an} e {bn}zsequéncias. Se

a) As somas parciais de A, de — a, formam uma sequéncia limitada;
b) bo <b; b, <...;

c) limy_. b, =0

Entéo aznbn converge.

Prova: Ver Rudin [8],p.70. |

2.2 Séries

Definigdo 2.10. Dada uma sequéncia {a,} chamamos de série a partir de a,, 0 somatario,

n=1
Chamamaos de n-ésima soma parcial S, de {a.} a soma dos n primeiros termos da sequén-
Cia, isto &,

) , . = .
Assim, a série  a, = limp_ .« Sy

Definicdo 2.11. Uma série é dita convergente se a sequéncia das somas parciais {S,} con-
verge.Qualquer série que ndo é convergente é chamada de divergente.

Exemplo 2.6. (a)Vejamos a série harmonica
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Solugdo: Compararemos a série dada com outra de comportamento conhecido. Para tanto
vamos reescrever a serie harménica e agrupar seus termos da seguinte maneira:

= 1,711 1.1.1.1 1 1
=1+~+ + + +5+7+ T+ + + .+ + ..
n=1n

3 4 5 6 7 8 9 16
onde no primeiro grupo ficam dois termos, no segundo ficam quatro termos, no terceiro
ficam oito termos e assim por diante. Em seguida, substituindo todos os termos de cada
grupo pelo menor termo do grupo, obteremos o seguinte:

N

- - z . z - z
1 1. 1.1 1.1 1.1 1 1
21+ =+ + + + =+ =+ + + ..+ + ...
heg N 2 4 4 8 8 8 8 16
- 16
n=1
Substituindo-se cada grupo pela soma dos seus termos, teremos:
=1 1111
21+ _+ _+ _+ _+ ..
g N 2 2 2 2

Como o segundo termo desta igualdade cresce ilimitadamente, concluimos que

£,
n
n=1
é divergente.
(b) Consideremos a série -
= 1
n(n + 1)
n=1
Sabendo que
| 111
nn+1) n n+1
podemos escrever a sucessao das somas parciais:
1
Sl =1-_ -
2 1 1 1 1
SZ =1- 4+ = =1- _
21 21 31 3 1
e R - I i
1
Sno=l- g

Como lim,_,.. S, = 1, a série é convergente e a sua soma é 1.
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o L= -
Definicéo 2.12. %ma série  an converge absolutamente se a serie correspondente de va-
lores absolutos, “ |an|, converge.

Definigdo 2.13. Se uma série converge, mas ndo converge absolutamente, dizemos que ela
converge condicionalmente.

Proposicéo 2.1. Considere a série

k=1
Com
imd;=0

i—> o0
e {t,} a sequéncia de somas parciais desta série, e seja j um inteiro fixo. Se a sequéncia
{tin} converge para t, entéo {t,} converge parat.

Como

lim dx

k— oo

entdo dado s > 0, existe n; € N tal que

S
|[dr = 0] < 2—jpara todo, k = ny

ou seja,

s
|d| <E,v k=njy.

Sabemos que

n—c

entdo, para s > 0 dado acima existe n; € N com nz > nj tal que

s
tin — t] < 5 Para todo n = ny.

Nesse caso, existe m € N, tal que

mj<n<(m+1)j.
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dai,

[tn=tl = [ta = tm + tjm — |

< |th = tim| + |tim —
n :jm
= A= dR) * [m -t
k=1 k=1 -
= d(k) + [tim — 1|
"k=jm+1 -

=  [d()] + [tim —]

k=jm+1
J( )
R I

k=jm+1
jem+1)

< 7L el

= j +lm
k=jm+1 2J
js

ou seja, dado s > 0, existe ng = jnz € N tal que
[t. —t] <'s, paran = ng

logo,

imt, =t

n—c

2.3Soma de Riemann

Definicédo 2.14. Chama-se parti¢do r do intervalo [a, b] a qualquer decomposicao de [a,b]
em subintervalos da forma [Xo, X1], [X1, X2], ..., [Xn-1, X»] Oonde n € N e 0s numeros x; séo
taisquea=Xo <X1 <X2 <..<Xp=h.

Definicdo 2.15. Sejaf : [a, b] — R uma funcéo definida em um intervalo fechado [a, b],
a qual supomos limitada.
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Dadaumafuncao feumaparticao P, definimos as chamadas somas de Darboux-
Riemann (a soma superior S(f, z) e asoma inferior s(f, z)), pelas expressoes:

M

S(f,n) = M;(Xj = Xj-1) (5)
j=1
=

s(f, ) = mj(Xj —Xj-1) (6)
j=1

onde M; = sup{f(x) : X € [Xj-1, X[} e m; = inf{f(X) : X € [Xj-1, X;]}.
Essessup s e inf ’ssdofinitos, umavez que afuncéo f é limitada. Defato,m=m;<M; <
M.Emaquem<f(x) <M, Y n.E claro que para qualquer particio z, tem-se

s(f, ) = S(f, x). (7

Veja a primeira figura, onde a &rea pintada representa a soma inferior, e na segunda
figura, onde a area indicada representa a soma superior.

= -_r'ﬁ ?.

-
L

3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo trataremos de cinco propriedades de uma sequéncia onde utilizaremos
0s conceitos apresentados no capitulo acima para o desenvolvimento das mesmas de maneira
didatica, e também faremos o uso da analise real para demonstrarmos essas propriedades.
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Considere a seguinte sequéncia {Xn}

1 1 1

+

Xn= — 4+ 4+
""n+1 n+2 2n

para cada inteiro positivo n.
Afirmamos que essa sequéncia converge. De fato, pelo Teorema 2.1, basta mostrar que {X»}

& monétona e limitada.
Vamos provar que a

sequéncia {x»} é crescente, ou seja

Xn < Xn+1,
ou ainda, Xn+1— X >0.V n€ N
Como,
1 1 1
“EarTTavz T on
e
1 1 1
Xne1 = + + ...+
(n+1)+1 M+2)+1 2(n+1)
1 1 1
= + + ..+ ,
n+2 n+3 2n+ 2
entdo, 1 1 1
=X, + + -
et T T o1 2n+2 n+l ©)
Agora, afirmamos que
1 1 1

Yvne N

De fato,
1 1 1
+

+ >
2n+2 2n+1 n+1

2n+1)(n+1)+2n+2)(n+1)-(2n+2)(2n+1)

2n+2 2n+1 n+1

Logo, a sequéncia é cresce
existem a e f € R tais que

@n+2)2n+1)(n+ 1)
2n®+2n+n+1+2n®+2n+2n+2-4n*>-2n-4n-2 (2n
+2)2n+1)(n+1)
4n*+6n+n+3-4n°-6n-2
(2n+2)(2n+1)(n+ 1)
n+1

(2n + 21(2n +1)(n+1)

>0
@2n+2)(2n+ 1)
nte. Agora, vejamos se a sequéncia {x.} é limitada, ou seja,
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o<xn<p,¥Yne N.

Note que,
|Xn|<1,VNnEN 9)
pois,
x|= -+ 1 4+ +1
" m+1 n+2 2n-
dai,
n+k>nvk=1,23,..,n
logo,
1 1
<5vVk=123,..n
n+k n
portanto,
n n
= 1 Szl =l+l+ +l=nl=1’
k1n+k k_ln n n n n
donde,
=
X, = L Snl =1.
ey NHK n
k=1

Como |Xn| = X, para todo n € N. Temos que {x»} é limitada por 1.
Da sequéncia {x»} temos algumas propriedades:
(1) A sequéncia é crescente e todos 0s seus termos estdo no intervalo [%, 1].
De fato,
Observe que {x.} é crescente como feito em (8) e de (9) temos que x, < 1, agora
temos que provar que
1

—2 <Xn.

Como a sequéncia é crescente entdo, X, < Xn+1, 10go
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Portanto,

=Xn,

NIl -

paratodo n € N.
(2) Para cada inteiro positivo n, X, é igual a aproximacéo do ponto final direito

I
X Ldx
1
usando n subintervalos de igual comprimento. Segue-se que a sequéncia {X»} converge para
In2
De fato, particionando o intervalo [1,2] em n subintervalos de mesmo comprimento,

significa que cada intervalo tem comprimento % assim, se

entao
a =1
1 n+1
ag = 1+—=
n
n+1 1 n+2
a = +_=
n n
n+2 1 n+3
as = — =
n n n
n+ k
ar =
n
an = 2




21

ou seja,
1 1 1 1
Sn = + + + ...+
n+1 n+2 n+3 n-+n
1 1 1 1
= + + + ..+
n+1 n+2 n+3 2n
= Xn
Dai,
Iim S; =Ilim xn
n— n—
mas,
. _ J- 2 1 _ _
Iim S, = ==In2-1In1=1In2
n—o 1 X
logo,
lim x, = In2

n—e

(3) Seja {hx}a sequéncia de somas parciais para a série harmonica alternada

> k+1

k
k=1

entéo x, = hy, para cada inteiro positivo n, logo, esta série converge para In2.
De fato, temos que -

Observe que,
2 3 4 .
D) + (-1) + L) + .+ [0

Nan=— 1 1 2n
Por inducéo, vamos provar o resultado.
Paran=1, ) 3
o -1 (1) 11
2 = T T
1t iy,

Suponhamos que para K seja verdade.
Agora, paran =k + 1, temos

—1)2k+2 (—1)2k+3
ho(k+1) = hor + (Zk)+ 1 + T

1 1

= Mot ST sk

2k+2 -(2k + 1)
(2k + 1)(2k + 2)

hox
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2k+2 -2k-1
2k + 1)(2k + 2)

N 1
(2k+ 1)(2k + 2)

= hok

+ - .
2k +1)(2k + 2)

= Xk (11)

Por (8) temos que
1 1 1
+ + =
2n+2 2n+1 n+1
Cn+D(n+1D)+2n+2)(n+1)-(2n+2)(2n+1)

(2n+2)52n+1)(n+1)
2n+2n+n+1+2n°+2n+2n+2-(4n)”> -2n-4n-2

Xn+1 = Xn

2n+2)2n+ 1)(n+ 1)
n+1

(2n + 2%(2n +1)(n+1)

@2n+2)(2n+ 1)

Portanto ¢ verdade para todo n € N.
(4).Verifiquemos se a série
1 1 1 1
+ - 4+ =_+ =
2 2 3 3 4 4
Seja {sn} a sequéncia de somas parciais de S e consideremos as seguintes subsequén-
cias de {sn} : {S2n}€e {S2n-1}. Temos, paracadan € N

1 1

S=1-1 +- - - converge.

I
=
|
=
+
|I =

S2n 2 2

|_\
!
|_\
+
| =
PR

sZn_l = 2 2 e n.

Assim,
lim sz, =0 = lim S2n-1.

n—c n—

Portanto, do Teorema 2.2, podemos concluir que {s,} converge e

lim s, =0

n—o

ou seja, S=0.
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Agora vamos avaliar a convergéncia absoluta da série, ou seja, estamos avaliando a
convergéncia de
1 1 1
1+1+_+_+ ..+ _+ ..

2 2 n

mas,

1.1, 1.1 =,

1+1+T+ 4+ . +5+5+ ... =2 :
2 2 n n n
n=1
Pelo exemplo 2.6 temos fue a série harmoénica diverge.
5 i 1 1 1 11 o s

EntdloS=1-1+"-"+7 - -~ + ..., pela Definicdo 2.13 a série converge

+
. 2 2 3 3 4 4
condicionalmente.

Agora considere o rearranjo desta série S que consiste de dois termos positivos segui-
dos de um negativo na mesma ordem que a série original, ou seja,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tt it 3 i s 5 6 3 7 8 7a -
Se {t.} é a sequéncia de somas parciais para esta série, entdo x, = t3, para cada inteiro
positivo n. Sendo,

xE, X,
t = =- =
3n H
J=1J j=2J
devemos mostrar que,
1 1 1
Bn= i et o
De fato, veja
>Zn :Eyl
t = == =
3n - :
N R |
g,
Z_Zl Zl
- j=1'lj=n+1'l j=1J
2n
2 1 1 1
= .= + + ...+ = Xn
) ] n+l n+2 2n
j=n+1

(5). Se a série z;";l a; limitada de somas parciais e a sequéncia {b;} converge para 0,
i
entio a série z;";l aib; converge. Aplicandoa; = -1i**eb; = 1 para cada inteiro positivo
i. Seja {yn} a sequéncia de somas parciais para 1 a:bi, que isso garante a convergéncia.
Isso tem que ser aplicado nas condicdes do teorema 2.3.
Esta propriedade ficara a cargo do leitor.
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4 CONCLUSAO

A realizacdo deste trabalho de conclusdo de curso proporcionou-me um amplo apren-
dizado nas areas que envolvem o estudo de sequéncias, pois durante a graduacdo sempre
vemos cada contetdo de maneira separada e por isso ndo é possivel ver nenhuma ligacdo
entre outros conteudos de integrais, derivadas, analise, entre outros. E depois deste artigo vi
ligages entre varios assuntos que outrora ndao era possivel.Foi deixado a cargo do leitor o
desenvolvimento da quinta propriedade, como também a generalizac&o da sequéncia {xx}.

No artigo tratado, os autores ainda fazem uma generalizagdo das propriedades estuda-
das para sequéncias do tipo {Xrg} emque

Xpa = 1 + 1 +...+;,nEN,
gn+1 qgn+2 pn

comp, q € N, mas estas ndo serdo abordadas aqui, uma vez que pensamos esse trabalho
como aplicacdo de conteddos vistos em disciplinas cursadas no Curso de Licenciatura em
Matematica da UEPB e a abordagem desta generalizagdo, por vezes, foge a esta proposta.
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