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RESUMO

O presente trabalho visa apresentar o desenvolvimento de um simulador numérico para
o lancamento de projéteis por meio de uma animacao em 3D. A modelagem 3D é uma
tecnologia que permite a criacao interativa de objetos em espaco tridimensional virtual por
meio de software. Por ser totalmente gratuita, simples e multiplataforma, optamos pelo uso
da biblioteca VPython. A modelagem matematica partiu da anélise de forgas sobre o projétil
e da aplicacao da Segunda Lei de Newton. A solucao numérica foi obtida iterativamente
por meio do método de Euler. Comparagoes entre os resultados numéricos obtidos via
método de Euler e solugoes analiticas da literatura apresentaram boa proximidade. O
uso da modelagem 3D acabou por oferecer uma visualizagdo do fenémeno fisico muito
mais intuitiva e préxima do mundo real, tornando possivel o uso da mesma para fins
educacionais. Gragas a plataforma Glowscript, o simulador foi disponibilizado na web e

pode ser acessado livremente por meio de qualquer dispositivo com acesso a internet.

Palavras-chave: Movimento de projéteis. Modelagem 3D. Simulador computacional.



ABSTRACT

This work presents the development of a numerical simulator for the projectile motion that
shows the results as a 3D animation. 3D modeling is a technology that enables the creation
of objects in virtual three-dimensional space through software. The VPython library was
chosen because it is completely free, simple and multiplatform. Mathematical modeling
was performed by analyzing forces on the projectile and applying Newton’s Second Law of
motion. The numerical solution was obtained by the Euler method. Comparisons between
the numerical results obtained and analytical solutions from the literature showed good
proximity. The use of 3D modeling offered a much more intuitive view of the physical
phenomenon, making it possible to use it for educational purposes. Using the Glowscript
platform, it was possible to make the simulator available on the web and it can be freely

accessed through any device with internet access.

Key-words: Projectile motion. 3D modeling. Computer simulator.
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1 INTRODUCAO

Os indices de aprendizado de Matematica no Brasil, quando comparados com
outros paises, ficam aquém do que poderiamos considerar como satisfatorio. Resultados
do PISA 2018 apontam que estudantes do Brasil conseguiram pontuacao bem inferior a
média mundial em matemaética, leitura e ciéncia, sendo que 43% pontuaram abaixo do
menor nivel de proficiéncia (Nivel 2) enquanto que a média da OCDE é de apenas 13%
(OCDE, 2019). Neste sentido, qualquer iniciativa que desperte motivacao aos alunos a
se interessarem pela matemética merece ser analisada com atencao. Uma reivindicacao
recorrente dos alunos é que existe uma certa distancia entre o que é estudado em sala e o
que o estudante experimenta no seu dia a dia, como sua realidade. Ao apresentar uma
alternativa ao que é visto de modo tradicional em sala de aula, abrimos novas possibilidades

ao desenvolvimento do conhecimento.

Observa-se nos dias atuais que, com a popularizagao dos recursos tecnologicos,
uma parcela muito significativa da sociedade passou a utilizar de forma bastante habitual
a rede mundial de computadores (internet) como fonte de entretenimento, comunicagao
e informacao, acessando tais recursos principalmente a partir de smartphones e laptops.
Essa nova conjuntura nos faz pensar em meios de como adequar a integracao de tais
ferramentas no &mbito escolar, visando potencializar o ensino / aprendizagem. A utilizacao
de tecnologias da informagao e comunicagao (TIC’s), vem ganhando espaco no ambito
educacional, pois facilita a abordagem de conceitos que tradicionalmente eram apresentados
somente através da lousa. Para Rocha (2008), o computador é um meio e ndo um fim,
devendo ser usado visando o desenvolvimento dos componentes curriculares. Nesse sentido,
o computador transforma-se em um poderoso recurso de suporte a aprendizagem, com

inimeras possibilidades pedagogicas.

Inicialmente o uso do computador na educagao era mais voltado a substituicao do
instrutor pela maquina. O computador controlava o ensino em uma abordagem chamada
instrucionismo. Com o tempo, um novo paradigma surgiu, no qual o aluno se tornou mais
ativo no processo de aprendizagem. A linguagem de programacao para fins educativos
LOGO, desenvolvida pelo Laboratério de Inteligéncia Artificial do MIT (Universidade
de Cambridge), contribuiu para que houvesse essa mudanca de paradigma, uma vez que
permitiu ao aluno controlar a maquina e, consequentemente, a sua aprendizagem (FILHO,
2007b). A partir do uso de uma linguagem de programacao, o aluno se torna ativo no
processo cognitivo, tendo a possibilidade de visualizar de forma imediata as suas estratégias
para solucionar um determinado problema. Neste sentido, pode-se dizer que o uso de
uma linguagem de programacao ¢ uma abordagem que apresenta tracos da perspectiva

construtivista piagetiana.



Capitulo 1. Introdugdo 14

A modelagem 3D é uma ferramenta das TICs com bastante potencial para se
trabalhar conteidos educativos, de modo a despertar o interesse do aluno a partir da
criacao, visualizacdo, manipulagao e interacao em tempo real com ambientes tridimensionais
virtuais simulados por computador. Entretanto, é necessario identificar como esta tecnologia
pode ser utilizada para a construcao de objetos de aprendizagem. Por se tratarem de
materiais digitais, os OAs podem ser reutilizados diversas vezes, simultaneamente, por
meio da internet, o que os torna uma alternativa bastante atraente como material de

suporte para a atividade em sala de aula.

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um simulador em 3D,
utilizando software livre e modelagem 3D que possa ser utilizado pela comunidade discente
como recurso adicional 1til na exploracao do movimento de projéteis. Apesar de ser um
fenémeno fisico bastante comum de ser observado no dia a dia, como por exemplo no chute
de uma bola em uma partida de futebol, este constitui um tema bastante importante da
Mecanica Classica. Pretende-se disponibilizar o simulador como um OA por meio de uma

plataforma online, para acesso totalmente gratuito.

A modelagem 3D permite ao usuério visualizar uma animagao do disparo de um
corpo a uma velocidade definida como parametro de entrada. Além da velocidade inicial,
o usuario pode inserir outros parametros fisicos tais como: resisténcia do ar, velocidade do
vento (opcional) e angulo de disparo em relacao ao solo. Durante a animagao, é possivel
rotacionar a cena alterando o ponto de observagao, para se ter outra perspectiva do
movimento. Ao final da animacao, algumas informagoes sao disponibilizadas como: tempo

de voo, alcance e altura maxima.

Para o desenvolvimento do simulador foi necessario realizar a modelagem mate-
matica do problema fisico a partir da realizacado do balanco de forcas agindo sobre a
particula durante o voo e da aplicagao da Segunda Lei de Newton. Em seguida usou-se
o método de Euler para resolver numericamente a EDO resultante. Para visualizagao
dos resultados numéricos, foi usada a biblioteca matplotlib enquanto que a modelagem
e animagao em 3D foram criadas a partir da extensao VPython. Assim, pode-se dizer
que a presente pesquisa tem uma conotacao interdisciplinar, envolvendo conceitos fisicos,
matematicos e de programacgao de computadores, empregados de maneira completamente
integrada. Este tipo de abordagem é particularmente necessaria quando se deseja resolver
problemas que estao além do escopo de uma unica disciplina, facilitando o estudo de
assuntos correlacionados e que podem ser adequadamente compreendidos sob uma tnica

perspectiva disciplinar.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 2, é apresentada
fundamentacao teérica incluindo um breve contexto histérico sobre o uso do computador
para simulagao, sua potencialidade aliada a Modelagem Matematica para fins pedagogicos.

O capitulo também trata do problema fisico do movimento de projéteis, além de exibir o
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processo de solucdo numérica de equacgoes diferenciais via método numérico de Euler e
dos erros envolvidos em solu¢oes numéricas. No Capitulo 3 encontra-se todo o processo
de modelagem matematica e computacional, como as EDOs que modelam o movimento
sao obtidas aplicando a 2* Lei de Newton a partir do balango de forgas. O Capitulo
encerra apresentando alguns detalhes importantes de como foi feita a modelagem 3D.
O Capitulo 4 mostra os resultados obtidos a partir do uso do simulador para cada um
dos 3 casos analisados, que variam de acordo com a complexidade do problema fisico. O
mesmo capitulo inclui a validacao dos resultados numéricos obtidos com solugoes analiticas
disponiveis na literatura. Por fim, no Capitulo 5, estdao descritas algumas consideragoes

que sao importantes, além de sugestoes para futuras pesquisas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Um dos maiores desafios para os educadores é criar formas de motivar os alunos
para a aprendizagem, desde os anos iniciais até o ambito universitario. Quando falamos
em Matematica, a falta de entusiasmo dos alunos é, possivelmente, um dos aspectos que
pode desencadear diversas dificuldades. Para Machado (2011), um dos possiveis motivos
que provoca nos alunos problemas de afinidade com a matematica pode ser decorrente
de problemas de natureza didatica e pode estar ligada a metodologias obsoletas, hoje
inapropriadas. A Base Nacional Comum Curricular - BNCC, BRASIL (2017), nos traz:

Para as aprendizagens dos conceitos e procedimentos matematicos, é
fundamental que os estudantes sejam estimulados a explorar mais de um
registro de representacao sempre que possivel. Eles precisam escolher as
representagdes mais convenientes a cada situagdo, convertendo-as sempre
que necessario. A conversdo de um registro para outro nem sempre é
simples, apesar de, muitas vezes, ser necessiria para uma adequada
compreensao do objeto matematico em questdo, pois uma representagao
pode facilitar a compreensao de um aspecto que outra nao favorece
(BRASIL, 2017, p. 538).

Hoje em dia, é facil perceber o dominio e o interesse que as criangas e os jovens
tém no uso dos recursos tecnoldgicos. Para SANTOS, SCARABOTTO e MATOS (2011),

“nativos digitais”! possui uma identidade virtual, pois passam a

essa nova geracao de
maior parte do tempo conectados através das redes sociais, blogs, jogos online, em meio as
inovagoes tecnoldgicas. Diante dessa afinidade, tende-se a experimentar com mais frequéncia
essas ferramentas no ambiente escolar. Com a disseminac¢ao dos recursos tecnologicos,
gragas a popularizacao da internet e a modernizacao e barateamento dos equipamentos, o
computador se faz presente nas mais diversas areas se tornando ferramenta indispensavel

em muitas delas.

Silva et al. (1997) afirmam que, o computador pode ser considerado uma ferramenta
educacional, quando o aluno realiza uma tarefa por seu intermédio. E importante frisar
que, conforme diz Valente (1993), a forma correta de associar o computador com educagao
nao é no sentido de aprender sobre computadores, mas sim através de computadores.

Valente (1993) reforca essa ideia dizendo:

O computador pode enriquecer ambientes de aprendizagem onde o aluno,
interagindo com os objetos desse ambiente, tem chance de construir o
seu conhecimento. Nesse caso, o conhecimento nao é passado para o
aluno. O aluno ndo é mais instruido, ensinado, mas é o construtor do
seu préprio conhecimento. Esse é o paradigma construcionista onde a

1 Aqueles nascidos depois de 1980, quando iniciava o dominio das tecnologias digitais, conforme Prensky

(2001).
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énfase estd na aprendizagem ao invés de estar no ensino; na construgao
do conhecimento e nao na instrugdo (VALENTE, 1993, p. 2).

Nessa perspectiva, o uso correto e de forma adequada dos recursos tecnolégicos, pode
gerar melhorias no desenvolvimento do aprendizado do discente, proporcionando diretrizes
a ele para solidificar a cognicdo de maneira auténoma. Atualmente, com a evolucdo e
barateamento dos computadores, capacidade de processamento, visualizagao e a expansao
da internet, a utilizacado de simuladores na educacao pode ser uma alternativa atraente
para auxilio ao ensino/aprendizagem. De acordo com Valente (1993), a simulagao envolve
a criacao de modelos dinamicos e simplificados do mundo real oferecendo a possibilidade
do aluno desenvolver hipoteses, testa-las, analisar resultados e refinar os conceitos. Neste
mesmo sentido, Mendes, Santana e Junior (2017) apontam que a simulagdo cria uma
ambientagao realistica onde é apresentado ao aluno um problema para que ele tome

decisoes e execute acoes.

Além da educagao, os simuladores podem ser usados em diversas areas das ciéncias
e engenharias. Historicamente, a simulagao computacional sempre teve um papel de
destaque e sua evolugao esteve atrelada a evolucao do hardware. O primeiro computador
eletronico desenvolvido pelo homem, o ENTAC cuja fotografia pode ser vista na Figura 1.
Ele foi criado para a realizacao de calculos balisticos durante a Segunda Grande Guerra
Mundial. Nessa época os computadores eram grandes, lentos e pouco confidaveis quanto
ao tempo que permaneciam trabalhando sem que uma valvula queimasse. Em meados da
década 70, apenas grandes corporagoes e universidades possuiam maquinas aptas para se
desenvolver simuladores computacionais. Construir um programa assim era extremamente
caro e, devido as limitagoes tecnologicas da época, bem como a falta de desenvolvedores e
operadores de tais sistemas, nao alcancavam a flexibilidade e ampla possibilidade de uso
como nos dias de hoje. Foi a partir dos anos 90, que o uso de simuladores se popularizou
gracas ao barateamento de equipamentos, do aumento da velocidade de processamento e
pela simplificagdo das ferramentas de desenvolvimento. A simulacao difundiu-se como um
meio eficiente para a elaboragdo de projetos, animagoes, pesquisas, e com muitas outras
aplicagoes (BALADEZ, 2016).

2.1 MODELAGEM MATEMATICA E SIMULACAO

A compreensao da nogao de modelo matematico requer, inicialmente, entender o

que ¢ modelagem matematica e perceber a utilidade da simulagao nesta perspectiva.

Souza (2010) define a Modelagem Matemdtica como um processo que visa elaborar
representacoes matematicas que expliquem ou descrevam uma situagao do mundo real.

Segundo Biembengut e Hein (2011), este processo envolve a obtengao de um modelo, que
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Figura 1 — ENIAC (Electronic Numeric Integrator and Computer).

Fonte: Filho (2007a).

pode resultar em expressoes numéricas ou formulas, diagramas, graficos ou representagoes

computacionais.

Segundo Steed (1992 apud SAMPAIO, 1999), hé ainda uma diferenga entre modelo
e simulagao, uma vez que o modelo é uma representacao de estruturas, enquanto que
a simulagao infere um processo de iteragao entre as estruturas que compdem o modelo
buscando criar um comportamento. Ou seja, pode-se dizer que as simulagoes focam os

resultados (saidas) gerados pela execucao do modelo (ao qual o usuario nao tem acesso)
que elas contém (SAMPAIO, 1999).

Quando sao usadas técnicas de computacao para retratar determinada representacao
do mundo real, denominamos o processo de modelagem computacional. Para Veit e Araujo
(2005), todas as linguagens de programagao além de softwares computacionais podem
ser considerados como ferramentas para modelagem computacional. Uma linguagem de
programacao ¢ um procedimento que informa ao computador por meio de um conjunto de

regras sintdticas e semanticas que sao usadas para definir um programa de computador.

O computador quando usado para programar, possibilita ao aluno condigoes para
construir o conhecimento e consequentemente, aprender (VALENTE, 1995). Além disso,
aprender a programar é de suma importancia e nao esta restrito apenas a area da Ciéncia
da Computacao. A afinidade com pelo menos uma linguagem de programacgao, permite
o desenvolvimento de diversas capacidades que ajudam a melhorar o raciocinio logico e
tomada de decisoes. Entretanto, a aprendizagem de conceitos e métodos para elaboragao
de programas de computador nao é trivial, pois requer o uso de habilidades de alto nivel e
boas doses de raciocinio abstrato (CASTRO et al., 2003).

No decorrer dos anos foram surgindo diversas linguagens de programacao, cada
uma com caracteristicas distintas que as tornam mais apropriadas para os certos tipos de

finalidades. Python é particularmente interessante como primeira linguagem de progra-
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magao devido a sua simplicidade e clareza (MENEZES, 2010). Segundo Coelho (2007), o
uso do Python é frequentemente associado com grandes ganhos de produtividade, pois
possibilita a construcao de programas de qualidade e de facil manutengao. Downey, Elkner
e Meyers (2002) ressalta que uma das mais notéveis caracteristicas do Python é o grande

apelo que tem junto a cientistas, pesquisadores e educadores.

Uma outra caracteristica importante do Python é o fato de poder ser utilizada sem
custos ou restri¢oes, além de ser independente de plataforma, o que significa que todos os
programas desenvolvidos podem rodar em qualquer sistema operacional, sem necessitar de

alteragoes do codigo-fonte.

Entre a vasta gama de extensoes da linguagem Python que a torna atrativa para
fins cientificos, o VPython permite a modelagem interativa e animagao de objetos em 3D
via linha de comando. Conforme descrevem Utiel e Kirner (2009), a criagdo da simulagao
em 3D com VPython é feita de maneira muito mais simples do que com as ferramentas de

programacao usuais (OpenGL® ou DirecX®, por exemplo).

A simplicidade da sintaxe do VPython pode ser visualizada na Figura 2, quando
demonstra-se como é feita a modelagem de dois objetos. A linha 1 faz com que a extensao
“visual”, relativa ao médulo do VPython, seja carregada na memoria. A linha 3 cria uma
variavel do tipo boz (caixa em portugués) que é usada para modelar sélidos geométricos
do tipo paralelepipedo. J& a linha 4 cria um objeto na cena do tipo sphere (esfera em
portugués). As propriedades de cada objeto sao chamados de atributos e sdo especificados
dentro dos parenteses, a funcionalidade dos atributos serao detalhados com mais precisao

na Secao 3.2.

Figura 2 — Codigo-fonte que cria dois objetos com VPython e a respectiva cena criada.

from visual import *

1

2

3 piso = box(pos=(0,0,0), size=(4, 0.5, 4))

4 bola = sphere(pos=(0,4,08), radius=1, color=color.red)

VPython

<

Fonte: o autor.

Estas caracteristicas serviram de motivagao para que a linguagem Python e, parti-
cularmente a biblioteca VPython, fossem escolhidas para serem usadas no decorrer desta

pesquisa.
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2.2 O MOVIMENTO DE PROJETEIS

O fenomeno fisico que propormos investigar é o de movimento de projéteis lancados
da superficie terrestre sob influéncia de fatores externos como: resisténcia do ar e presenca
do vento. Movimento de projéteis é um tema classico da mecanica e é geralmente trabalhado
em cursos de Fisica Geral. A trajetéria de projéteis se faz presente em diversos contextos
do nosso cotidiano, como no ato de um jogador de futebol chutar a bola em uma partida
de futebol, por exemplo. A Figura 3 representa um disparo de canhao, cena comum em

ambientes de guerra.

Figura 3 — Representacao ficticia do disparo de uma bala de canhao .

Fonte: Martins et al. (2019).

O estudo da trajetéria de projéteis vem sendo desenvolvido desde a antiguidade.
Varios estudiosos deram suas contribui¢oes ao longo da histéria e vale destacar nomes
importantes como: Aristételes, Galileu Galilei e Isaac Newton. Aristoteles apresentou a
teoria mais bem elaborada sobre o movimento, denominada de Fisica Aristotélica. Ele
defendia a ideia de que os corpos se movem a fim de ocuparem o seu lugar natural (centro
do universo). Harres (2002) afirma que para Aristételes, os movimentos ocorriam por meio
a uma agao violenta, pois o natural era que os corpos estivessem em repouso. Segundo
Drake e MacLachlan (1975 apud FAZURI; MATOS, 1998):

O estudo do movimento de projéteis lancados da superficie da terra é
um problema antigo que tem a sua origem na parte final do famoso livro,
Discursos sobre duas novas Ciéncias (1638), de Galileu Galilei. Neste
livro Galileu demonstra que a trajetéria de uma particula viajando nas
proximidades da superficie da terra e através de um meio nao resistente é
uma pardbola (DRAKE; MACLACHLAN, 1975 apud FAZURI; MATOS,
1998, p. 1).

Soares, Tort e Gongalves (2013) complementam afirmando que o movimento de
projéteis desempenha um papel importante no desenvolvimento da cinematica e da dinamica
moderna e a sua primeira descricao correta deve-se a Galileu Galilei que percebeu o
papel secundario exercido pela resisténcia do ar. Diante disso, uma nova visao acerca do
movimento de projéteis é consolidada e, como consequéncia disso, Soares, Tort e Gongalves

(2013) afirmam que:

E a primeira vez que o movimento de um projétil é decomposto e nao visto
como um todo como era praxe na fisica aristotélica e medieval. O principio
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da independéncia dos movimentos foi posteriormente corroborado com a
emergéncia da dindmica newtoniana (SOARES; TORT; GONCALVES,
2013, p.1).

Baseando-se em cientistas que o antecederam e que também tinham a curiosidade
de entender e descrever como os corpos se movem, Isaac Newton investigou as associagoes
que existem entre as grandezas de forga, massa e movimento no mundo natural. Tal pratica

é denominada de mecanica Newtoniana.

Quando nao se leva em conta a influéncia do ar - o que constitui o modo mais
simples de se estudar o movimento de projéteis - a particula se move em um plano vertical
com velocidade inicial v, e com uma aceleracao constante, igual a aceleracao de queda livre
g dirigida para baixo. Para estudar o movimento de projéteis, devemos compreender bem
estes conceitos, o que sera visto a seguir quando estudaremos o movimento bidimensional.
Na Secao 3.1.1, serao apresentados os balancgos de forcas para obtencao dos modelos
matematicos mais complexos utilizados no presente trabalho, onde consideraremos outros

fatores externos agindo sobre a particula: a influéncia do ar e a presencga do vento.

2.2.1 Movimento Bidimensional

E um movimento de um objeto que pode ser decomposto em dois, cada um com
caracteristicas distintas: um movimento horizontal e outro vertical. Abaixo seguem algumas
defini¢bes importantes para o movimento bidimensional, que podem ser vistas com mais
detalhes em Halliday, Resnick e Walker (2016).

2.2.1.1 Posicao e Deslocamento

A localizacado de uma particula pode ser definida no espago através do vetor posicao
7, conforme a Figura 4, um vetor que liga um ponto de referéncia (em geral a origem de

um sistema de referéncia) a particula. Sendo:

7=z +y] + 2k, (2.1)

onde i, yj, zk s@o as componentes vetoriais de 7 e x, y e z s@o as componentes escalares,
as quais fornecem a localizacao da particula ao longo dos eixos de coordenadas em relagao

a origem.

Quando uma particula se move, seu vetor posicao varia de tal forma que sempre
liga o ponto de referéncia (origem) a particula. Se o vetor posi¢ao varia (de 71 para 75

digamos durante um certo intervalo de tempo), como mostra a Figura 5, o deslocamento
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Figura 4 — O vetor posicao 7 dada pela soma vetorial das componentes vetoriais.

Distancia ao
longo do
i eXo Z.

/ _Distancia ao
/" longo do eixo y.

¥

Distancia ao
longo do eixo x.

0 /

/ /

(5m)k @m)j/
(=3 m)i

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016)

da particula, Ar, durante esse intervalo de tempo é dado por:

AF: FQ_Tl.

Utilizando a notagao de vetores unitarios, escreve-se o deslocamento como:

AT = (xﬁ + yﬁ + 2212) - (:cﬁ + yﬁ + zlﬁ)

ou

A

AT = (3 —$1)i+ (yo —y1) ]+ (22 — 21)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

onde as coordenadas (x1, y;, 21) correspondem ao vetor posigao r7 e as coordenadas (xo,

Y2, z2) correspondem ao vetor posi¢ao r3.

Figura 5 — Deslocamento A7 de uma particula durante um intervalo de tempo At.

—— Quando a particula se
move, o vetor
s | posigao muda.
[ Tangente —

A\

I __—  Esteéo

= 2
Y deslocamento.
24

Trajetéria—~

2!

o]

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016).
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E possivel escrever o vetor deslocamento substituindo (x5 - 1) por Az, (s - y1)

por Ay e (29 - z1) por Az:

A7 = Azl + Ayj + Azk. (2.5)

2.2.1.2 Velocidade Média e Instantanea

Se uma particula se move de um ponto para outro, podemos estar interessados em
saber com que rapidez ela se move, definindo assim as velocidades média e instantanea. No
caso de um movimento 2D ou 3D considera-se essas grandezas como vetores e utiliza-se a
notacao vetorial. Se uma particula sofre um deslocamento A7 em um intervalo de tempo

At, sua velocidade média v,.q é dada por

. AVE
VUmed — Kt (26)

Quando falamos da velocidade de uma particula, nos referimos a velocidade instan-

tanea, que é o limite da velocidade média, quando At — 0.

dr

= (2.7)

U=

Para escrever a Equagao (2.7) na forma de vetores unitarios, usa-se a expressao

para 7 dada por:

d, ~ - = dr, dy, dz-
T dt(m1+yj+z ) dtl+dtJ+dt : (2.8)
que pode ser simplificada se escrevermos:
T = v, + 'ij + vk, (2.9)
onde as componentes escalares v sdo:
dx dy dz
= — = = —. 2.10
T T a C T w (2.10)

2.2.1.3 Aceleracao Média e Instantanea

A aceleragao média é definida como sendo:

G- 7, A
o _bv 2.11
med = 7\ At (2.11)

—
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Quando At — 0 no entorno de um certo instante, deq tende para a aceleracao

instantanea a é dada por:

v
dt’

a—=

(2.12)

Se 0 modulo ou a orientagao da velocidade varia (ou ambos variam), a particula

possui aceleracao. Em notacao da vetores unitarios, temos:

= a,i+a,j+ a.k, (2.13)

QL

onde as componentes escalares de a sao:

du, dv, dv,
T Y 2.14
©CE T T (2.14)

Estas defini¢oes serao usadas posteriormente na Secao 3.1, quando, a partir da
realizacao do balango forgas atuantes no projétil durante o voo e da aplicacao da Segunda
Lei de Newton, serda apresentado como obter as equacgoes diferenciais que modelam o

problema fisico.

2.3 SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Segundo Santos (2011), equagao diferencial é uma equagao em que as incégnitas
sao fungoes e a equagao envolve derivadas destas funcoes, diferentemente das equagoes
algébricas, onde suas incdgnitas sdo numéricas. As equacoes diferenciais podem ser classifi-
cadas conforme seu tipo, ordem e linearidade. Com relagao ao tipo, quando a equagao
tem apenas uma variavel independente denominamos de Equacao Diferencial Ordinéria
(EDO), caso contrério, definimos como Equacao Diferencial Parcial (EDP). Quanto a sua
ordem, a equacao diferencial pode ser de 12, 22,.... de n-ésima, conforme a maior derivada
presente na equagao. De acordo com Santos (2011), uma equagao diferencial é dita como
linear, quando as incégnitas e suas derivadas aparecem na forma em uma soma, onde
cada parcela é um produto de alguma derivada das incognitas com uma funcao que nao

depende das incognitas.

Seja y a variavel dependente e ¢ a varidavel independente. Entao uma EDO de

primeira ordem pode ser escrita como:

dy
o = fty). (2.15)

Conforme sera apresentado na Secao 3.1.1, o modelo matematico do movimento de

projéteis é baseado nesse tipo de equacao diferencial.
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Dependendo da complexidade, h& diversas técnicas analiticas para a solugao deste
tipo de equagao, entre as quais o método dos fatores integrantes, por exemplo, que pode ser
visto em Boyce e DiPrima (1985). Para modelos matematicos mais complexos, entretanto,
obter uma solugao analitica nem sempre é possivel ou apresenta um elevado grau de
complexidade. Com relagao ao problema fisico dos projéteis, por exemplo, quanto mais
fiel ao mundo real estda o modelo matematico que descreve a trajetéria, mais dificil é a
obtenc¢ao da solugao exata do problema. Nestes casos os métodos numéricos se tornam uma
alternativa viavel, principalmente nos dias de hoje, com a disponibilidade dos computadores

a custos acessiveis.

Conforme escreve Fernandes (1998), os métodos numéricos envolvem procedimentos
que levam a aproximagao de um problema matematico por um problema numérico ou a
resolugao de um problema numérico. O campo que investiga o comportamento dos métodos
numéricos é chamado de analise numérica, que engloba o estudo acerca da existéncia e
unicidade das solugoes, a convergéncia, estabilidade, a eficiéncia, erros, entre outros. A
utilizacao de computadores na solugao de problemas numéricos implica no surgimento de
erros de arredondamento, mais detalhes sobre os tipos de erros podem ser vistos adiante na
secao 2.3.2. Comparagoes entre solugoes por métodos numéricos aplicadas ao movimento

de projéteis podem ser vistas com detalhes em Fazuri e Matos (1998).

2.3.1 O Método de Euler

O método explicito de Euler é uma das técnicas numéricas usadas na solucao de
EDQO’s de primeira ordem, (GILAT; SUBRAMANIAM, 2009). Este método pode produzir
resultados satisfatérios quando a aplicados em problemas de lancamento de projéteis, como
pode ser observado em Fazuri e Matos (1998) e Santos (2016).

Conforme descrevem Boyce e DiPrima (1985), para um problema de valor inicial

de primeira ordem do tipo:

dy
—=fty), yto) =Y. (2.16)
dt

Assumindo que uma solu¢ao y = y (t) exista no dominio [a, b]. Dado um ponto ¢
em [a, b] e para um valor suficientemente pequeno de h, a derivada em qualquer ponto de

y (t) no dominio [a,b] é dada por y' (t), e pode ser aproximada por:

fon o Y+ h) —y ()
v O~ ==

(2.17)

O que fornece a seguinte aproximacao pelo método de Euler para y (t + h):

y(t+h) ~y(t) + by (1), (2.18)
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Assim sendo, tem-se:

y(t+h)=y)+hftyd), (2.19)

que pode ser finalmente escrita como:

Ynt1 = Y + If (o, Yn) - (2.20)
Aqui, Y, fornece um valor aproximado de y (t,,41) onde ¢, =ty + nh, dentro do
dominio [a, b].

O método de Euler consiste em resolver a Equagao (2.20) repetidamente, usando o
resultado de cada passo anterior para executar o préximo passo. Assim, é possivel obter
uma sequéncia de valores y1, ¥, ..., Yn, ... que aproximam o valor da solucao analitica nos
pontos tq, tg, ... Nota-se que a solucao da equacao diferencial é dada por um conjunto de
valores aproximados no intervalo com um passo de tamanho h. Em geral, a aproximagao

da solugao pode ser melhorada reduzindo o valor de h.

De acordo com Boyce e DiPrima (1985), um algoritmo para o método de Euler

pode ser estruturado da seguinte forma:

Passo 1. defina f(t,v).

Passo 2. alimente os valores iniciais ¢, e ,.

Passo 3. alimente o tamanho do passo h e o niimero de passos n.
Passo 4. escreva t, e y,.

Passo 5. para j de 1 até n, calcule

k1= f(t,y),
y=1y+hxkl,
t=t+h,

Passo 6. escreva t e y.
Passo 7. fim.
Vale salientar que as instrugoes especificas podem ser escritas em qualquer linguagem

de programacao, inclusive na linguagem Python que foi escolhida para o desenvolvimento

do simulador em 3D.
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2.3.2 Erros em solugoes numéricas

Para Gilat e Subramaniam (2009), as solu¢oes numéricas podem ser bem precisas,
mas nao sao exatas. Quando se utiliza um método numérico para obter a solucao de
um problema sao incluidos dois tipos de erros: o erro de arredondamento e o erro de
truncamento. Os métodos numéricos usam aproximacgoes para resolver problemas, estas
aproximacoes resultam em erros chamados de truncamento. Obtemos o erro total da

solugdo numérica quando somamos ambos os erros.

2.3.2.1 FErros de arredondamento

Os nimeros sao representados no computador por um nimero finito de bits. Con-
sequentemente, nimeros reais que tém uma mantissa® mais longa do que o ntimero de
bits disponiveis para representa-los precisam ser encurtados. Esse requisito se aplica aos
numeros irracionais, que devem ser encurtados em qualquer sistema, aos niimeros finitos
que sao muito longos e aos nimeros finitos na forma decimal que ndo podem ser repre-
sentados de forma exata na forma bindria. Um ntmero pode ser encurtado seja cortando
ou descartando os algarismos a mais, ou fazendo-se um arredondamento. No corte, os
algarismos na mantissa além do comprimento que pode ser armazenado sao simplesmente
deixados de fora. No arredondamento, o ultimo algarismo armazenado é arredondado
(GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).

2.3.2.2 FErros de truncamento

Para Gilat e Subramaniam (2009) os erros de truncamento ocorrem quando os mé-
todos numéricos usados na solu¢ao de um problema matematico adotam um procedimento
matematico aproximado. Este erro é dependente do método numeérico especifico ou do
algoritmo usado na soluc¢ao do problema. O erro de truncamento é independente do erro

de arredondamento, existindo mesmo quando as operacoes matematicas sdo exatas.

2.3.2.3 Erro total

Sabendo que a solucdo numérica é uma aproximacgao, de acordo com Gilat e
Subramaniam (2009), a solugdo numérica sempre inclui erros de arredondamento e também
pode incluir erros de truncamento, dependendo do método numérico utilizado. Estes dois
erros juntos resultam no erro numérico total. Esse erro total, que também é chamado de

erro real, é a diferenca entre a solucao verdadeira e a solu¢cdo numérica:

Erro Real = Solucao Exata — Solucao Numérica. (2.21)

2 Porcio de digitos de um sistema de virgula flutuante que contém os digitos significativos
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O valor absoluto da razao entre o erro real e a solu¢do exata é chamado de erro

relativo real:

Erro Relativo Real = Solugao Ezata — Solugao Numérica ‘

2.22
Solucao Fxata ( )

Os erros das Equagoes (2.21) e (2.22) nao podem ser determinados em problemas
cuja solucao requer o uso de métodos numéricos, ja que a solugao verdadeira nao é conhecida.
Contudo, essas grandezas podem ser uteis na verificacao da precisao de diferentes métodos
numéricos. Isso é feito com o emprego do método numérico na solucao de problemas que
tém solucdo analitica, avaliando-se com isso os erros reais (GILAT; SUBRAMANIAM,
2009).
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3 METODOLOGIA

Este estudo se enquadra como pesquisa aplicada, uma vez que visa desenvolver um
simulador numérico em 3D para investigar a trajetéria de projéteis. Além disso, conforme
diz Garces (2010), se a pesquisa gerar novas tecnologias e conhecimentos resultantes do
processo de pesquisa, classifica-se como pesquisa aplicada. Esta pesquisa ainda pode ser
classificada como bibliografica e experimental. Para Fonseca (2002), qualquer trabalho
cientifico inicia-se com uma pesquisa bibliografica, que permite ao pesquisador conhecer o
que ja se estudou sobre um determinado assunto. Ainda conforme Fontelles et al. (2009),
toda pesquisa que envolve algum tipo de experimento é classificado como experimental,
por se tratar do desenvolvimento de um simulador numérico em 3D, a experimentacao
se faz presente no processo de construcao e validacao da ferramenta computacional, bem

COImMo Nno seu uso como um laboratdrio virtual.

Grande parte da pesquisa, aqui apresentada, foi desenvolvida no decorrer de projetos
aprovados e contemplados com bolsa em duas cotas do PIBIC / UEPB: 2016-2017 e 2017-
2018. No primeiro projeto o objetivo foi o desenvolvimento de um simulador numérico para
o movimento de projéteis considerando a resisténcia do ar e o efeito do vento na trajetéria
do objeto. A saida dos resultados consistia na representacao da trajetéria do corpo por meio
de um grafico no plano cartesiano. Os resultados obtidos foram comparados e validados com
solugbes disponiveis na literatura. J& o segundo projeto visou o desenvolvimento de objetos
de aprendizagem utilizando software gratuito e modelagem 3D. A primeira aplicagao da
modelagem foi justamente no simulador desenvolvido na cota anterior (2017-2018). A
proposta seria tornar o simulador mais realista e atraente para o usuario, alterando a forma
como os resultados numéricos sao expostos. Com a modelagem 3D o programa passou a
exibir os resultados através de animacoes tridimensionais, facilitando assim a compreensao
do fendmeno fisico e a interpretacao dos resultados. Com isso, o simulador agora em 3D,
passou a ser um objeto de aprendizagem que possibilita o usuario experimentar e interagir
de forma auténoma com o fend6meno investigado, ou seja, entender como os fatores externos
agem na particula e visualizar o efeito delas por meio de uma animacao 3D. Mais detalhes
de como foi feita a implementagao da modelagem 3D no simulador, sera mostrado na
Secao 3.2.

3.1 MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL

Na Figura 6, observa-se um esquema com algumas informagoes acerca do lancamento
de um objeto sendo projetado no ar: a localizacao inicial do corpo coincide com a origem

do sistema de coordenadas de referéncia, a velocidade inicial é v, e 0 angulo de langamento
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em relacao ao horizonte é dado por 6,. Como é habitual, denotamos o eixo horizontal de

eixo x e o eixo vertical de eixo y.

Figura 6 — Esquema de langcamento do projétil adotado na simulacao.

90
o

(0,0) T

Fonte: Autoria propria.

A chave para analisar o movimento bidimensional de um projétil é dividi-lo em dois
movimentos: um ao longo do eixo horizontal e outro ao longo da vertical. Analisando o
esquema de lancamento de um projétil da Figura 6 e utilizando um pouco de trigonometria,
¢é possivel calcular as componentes iniciais da velocidade do projétil na direcao vertical

(voy) € na direcdo horizontal(v,,), elas sao dadas por:

Uog = UpC080, € Uy = Vosent,, (3.1)

onde v, ¢ a velocidade inicial e 6y o angulo de lancamento com o solo.

Para a construcao do modelo matematico toma-se como ponto de partida a segunda
Lei de Newton, que relaciona a forga resultante que age sobre um corpo com o produto da

sua massa pela magnitude da aceleragao a qual ele é submetido, podendo ser escrita como:

Fr =ma, (3.2)

onde Fr é a somatéria de todas as forgas que agem no corpo (ou a forga resultante), m é

a massa do mesmo e a é a sua aceleragao.

3.1.1 Condicoes do ambiente

Nesta secao sao descritos os trés casos com condigoes de ambiente distintas que
foram estudados. A mais simples e trivial ocorre no vacuo e é aquela que é comumente
vista nos livros didaticos do ensino médio e também no ensino superior. As outras duas

consideram a resisténcia do ar e a influéncia do vento na trajetoria da particula.
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3.1.1.1 Caso 1: sem resisténcia do ar

Fazendo a analise de for¢as atuando no objeto durante o voo, conforme pode ser
observado na Figura 7, nota-se que nao existe uma forca atuante na dire¢do horizontal. J&

na vertical, a tinica forca atuante é a propria forca peso do corpo, P, dada por:

P = —myg, (3.3)

onde g ¢ a aceleracao da gravidade e o sinal negativo faz-se necessario devido ao referencial

adotado, de acordo com o esquema mostrado na Figura 6.

Figura 7 — Analise de for¢as num meio sem resisténcia do ar.

mg

Fonte: Autoria prépria.

Assim, a aplicagdo da Segunda Lei de Newton ao corpo de massa m, resulta em:

Fr, = may = 0 = ma, = a, =0 (3.4)
e
Fr, = ma, = —mg = may = ay = —g. (3.5)
Utilizando as componentes = e y da Equagao (2.14), podemos finalmente escrever:
d,
= =0 3.6
7 (3.6)
e
duy
— = —q. 3.7
o =Y (3.7)

Como a componente x da aceleracao é nula, o movimento nesta diregao é definido
como retilineo uniforme (MRU). Logo, o valor da componente horizontal da velocidade,

vz, sera constante em todos instantes de tempo, v, = v;.
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3.1.1.2 Caso 2: com resisténcia do ar

Neste caso, além da forca gravitacional, um fator a ser considerado para tornar o
modelo matematico mais realista é levar em consideragao a resisténcia do ar que é sempre
oposta a direcao do movimento. Para isso adotamos um modelo cuja resisténcia do ar é

linearmente proporcional a velocidade do corpo, que pode ser visto em Pereira e Bonfim
(2008).

A analise de forcas para um corpo de massa m lancado em um ambiente com

resisténcia do ar pode ser vista na Figura 8.

Figura 8 — Analise de forgas num meio com resisténcia do ar

Fonte: Autoria prépria.

Aplicando-se a Segunda Lei de Newton, obtém-se:

bu,
FRQ: = _bvz = mag = _bvx = Az = _L (38)
m
€
b,
Fr, = —mg — by, = ma, = —mg — bu, = Iy = =9 =" (3.9)

onde b é o coeficiente de resisténcia do ar (kg/s), v, e v, sdo, respectivamente, a componente

horizontal e vertical da velocidade.

Substituindo as componentes x e y da Equacao (2.14), obtemos as equagoes do

movimento, as quais sao dadas por:

d, bu,
s _ ¢ 3.10
dt m ( )
¢ d b
v Uy
v g Y 3.11
= 9= (3.11)

3.1.1.3 Caso 3: com a influéncia do vento

Outro parametro importante a considerar quando um projétil é lancado ao ar livre é
a influéncia do vento. Considerando que, em todo o voo, o vento atua com uma velocidade
constante de @ = (u11, ug]), a andlise de forcas sobre o projétil pode ser vista na Figura 16.

Neste caso, também foi utilizado o modelo linear descrito por Pereira e Bonfim (2008).
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Figura 9 — Analise de for¢as num meio com influéncia do vento.

Fonte: Autoria prépria.

A analise das forgas permite obter a forga resultante sobre o corpo, que é dada por:

F.o=—mg—0b(7—1), (3.12)

onde U é o vetor velocidade do projétil.

A partir desta expressao e da aplicagdo da Segunda Lei de Newton, é possivel

deduzir as equagoes resultantes do movimento:

b
ma; = —=b(v, —w) = ay=—— (v, —u) (3.13)
m
e
b
may = —mg — b (vy — uQ) = ay = —q — E (Uy — Ug) . (314)
Usando novamente as defini¢oes das componentes = e y da Equagao (2.14), pode-se
obter:
dv,, b
S i (vy — uyp) (3.15)
e
dv. b
g (). (3.16)

3.1.2 Solucao numérica via Método de Euler

Segundo Halliday, Resnick e Walker (2002) a velocidade e a aceleracao instantaneas

de um corpo podem ser dadas, respectivamente, por:

Ai di

v = lim = = 1=x,y (3.17)
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T Avi . d'Ui
T A0 AL dt

a; i =2x,y. (3.18)

O método de Euler permite calcular uma boa aproximagcao para estas equagoes a

partir das seguintes expressoes:

_di AT [i(t+ At) — ()] .
=N = A7 1=,y (3.19)

Uy

do;  Av [ost+ A — (1)
=8 BV — 2
at At At PELY (3.20)

Q;

As aproximagoes dadas pelas equacoes anteriores sao satisfatorias se for considerado
um passo de tempo pequeno. Levando em consideracao que o valor de At é constante,

pode-se escrever as seguintes equagoes para as coordenadas do objeto:
x(t + At) = z(t) + zAt (3.21)

y(t + At) = y(t) + yAt. (3.22)

Considerando que um esquema interativo de solugao sera utilizado, estas equagoes

podem ser escritas como:
"t = 2" oAt (3.23)

Yt =yt + AL, (3.24)

onde n é o numero de intervalos de tempo At desde o langamento e v™, ™ e y" representam
a velocidade e as coordenadas da posicao, respectivamente, ao fim de n intervalos de

tempo.

As equagoes para as trés situagoes analisadas no presente trabalho sao descritas a

seguir:

Sem resisténcia do ar:

V" =, V (3.25)

x

n+l _ n
v, =, — gAt. (3.26)
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Com resisténcia do ar:

g bul At

3.27

¢ b At
optt = o — gAt — il (3.28)

Com a influéncia do vento:
bAt
vt =y - (v —w) (3.29)
¢ bAL

ot =l — gAt — e (v; - u2) : (3.30)

3.2 MODELAGEM 3D

Conforme mencionado anteriormente, a modelagem 3D foi implementada usando
a biblioteca VPython. A presente se¢ao visa descrever alguns detalhes importantes de
como foi feita esta etapa. Para ilustrar como se da o processo de modelagem 3D usando o
VPython, vamos comentar alguns trechos importantes do cédigo-fonte, explicando o papel
de cada comando na cena. Acreditamos que isso é importante uma vez que, infelizmente,
ainda hd uma certa escassez de fontes bibliograficas escritas em lingua portuguesa que
abordem a utilizagdo do VPython. Apesar da plataforma Glowscript disponibilizar exemplos
que podem ajudar a compreender o processo de modelagem, a maioria das referéncias e
tutoriais estd disponivel apenas em lingua inglesa, o que pode dificultar a utilizacao por

um usuario leigo.

Na Figura 10, observa-se o trecho de codigo responséavel pela criagdo da cena e
pela modelagem dos objetos principais. A linha 20 define a cena, onde podemos definir a
cor do plano de fundo modificando o atributo background, o posicionamento do centro da
camera em relacao a cena ¢ definido pelo atributo center e as dimensoes da tela podem
ser ajustadas pelos atributos width e height. Nas linhas 21 e 22 sao criados dois objetos do
tipo bor, um para representar o local de lancamento e o outro que representa o piso. O
projétil é criado na linha 23 como sendo um objeto do tipo sphere. Neste trés objetos, o
atributo pos é definido. Ele deve ser obrigatoriamente especificado como um vetor cujas
componentes especificam a posicao inicial do objeto na cena. O atributo color, também
comum aos objetos, especifica a sua cor. Enquanto no objeto sphere o tamanho é dado
pelo atributo radius, nos objetos box isso é feito a partir do size que deve também ser
definido na forma de um vetor, gracas as trés dimensoes que devem ser especificadas. E

importante notar que o objeto sphere foi o tinico definido com um valor de True para o
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atributo make_trail. Isto se faz necessario quando se deseja tracar o percurso de um objeto

em movimento, facilitando, neste caso, a andlise da trajetoria apds o langamento.

Figura 10 — Modelagem da cena e dos principais objetos.
20 cena=display(x=0, y=0, width=800, height=400, center=vector(0,1,0), background=vector(1l,1,1))
21 canhao=box(pos=vector(0,0,0), size=vector(4,1,3),color=color.yellow)

22 piso= box(pos=vector(0,-1,0), size=vector(25+v0,0.3,10), color=color.green)
23 bola=sphere(pos=vector(0.,.1,0), radius=1.0, make trail=True, color=color.red)

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 11, pode-se observar como sao criadas algumas grandezas vetoriais
importantes para o problema fisico. A linha 26 cria o vetor representando a velocidade
inicial do projétil com as componentes da velocidade de lancamento calculadas a partir do
angulo com a horizontal. A linha 27 especifica o vetor que representa a forca gravitacional,
note que esta forga age apenas na coordenada y. Na linha 28 é criado o vetor que representa
a resisténcia do ar, onde k£ = % Embora estejamos lidando com uma animacao em 3D,
vale salientar que estamos tratando de um movimento bidimensional, o que justifica a

coordenada z ser nula em todos estes vetores.

Figura 11 — Criac¢ao de algumas das principais grandezas vetoriais: velocidade, for¢a gravi-
tacional e resisténcia do ar.

26 bolav=vector(v0x,v0y,0)
27 fg=vector(0,g*dt,0)
28 resis=vector(-k*dt, -k*dt,0)

Fonte: Autoria prépria.

A Figura 12, apresenta algumas linhas de cddigo que sdo executadas dentro do lago
de repeticao principal do simulador. A linha 37 cria o vetor que representa a influéncia do
vento, cuja magnitude varia a medida que a velocidade do projétil é recalculada na linha
38. Ja na linha 39 é onde acontece a atualizacao da posicao do projétil. As linhas 38 e 39
implementam as equagoes (3.29), (3.30), (3.23) e (3.24).

Figura 12 — Cédigo-fonte da légica desenvolvida para a execugao do simulador.

37 pv=vector((bolav.x - Ul)*k*dt, (bolav.y - U2)*k*dt,0)
38 bolav=bolav - fg - pv
39 bola.pos= bola.pos + bolav*dt

Fonte: Autoria prépria.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo descreve os casos usados para demonstrar a eficacia do simulador por
meio da realizacao de experiéncias abrangendo as trés condi¢oes de ambiente citadas na
Secao 3.1.1. Em todos os casos descritos a seguir o projétil é lancado a partir de ponto
localizado na origem do sistema de coordenadas e a aceleragao da gravidade é dada por
9,81m/s%.

4.1 CASO 1: SEM RESISTENCIA DO AR

Neste primeiro caso, considera-se que o projétil é lancado no vacuo, com velocidade
inicial de 160km/h e um angulo de §; = 60° com relagdo ao horizonte. Para validar o
simulador, comparamos os resultados obtidos numericamente e a solucao analitica descrita

por Halliday, Resnick e Walker (2002), dada pelas equagdes:
z(t) = T+ Vogt (4.1)

1
—gt?. (4.2)

y(t):yo+v0yt—2

Na Tabela 1 esta exposto uma comparagao quantitativa dos resultados. Os resul-
tados numéricos foram obtidos a partir da solugao das equagoes (3.25) e (3.26) com um
passo de tempo de At = 0,001s. Os parametros fisicos exibidos na Tabela 1, podem ser
calculados analiticamente, conforme Halliday, Resnick e Walker (2002), pelas equagoes
(4.3), (4.4) e (4.5). Para validar as solugoes obtidas numericamente, a Figura 13(a) compara
a solugdo numérica com a solugdo analitica vista em Halliday, Resnick e Walker (2002). O

final da simulagdo em 3D para este caso é visto na cena mostrada na Figura 13(b).

Conforme Halliday, Resnick e Walker (2002), as solugoes analiticas para a obtengao

dos parametros fisicos vistos na Tabela 1, consiste na resolugdo das seguintes equacoes:

Alcance Horizontal (R):

R = "0 sen 26, (4.3)
g
Altura méxima (Y;,):

vZsen?0
29
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Tempo de voo (t,):

¢ — 2vosenbo. (4.5)
g

Figura 13 — Trajetoria do projétil para o caso 1: a) comparacao entre a solu¢do numérica
e analitica. b) Simulagao em 3D.

—— Numérico
70 —— Analitico

m)

Altura (

T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175
Alcance (m)

(a)

A altura maxima foi de: 75.4893 metros.
O alcance maxima foi de : 174.933 metros.
O tempo de voo foi de: 7.872 segundos.

(b)

Fonte: Autoria prépria.

Nota-se que as solu¢des numéricas obtidas via método de Euler se aproximam
precisamente das solugoes exatas. Por meio da Equagao (2.22) podemos calcular o erro
relativo real para cada parametro, uma vez que a solucao analitica é conhecida. Neste
caso, os erros relativos reais foram de 0, 3% para alcance, 0,001% para a altura méxima e

de 0,5% para o tempo de voo.
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Tabela 1 — Comparacao de resultados numéricos e analiticos para o caso 1.

Parametro Analitico Numérico
Alcance (m) 174,37 174,93
Altura méxima (m) 75,50 75,49
Tempo de voo (s) 7,84 7,88

Fonte: adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2002).

4.2 CASO 2: COM RESISTENCIA DO AR

O segundo caso testado baseou-se no modelo matemaético descrito por Rocca e
Riggi (2009), que leva em consideracao a resisténcia do ar. A solugdo analitica para este

caso é dada pelas seguintes equagdes que podem ser vistas em Rocca e Riggi (2009):

x (t) = mug cos Oy [1 — exp (—=bt/m)] /b (4.6)

y (t) = m (mg/b+ vysinby) [1 — exp (—bt/m)] /b — mgt/b. (4.7)

Os parametros usados na simulagao sao vy = 35m/s, 6y = 30°, m = 0,25kg e
b=0,56kg/s. A solugdo numérica consiste na resolucdo das equagoes (3.23), (3.24), (3.27)
e (3.28) com um valor de At de 0,001s.

No trabalho de Rocca e Riggi (2009), os resultados sd@o expostos por meio de
graficos no plano cartesiano e os parametros importantes como altura méaxima e alcance,
sao deduzidos através da analise do grafico de cada caso particular de lancamento. Visando
validar as solugoes obtidas numericamente, o grafico exibido na Figura 14 (a) compara
a solugao numérica obtida no presente trabalho com a solugao analitica apresentada por
Rocca e Riggi (2009). Observando a Figura 14 (b), podemos notar que tanto o alcance

quanto a altura maxima sdo coerentes com os valores apresentados na Figura 14 (a).

No lancamento em ambiente sem resisténcia do ar - que apresenta trajetoria
parabdlica - o angulo que se obtém o maior alcance é o de 45°, como ja havia observado
Galileu Galilei (NUSSENZWEIG, 2002). Entretanto, pudemos observar que, no langamento
com resisténcia do ar, o movimento deixa de ser parabdlico e, consequentemente, o angulo
para atingir o maior alcance nao serd o mesmo. Na Figura 15, observa-se que, para as
condigoes aqui estudadas do caso com resisténcia do ar, o angulo de lancamento que

produz o maior alcance esta entre fy = 14° e 6y = 17°.

4.3 CASO 3: COM INFLUENCIA DO VENTO

Outro parametro a ser considerado no sentido de tornar as simulagoes mais proximas

do mundo real é considerar a influéncia do vento na trajetéria do objeto. Isto pode ser
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Figura 14 — Trajetéria do projétil para o caso 2: a) comparagao entre a solugdo numérica
e analitica. b) Simulagdo em 3D.

—— Pereira e Bonfim (2008)
—— Numérico

0 2 1 6 8 10 12 14
Alcance (m)

(a)

A altura maxima foi de: 4.65348 metros.
O alcance maxima foi de : 13.4452 metros. -
O tempo de voo foi de: 2.445 segundos.

(b)

Fonte: Autoria prépria.

observado por exemplo em uma partida de futebol jogada em um dia de fortes ventos.
Utilizamos o modelo matematico descrito por Pereira e Bonfim (2008), que apresenta, além
dos fatores aqui ja trabalhados, a influéncia do vento. O trabalho traz também a solucao
analitica para a trajetéria do projétil, que é dada pelas seguintes equagoes apresentadas
em Pereira e Bonfim (2008):

z (t) = tuy + [UOCOSQO_W] (1 _ eXp_kt> (4.8)
k
‘ (—g+ hun) 6,k
(—g+ku), | [upsenf, kupz—g ke
y(t) = ’ t—i—[ T g2 ](1—exp ), (4.9)
onde k = b/m.

A solugao para este caso, é dada pelas equagoes (3.23), (3.24), (3.29) e (3.30). A

Figura 16 ilustra a trajetéria de um corpo cujos parametros do modelo mateméatico sao
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Figura 15 — Variagao do alcance horizontal maximo em fun¢do do angulo de langamento.

14 4

12 1

10 1

Alcance (m)

0 20 40 60 80
Angulo (0g)

Fonte: Autoria prépria.

dados por: vy = 20m/s, 0y = 45°, m = 0,25kg, b = 0,6kg/s, uy = —10m/s e us = 0.
Podemos notar que, se o vento na diregao oeste for muito intenso, o corpo atinge o solo

num ponto de abscissa negativa, pois o mesmo foi lancado a partir da origem, ou seja, da
coordenada (0, 0).

Fazendo a analise qualitativa deste caso, notamos que a animag¢ao em 3D observada

na Figura 16(b), estd de acordo com o modelo apresentado por Pereira e Bonfim (2008).
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Figura 16 — Trajetéria do projétil para o caso 3: a) comparagao entre a solugdo numérica
e analitica. b) Simulac¢do em 3D.

3.5

—— Pereira e Bonfim (2008)
—— Numeérico

3.0

251

T T T T
-8 -6 —4 -2 0 2
Alcance (m)

(a)

A altura maxima foi de: 3.3351 metros.
O alcance maxima foi de : 8.40787 metros. -
O tempo de voo foi de: 1.832 segundos.

(b)

Fonte: Autoria prépria.



43

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, mostramos o desenvolvimento de um simulador para o movimento
de projéteis sob a acao de forcas externas além da gravitacional e com a possibilidade
de exibir os resultados na forma de uma animacao em 3D. A modelagem mateméatica
envolveu uma andlise de forgas e a aplicacao da Segunda Lei de Newton. Para solugao
numérica da EDO resultante, utilizou-se o método de Euler. A modelagem da cena, dos

objetos e da animacao foi toda criada a partir da biblioteca VPython.

Inicialmente o objetivo foi construir o solver numérico usando linguagem Python.
Apés a sua conclusao, foram realizadas comparacoes entre os resultados obtidos com
solugoes analiticas da literatura. Os resultados relativos a todos os casos analisados foram
bastante proximos da solugao real. Pudemos entao comprovar que, de fato, a técnica
numeérica, é uma alternativa para a obtencao de soluc¢oes para as equacoes diferenciais que
modelam o problema fisico em questao. Como o uso do método de Euler - assim como
em diversos métodos numeéricos - recai na repeticao de muitos calculos, principalmente
para passos de tempo pequenos, ficou evidente o papel do computador como ferramenta

indispensavel para este tipo de aplicacao cientifica.

Com relacao a modelagem 3D, buscamos apresentar a biblioteca VPython como
um recurso gratuito, mas ao mesmo tempo simples e poderoso para o desenvolvimento
de animacoes em 3D. O uso da modelagem deu uma usabilidade ao simulador numérico
totalmente nova, se aproximando mais do que se observa no mundo real. O ambiente de
desenvolvimento Glowscript permitiu disponibilizar o simulador na internet sem custo,
na forma de um Objeto de Aprendizagem, requerendo do usuario apenas o uso do na-
vegador e dispensando a necessidade de instalacdo de qualquer outro software adicional,

independentemente de plataforma de acesso.

Conforme ja mencionado, este projeto de pesquisa foi apoiado com bolsas de
iniciagao cientifica do programa PIBIC/UEPB em duas cotas: 2016-2017 e 2017-2018.
Durante o XXV Encontro de Iniciagdo Cientifica, evento realizado pela UEPB onde todos
os alunos do programa devem apresentar os seus trabalhos, o nosso projeto, referente ao
uso da modelagem 3D, recebeu um prémio de menc¢ao honrosa, nos fazendo acreditar ainda

mais no potencial desta pesquisa.

Vale salientar que o simulador ja foi testado como um OA em sala durante uma
aula de Fisica Geral I do curso de Licenciatura em Matematica do CCHE. A demonstragao
ocorreu de maneira expositiva com o intuito de investigar as potencialidades da visualiza-
¢ao do problema fisico em trés dimensoes. O professor explorou as ferramentas quando

trabalhava o estudo do movimento de projéteis, oferecendo aos alunos uma possibilidade
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a mais na abordagem do conteiido. Um outro potencial uso do simulador em 3D estaria
relacionado a investigacao do contetido de “fung¢do ou equagoes quadraticas” uma vez que
o modelo matematico mais simples do problema fisico (langamento no vicuo) resulta em

uma equagao do 22 grau.

Com relagao a futuras pesquisas, pode-se sugerir a investigagdo de modelos ma-
tematicos ainda mais complexos, envolvendo o efeito Magnus ou a variagao de alguns
parametros no decorrer do voo, como a massa, a gravidade, a densidade do ar, entre outros.
Além disso, também podem ser investigadas as parabolas de seguranca que, diferentemente
do langamento bidimensional, abrangem a trajetoria de projeteis lancados com velocidades
iniciais com componentes em trés dimensoes. Adicionalmente podemos citar a aplicacao
de outros métodos numeéricos de solucao. A outros conteudos da Matematica e da Fisica
podem ser explorados com o auxilio da modelagem 3D como: anélise combinatoéria, geome-
tria espacial, operagoes com vetores, entre outros. A curto prazo, almeja-se investigar a
eficacia do simulador em sala de aula no processo de ensino/aprendizagem do contetdo,

por meio de intervengoes e aplicacao de questionérios.
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